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O pewne) wlasno$ci estymatorow klasycznej metody najmniejszych
kwadratow w warunkach heteroscedastyczno$ci sktadnika losowego

O HEKOTOPOM CBOJMCTBE OLUEHOK KJaCCHMYeCKOro MeToJa HauMeHBbUIMX KBaJpaToB
B yCJIOBUAX Ie€TE€POCKEAAaCTUYHOCTU cnyqaimoro KOMIIOHEeHTAa

Von einer Eigenschaft der Astimatoren der klassischen Methode der kleinsten
Quadrate bei der Heteroszedastizitdt des Schicksalselementes

W artykule tym zajeto sie stochastycznymi wilasciwosciami klasycz-
nych ! estymatoréw wariancji skladnika losowego oraz wariancji oszaco-
wan parametréw strukturalnych prostego modelu ekonometrycznego
z jedng zmienng objasniajacg -—— w wypadku heteroscedastycznosci sktad-
nika losowego. Wprowadzone zostanie pojecie quasi-nieobcigzonosci esty-
matoréw, ktoérej warunki wystepowania poszukiwane beda kazdorazowo
przy szczegélnych zalozeniach dotyczacych modelu ksztaltowania sie war-
iancji skladnika losowego.

Niech bedzie dany prosty model:
(1) Ye=aotaxste  (t=12,..,n).

Przyjmijmy dla tego modelu klasyczne zalozenia:

a) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
b) skladnik losowy & ma warto$¢ oczekiwang, réwng zeru oraz stalg
wariancje o® i wszystkie autokowariancje rowne 0, czyli zachodzi:

(2a) E(e,)=0 (t=1,2,...,n),

1 Za klasyczne estymatory uwazane sg tu estymatory wiasciwe klasycznej me-
todzie najmniejszych kwadratéw.
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ofdlat=s

0 dla t+s (t,s=1,2,..,n).

Przyjmijmy na stale, ze x; jest odchyleniem od $redniej z proby. Stosujac
klasyczng metode najmniejszych kwadartéw otrzymujemy estymatory
parametrow strukturalnych modelu (1):

(2b) E(es &5)= {

® B

ao_

n

> xt yt

(4) a; = "tin—‘

2 X

=1 .
Przy spelnieniu zalozen a) i b) estymatory (3) i (4) sag na mocy twierdzenia
Gaussa-Markowa najlepszymi nieobcigzonymi estymatorami liniowymi
parametréw a; i a;.

Wariancje oszacowan (3) i (4) sg rowne:

2

®) D2(ag)=—

2 o?
D¥(ay)=
6
(6) »
1
Nieobcigzonymi estymatorami wariancji skladnika losowego oraz warian-

cji (8) i (6) sg odpowiednio wyrazenia:
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gdzie e, sg to tzw. reszty modelu,
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Nalezy zwrdci¢ uwage, ze zalozenie b) wymaga, aby wariancja skiadnika
losowego byla stala, co znaczy, by zachodzilo:

D2(e;) = D3(gy)=...= D2(e5,).

Przyjmijmy teraz dla modelu (1) nieco odmiene zalozenia:

¢) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
d) skladnik ¢ ma warto$é oczekiwang réwng 0, wariancje o% i wszystkie
autokowariancje rowne 0, czyli zachodzi:

(10a) E(e)=0 (t=12,..n),
[ 0dla t£s
(10b) Elew) =1 o2, =02k, dla t=s (t,s=1.2,..,1),

gdzie k>01 ' ki=n, co oznacza, ze wspélczynnik ¢? jest wariancja
=1

$rednia, poniewaz

2 2
o? 6 Z ks
—__i= =1
02= ! = =¢2
n n

Aby zalozenie d) nie bylo tozsame z zalozeniem b), musi zachodzi¢ k;#1
dla dwu przynajmniej réznych t. Przy tych zatozeniach estymatory (3) i (4)
otrzymane za pomocg klasycznej metody najmniejszych kwadratow sg
w dalszym ciggu nieobcigZone, nie posiadajg natomiast wlasnosci minimal-
nej wariancji. Dodatkowsg komplikacja spowodowang przez heterosceda-
stycznos¢ wariancji zalozong w d) jest obcigzenie estymatorow (7), (8), (9).
Wariacje D?(a,) i D?%(a;), gdzie a, i a, nadal okreslone sg przez (3) i (4),
obecnie wynosza:

YD) FY e

—1 =1
Dz(ao) = nz = nz = ;

(1)

n

Y x1D*(v?) Y xtki
(12) D¥a)=—— =—

(£2)  (E9)

natomiast ich oszacowania otrzymane za pomocg estymatoréow (8) i (9) sa
obcigzone. Obcigzenie to dla estymatora (9) jest rowne ([1] str. 310)
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33(11_—-1) 3 (l—kg)x,’
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(n—2)(i xi)z

=1

Obcigzenie estymatora (8) mozna !atwo znalez¢ korzystajac z tego, ze
([1] str. 309)

=

(1—kt)x?
E)=o?| { + ———
(n—2)Y" &7

=1

Mamy wiec

S {1k

-2 =
" (n—2) 3" ?
=1

Odpowiednie obcigzenie réwna si¢ zatem

2y (1—ki) a7

—1

— 9\
nin—2) L a2
Jest oczywiste, ze obcigzenia bedg rowne 0 niezaleznie od wartosci
przyjmowanych przez zmienng x;, w przypadku gdyby k;=k,=k;=..=
=kn,=1, czyli gdyby zachodzily zalozenia a) i b). Mozna jednak wykaza¢,
Ze przy zalozeniach c) i d) moga wystepowac sytuacje, w ktorych wspom-
niane obcigzenia bedg rowne zeru. Przyjmujgc dodatkowo model, wedlug
ktérego ksztaltuje sie wariancja skladnika losowego, a wiec i wspodlczyn-
niki k;, mozna poszukiwac¢ takich ukltadéw wartosci zmiennej objasniajacej
" xy, dla ktorych zachodzi¢ bedzie

n

> (I—kgx?=0.
=1
Te szczegbdlne przypadki zerowego obcigzenia estymatoréow (7), (8), (9)
modelu (1) przy zalozeniach e) i d) oraz przyjetym modelu obiektywnej
heteroscedastycznosci nazywaé¢ bedziemy dalej quasi-nieobcigzonos$cig
albo nieobcigzonoscig przy pewnych ukladach wartosci zmiennej objasnia-
jace]. Z powyzszych powodow niezbedne jest ustalenie dla dalszych roz-
wazan modelu, wedlug ktérego zmienia sie wariancja skladnika losowego.
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Pawlowski [2] w przypadku estymowania funkcji popytu na dobra
trwatego uzytku przyjmuje, ze wariancja skladnika losowego jest funkcjg
czasu. Jak wykazujg badania wielu autoréw ([3] str. 256), mozna czesto
przyja¢, ze D?(e) jest pewng funkcjg badz wartosci oczekiwanej zmiennej
objasnianej, badz tez wartos$ci zmiennej objasniajgcej. Jezeli na przyklad
estymujemy funkcje regresji wydatkow na zywno$¢ rodzin wzgledem
ich dochodéw, to mozna przyjgé proporcjonalnosé D? (&) do kwadratu do-
chodu. W tej sprawie pewne ogolniejsze podejscie prezentuje E. Park [3].
Proponuje on, aby nie zakladaé¢ apriorycznie dokladnego modelu hetero-
scedastycznosci, lecz estymowaé jego parametry, uzywajac reszt otrzyma-
nych ze wstepnego przeliczenia klasyczng metodg najmniejszych kwadra-
tow jako oszacowania wariancji skladnika losowego. Mozna wtedy na
przyklad estymowaé parametry o2 i v modelu

— T
et2 = szt el)

gdzie v jest skladnikiem losowym. Podejscie takie — jak wida¢ — dos¢
ostrozne, unika apriorycznych zatozen. Podobne sugestie wysuwa Z. Pa-
wlowski [2].

Wydaje sie tez, ze mozliwym do przyjecia w pewnych sytuacjach
zalozeniem jest uznanie wariancji sktadnika losowego za schodkowg funk-
cje indeksu t. Wigza¢ sie to moze z niejednorodnoscig danych zebranych
dla celéw estymacji modelu ekonometrycznego. Oczywiscie bierzemy tu
pod uwage przypadek, gdy ta niejednorodno$¢ generuje zmienno$¢ para-
metru stochastycznego, a nie parametréw strukturalnych estymowanego
modelu. Nalezy sie spodziewa¢, ze rozne modele obiektywnej heterosceda-
stycznosci, ktére mozna przyjac¢ dla modelu (1), w zaleznosci od jego mery-
torycznej tresci, bedg implikowaly rozne warnuki, jakie musi spelnia¢
zmienna objasniajgca, aby estymatory (7), (8), (9) mozna bylo uzna¢ za
quasi-nieobcigzone.

Niech bedzie dalej dany model (1) przy zalozeniach:

e) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
f) skladnik losowy ¢ ma wartosé oczekiwang réwng 0, wariancje o2 i wszy-
stkie autokowariancje réwne 0, czyli:

E(Fg)=0 (t= 1,2,...,17/),
Eleges)= 0 dla ts£s
ths 02= 0%k, dla t=s (t,s=1,2,...,n),

g) ke=m-t+b, gdzie m=0 oraz m i b sa takie, by

2 ki=n

=1
Wprowadzenie dodatkowego zalozenia g) oznacza rozpatrywanie przy-
padku, gdy wariancja skladnika losowego modelu (1) jest liniowsg funkcjg
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czasu. Korzystajac z tego, ze

i kt—_—‘n

=1

mamy:

n=m }E t+nb,

=1
St
—1

1=mt +b, gdzie t =—

Prosta z zalozenia g) przechodzi wiec przez punkt o wspolrzednych (—t, 1),
stad jej rownanie przedstawi¢ mozemy w postaci:

ke—1=m(t—t),
(14) ‘ ke=1+m(t—1).

Esymatory (7), (8), (9) dla modelu (1) przy zalozeniach: e), f), g) beda
quasi-nieobcigzone, jezeli zajdzie

=

(15) (l—kt)xt2=0.

==

-

Wstawiajgc (14) do (15) otrzymujemy

(16) my x2(t—t)=0.

=<1
Réwnosc (16) zostanie spelniona, gdy wartosci zmiennej objasniajacej beda
tworzyly szereg symetryczny. Wowczas wyrazenie

_n

D xP(t—t)

=1
gdzie x; jest odchyleniem od odpowiedniej, bedzie rowne zeru. Tak wiec
w modelu (1) przy zalozeniach: e), f), g) warunkiem quasi-nieobcigzonosci
estymatorow (7), (8), (9) jest symetryczno$¢ szeregu warto$ci zmiennej
objasniajgcej.

Rozwazmy teraz inny model hetergscedastycznosci.
Niech dla modelu (1) bedg prawdziwe zalozenia:
h) zmienna x; jest nielosowa i nie skorelowana ze skladnikiem losowym,
i) skladnik losowy e ma warto$¢ occzekiwang rowng 0, wariancje o

i wszystkie autokowariancje réwne 0, czyli zachodzi:
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E(e)=0 (t—1,2,.,n),
E {0 dla t=s
(eees) = 0:2= 0%k, dla t=s (t,s=1,2,..,n),

. ko dla 12620
) kt_{k2 dla® <tLn (t=1, 2, ... n); n jest liczbg parzysta,

oraz k:>0, k,>>0, ky#k,, ky i k, sg takie aby > k¢=n.

=1
Przyjecie zalozenia j) oznacza rozpatrywanie przypadku, w ktéorym
wariancja skladnika losowego modelu (1) jest rézina dla dwu réwnolicz-

nych grup danych. Korzystajac z tego, ze Z ki=n. mamy:

=1

n n

'*k _k =n

5 + 5 2
(7

k1+k2=2.

Estymatory (7), (8), (9), dla modelu (1) przy zalozeniach: h), i) j) beda
quasi-nieobciazone, jezeli zajdzie:
(18) 3 (1—kgxe=0.

=1
Korzystajac z (17) oraz zalozenia j) przeksztalcamy (18)

n ni2 n n/2 n nf2 n
Wl

z (1 —kt)xt2= z xt2+ Z J’,‘t2_k1 Z x,2—k2 th2= (1 —kl) (Z .’L‘tz—' fo)
=1 t—=1 t==nl2+1 =1 {=n/2-+1 51 t=n/2+41
Otrzymane wyrazenie bedzie rowne 0, jezeli

n'2 n

Vo= Sl

=1 {-—nl241

co jest réwnoznaczne z rdéwnoscig wariancji zmiennej objasniajacej dla
obydwu rownolicznych grup danych. Aby wiec estymatory (7), (8), (9)
modelu (1) przy zalozeniach h), i), j) byly quasi-nieobcigzone, wariancje
zmiennej obja$niajacej w obydwu grupach danych powinny by¢ sobie
rowne.

Nakladajge kazdorazowo ostre zalozenia modelu heteroscedastycznosci,
mozna w pewnych przypadkach sformulowaé¢ dos¢ proste warunki quasi-
-nieobcigzonosci klasycznych estymatorow wariancji skladnika losowego
oraz wariancji oszacowan parametrow strukturalnych modelu (1). Warun-
ki te dotycza ksztaltowania sie zmiennej objasniajgcej i sg rézne dla roz-
nych typoéw heteroscedastycznosci. Wigze sie to z tym, ze wprowadzone

9 Annales, sectio H, t. IX



130 Michat Jarmut

w artykule pojecie quasi-nieobcigzonosei polega na otrzymywaniu obcigze-
nia zerowego przy pewnych ukladach wartosci zmiennej objasniajgcej.
Jesli ta jest zmienng ekonomiczng, uklady te mogg by¢ trudne do otrzy-

mania.
Nalezy zauwazy¢, ze dla modelu tendencji rozwojowej postaci

Yi=agtot+e; (t=1,2,...,n)

i w przypadku niejednorodno$ci wariancji typu g) lub j) klasyczna metoda
najmniejszych kwadratéw daje zawsze quasi-nieobcigzone estymatory
wariancji skladnika losowego oraz oszacowan parametrow strukturalnych.
Zmienna czasowa spelnia bowiem obydwa znalezione przez nas warunki
tak dla przypadku g) jak i dla j).
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PE3IOME

CraThbd NOCBAILNEHA CTOXACTUYECKUM IIOCHEACTBUAM HEONHOPOAHOCTM AMCIEpPCUM
CIy4aifHOro KOMIIOHEHTa C OJHOM OOBACHANWIEH BeAM4YMHOM. IIPUHATBHIM METOLOM
OlIEHKM SABJAETCH KJIACCMYECKMII MEeTOJ HAMMEHBIUMX KBaApaToB. JndA onpejgeneHud
HECMELLEHHOCTU OLEHOK CTPYKTYDPAJbHBIX INapaMeTPOB IIPM HEKOTODBbIX CHCTEMaX
3HayeHUsl OO'BACHAIONUE) NepeMEeHHON ObI0 BBEJEHO IOHATHE KBa3UHECMEIEHHOCTH.
ITocnepuaa wacTb paboThl MOCBAILNEHA YCTAHOBIEHMIO YCJIOBUA TIOABJIEHUA ITOTO fAB-
JeHNA AJIA ONpeAelieHHbIX CJYy4aeB IeTePOCKEeRaCTUYHOCTHU.

ZUSAMMENFASSUNG

. Der Artikel befasst sich mit den stochastischen Folgen der Varianzungleichartig-
keit des Schicksalselements des ©Okonometrischen Modells mit einer deutender
Variabel. Die angenommene Methode der Astimation ist die klassische Methode der
kleinsten Quadrate., In der Arbeit wurde der Begriff von quasi-Unbelastetheit der
Astimatoren der Strukturparameter bei gewissen Wertverhéltnissen von der deutender
Variabel. Der letzte Teil befasst sich mit der Bestimmung von Bestehensbedingungen
dieser Erscheinung fiir die bestimmten Félle der Heteroszedastizitit.



