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Liezby ogolne.

1. a) Zmieszano dwa gatunki towaru, przyczem pierwszego ga-
tunku wzieto 18 kg, drugiego zas 15 kg. Ile kg zawierala mieszanina ?

b) Zmieszano dwa gatunki towaru, przyczem pierwszego ga-
tunku wzieto 24 kg, drugiego zas 3} kg. lle kg zawierala mieszanina?

c) Zmieszano dwa gatunki towaru, przyczem pierwszego ga-
tunku wzieto 17 kg, drugiego zas 12} kg. Ile kg zawierala mie-
szanina?

d) Zmieszano dwa gatunki towaru, przyczem pierwszego ga-
tunku wzieto 29,06 kg, drugiego zas 56f kg. Ile kg zawierala mie-
szanina?

e) Jakie dzialanie nalezalo wykonaé na ilosciach 2 gatunkéw
towaru, uzytych na przygotowanie mieszaniny, azeby otrzymaé ogélna
ilo§¢ mieszaniny?

Zamiast méwié, ze waga calej mieszaniny réwna sie sumie
ilosci poszczegélnych gatunkéw towaru, uzytych na. przygotowanie
mieszaniny, zalezno$¢ t¢ wyrazamy, piszac:

w=0b+%a,

przytem w oznacza ilosé (kg) mieszaniny, a a i b ilosci poaszczegol-
nych gatunkéw, uzytych na przygotowanie mieszaniny.

Litery, zazwyczaj male, zastepujace liczby szczegélowe, nazy-
wamy liczbami ogdlnemi, gdyz one zastepujg nie jedna liczbe, lecz
caly cigg liczb szczegétowych catkowitych lub utamkowych.

Liczby ogélne uzywane sa w zastgpstwie liczb szczegélowych
wtedy, gdy glownie chodzi o sformulowanie zalezno$ci miedzy wiel-
kosciami, nie za$ o liczbowy wynik zagadnienia.

Dzialania na liczbach ogélnych, podobnie, jak i na liczbach
szczegolowych, zaznaczamy, taczac liczby znakami: 4-, —, X (lub.),
: (lub —).
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Znak +, polozony przed liczba, oznacza, ze ta liczba ma byé
dodana. Tak nprz. a + b wskazuje, ze liczba, oznaczona przez b,
ma byé dodana do liczby, oznaczonej przez a. Jezeli a oznacza 15,
a b oznacza 12, wtedy a-}-b oznacza 15+ 12. Znak + czyta sie
wiecej; tym sposobem a - b przeczytamy: a wiecej b.

Znak —, polozony przed liczba, wskazuje, ze liczba ta ma byé
odjeta. Tak wigec a — b oznacza, ze liczba, oznaczona przez b, ma
byé odjeta od liczby, oznaczonej przez a. Jezeli a oznacza 13,
b za$ oznacza 2}, wtedy a— b oznacza 13— 2}. Znak — czyta
si¢ mniej; tym sposobem a — b przeczytamy: a mniej b.

Znak X oznacza, ze liczby, polaczone zapomoca tego znaku,
maja byé przez siebie pomnozone. Tak nprz. a}Xb oznacza, ze
liczba, ktéra przedstawia a, ma by¢é pomnozona przez liczbe, ktora
przedstawia b. Znak X nazywa si¢ znakiem mnozenia i a X b czyta
sie: a pomnozone przez b, lub krécej a przez b. Jezeli a oznacza 2,
b za$ 0,5, wtedy a X b oznacza 2 X 0,5.

Dla krétkosci znak mnozenia bardzo czesto opuszcza sig; pisze
si¢ wiec ab zamiast a X b i ma to samo znaczenie.

Znak mnozenia nie moze byé opuszczony, gdy liczby sa wyra-
zone zapomoca cyfr. Tak nprz. cheac zaznaczyé iloczyn 5 przez 8,
piszemy 5 X 8, nigdy za§ 58, gdyz 58 ma inne znaczenie, miano-
wicie: pieédziesiat osiem.

Czestokroé¢ w miejsce znaku X uzywany bywa punkt (.).
Mozemy wigc napisa¢ w miejsce 5 X8 — 5.8, a.b zamiast a X b.

Zazwyczaj znakéw mnozenia X lub . nie piszemy pomiedzy
liczba, wyrazona zapomoca cyfr, a liczba wyrazona zapomoca liter;
tak np. zamiast 7 Xm lub 7.m pisze si¢ Tm i ma toz samo
znaczenie.

Znak : oznacza, ze liczba, ktéra si¢ przed nim znajduje ma
byé podzielona przez liczbe, znajdujacg sie za nim, nprz. a: &
oznacza, ze liczba, oznaczona przez @, ma byé podzielona przez
liczbe, oznaczona przez b. Chcac zaznaczyé, ze jedna liczba ma

. ) ) m :
byé podzielona przez druga, nprz. m przez n, piszemy 1 coma toz

samo znaczenie, co i m: n.

Chcac zaznaczy¢, ze liczby sa réwne, uzywamy znaku =,
zwanego znakiem rownosci. Nprz. ¢ = d czyta si¢: ,c rOwna sie d"
lub tez ,c jest ré6wne a".

Polaczenie liczb (ogélnych lub szczegélowych) zapomoca zna-
kéw dzialan nazywamy wyrazeniem algebraicznem.
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Warto§é szczegolowa wyrazenia algebraicznego, jaka otrzymamy,
gdy literom, wchodzacym w sklad wyrazenia algebraicznego, nadamy
warto$ci szczegolowe i wykonamy wskazane dzialanie, nazywamy
wartoscig liczebngq.

2. a) Wykaz zaleznoéci pomigdzy liczba uczniéw obecnych
w klasie, liczba nieobecnych i liczba wszystkich uczniéw klasy,
oznaczajac liczbe obecnych przez m, liczbe nieobecnych przez n
i liczbe wszystkich przez p.

Wartosci szczegotowe:

m=20; 30, 41
=m0 853"

b) czy liczby m i n moga mie¢ w tym wypadku wartosci
szczegolowe ulamkowe?

3. W jednej wiosce jest k koni, a w drugiej o a koni wigce;j.
Ile (x) jest koni w drugiej wiosce?

Wartoéci szczegolowe.

4. Gospodarz kupil na jarmarku sukna za a zl., mydla za b zl.
i nafty za b z1. lle (y) zt. wszystkiego zaplacil?

5. Kupiono towar za p zl., a sprzedano go z zyskiem m zl.
Za ile (x) zl. sprzedano towar?
p=120; 424,25; 80,8
m= 12%; 96%; 17,05
6. Oznaczajac cene kupna towaru przez f cene¢ sprzedazy
przez s, a zysk przez z, wyraz zalezno§¢ pomiedzy ¢, s i z, przyj-
mujac kolejno kazda z nich za poszukiwang (niewiadoma), a pozo-
stale za wiadome (dane). Uléz odpowiednie zagadnienie.

7. Jezeli ¢ wyraza pewna liczbe catkowita, to jak nalezy
wyrazi¢ bezpoérednio nastepujaca po c liczbe catkowita? Jak nalezy
wyrazié liczbe caltkowita, bezposrednio poprzedzajaca liczbe ¢? Jak
nalezy wyrazi¢ trzy nastepujace po c liczby calkowite i cztery
liczby caltkowite, poprzedzajace liczbe c?

8. Kto§ ma obecnie a lat; ile (y) lat miala ta osoba & lat
temu? po uplywie jakiego czasu osoba ta bedzie mialta c lat?

a=14; 14}; b=10; 1}; c =5}; 124

9. Z Lublina do Warszawy wzdluz linji kolejowej jest a km;
z Lublina do Deblina wzdluz tej samej linji kolejowej 6 km. Ile
{z) km jest wzdluz linji kolejowéj z Dgblina do Warszawy?

Zmierz na mapie odleglosé a i b i oblicz warto$é liczebna.
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10. Za towar, ktérego cena wynosi a@ z. i na ktéorym usta-
piono b zbL rabatu, wyplacono zadatku c zi. Ile (x) zl. nalezy
doptacié¢?

a=865; b= 28,7; c = 35,8.

11. Przy jednej drodze znajduja si¢ 2 wsie i miasto. Z miasta
do piewszej wsi jest & km, do drugiej za§ p km. Z pierwszej wsi
do drugiej jest m km. Uléz zagadnienie, oznaczajac kolejno przez
k, p, m, wielko§¢ poszukiwana.

12. Wykaz zapomoca wzoru:

a) do liczby a dodaé réznice pomiedzy liczbami 6 i c;
b) od liczby ¢ odjaé sume liczb a i b;

c) réznice pomiedzy liczbami a i ¢ pomnozyé przez d;
d) liczbe a podzieli¢ przez sume liczb b i e;

e) roznice pomiedzy liczbami a i b podzielié przez d.

13. Kazda z liczb, badz to uzywana dotad w arytmetyce ele-
mentarnej, zaréwno catkowita, jako tez ulamkowa, badz to liczbe
ogdlna, mozemy unaoczni¢ zapomoca odcinkéw. Unaocznienie takie
inaczej méwiac, graficzne wyobrazenie liczb, da nam mozno$é¢ po-
twierdzi¢ graficznie wyniki dzialan na liczbach, oraz prawa, ktére
rzadza dzialaniami na nich. Celem unaocznienia liczb postepujemy
w nastepujacy sposéb:

Na linji prostej (rys. 1), poczynajac od pewnego jej punktu
albo przekroju 0, zwanego zerowym, odmierzamy na prawo dowolny
odcinek, wymierzony wedlug odpowiedniej skali (np. odcinek 1 mm
lub 1 cmit. p.) i oznaczamy kazdy z otrzymanych punktéw liczbami
wskazujacemi, o ile jednostek jest ten punkt odlegly od punktu
(przekroju) poczatkowego (zerowego). W ten sposéb na prostej,
nieograniczenie rozciagajacej si¢ od punktu O, mozemy otrzymac
obraz, przedstawiajacy nieograniczony ciag liczb catkowitych.

N
ey
<
<

Rys. 1.

Dzielac na powyiszej prostej odcinki, przyjete za jednostke,
na ré6wne cze$ci, mogliby§my otrzymaé szereg nowych punktéow

g
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(przekrojow), wyobrazajacych liczby utamkowe (rys. 1). Widzimy
wigc, iz na prostej, ktérq w tym wypadku zowiemy prostq liczbq lub
osig liczbowqg, moga byé wyobrazone graficznie wszystkie liczby cat-
kowite i utamkowe.

Liczby ogélne wyobrazamy na prostej liczbowej, odmierzajac
nafniej podlug danej skali [odcinki, odpowiadajace danym liczbom
og6lnym,

Zaznacza si¢ przytem, iz celem graficznego wyobrazenia liczb,
dotychczas wam znanych, przyjety jest sposéb odmierzania odcin-
kéw na prawo od punktu zerowego.

14. Wyobraz graficznie na prostej liczbowe;j:
a) cigg liczb catkowitych od 0 do 10;
b) liCZbY: T, 518, 2451,
c) liczby: 0,5; 1,3; 2,75; 3,8; 5,6.

Dodawanie.

15. a) Co oznacza wzér: s=a-+b+c

b) Jak nazywaja si¢ liczby, ktére dodajemy (a, b, c)?
c) Jak nazywamy wynik dodawania (s)?

d) Przedstaw graficznie sume s liczb a, b i c.

4& [] % I b
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Rys. 2.

W tym celu odmierzamy kolejno na prostej liczbowej 3 odcin-
ki, ktérych dtugosci, podlug danej skali, odpowiadaja danym sktad-
nikom sumy i tak je ustawiamy, aby lewy koniec drugiego odcinka
stykal si¢ z prawym bokiem pierwszego, lewy koniec trzeciego od-
cinka z prawym drugiego.
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e) Co zauwazysz, odmierzajac kolejno na prostej liczbowej
w coraz to innym porzadku odcinki, odpowiadajace danym sktadni-
kom (a, b, ¢,) sumy?

Czy odcinki, wyobrazajace poszczegélne sumy, beda réwnemi?

(Rys. 2).

Zauwazona wlasno§¢ sumy nazywamy prawem przemiennosci

skladnikow.
Tre§¢ prawa przemienno$ci wyrazamy, méwiac: suma nie za-
lezy od porzqdku skladnikéw albo tez: skladniki sq przemienne.
Tre§¢ prawa przemiennoséci 3 skladnikéw zapomoca wzoru wy-
razamy, piszac:
s=a+b+c=a+c+b=b+a+tc=btct+a=c+a+b=
=c+b+a

f) Czy prawo przemiennoséci sktadnikéw dotyczy tych przy-
padkéw, w ktérych mamy wiecej, niz 2 lub 3 sktadniki?

g) Wykaz zapomoca wzoru prawo przemienno$ci 2, 4 skladni-
kow.

h) Nadajac liczbom a, b i ¢ wartosci szczegélowe: 1) tylko
catkowite; 2) tylko ulamkowe; 3) liczbie a calkowita, liczbom za$
b i ¢ ulamkowe, sprawdz, czy prawo przemiennosci jest sluszne
w poszczegbélnych przypadkach.

16. Do kazdego z nastepujacych wzoréw uloz zagadnienie :

.a] s=a+b+a d) s=d+d+d (d oznacza liczbe caltkowita),
b) s=a+a+5b e) s=54+g+b (g oznacza liczbe calkowita,
c) s= c+4 b ulamkowa).

17. a) Co oznaczajq wzory:

s=at+btc=a+(btc)=(@+b+c=(@+c)+b=(b+c)+
+a=c+(@+b) it p.

b) Przedstaw graficznie kazda z powyzszych sum.

Co zauwazasz?

Azeby dodaé do siebie kilka skladnikéw, mozemy to wykonaé,
{gczgc dowolnie z sobq sktadniki w grupy, a wynik nie ulegnie zmia-
nie. Zauwazona wlasno$¢ nazywamy prawem {gcznosci.

c) Nadajac a, b i ¢ wartoéci szczegotowe, badz to tylko cal-
kowite, badz to tylko ulamkowe, jako tez niektérym z nich catko-
wite, innym za$ ulamkowe, sprawdz, czy prawo lacznosci jest stusz-
ne w poszczegdlnych przypadkach.

Prawo {qcznosci jest stuszne zaréwno dla sktladnikéw catkowi-
tych jak i ulamkowych, a wiec i ogélnych.

e £
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d) Stosujac prawo przemiennosci i lacznosci skladnikéow, wy-
kaz zapomoca wzoréw rézne sposoby dodania do siebie czterech
skladnikow.

Wartoéci szczegélowe.

e) Grupujac jak najdogodniej skladniki, oblicz sumy:

1) 25+ 36+ 112+ 175 3) 2,05+ 0,154 4,65+ 0,3

2) 84+ 31+ 74 4) 3} +56+ 17 +4,5

f) Nastepujace wyrazenia zastap przez réwnoznaczne sumy,
opuszczajac nawiasy:

1) (f+gl+b= 6) (x+y)+2z +-(p+q) =

2) c+(d+5= 7N a+b+cd+d+ A=
3) a+(b+c+d)= 8 (p+qg +v)+5+(+2)=
4) (m+n)+(p+gq)= 9) (@a+b +c)=

5 v4(s+3)+¢t=

g) Nastepujace wyrazenia zastap przez réwnoznaczne sumy
dowolnie ujmujac poszczegélne skladniki w nawiasy:

1) a+b+c+d
2) pt+q+5+v

3)35+b+4+4c+d
18. Kazda z nastepujacych sum zastap krétszem wyrazeniem:

1) a4+a= m-+m

8) ————=
2)atata= 3
3)b+b+b g YRR R oA s B L RO
) 9) 7+7+7+7+7
4) b+b+at+a+ta=

10)£+£+£+c—
6) xt+tytyt+xtxtx= 24 Z 2

Npt+p+Stptr+r+i1= i g e e

Jezeli w.sumie pewna liczba ogélna powtarza sie jako sklad-
nik kilka razy, woéwczas sume taka zastepuje sie krotszem wyraze-
niem, stawiajac przed liczba ogélng liczbe szczegélowa, wskazujaca,
ile razy liczba ogélna powtarza sie jako skladnik, np. zamiast
a + a+ a piszemy 3a. -

Powyisza liczbe szczegétowa, w danym przypadku 3, nazywa-
my spéiczynnikiem liczby ogblnej. Poniewaz liczby a, b, ¢, mozemy
napisaé: la, 16, 1c, przeto méwimy, ze spélczynnikami liczb a, b, c,
jest jednosé.



Spétczynnik moze byé réwniez liczba ulamkowa lub tez liczba
ogélna. Np. wyrazenie 4 x oznacza, ze trzecig czes$é liczby x wzie-
to, jako sktadnik dwa razy:

*® Xn 2
o S R

lloczyny, ktére albo niczem si¢ nie réznia od siebie, albo tez,
ktére réznia sie tylko swojemi spélczynnikami, nazywamy wyrazami
podobnemi nprz. a, 4a, 6a, sa wyrazami podobnemi.

Graficznie wyraz, nprz. 4a, mozemy wyobrazi¢, odmierzajac
w pewnej skali odcinek, odpowiadajacy liczbie a cztery razy.

Poniewaz, jak wynika z okreslenia wyrazow podobnych, oraz
na podstawie Nr. 17, mamy:

2xt3x=(xtx)T(xtxtx)=xtx+tx+tx+x=05x
przeto mozemy powiedzie¢:

Aby dodaé do siebie wyrazy podobne nalezy dodaé ich spélczyn-
niki i obok otrzymanej sumy pozostawic liczbe ogélng.

Nprz. 5a -+ 4a = 9a; 3x +4x + 10x = 11x

19. 1) b+26=7; 7 3a+4b+Ta=7?;
2)N3xitx =12 8) 34a+43b+6a+7b=27?;
3) 2z+5z2=17; 9) 24k +17m + 17k + 24k = ?;
4 atata=27?; 10) 75x+ 12y + 15x + 24y + 17x = ?;

5 ctct3c=27; 11) 2,14 + 3,14 =1?;
6) 20+3p+q="7; 12) 9232+232=2;

20. Gdy wyrazenie algebraiczne sklada si¢ z kilku wyrazéw,
polaczonych znakami +, przyczem wéréd tych wyrazéw sa wyrazy
podobne, wéwczas na podstawie reguly dodawania wyrazéw (Nr. 18)
podobnych, mozna wyrazy takie zebra¢ w jeden, moéwiac inaczej,
mozna wykona¢ redukcje wyrazéw podobnych.

Np. 1) 5a+7b+2b+tc+b=5a+10b+ c .

2) 4a+5b+7ct(3at+b+2c) =4a+5b+Tct+3a+b+2c = Ta+6b+9c
3) xt4a+b+ (3x+2b) +(@atx+5b)=x+t4a+b+3x+2b+ta+t
+x+5b=5x+5a+8b
4 Tm+3nt+tp+(3m+2q) +(2p+5n) = Tm+3n+p+3m+2q+
+2p+5n=10m + 8n + 3p + 2q.
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Wykonaj redukcje wyrazéw podobnych.
1) 4x+5p+x+3y=7;
2) Tm+2n+TIn+p+6p+3p=2;
3) 6a+tb+3+9%+Tc+t5c+b+11=272;
4) 2x+4x+5p+1x=7?;
5) da+(5a+6b)=7?; 9c+2d+(d+5c)="7;
6) 17x+14p+(8x+2p)=7?; 9m+ (2n+ 6m + 1p)=?;
7) 14a+(19a+15b)+(186+9a)="?; 20a+13b+11d+(6d+5b)=7?;
8) 13xt4y+16z+ (16y +7z) + (5x +9z) =?
9) p+4lqg+ir+(3.5p +2,50)+(34q+1,8) =7;
10) 3r+tr+2x+3s+7+12r+4+3s+1=72;
11) Tx+6y+2z+3+6y+10+4z+10=7;
12) 3d+e+t14+02e+{ad+17+0,8e+4d+15=7;
13) 3a+4b+3b+Jc+ 1,1+ e+ Ta+c+5b+1,01=7;
14) m+0,5n+0,123m+p+035+6p+2n+0,08m+Ip+5=7;
15) k+8m+t4m+4x+1+x+2m+3k+0,6m+k=272.

21. Pewien gospodarz zebral z pola a q zyta, inny zebral
o b q wiecej, niz pierwszy. Ile (x) q 2yta zebral trzeci gospodarz,
jezeli wiadomo, ze zebral tylez q zyta, co dwaj pierwsi razem?

22. Na przebudowe domu wydano: pierwszego miesiaca a zi.,
drugiego o 2000 zI. wiecej, trzeciego — 2 razy i czwartego — 4 ra-
zy wiecej, niz pierwszego miesiaca. Ile (y) zl. wydano w ciagu
4 miesigcy?

23. Kupiono 2,5 kg herbaty pierwszego gatunku po a zl. za
1 kg, 7 kg drugiego gatunku po n zl. i 4 kg kawy, za ktéra placo-
no tylez, co i za herbate pierwszego gatunku. Ile (z) zlotych za-
placono za wszystko?

24, W réwnolegloboku jeden bok ma a m, a drugi jest o &
m wigkszy. Ile (x) m ma obwéd réwnolegtoboku?

25. Ile (v) cm ma obwéd uko$nika, ktérego bok ma a dm?

26, Ile wynosi obwéd os$miokata foremnego, majacego bok
rowny m cm?

27. Rozdzielono pewna sume¢ pieniedzy pomiedzy 4 osoby tak,
ze pierwsza otrzymala a zl., druga — o b zl. wiecej, niz pierwsza,
trzecia — o c¢ zl. wigcej, niz druga i czwarta — tylez, co dwie
pierwsze osoby razem. 1) Ile (x) otrzymala kazda osoba? 2) Jaka
(v) kwote rozdzielono?

28. Krawedz szescianu ma b m. 'lle (x) m wynosi suma
wszystkich krawedzi szes§cianu?

29. Niech m oznacza pewng liczbe catkowita. ZnajdZ sume
czterech kolejnych liczb catkowitych, nastepujacych po m.
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Odejmowanie.

30. a) Co oznacza wzor:
r=a—b

Odja¢ od liczby a liczbe b, znaczy znalezé taka liczbe, ktéra,
dodana do b, dalaby w sumie a.

b) Jak nazywamy te liczbe, od ktérej odejmujemy? i

c) Jak nazywamy liczbe, ktéra odejmujemy ?

d) Jak nazywamy wynik odejmowania? !

e) Przedstaw graficznie odjecie liczby b od liczby a.

e b e S

0: - !

e iR i e A e e

Rys. 3
W tym celu na prostej liczbowej (rys. 3) odmierzamy naprawo
od punktu zerowego odcinek, odpowiadajacy odjemnej, nastepnie
od punktu, wyobrazajacego liczbe a, odmierzamy w kierunku prze-
ciwnym (nalewo) odcinek, odpowiadajacy odjemnikowi b.

e b R E R T e ARG
0: i
SR N it ) T SR - S :
<= 3 h
Rys. 4. !

Przy odejmowaniu dwu liczb, zwraca uwage przypadek szcze-
g6lny, gdy odjemna réwna sie odjemnikowi (@ = b) (rys. 4), wtedy
bowiem korice odcinka, odpowiadajacego odjemnikowi b, pokrywa
punkt zerowy O (poczatek) odcinka, odpowiadajacego odjemnej a.

Gdy odjemna = odjemnikowi, wdéwczas réznice oznaczamy
zerem :

a—b=0.
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Dlatego tez punkt poczatkowy na prostej liczbowej oznaczamy
przez O.

Wiec O jest liczbq, ktérq otrzymujemy, odejmujqc od dowolnej

liczby nprz. a taka sama liczbe a
a—a=0.

g) Poniewaz odjaé od liczby a liczbe b, znaczy znaleié¢ taka

liczbe, ktéra, dodana do b, dalaby w sumie a, przeto mamy:
a—b+b=a.

Z tej rownosci wynika, ze wielko§é (a) nie zmieni sig, gdy do
niej kolejno dodamy i odejmiemy te sama wielkosé (b).

Dodawanie wiec i odejmowanie sq to dziatania odwrotne.

31. a) Znalezé réznice:
12x — 1x.

Poniewaz znalezé powyzsza réznice, znaczy znalezé taka liczbe,
ktora, dodana do liczby 7x, dalaby 12x, przeto réznica poszukiwana
bedzie 5x, gdyz

1x + 5x = 12x.

Stad wynika nastepujaca regula odejmowania wyrazéw po-
dobnych:

Azeby odjgé wyrazy podobne jeden od drugiego, nalezy od spéi-
czynnika odjemnej odjgé spéiczynnik odjemnika, dopisujgc nastepnie
obok otrzymanej réznicy liczbe ogoing.

b) la—4a=7?; 14b—10b=?; 6a—2a=17; 3c—c="?
c)y—y=22x—2x=7,2x—x=7; 3z—2z="7
d)3m—2im=2? n—4in=72; 3}p—2lp=7; 5is —28s="7

e) 4,8a—1,2a=7; 6,5b—3,8b="7; 2,04x—19x="7; 0,584p—0,245p="7
f) 0,001c—0,001c=?; 7x—0,16x=7?; 50m—43,07m=7?; y—0,067y="7
B) 6x—4x=7; 12}y —9y=72; T3z—4z="7; Tt — ¢t ="

h) 92a—6,5a=7; 10%x —3,4x=7?; 4y — 22y =1

i) 34m—2,45m=7; 5jn— 3,315n="7; 4}z — 1,475z ="?

i r—056r=7; s—0,037s=?; 4p —3,07p=7?

k) 123x — 3,75x = ?; 645y — 2,03y =?; 18,25z —6}z="?

1) 3,423a — 0,75a =?; 0,092b — 0,083b=?; ¢ —0,04c = ?
m)5.0,4—304=7; 23.2,1 —13.2,1=172; 4754 —3}4=12.

32. Wyrazenia, skladajgce si¢ z 2 lub wigcej wyrazéw, polq-
czonych znakami dodawania (-) lub odejmowania (—), nazywamy
wielomianami. Wielomiany, zalezne od liczby wyrazow, wchodzacych
w ich sklad, nosza nazwy: dwumianu, tréymianu, czworomianu i t. d.
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Znaki, postawione przed poszczegélnemi wyrazami wielomianu,
wskazuja, czy dany wyraz ma byé dodany, czy tez odjety.
Wskazane dzialania na wyrazach podobnych mozna zaréwno
wykonywaé w tym porzadku, w jakim po sobie nastepuja wyrazy
podobne, lub tez mozna obliczyé zosobna sume wyrazéw podobnych,
ktére maja znak dodawania; nastepnie obliczyé sume takichze wyra-
z6w podobnych, przed ktéremi znajduje sie znak mniej, i w korncu
od pierwszej sumy odja¢ druga. Nalezy jednak pamietaé, ze wska-|
zanemi powyzej sposobami mozna zbieraé¢ (wykonywaé redukcje)
tylko wyrazy podobne.
Przyktady:
1) 25x —9x + 4x—8x —5x = 16x + 4x —8x — 5x =20x —8x—5x = \
=12x — 5x = 1x.
2) 3ly+3y—12p+5p—13p—9y —p =7
Redukcje wyrazéw podobnych mozemy wykonaé ré6wniez w na-
stepujacy sposéb: :
37y + 3y + 5y = 45y
12p + 13y 4+ 9y +y = 35y
35y = 10y
3) x4-4a+3x—x+5a—2x—Ta+6x —a="?
Obliczamy w nastepujacy sposéb:
x+3x —x—2x+6x=10x —3x=17x;
4a+5a—Ta—a=9a—8a =a

Dany wiec wielomian mozna wyrazié:
1x+ a
4) -Oblicz: ‘
754+25—504+5—10—1—14=7?
Obliczamy tak:
a) 75+2545=105
b) 50+10+14-14=175
c) 105—175=30,
wiec 75+25—50 4-5—10—1—14 = 30.

33. Wykonaj redukcje:
a) 13a+7a—14a=7?; 25b—b—23b=7?; 17c—12c—5c="?
b) 12:%5x—53x+134x=?; 12p+6ly—83y=7?; 5¢rz—z—2%z="
c) 1,05m —2,3m+3,18m =?; 4,75n+2,25n— 3,040 =?
3,6p—2,40— 0,080 = ?
d) 15d —28d—10,01d=7; r—3%r+1,3r=7?; 12,01s+£s—327s =7
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e) dx+2x —x—2x+5y—3y-+4y—y =2
f) 3p+3q+7r—2r —q=7?; 5x+12p—8y="?
g) Ta+6b+ 4c+10—6b—2c—10="?
h) 6¢c+6d+b+6—0,2c—5d+4c+d—0,03c =7
i) $a+ 7,280+ 185 —0,62b — 6% — 2,2b—5{5—9,1a = ?

34. a) Wyjasnij na prostej liczbowej sluszno§é nastepujacej
réwnosci:

a+b—c)=a+b—c

b) Sprawdz stusznosé powyzszej réwnosci, nadajac liczbom
ogélnym, w jej sklad wchodzacym, wartosci szczegétowe.

c) Jaka regule wyraza powyzsza réwno$é?

Aby dodaé réznice, nalety dodaé odjemng i odjqé odjemnik.

Nprz. 5a + (6a— 3b) = 5a +6a—3b = 11a—3b:

35. a)a+(b—a)=?; Ta+ (4a—3b)=7?; 9b-+ (5b—4b)=?
b) 18x +(19x—x)=7?; 25y +(13y —30z)=7?; 115t+ (14z—>51¢)=?
c) 71,280 +(4—0,62p) =?; 5,349 + (4,49 — 2p) = ?;

7,3r + (18,04r — 10,74) = ?

d) 3a+@2—0,1a)=7?; 63b+(4%b—2c)=7?; Tic+(0,02c—d) =7
e) m+4n+(1m—4n)=?; 3p+ 129+ (p—59)="?
f) 73x+0,2+(0,02—0,2x) =7?; 3,3y + 655z + {0,62y —5{52) = ?
g) 28p+ 3,79+ (4,05p —139) =?; 243k + 581+ (2,31 — 12,7k)=?
h) 33n+42,7r + (14r—3,6n)=7?; 5,75x + 3,3y + (42x —23y)="?
i) 144-25—16,=2; 2,75+31—2)=?; 3} +125—1)="?

36. a) Wyjasnij na prostej liczbowej stuszno$¢ nastepujacej

réownosci :
a—(b+c)=a—b—c.

b) Sprawdz sluszno§¢ powyzszej réwnosci, nadajac liczbom
og6lnym, w jej sktad wchodzacym, wartoéci szczegélowe.

c) Jaka regule wyraza powyzsza rowno$c?

Aby odjgé sume, nalezy odjgé kolejno jej skladniki.
Nprz. a) 4a—(2a-+b) =4a—2a—b=2a—b,

b) 17p + 59— (12p+39) = 17p + 59 — 12p — 39 = 50 + 24.

37. a) 6a—((2a+b)y=7? 5k—2k+0)=7?; 15x—(1 +x)="?
b) 7a+ 14b—(4a + 10b) =?; (5p +-a)—(4p +a) ="?
c)2x+2p—(x+y)=2 Tz+4—3t+2)="?
d) 33d + 221 —(2}d + 1) =7?; 63p +53q—(5ip +2iq)="?
e) 4,25m + 0,3n— (3im + 1n) = ?; 12¢s+ 3,08, —(3,75s + 2%r) =?
f) 325k +0,2— (0,02 4-0,2k) = ?; 5,34/ + 515 — (4,41—0,1) = ?
g) 34— (15+12)=7; 51+3,4—(2,75+3%) ="?



38. a) Wyjasnij na prostej liczbowej slusznoéé nastepujacej
rownosci: |
a—((b—c)=a—b+c=atc—b I

b) Sprawdz stuszno§é¢ powyzszej rownosci, nadajac liczbom ogél- 1
nym, w jej sklad wchodzacym, wartosci szczegolowe;

c) Jaka regule wyraza powyzsza réwnosé?

Aby odjqé réznice, nalezy odjqé odjemnq i dodaé odjemnik, lub tez:

Aby odjqé roznice, nalety dodaé odjemnik i odjqé odjemng.

Nprz. a) 12x—(7x —3x) = 12x— 1x+ 3x = 8x

lub 12x — (7x—3x) = 12x -+ 3x— Tx = 8x
b) 4da + b—j(a— 3b) =4a+ b—a + 3b=3a-} 4b.

39. a) 7la—(3a—2a)=7; 21m— (12m—5m) =? 1
b) 42p — (14p—5) =?; 3dc— (25¢—17d) ="?
c) T3x— (3%x—02)=7 {y—(1—23%y)="?
d) 7,28 —(0,62r —0,1) = ?; 5,03m — (3,5— 7,4m) = ?
e) x+4y—(y—3x)=2;2z24+T—Q2z—30)=17
f) a+14b+ (54 4+2b) —(3b+3%)=?
8) (0.7x + 73) — (0,3% — 3} & (5x —p) =7
h) 12,07x 4 4f —(3,6x— 7,5y) + (0,8y — 5,04x) — 0,03x="7?.

40. Nie zmieniajac warto$ci wyrazenia:
xt+y—z—1t
przedstaw je w postaci sumy 2 skladnikéw, z ktérych jeden zawie-
ratlby pierwszy i trzeci wyrazy.

41. Nie zmieniajac warto$ci wyrazenia:
a—x+1,
przedstaw je w postaci réznicy 2 wyrazen, z ktérych pierwsze = a-
42. Nie zmieniajac warto$ci wyrazenia:
a—b+c—d
przedstaw je w réznych postaciach:
a) ujmujac w nawias trzy ostatnie wyrazy,
b) ujmujac w nawias trzy pierwsze wyrazy,
c) ujmujac w nawias dwa $rodkowe wyrazy,
d) ujmujac w nawias dwa ostatnie wyrazy.
43. Zmien posta¢ wyrazenia:
plx —1)—(1—x)
tak, by wyrazenia, zawarte w nawiasach, staly sie réwnemi.
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44. Zmien postaé wyrazenia: ;
20c—b)+(b—rc)
tak, by wyrazenia, zawarte w nawiasach, staly sie réwnemi.
45. Zaznacz zapomoca uzycia nawiaséw, ze wyrazenie:
p—3q+5r
jest réznica pomiedzy 5r i wyrazeniem, skladajacem si¢ z pozosta-
lych wyrazéw.
46. Pozostawlajac bez zmiany warto§é wyrazenia:
a+ 3b—2c—>5d
przedstaw je w postaci sumy i réznicy dwu wyrazen.’

47. Suma 3 skladnikéw = s; jeden ze skladnikéw = a, drugi
za$§ b. Oblicz trzeci skladnik..

48. Suma 2 liczb = a; Oblicz réznice pomiedzy temilliczbami,
jezeli wieksza z tych liczb = 4.

a=10; 3,21; 2{%; b =6; 2,1; 13

49. Waga brutto towaru’wynosi m kg; oblicz wage netto, je-
zeli tara wynosi (b — 5) kg.

50. Ktos, majacy przy sobie a zi, wydal na kupno gazet b
groszy, a na kupno ksigzki ¢ z}. Ile mu pozostalo zlotych?

51. Ile (x) cm wynosi obwéd réwnolegloboku, majacego pod-
stawe rowna a cm i bok mniejszy od podstawy o b,cm?

52. Oblicz sume trzech kolejnych liczb catkowitych, bezposre-
dnio poprzedzajacych liczbe catkowita m.

53. Cztery sztuki sukna' zawieraja razem m m; w pierwszej
bylo @ m, w drugiej o 3 m mniej, niz w 1-ej, a w trzeciej bylo ty-
lez, co i w drugiej. lle (y) m bylo w czwartej sztuce?

m = 90; 104; a = 24; 30,5

Mnozenie.

54. a) Co oznacza wzér:
i=aXb=a.b= ab,
1) gdy b jest symbolem liczby catkowite;j?
2). - ielble o , ulamkowej?
W yijasnij powyzsze na wartosciach szczegolowych liczb ogélnych.
b) Jak nazywamy liczbe, kté6ra mnozymy?
cIRy ,, o przez ktéra mnozymy?
) 3 wynik mnozenia?

Rachunki. — Czgs¢ VI 2
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e) Jak nazywamy razem liczby, ktére mnozymy? (czynnikami).

f) Wyznacz na prostej liczbowej punkty, odpowiadajace naste-
pujacym iloczynom:

5.3;5.4:4.%; 1%.% 35.% a.3; a.%; a.2%; a.3,4;

55. a) Przedstawiajac czynniki danego iloczynu w postaci od-
cinkéw, mozemy nadaé¢ iloczynowi 2 czynnikéw nastepujace zna-
czenie geometryczne. Mianowicie, budujac prostokat, ktérego wy-
miary podlug danej skali, odpowiadaja danym czynnikom, mozemy
przedstawié¢ iloczyn ab, jako pole prostokata, ‘majacego boki réwne
.a i b jednostkom dtugosci (rys. 5).

aQ
Rys. 5.

Pole prostokata zawiera ab jednostek kwadratowych.
b) Przedstaw geometrycznie iloczyn czynnikéw;
5.4; 3.1%; 4.23%; 1%.4; 3.715.4%
lloczyn 1%2.4 = 1.} = 4}; mozemy przedstawié, jako pole pro-
stokata, majacego boki ré6wne { pewnej jednostki dlugosci i ¥ tejze
jednostki dlugosci (rys. 6).
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Rys. 6.

Pole prostokata zawiera 21 pél prostokatnych z ktérych kazde
stanowi o), jednostki kwadratowej; iloczyn wiec {.4 przedstawi po-
le prostokata zawierajace #} czesci jednostki kwadratowej (rys. 7).
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56. 1) Jaka istnieje zalezno$é¢ miedzy polem prostokata (p)
i jego bokami a i h. Wartosci szczegotowe.

2) Kupiono @ m towaru, placac po b zi. za metr. Ile (z) zL
zaplacono za towar?

3) lle (y) nalezy zaplacié¢ a robotnikom, jezeli kazdy zarobil ¢
zlotych?

4) Ile (z) nalezy zaplaci¢ za ¢ tuzinéw oléwkéw, placac po b
gr. za 1 olowek? ;

57. a) Wyjasénij graficznie zapomoca prostokata stusznosé row-
nosci:

ab=ba
b) Nadajac liczbom b i @ wartosci szczegolowe: 1) tylko cal-
kowite, 2) tylko ulamkowe, 3) liczbie a — wartosé¢ calkowita, za$
b ulamkowa, 4) liczbie @ — warto§é¢ ulamkowsa, zas b calkowita;

sprawdz, czy r6wnoé§é ab = ba jest stuszna, w kazdym z poszcze-
goélnych wypadkoéow.
c) Jaka wlasnosé iloczynu wykaze réwnosé;

ab = ba
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Rys. 7.

W iloczynie 2 czynnikéw mozna zmieniaé porzqdek tych czynni-
kow, czyli, ze mnozenie podlega prawu przemienno$ci czynnikéw.

d) Wyjasnij geometrycznie zapomoca prostopadloscianu stusz-
no$é réwnosci:

abc = acb = bac = bca = cab = cba.



Sem- Q) | 2

Uwaga: Podobnie jak iloczyn 2 czynnikéw, mozna przedstawié
geometrycznie jako pole prostokata o wymiarach np. a i b, tak
réwniez iloczyn 3 czynnikéw a, b i ¢ mozemy przedstawi¢ geome-
trycznie, jako objeto$¢ prostopadloécianu o wymiarach a, b i c.

: z /
"/C//////////

%

?

Rys. 8.

Objetosé prostopadloscianu, ktérego wymiary odpowiadaja trzem
danym czynnikom: 3, 4 i 7 (rys. 8) réwna jest liczbowo iloczynowi
trzech wymiaré6w (3X4X 7=84) i nie zmienia si¢ bez wzgledu
pa to, czy uwazamy jg za sumeg 4 warstw jednostek szesciennych
po 3 X 7=21 jednostek w kazdej, czy tez za sume 7 warstw po
4 X 3=12 jednostek w kazdej, lub wreszcie za sumg 3 warstw
po 4 X 7 =28 jednostek szesSciennych w kazdej.

e) Opierajac si¢ na prawie przemienno$ci czynnikéw, czynniki
iloczynu piszemy w pewnym porzadku mianowicie: na pierwszem
miejscu piszemy zwykle czynnik, jezeli jest szczegélowy, a nastepnie
pozostate czynniki w porzadku alfabetycznym.

Nprz. b.a.2,5=2,5ab

f) Z rysunku 8 mozemy si¢ réwniez przekonaé, iz czynniki ilo-
czynu 3.4.7 mogq byé {gczone z sobq w dowolne grupy, bez zmiany
wyniku dzialania, inaczej méwiac, mnozenie podlega prawu lqcznosci t. j.

3:4.7=3.4.7Y=4.83.7)=17.4.3)= i t. d.

o




g) Grupujac jak najdogodniej czynniki, oblicz nastepujace iloczyny:

1)6.7.5=7;1.2.25.3=7; 50.16.19=7;
2)4.8.7.25.5=7; 21.30.28.50="

h) Wyraz zapomoca wzoru prawo lacznosci 4 czynnikéw.
i) Oblicz nastepujace iloczyny i wyjasnij geometryczne ich
zZnaczenie.
S = e R T et =0 0 75 =22

j) Kiedy iloczyn 2 lub wiecej czynnikéw bedzie zerem? Wyja-
$nij na przykladzie.

58. Oblicz iloczyny:
1)7.1=2,m-1=2,24.0=?,n.0=7; 58.0="?
2)p 5=72,22.6—72,08c.7T=17 tk.4 =7 T.8x =17
3) 0,4bc.2a=7; 3iy.spq=17; 24.0,95mn = ?
4) 1,5bd.4ak =7?; 0,52.0,8x = ?; 1,2x.0,05ky = ?

59. lloczyn 2 Iub wigcej jednakowych czyanikéw nazywamy
po‘egqg, przyczem druga potega nprz. a, t. j. aa nazywa sie zwykle
kwadratem a; potega trzecia a, t. i. aaa nazywa si¢ zwykle szescia-
nem a; dla wyzszych poteg niema podobnych osobnych wyrazéw;
méwimy wiec, ze 4 jednakowe czynniki tworza czwarta potege, pigé...
piata potege i t. d.; potega krocej oznacza sie w nastepujacy sposéb:
zamiast pisaé wszystkie jednakowe czynniki, pisze si¢ ten czynnik
raz jeden i nad nim liczbe, wskazujaca, ile razy ten czynnik sie
podwtarza. -

Tak nprz. a® oznacza aa; 7° oznacza 7.7.7; x* oznacza xxxx
i t. d. Za$ nprz. b moze byé uzyte do oznaczenia pierwszej pote-
gi b, to jest, do oznaczenia tej samej liczby 5. Tym sposobem b!
ma to samo znaczenie, co b; wiec b'=b; m'=m, 3' = 3; (0,5)! =
=051t p.

Czynnik, ktéry przez siebie mnozymy, nazywa sie zasadg po-
tegi, za$ liczba wskazujaca, ile razy ten czynnik sie powtarza, na-
zywa sie wykladnikiem potegi.

Tak nprz. w a” — wykladnikiem jest 7; w b” — wykladnikiem
jest n.

Uwaga. Nalezy odréznia¢ spéfczyanik od wykladnika.
Nprz. 3x =x+x + x; tu 3 jest spélczynnikiem;

x3 = xxx; tu 3 jest wykladnikiem.



60. Wyraz w postaci poteg nastepujace iloczyny:
1) bb=2 2) xxx =172 3) 2.2=7; 4) 3.3.3=7; 5)13.14.14 =2
6) 0,05.0,05.0,05.0,05=7?; 7) pppp-.-.... p (n razy); 8)6.6.6...... 6
(m razy).
61. Oblicz nastepuiace potegi:
1) 12, 2%, 3%2it. d. do 10%
2) 13, 2% 3% it d do 10%
3 G, (3P @) (R)E @) @)
4) (13)% (17, (13?3, (A%
5) (0,1)?, (0,1)3, (0,01)%, (0,2)3, (0,5)% (2,5)%, (1,01)3.
62. Oblicz wartosci liczebne nastepujacych wyrazes:
1) 2n, n? 2", gdy n= 4;
2) a>+b°+ct+d’, gdy a=1, b=2, c=3, d = 4; i
3 &—d*+P—b+a®, gdy e=5;d=%,c=1,b=2, a=$;
4) 3+ m, 3m; m3;, 3", gdy m = 5.

3

63. a) Poniewaz o® = aga i a* = aaaa,

8. a*= agaa.aaqaa =a®+*=a’.

wiec a
Aby pomnozyé przez siebie potegi o jednakowej zasadzie, nalezy
wyk{adniki poteg dodaé i podniesé zasade do potegi, réwnej ofrzyma-
nej sumie.
Nz 2= s —24 - 82) s a . ‘qRi=fn o —}as"
3) b° .62 =0+ 7 4) a®.b® = a°b? gdyz czynniki dane sa potega-
mi o roéznych zasadach.
5) m*mY = m" +V,
b) Oblicz iloczyny:
1) 32.3=17; 2) 32.43=17; 3) x>.x"=17?; 4) y3.22="7?; 5) @ .a* =7;
6) x™.x" =72 1) yn+n.ym " =17; 8) 22.207P=7; 9) 0. a*+* =7
10) b°.c3=17; 11) 101 =17?; 10.10=7; 10:.10=7; (0,1)*.(0,1)*= 2.

64. a) Wyrazenie, bedace iloczynem czynnika szczegélowego
i czynnikéw ogélnych, ktére moga byé réwniez potegami, nazywa-
my jednomianem.

Nprz. 5x%%®%; 1ip*q; 0,5ab*c®; a’bc (spélczynnik 1). Sa to
jednomiany.,

Jednomiany, zawierajace te same czynniki ogélne, nazywamy
podobnemi. W jednomianach podobnych spélczynniki moga by¢
rézne.

Nprz. jednomiany: 4a?b, a?b, %a®b, 0,05a?b sa podobne, nato-
miast jednomiany: 3x%y, 2xy? nie sa podobne.
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Wyrazenie, zawierajace 2 lub wigcej jednomianéw, polaczo-
nych z soba znakami dodawania (-}) lub odejmowania (—), nazy-
wamy wielomianem. Zaleznie od ilosci jednomianéw, wchodzacych
w sklad wielomianu, nazywamy wielomiany: dwumianem, tréjmia-
nem, czworomianem i t. d. Jednomiany, z ktérych sklada sie wie-
lomian, nazywamy réwniez wyrazami wielomianu. .

b) Wykonaj redukcj¢ wyrazéw podobnych (zbierz wyrazy po-
dobne) w nastepujacych wielomianach:

1) 3x% + 4xy* + x%y + 2xy

2) 5k® + Tkx® — 2kx® — kPx — kx3

3) 8py’> — 9Imp? + 12mp?

4) 3ab* + 3a°b — 2a%b* + 1a°b? -— a*b

5) a™b" + 0.5a" b™ — 0,123a™b" +0,35 — 0,086™a™ — 0,13.

c) Wyraz w postaci poteg i zbierz wyrazy podobne:

1) aa + aa +aa="? G)Eqi-f"_pqq-qu_q_?

2) bbbb + bbbb = ? 4 AL

3) pptpptpptpp="7

4) ccc+ cecc + ccec + ccc — dd—="? e aaab + aaab =2
5) xyyzz +'xyyzz = ? 3

+
8) paqrre + paqrer — XXXYZZ ; XXXYZZ _ o

d) Zastap nastepujace wyrazenia przez réwnoznaczne bez spét-
czynnikéw i wykladnikéw:
1) 2a, 2) a*, 3) 2a?% 4) 3b, 5) b%, 6) 3p% 1) 2p? 8) xy°, 9) X%,

10) 2a%b% 11) 4mn‘x?, 12) 1a?,

65. a) Oblicz iloczyny: 1) 5x.3x3, 2) 2a*.7ab?, 3) 3xy".2x"y".
Opierajac si¢ na prawach przemiennosci i tacznosci czynnikéw,
mamy:
1) 5x.3x3—5.3.x. x5 = 15x*
2) 2a%.7ab* = 2.7a* a.b* = 14a%b*
3) 3xy™.2xPy™ = 3. 2xxPymy" = 6xP+1y™ 1

b) Oblicz iloczyny nastepujacych jednomianéw:

1) b.b=2 6) 0,1d.10d = ?
2) c.c®2=7? 1) kB 3k 15 =22
3) 5x.3x8 =7 8) 14ab?.2a®> =7
4) 2p*.7p*="? 9) %a’x.7ax>="?

5) 3¢ it =7 10) 14px. 323y =7



11) 3ab*.3b%c =? 19) 2x*)2 =7

12) 0,7a°b%. $a%"% =? 20) 3a%.(52)*=7?
13) $m3y%.3m%n® = 21) (4p°¢%)* =17

14) 1a’x".3b%% =7 22) 0,3xp%.(3y%)2 =?

15) 5¢2%7.262.0,6 =?  23) 8a.(Jad)? =7

16) 20m®.$m .4m* = ? 24) #xlyr  3,5xP1p1-r = 7

17) 0,5a".a%b%c*.0,8c =? 25) {za” b"~'.0,8p® b* + 12% = 7}

18) (3a%)2 =7 26) $x’m'n® + *. $pk? +imnc 2 =7

66. a) Wyjasnij geometrycznie stluszno§é nastepujacej réwnosci:
(@ + b)c=ac-+ bc

W tym celu (rys. 9) budujemy 2 prostokaty (I i II) o wymia-
rach @ ic,ibic, ktore po dodaniu do siebie utworza prostokat

—
-
~=
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Rys 9.

o wymiarach (@ +b) i c. Wigc pole calego prostokata réwna sie
(@ + b) c i sklada sie z dwu pol: I —ac i Il — b, t. j.
(@a+ b)c=ac+ bc

b) Sprawdz stuszno§é powyzszej réwnosci, nadajac liczbom
ogolnym, w jej sklad wchodzacym, wartoéci szczegélowe; pomnéz
nprz. 35 przez 4. Co w danym wypadku oznacza a i co b i co c?
W jaki sposéb mnozysz 35 przez 4?

A jak trzeba mnozyé (a + b) przez ¢? Czy w podobny sposéb ?

Tre§é powyzszej rownoéci wyrazamy, moéwiac:

Aby pomnoiyé sume przez pewngq liczbe, nalezy kazdy ze sklad-

nikéw pomnozyé przez te liczbe i otrzymane ilorazy do siebie dodaé.
Zauwazona wlasno$é iloczynu nazywa sie rozdzielnoscig.

c) Wyjaénij geometrycznie, czy regula mnozenia sumy 2 sklad-
nikéw przez liczbe jest stuszna dla sumy ilukolwiek skladnikow.




d) Oblicz nastepujace iloczyny:

Dp+q93="7 5 (@a+7).3b="7
2)3ip+q) =7 6) (p+ 4q)6p =72
3) (b+ec)b=2 7) (3,75 + $a). 1,25=17
4) (m+n)3m="7 8) (& +5).1 =12
e)¥Oblicz nastepujace iloczyny: :
1) (@at+2b+c).3=? 5 2m + {n +0,2p). 1,50 =7
2) (2x+3y+1).5=7 6) Gat 4b+ %c).%4c="?
3) Ga+2b+ $c)d="2 7) (0,4p + 0,55q + 0,075v) . 0,8 =?

4) (1,6p+3q+4).25—? 8) (}x+4iy+252).250="?
f) Oblicz nastepujace iloczyny i wykonaj redukcje wyrazéw
podobnych:
1) 2x (5a+ 4b) + 0,4a (20x + 2,5b) =?
2) (la+{1) a—2a"+ (5a+4) 3a="
3) (2x'+4y)3+{(Ty +1) 4+ 3+ 5x)2 =12
4) (xty)5+t(ptbdai+(z+tx)35="?
5)514,05p + [(4p + 3).2 — (3 —3,5p)] = ?
g) Oblicz iloczyny:
1) (x® +1,04x% + 2 x).5=7?
2) (1,6ap® + ta'pic?® +1).2,5c%ab™!
3) (4ab™ + 10a?~"b™—* + 0,5a™ b? +™).0,6a™ b" —
4) (4a*b? +3 + 0,2q%b*" +10b"71). 0,15a°x*" 1 —7?
5) 1b*c(2b® + 3b%c* + 4bc™— ') =2,
67. a))Wyjasnij geometrycznie stuszno$é¢ nastepujacej rowno-
$ci (rys. 10),
(@a—b) c=aqgc— bc
(pole prostokata II réwna si¢ (@ —b)c i jest roznica 2 pol i calego
prostokata o wymiarach a i c i prostokad I).
b) Sprawdz stuszno§é¢ powyiszej réwnosci, nadajac liczbom
ogbélnym wartosci szczegélowe.
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Tres¢ powyzszej réwnosci wyrazamy, méwiac, ze mnozenie jest
rozdzielne wzgledem odejmowania, to znaczy, aby pomnozyé réznice
przez pewnq liczbe, nalezy pomnozyc przez te liczbe zosobna odjem-
nq i odjemnik i otrzymane iloczyny odjqdé,

c) Oblicz nast¢pujace iloczyny:

1. (@—2).3=2 (4—b).5=2% (p—q) r="?
2.(a—2) 4a=72,(1—b).2b=7?; 6m—3).5¢c="7?
3 e —1)—pl—13p—[4(56—2p)]{ =7

4. @—1)x—[}4—12x)] —[(x+ 1)a] =7

d) Oblicz: y
1. 10(a + nx*)— [9(a—n) x*] =?

2, 2a*%™~2(5b°—tab™ +?) — [0,4ab"—! (20ab™ " +2—2,5a°b™ +1)] =?
3. {4a¥ — [a™ ".5a? +"1]}.2am P =7
4. £:x210,66x°7 — [2x? + 1(1,65xP~1 — 12,127 1)]} =?
5. (4a*x%+34+0,2a%*+1)0,15a°x*"+1 —[(0,1 a3 x3"—1—
—0,2ax%*3)3,5a%x*+8] =7

68. Wyjasnij geometrycznie stuszno§é¢ réwnoéci:
(@t b)(ctd)=ac+ bc+ ad+ bd

W tym celu budujemy prostokat o wymiarach (a + &) i (c + d)
(rys. 11); nastepnie prowadzimy przez konce odcinkéw a i b
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proste, réwnolegle do bokéw prostokata. Pole calego prostokata
réwna sie (@ + b)(c + d) i sklada sie z 4 pél: I = ac, Il =ad, Il bd
i IV=bc, czyli (@a+ b)(ct+d)=ac+ad+ bd+ bc.

b) Sprawdz slusznnéé powyzszej réwnosci nadajac liczbom
ogolnym, w jej sklad wchodzacym, wartosci szczegélowe. Pomnéz
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nprz. 35 przez 23. Co w danym przykladzie oznaczg a, b, c i d?
Jak wykonasz mnozenie 35.23? Czy tak samo, jak (a+ b) przez
(c + a).

Tresé powyziszej rownosci wyrazamy, méwiac:

Azeby pomnoiyé sume przez sume, nalezy kaidy ze skladnikow
pierwszego czynnika pomnoiyé przez kazdy ze skladnikéw drugiego
czynnika i otrzymane iloczyny do siebie dodaé.

Nprz. 1) (a+4)(@a+2)=a°+4a+2a +8=a* +6a+8
2) (2a + 3b) (3c + d) = 6ac + 9bc + 2ad + 3bd
c) Oblicz nastepujace iloczyny:
(2a + 5)(3b +a) =17; (3x + 4y) (4x t5y) = ?
(@at+b)(2atb)=2? (Im+5)(3+2m)="?
(2,5p+ 3,79) (3q + 2) = ?; (5m + 2n) (5m + 2n)=7?
(15,4x + 3,05y) (11y + 4)=2; (21a+ b) (2,16 + a) = ?
B ) (xt 1)=7 (@t b%) (@ +b)="?

UL SIS L

d) Oblicz nastepujace iloczyny:
(@nt + %) (@' + a'n®) =7 (o + $nx)(n + $2)—7
(3pg+ 2p*) (¢* + 6qp) = ?; (2a* + 4a) (Ta* + 5a)=?
(2a% + *+ 307 +%)(0,5a +§a®)=2; 4x*—1+ L x 1141 )(0,75x+0,5x' )2
(2am+$ab?) (Fab*+2a™)—?; (Ta" +' +a"~'c% (3a™ +1 +2a""1c%) =2
(3tx+2,5x™+") (5x™"+0,54""™") = 7?; (14a’ ¥ +5,7y) (2y" +3x) =?

LS LD s

69. a) Co oznacza wzér.*
(@+b): =2
b) Opierajac si¢ na regule mnozenia sumy przez sume, oblicz
iloczyn:
(a+b)(a+b).

c) Z wzoru (@ + b)? = (a + b)(a + b) = a? + 2ab + b? wynika, ze:
kwadrat sumy dwu liczb jest sumq kwadratéw tych liczb oraz podwo-
Jonego ich iloczynu.

Wynik podnoszenia do potegi drugiej sumy 2 liczb mozemy
uzmyslowié¢ w nastepujacy sposéb: Budujemy (rys. 12) kwadrat o
boku ré6wnym sumie dwu odcinkéw, odpowiadajacych liczbom a i b;
nastgpnie przez kofice odcinkéw a i b prowadzimy proste, réwno-
legte do bokéw kwadratu. Pole calego kwadratu réwna sie
(@ +b) (@a+b) = (a+ b)? sktada sig z 4 czesci, z ktorych I i III sa
kwadratami o bokach a i b, Il za§ i IV sa prostokatami o bokach
a i b; wiec bedzie:
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(@ +b)2=a?+ab+ab+ b*—a’+2ab+ b2
d) Nadajac a i b wartosci szczegd owe nprz.
1. a=20, b=5; 2) a=1, b=0,2; 3) a—=¢%, b=%,
sprawdz sluszno§é¢ réwnosci:
(@ +b(2=a?+ 2ab + b2.

Przyktady:

1. (x+3)2=x?+2x3+32=x2+6x +9;

2. (2a+5b)2 =(2a)? +2.(2a).(5b) + (5b)*=2a.2a +20ab +5b.5b = 4a® +
+20ab+-2562.

e) Oblicz skréconym sposobem:

6. (11a’y" + 0,4)2 = ?

7. 2a” + }ax*)2=7?

L T

. (2x + 3p)2 =2
. (x2 +H6x)2 =7
G e A==

. (4x2 + 12xp)2 =7
. (5a%b7 +0,1)2 =27

N W=

70.
(26)2=(20 + 6)2
b) Oblicz potegi:

272 =7 D! NBE =7
332 =17 61+3;5% =",
A2%—7 7. 2,6>°=7
D9 %=—=2 8.-6:5¢—?

¢) Oblicz 1502 =?

8. (la2bcd +

0,6ab’c?d®)? =?

9. (0,8x™ + 3p2 +0,2x™ + 2pm)2 =7

10. (0,1p* q +

9. 0,37°="7?
10. 0.65*=7?
11, 0,0212 =7
12. 0,065 =?

0,02¢¥ p)2 —?

a) Opierajac sie na wzorze (a+b)*=a®+2ab+b*, oblicz (26)2,
202+ 2.20.6 + 62—=400 + 240 + 36 = 676.

13. 0,0732 ="?

14. 0,00382 =7
15. 0,0049% =7
16. 0,0055* =?




Rozwiazanie: (150)2 = (15.10)?2 = 15.10.15.10 =15%.10% = 152.100
152 =(104-5)2 =102 4+ 2.10.5+4 5% = 225,
wreszcie: 1502 = 15%, 100 = 225. 100 = 22500.

d) Oblicz potegi:
1) 1702 =7 2) 3102 =17 3) 4902 =7
4) 11002 =7 5) 52002 =1? 6) 7500% =?
e) 1) Poniewaz:
(a+1)2=a%+2a+41,

przeto, majac juz wiadomy kwadrat jakiejkolwiek liczby a, mozemy
obliczyé kwadrat liczby, o jedno$¢ od niej wigkszej, przez dodanie
do wiadomego kwadratu podwojonej tej liczby a i jednosci.

Naprz., jezeli 162 = 256, to :

172 =162+4+2.16 + 1 =256 + 32 4 1 = 289.

2) Wiedzac, ze 17% = 289, oblicz kwadraty 10 liczb catkowitych,
bezposrednio nastepujacych po 17.

3, Oblicz 54? i kwadraty 5 liczb catkowitych bezposrednio
nastepujacych po 54.

4) Oblicz 732 i kwadraty 5 liczb calkowitych, bezposrednio
nastepujgcych po 73.

71. a) Co oznacza wzér (a+b) (c—d)?

b) Uléz kilka zagadnieri do powyzszego wzoru.

c) Wyjaénij geometrycznie slusznosé nastepujacej réwnosci:!

(@a+b) (c—d)=ac+ bc—ad—bd.

d) Sprawdz stuszno§é powyzszej réwnosci nadajac liczbom
ogolnym wartosci szczeg6lowe.

e) Wypowiedz slowami tresé tej réwnosci.

f) 1) Oblicz iloczyn:
(b+4) (b—2)!

Rozwiazanie: (b+4) (b—2) = b?+4b—2b— 8 =b?+2b—8.
Sprawdz stuszno§é¢ wyniku, nadajac b wartoéci szczegélowe:
1) b=6; 2) b=2%; 3) b= 25.
2) Oblicz iloczyn:
(x+1y) (2x—y)
i sprawdz stuszno§é wyniku, nadajac x i y wartoéci szczegélowe:
x=5y=4 x=4%y=1% x=12, y=0,3.
g) Oblicz iloczyny:
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1. 2m—+1) Bn—1)=7? 6. (1,5p¢* + 0,2p?) (3¢*— 0,4pq*) =?
2. xt+ty) (y—1=2? 7. (0,7@*+ 3) (a*—1) =?
3. (2a+3b) Ba—4b)=17?i 8. (3a?P'+aP +2) (2a®* —4a®? +')=7?
4. (3a®+4c) (5a®—3c)=? 9. (1}a” ¢* +4a**) (3c* — 2}a* c*)="?
5 (£ —3xp) (x T4y =7 10. (2,75pq9™+ 34p" ) (3,4p™q — 1,5¢™) = ?
72. a) Co oznacza wzor:
(a+b) (a—b)
b) Uléz kilka zagadnien do powyzszego wzoru.
c) Opierajagc sie na regule mnozenia sumy przez réznice, oblicz
iloczyn:
(a+b) (a—Db).
d) Sprawdz stusznosé réwnosci:
(a t+b) (@a—b)=a%?*—b?,
nadajac liczbom ogélnym wartosci szczegélowe:
1)a=7i1b=421a=09ib=03;3)a=1}i b=4%.
Z wzoru:
{a+b) (a—b)=a®—b?,
wynika, ze: iloczyn sumy 2 liczb (a + b) przez ich réznice (a — b) réwna
si¢ réznicy kwadratéw tych liczb.
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e) Wyjasnij geometrycznie stuszno§é¢ réwnosci:
(@t b) (a—b) = a®? — b2
W tym celu budujemy prostokat o wymiarach (a+ b) i (a—b)
(rys. 13) prostokat ten sklada si¢ z 2 czesci: L. i II. Jezeli jednak
prostokat II oddzielimy i umie$cimy w polozeniu IIl, wéwczas otrzy-

'
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mane pole (I + III) bedzie réznica pomiedzy polem kwadratu o boku
a i polem kwadratu IV o boku b, wigc bedzie

(@ +b) (a—b)y=a?— b2

1) (at+t1) (a—1)=aa—11=a’—1
2) (20 —0,2) (2p + 0,3) = (2p)* — (0.3)2= 4p® — 0,09
3) (3a® + 5b) (3a? — 5b) —(3a*)? — 5b)* = 3a®.3a* — 5b.5b = 9a* — 25b%.

f) Oblicz nastepujace iloczyny skréconym sposobem:

1) (p+2) (p—2)=? 8) (ab%c® +1) (abc® —4)="?
2) (nt+tx) (n—x)=7? 9) (x*y*—13) (x%*+3)="?
- 3) Ba+b) (3a—b)=" 10) (Jabic® +01) (Jabic® —0,1=7
4) (£2+p?) (>—ypH)="2 11) (1 +2x?) (1 —2x%)="?
5) (6a + b%) (6ba —b%)=17] 12) (@ —17x) (3a*+7x)=—?
6) (4p® +3b%) (4p® —3b*)=? 13) (Tpq® +23) (pq® —29)=7?

7) (4a* + 5b*c®) (4a*—5b%c®) =7  14) (1,2a°b" —0,3) (1,2a°b" + 0,3)=".

15) (4x™+ 3—0,04) (4x™+3+0,04)=?

16) 3m™ + 1,3p™2z%) (§m™ — 1,3y™2z%) =72

17) (0,1a* — 0,06b” + 1) (0,1a* + 0,06b7 + 1) —?
18) (84™ + %x + 2,05¢") (8d™ + *x — 2,05¢* )= ?

19) (2,5ax? + 3 —3) (2,5ax? +3 +3)=7?

20) (0,01pr*+1+0,1q) (0,01pr**+!—0,1q) =?

73. a) Opierajac si¢ na wzorze (@ + b) (a— b) — a* — b?,

1) oblicz iloczyn 43.37.

Poniewaz 43—=40+ 3, za$§ 37--40—3, wiec piszemy 43.37 —
(40 + 3) (40 — 3) =40° — 33 =(1600—9=1591).

2) Oblicz 1152 —85% na podstawie wzoru mamy 1152 —852—
— (115 + 85) (115 — 85)=200.30 = 6000.

b) Oblicz

1) 51.49=7 4) 36.24-? 7) 7727322

2) 25.15=" 5) 74.66 —? 8) 882 — 122 =7
3) 97.83 =7 6) 98.102 =7 9) 2562 — 2442 —?

10) 1272 —123% -?

74. Oblicz wartosci liczebne:

a) s—a+b, gdy a=1%, b=23,
b) r—c—d, gdy c — 10,2, d= 0,19,

c) i=pq, gdy p=1,2, g=1,
d) q:%, gdy —0,09, e¢—0,8.



75. Oblicz wartosci liczebne:
a) g—b+c, gdy a=1, b=415, c=1%,
b) p—qg+r—1, gdy p=6,913, ¢=2,75, r=0,93,
C] m—n—p, gdy m:82rv n:2§v P:3'g"
d) p—q—r+3§, ¢gdy p=13, 4=0,25, r = 15.
76. Oblicz wartosci liczebne:
a) 7qu', ng P=5, q=0,9, r=2,
b) 11,4abc, gdy a=¢, b=3%, c =14,
c) frab, gdy a=5% b—%,

d) E'ql gdy p:5§! q:0v6v rzizl'i

,,4865’
, gdy a=23, b=12, ¢=1,4595,

e)

77. Oblicz wartosc1 liczebne:
a) 3+n, 3n, nd, ", gdy n:4,
b) m®*n2p, gdy
c) 2d3e’x? gdy diys T, e-,402 x;— 30,
d) 0,8p%g*r?, gdy p—0,5, ¢ =3, r=1%.
78. Oblicz wartosci liczebne:
a) 3ptq--3pg, gdy p=15 qg=35,
b) 10a+ 76 — 2,15, gdy a = 0,15, b =13,
c) 4x + x*, gdy x =4,
d) 3x — x3 — 10x*, gdy; x!= 0,4,
e) 3a? + 5a%b + 1a"b?, gdy a=10, b = 0,02.
79. Oblicz wartosci liczebne:

a)p—Ig+r) l £ or "
b)p—q+r gdy p=10, g =6, r=1,

c) [P—q+r}:.s] o e,
s R S e S e e
e) plq +ir)s } Rl |1 Tl
f) p g + rs) gdy P=2, ¢q=3, r=0,3, s —0,05.

80. Oblicz warto$ci liczebne:!
a) (a+b6) b=c) gdy a=1, b=3, c[=1,
E)) ((;: :;I))E‘ K gdy a=14, y}=04, z=12,
d) a+[ab—(c—d)], gdy a=24, b=4, c=5, d=—1,
e)a—[blc—a)—al, gdy a=9, b=—-2%, c=17, d=4,
f) P—{q—[r—(s"rt]] :'.gdy Pp=50,¢9g=25r=10, s=35, t=2,5.



81. Oblicz wartosci liczebne:

a) 11x—7x — )18x — [9x — (16y — 6x)]}, gdy x =4, y— 1,
b) [l@a+b)—cl+[a- (b—c), gdy a=1i, b=1%, c— 4,
c) (@ + b — (a— b)*, gdy a=0,5, b=0,2,

d) (xy* + 2p)5xy, gdy x =14, y=1,

e) (1,04p* — %p)5, gdy p =17,

f) (1,1p36 4+ 0,4) (1,1p*6—0,4), gdy p=1,5, b=2.

Zaleznos$¢ funkcjonalna.

82. Rozwiazujac zagadnienia zauwazyle$, ze pomiedzy rozma-
itemi wielko$ciami moga zachodzié pewne zaleznosci: nprz. miedzy
liczba robotnikéw i liczba dni pracy, potrzebnych do wykonania
pewnej roboty; miedzy kosztem, a liczba kilograméw towaru; miedzy
cena biletu kolejowego, a przejechang droga i t. p. Chcac w spo-
sob zwiezly wyrazi¢ zaleznos$é¢, pomigdzy wielkosciami, zazwyczaj
zauwazonej zalezno$ci nadajemy posta¢ wzoréw albo formuf, w kta-
rych jedne z liczb maja okreslone warto$ci (stale), inne zas wchodza
pod postacia liczb cgoélnych, zastepujacych calyciag liczb szczegéto-
wych (zmienne). Zwraca si¢ przytem uwage, iz we wzorach, wyra-
zajacych zaleznosé¢ pomiedzy wielko$ciami, liczby stale réwniez mo-
zemy zastepowaé liczbami ogélnemi, tylko dla odréznienia ich od
liczb, bedacych symbolem calego ciagu liczb szczegélowych (zmien-
nych), w zastepstwie ich uzywamy poczatkowych liter alfabetu, za$
w zastepstwie zmiennych — koficowych liter.

83. Oznaczajac przez y droge przebyta przez pociag, zas czas
przez x, wyraz zapomoca wzoru zalezno$¢ pomiedzy droga przebyta
przez pociag, a czasem, jezeli pociag szedl z szybkoscig 45 km. na
godzine.

Rozwiazanie:

Dla x =1 godz. bedzie 45.1 km.

e = glEAT ,, 45,11

wox =2 " . 45280 h,

B = SN i 45.36 ,
it d.

Szukana wiec zalezno$é mozemy przedstawié w postaci:
y = 45x

Rachunki. — Czeé¢ VI. 3
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I wogéle, gdy droga, przebiegana przez pociag w jednostke
czasu, jest stala (jednostajna szybko$é), szukana zaleznosé bedzie:
y=ax
gdzie a oznacza stalg szybkos$é biegu pociagu we wzorze:

y = 45x

Liczba x jest symbolem calego ciagu dowolnych liczb szczego-
lowych, natomiast liczba y zastepuje liczby szczegélowe, z ktérych
kazda jest iloczynem 45 i odnosnej wartoséci szczegétowej x. Widzimy
wiec, ze y zalezy od x. Wyrazamy to méwiac: y jest w zaleznosci
funkcjonalnej od x lub tez krécej: .y jest funkcjg x.

Poniewaz ze zmiana wielko§ci x zmienia sie rowniez i wielko§é¢
y, przeto obydwie te wielko§ci nazywamy wielkosciami zmiennemi
z ta jednak réinica, ze wielko$¢ taka, jak y, ktérej szczegdélowa
warto$¢é zalezy od obranej dla x szczegélowej wartosci, nazywamy
zmienng zalezng, za§ wielko$¢ taka, jak x, ktérej nadajemy dowolne
szczegolowe wartosci, nazywamy zmienng niezalezng.

84. Wyraz zaleznoéé funkcjonalna pomiedzy objetoscia prosto-
padloscianu, majacego wysokos¢ réwna. 6 cm i jego dlugoscia i sze-
rokoscia.

Rozwiazanie.

Oznaczajac objetosé prostopadloscianu przez x, za$ pozostale

wymiary przez y i z, otrzymamy:

x=6yz.

W tym wypadku méwimy, ze ,,x jest funkcja dwu wielkosci
zmiennych y i z*.

Wogédle wielkosci moga byé funkcjami kilku innych wielkosci
zmiennych,

Daj kilka przykladéw funkcji: 1) jednej, 2) dwu, 3) trzech wiel-
koséci zmiennych.

85. Wyraz zapomoca wzoru zalezno$é¢ funkcjonalna pomiedzy:

a) Obwodem tréjkata rownobocznego (x) i jego bokiem (y).

b) Obwodem kwadratu (x) i jego bokiem (y)

c) Obwodem trojkata réwnoramiennego (x), majacego podsta-
we rowng 6 cm i jego ramionami (y),

d) Obwodem réwnolegtoboku (x), majacego za podstawe bok
réwny 10 cm i pozostalemi bokami (y).

e) Polem kwadratu (x) i jego bokiem (y).
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f) Polem ukosnika (x), majacego wysokos¢ = 12 cm i jego
podstawa,

g) Polem tréjkata (x) i jego wysokoscia (p).

h) Srednica kota (x), i jego promieniem (y).

86. Wyraz zaleznoéé funkcjonalna pomiedzy:

a) Liczbg uczniéw nieobecnych w klasie (x), i liczba obecnych
w klasie (y), gdy ogélna liczba uczniéw wedtug spisu = 40,

b) Cena kupna towaru (x), sprzedanego: 1) z zyskiem 150 zl.,
2) ze stratg 25 zl. i ceng sprzedazy (y).

c) Waga brutto pewnego towaru (x) i waga netto y), jezeli ta-
ra wynosi 89 kg.

d) Pomiedzy cen3 1 m towaru (x) i liczba metréw (y), jezeli
cena calego towaru wynosi m zt
1 e) Pomiedzy liczba robotnikéw (x), potrzebnych do wykopania
2500 m® ziemi i liczba dni pracy (y), jezeli kazdy z robotnikow
moze wykopa¢ dziennie 10 m?® ziemi.

87. Nadajac we wzorach, otrzymanych jako rozwigzania za-
gadnien Nr. 86, dowolne szczegélowe wartosci zmiennym niezalez-
JI_ nym, zbadaj zmiany odpowiednich wielko$ci, bzdacych ich funkcjami.
a) Przyklad.

Pomiedzy obwodem tréjkata rownobocznego (x) i jego bokiem
|
. (y) zalezno$¢ funkcjrnalna wyraza sie zapomoca wzoru:

X = 3y

Nadajac zmiennej niezaleznej (y) do ~olne szczegélowe warto§-
ci, otrzymamy po wykonaniu wskazanego we wzorze dzialania, po-
nizej zamieszczone 2 ciagi liczb, z ktérych pierwszy zawiera dlu-
gosé boku (y), a drugi odpowiadajacy mu obwéd (x).

Bok tréjkata Obwéd
gdy y=1 cm wowczas x =3 cm
w y=2 cm = x=6 cm
w y=3 cm A x=9 cm
i ey b meac 1] ;) x=3% cm
h w y=15cm By x=45cm
' it d.

Badajac powyzsze ciagi liczb, wnosimy, ze jezeli bok tréjkata
réownobocznego powiekszymy 2, 3, 1} razy i t. d., to i obwéd tréj-
kata powiekszy sie tylez razy.

b) Na podstawie tego wzoru x = 3y, zbadaj zmiany iloczynu
(x) dwu czynnikéw w zalezno$ci od zmiany jednego z czynnikow (v).
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88. Zmiany funkcji mozemy przedstawié graficznie, postepu-
jac w sposoéb:

Stosownie do dwu ciagow liczb, z ktérych jeden zawiera szcze-
golowe wartos$ci zmiennej niezaleznej, drugi za§ warto$ci szczegoto-
we zmiennej zaleznej (funkcji), kre§limy dwie proste liczbowe pod
katem prostym. Proste te zowiemy osiami spétrzednych; w szcze-
golnoéci za§ — prosta pozioma O X (rys. 14) osig odcietych, a pro-
sta pionowa OV osig rzednych. ‘

f

.
tn

Rys. 14.

Nastepnie na prostej poziomej (osi odcietych) odmierzamy war-
1oéci szczegblowe zmiennej niezaleznej, za$§ na prostej pionowej
(osi rzednych) odpowiadajace im szczegélowe wartosci zmiennej
zaleznej (funkcji), przyczem wartosci zmiennych odmierzamy od
punktu 0 na wlasciwych osiach podlug odpowiedniej skali. Do tego
celu uzywa sie papieru kratkowanego (zazwyczaj milimetrowego),
na ktérym z latwoécia moina oznaczy¢ najodpowiedniejsza skale
dla kazdej osi.

Gdy na jakichkolwiek 2 odcinkach, wyobrazajacych odpowia-
dajace sobie wartosci zmiennych, zbudujemy prostokat, woéwczas
czwarty wierzcholek tego prostokata da nam punkt, umieszczony




pomiedzy osia OX i OY; polozenie tego punktu okresla sie w zu-
petnosci, jezeli [wiadome sa odcinki, odpowiadajace wartosciom
zmiennych.

-

Rys. 15.

Naprz. Wartosci zmiennych:
a) niezaleznej =4 i odpowiadajacej jej funkcji= 3, okreslaja
punkt A;
b) niezaleznej =5 i odpowiadajacej jej funkcji = 0, okreslaja
punkt B na osi odcietych;
c) niezaleznej = 3 i odpowiadajacej jej funkcji = 1, okreslaja
punkt C;
d) niezaleznej = 0 i odpowiadajacej jej funkcji = 2, okreslaja
punkt D na osi rzednych;
e) niezaleznej = 0 i odpowradajacej jej funkcji = 0, okreslaja
punkt C (poczatek spélrzednych);
f) niezaleznej = 24 i odpowiadajacej jej funkcji = §, okre$laja
punkt E.
Budujac w ten sam sposéb prostokaty i na innych odcinkach,
wyobrazajagcych odpowiadajace sobie wartosci tychze zmiennych,
otrzymamy migdzy osiami OX i OY szereg punktéw. Laczac otrzy-
mane w ten sposéb sasiednie punkty linjami, otrzymamy obraz
~ zmiennosci funkcji w zaleznoéci od zmian wielkosci niezaleznej,
ktéry nazywamy wykresem danej funkcji.
a) Narysuj wykres funkcji

x = 10,5y
przyjmujac za jednostke 1 mm.
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W tym celu ukladamy tabelke nastepujaca:

y:‘o I o g3 L A 15 2t g e 4

|
x=‘ 0 (525|10,5]|14,7| 21 ’23,1 31,5 | 42
|

Nastepnie postepujac, jak powyzej wskazano, otrzymamy na-
stepujacy wykres (rys. 16).

10,5k -~ -
Lo |

HO |
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Rys. 16.

y=x'+2
przyjmujac za jednostk¢ 1 cm.

b) Narysuj wykres
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Ukladamy tabelke:
x= ! 0 l + ’ 1 } 1,912 2,5
y = ’ 2 ‘ 21 3 | 425 _6 8,25
b
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Rys 17.

c) Wyraz zapomoca wzoru funkcjonalna zaleznosé pomiedzy
cena biletu kolejowego (x), przejechana droga (v), jezeli za kazdy
km przejechany placi sie wedlug taryfy a zi.

Narysuj wykres funkcji.

d) Wyraz zapomoca wzoru . funkcjonalng zalezno§é pomiedzy
ceng biletu w pociagu kurjerskim, a przejechana .droga, jezeli za
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kazdy przejechany km placi si¢ w/g taryfy... zl, i procz tego do-
placa za miejsce numerowane.... z}. bez wzgledu na odleglos¢.

Narysuj wykres funkcji.

e) Wyraz zapomoca wzoru fukcjonalna zalezno$¢ pomiedzy
naleznoscia za depesze (y) a iloscia wyrazéw (x), jezeli za wyraz
nalezy zaplacié 20 gr. i do kazdej depeszy doplaca si¢ 50 gr.

f) Utoz zagadnienia i narysuj wykresy nastepujacych funkcyij.

a) y=2x+41 c) y=4x"
b) y = x* d) y=3x—1
Narysuj wykresy dla funkcyj:
1) p=3x, 2) y=3x+2, 3) py=3x+4, 4 y=3x — 2.
Przyjrzyj si¢ wykresom; co mozesz powiedzie¢ o tych pro-
stych? Ze one s3....... (réwnolegte).
Narysuj wykresy dla funkcyj:

1) y=2x+3, 2)y=3x+3, 3) y=x+3.

Zauwaz, ze proste te nie sa réwnolegle.

Stad mamy wniosek: jezeli w dwu, lub wiecej funkcjach spét-
czynniki przy y sa wszedzie jednakowe i spolczynniki przy wszy-
stkich x s3 jednakowe, a funkcje te réznig si¢ tylko wyrazami
wolnemi, wtedy proste wyobrazajace te funkcje sa do siebie row-
nolegte.

Narysuj wykres funkcji y =x + 1; nie ukladajac tabelki, na-
rysuj wykres funkcyj:

)y=x+3, 2)y=x—2, 3 y=x—1.

89. Badajac przy pomocy termometru temperature powietrza,
zauwazamy, ze temperatura zmienia si¢ z biegiem czasu. Z szere-
gu jednak liczb, jakie przytem mozemy uwidocznié¢ sobie w specjal-
nych tablicach, odnotowujac w nich godzine, w ktérej robimy spo-
strzezenia i odno$na temperature, trudno jest odgadnaé prawa, po-
dtug ktérych zmieniaja si¢ te funkcje, i wyrazi¢ zalezno$é pomiedzy
niemi zapomocg wzoru. Natomiast mozna otrzymaé bardzo doktad-
ny wykres zmian temperatury za przeciag doby. Wykres taki ze
wzgledu na swoja przejrzysto$é znakomicie ulatwia zorjentowanie
si¢ w zmianach funkcji; to znaczy, ze z graficznego przedstawienia
poznajemy natychmiast, czy liczby zmiennej zaleznej (funkcji) wzra-
staja ze wzrostem liczb zmiennej niezaleznej, czy maleja i czy
szybko, czy powoli.

R R T R— ——



Na podstawie ponizszej tabelki spostrzezern narysuj wykres
zmian temperatury powietrza na przeciag doby:

|
3 6‘9‘12noc3’6 9}12

Godziny |12 pol.

ITemperat.! +17 !+61}‘+6ﬂ+4| +1 ‘+1 0| 4 ‘54[
I \

przyjmujac ciag liczb gornych jako wartosci szczegélowe zmiennej
niezaleznej (czas), dalszych za$ ---(temperature powietrza), jako od-
powiadajace wartosci szczegolowe funkcji, i postepujac, jak wska-
zano w Nr. 88, otrzymamy wykres (rys. 18).

J

2t

<

18 4

151

12 4

Rys 18.

90. Azeby uwidocznié graficznie ruch pociagu tak, aby z wy-
kresu mozna bylo odczytaé, w jakiej odleglosci od stacji poczatko-
wej znajdzie sie pociag, postepujemy w nastepujacy sposob:

Wzdluz osi odcietych wypisujemy minuty w réwnych odlegto-
éciach, a na osi rzednych odmierzamy wedlug pewnej skali odcin-
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ki, oznaczajace odleglosci w kazdej chwili pociggu od stacji, z kté-
rej pociag wychodzi. Jezeli szybkosé¢ jazdy pociagu, czyli droga,
jaka pociag przebiega w jednostke czasu, jest stala i pociag nigdzie
si¢ nie zatrzymuje, wéwczas linja biegu pociagu bedzie prosta.
Azeby ja wykre§li¢, do§¢ jest wiedzie¢, o ktérej godzinie pociag
wyszed! z jednej stacji i o ktérej przyszedt na nastepna.

Rysunek 19 przedstawia bieg pociagu poépiesznego, biegnace-
go z saybkoécia 60 km na godzine w kierunku od stacji A do stacji
D, nie zatrzymujac sie¢ na stacji B i C. Pociag ten wyruszyl ze
stacji 4 o godz. 12 min. 15. Odleglosci miedzy stacjami wynosza:
AB =15 km, BC=16 km; CD = 17 km.

Na rysunku tym jednej minucie odpowiada dlugosé¢ 1 mm a
1 km dlugosci 1 mm.

Rys. 20 przedstawia bieg pociagu osobowego, jadacego z szyb-
koscia 45 km na godzing, przyczem pociag ten wyrusza ze stacji
o godz. 12 min. 45, przybywa na stacje B o godz. 1 min. 5, stoi tam
5 minut (w tym czasie odleglo§¢ pociagu od stacji A4, t. j. rzedna
nie zmienia sie); potem wyrusza do stacji C, przybywa na te stacje
o podz. 1 m. 31 s. 20; stoi 8 min. 40 s. wreszcie o g.1 m. 58 s. 40
przybywa na stacje"D.

A7Km.

16Km
soonn oy pemseteonay Ao oriee oup
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- 15Km.
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y

Rys 19. A Rys. 20.

Uwaga: Odcinki BQ i RS, rownolegle od osi odcietych OX
odpowiadajg: pigciominutowemu postojowi pociagu osobowego na
stacji B i postojowi 8 m. 40 s. tegoz pociagu na stacji C. Omawiane
powyzej grafiki jazdy pociagow pozwalaja okreslac miejsce spotka-
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nia pociagéw i otrzymaé caly rozklad jazdy pociagéw, poruszajacych
si¢ na pewnej przestrzeni w réznych kierunkach i z réznemi szyb-
kosciami po jednym i tym samym torze kolejowym.

Z grafiki jazdy pociagu pospiesznego powiedz, o ktérej godzi-
nie pociag przechodzil przez stacijg B i C.

91. Pociag pospieszny wychodzi ze stacji 4 o godz. 12 m. 10
i przychodzi do stacji C o godz. 1, nie zatrzymujac si¢ na stacji B.
Pociag towarowy wychodzi ze stacji C o godz. 12 i przychodzi do A
o godz. 1 m. 25, zatrzymawszy sie na stacji B od godz. 12 m. 24
do godz. 12 m. 34. Oblicz graficznie, kiedy i w jakiej odleglosci
od A pociagi sie spotkaja, jezeli odleglos¢é miedzy A i B wynosi
34 km., a miedzy B i C 16 km (rys. 21).

Punkt X odpowiada tej chwili, kiedy odleglosci obu pociagow
od stacji A sa réwne, t. j, kiedy pociagi sie spotkaja. Wystarczy
wigc zmierzyé odleglosé punktu X od obu spétrzednych, (g. 12 m. 40
w odlegltosci 30 km). A jezeli pociag wyszedl ze stacji A o g. 12
m. 20 przyszedl do C o godz. 1-ej?
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Rys. 21.

92. Przedstaw graficznie bieg pociagéw podlug zalaczonego
rozkltadu, oraz oznacz czas i miejsce ich spotkania; wypelnij rubryki
ze znakiem ?
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Ojlif:z::i Pociag Nr. 929 L. Pociag Nr. 977
Stacje pumiedzy‘ seli gl . .
stacjami Przyjazd Odjazd Przyjazd | Odjazd
Warszawa '
wschodnia L 5¢g. 30 m. 4 ¢. 30 m.
Wawer 8,42 5g.46m. 5 48 m.| 5¢. 7 m. ?
Falenica | 8,24 6 g. 6g.2m ¥ ?
Otwock 6,84 1" 6g 15m. 6g 39 m. —

Na jakiej stacji pociagg Nr. 929 L winien minaé pociag Nr. 977?

93. Przedstaw graficznie bieg pociagu, ktéry wyszedl w prze-
ciwnym kierunku ze stacji A o godz. 12-ej i przychodzi do stacji C
o godz. 12 m. 53, zatrzymawszy si¢ na stacji B 13 minut. Odlegtosci
miedzy stacjami wynosza: AB =12 km. i BC = 18 km.

O ktérej godzinie bedzie pociag na stacji B?

Jak daleko od B bedzie pociag o g. 12 m. 30? (odleglosé te
nalezy okreslié¢ z grafiki i sprawdzi¢ wynik zapomoca rachunku).

94. Przedstaw graficznie bieg pociagoéw: pospiesznego, jadace-
go z szybkoscia 60 km na godzing w kierunku od stacji 4 ku D,
osobowego, jadacego z szybkoscia 40 km na godzine w tym samym
kierunku, co pospieszny, oraz towarowego, jadacego z szybkoscia
30 km na godzing w kierunku od O do A

Odlegtosci miedzy stacjami wynosza AB=15 km, BC=12 km,
CD=18 km. ;

Pociag pospieszny wyrusza ze stacji 4 o g. 12 m. 10 i nie za-
trzymuje si¢ na stacjach B i C.

Pociag osobowy wyrusza ze stacji 4 o g. 12 m. 50 i stoi na
stacji 8 5 minut, a na stacji C — 3 minuty.

Pociag towarowy wyrusza ze stacji O w 20 minut po nadejsciu
na te stacje pociggu pospiesznego.

Jezeli kolej jest jednotorowa, to na jakiej stacji pociag towa-
rowy musi oczekiwaé nadejscia pociagu osobowego i ile minut?

Kiedy przybedzie pociag towarowy na stacje A, jezeli z miej-
sca spotkania si¢ z pociagiem osobowym wyrusza w 5 minut po
nadej$ciu pociagu osobowego i zatrzymuje si¢ na drugiej stacji (ja-
kiej?) 12 minut?



Zalezno$¢ proporcjonalna.

95. Za 3 m pewnego materjalu zaptacono 6 zi. Ile zl. nale-
2atoby zaplacié¢ za: 1) 1 m; 2) 2 m; 3) 6 m; 4 dkm?

96. 6 m materjalu kosztuje 7,2 zb Ile kosztuje: 1) 1 m; 2) 3 m;
3) 4 m; 4) 3 m?

97. 2 robotnikéw moze wykonaé pewna robote w ciagu 9 dni.
W jakim czasie mogliby wykonaé te samga robote, pracujac z takiem
samem natezeniem: 1) 1 robotnik; 2) 3 robotnikéw; 3) 4 robotnikéow;
4) 6 robotnikéw?

98. Za pewna kwote pienigdzy moznaby nabyé 28 kg towaru
w cenie 5,25 z}. za 1 kg. lle kg tegoz towaru moznaby bylo kupié,
gdyby towar ten: 1) podrozal 2, 3,4, 7 razy? 2) stanial 2,3,4,5 razy?

99. Pracujac po 10 godzin dziennie, mozna wykonaé pewna
robote w ciagu 6 dni. Po ile godzin dziennie nalezy pracowaé, aby
wykonaé te sama robote w ciggu 5 dni?

100. 12 kosiarzy moze skosi¢ pewna lake w ciagu 5 dni. Ilu
trzebaby kosiarzy, aby skosi¢ t¢ sama take w ciagu: 1) 2 dni, 2) 3 dni,
3) 4 dni, 4) 6 dni, 5) 15 dni?

101. Na ubrapie trzeba 3 m sukna, majacego 1,75 m szero-
kosci. Jakiej szerokosci powinno byé sukno, jezeli wzieto na to sa-
mo ubranie 4 m?

W zagadnieniach 95— 96 mieli§my do czynienia z wielkos-
ciami, pomiedzy ktéremi istniala taka zalezno$é funkcjonalna, ze ile
razy jedna z nich zostala powigkszona (wzglednie zmniejszona), ty-
lez razy powiekszala si¢ (wzglednie zmniejszala si¢) druga wielko$¢.

W zagadnieniach za§ 97— 101 mieliSmy do czynienia z wiel-
kosciami, pomiedzy ktéremi istniatla taka zaleznos$¢ funkcjonalna,
ze z powigkszeniem sie (lub zmniejszeniem) jednej 2, 3, 4 it. d. ra-
zy, druga zmniejszala sie (lub powigkszala) tylez razy.

O wielkosciach, ktére sa z sobg w takiej zaleznosci, jak
w pierwszym wypadku, méwimy, ze sa one w zaleznosci wprost
proporcjonalnej.

O wielkosciach za§, ktére sa z soba w zaleznosci jak w dru-
gim wypadku, méwimy, Ze sa one w zaleznosci odwrotnie propor-
cjonalnej.
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Uwaga. Przytoczone powyzej zagadnienia sa zagadnieniami
na tak zwana ,regule trzech”. Rozwiazuja si¢ one miedzy innemi
sposobem sprowadzenia do jednosci.

102. a) Daj kilka przykladéw wielkoéci wprost proporcjo-
nalnych.
b) Daj kilka przykltadéw wielkosci odwrotnie proporcjonalnych.
103. Czy pomiedzy obwodem kwadratu i dlugoscia jego boku
istnieje zalezno$¢ proporcjonalna i jaka?
Oznaczajac dlugo$¢ boku przez x, a obwéd przez y, mamy:
gdy x=1, wtedy y=4.1

w X=2, 0w y=4.2

w X=3 w y=4.3

W rx =4, 00 Ry =4l

w =15 4 "y=4.15
i fivd.

Z powyiszej tabelki widaé, ze z powigkszeniem (zmniejszeniem)
sie boku, tylez razy powigksza (zmniejsza) si¢ obwéod. Stad wnio-
sek, ze obwéd kwadratu i jego bok {s3 to wielkosci wprost pro-
porcjonalne.

Réwnoczesnie z tej tabelki zauwazamy, ze kazdorazowy iloraz
z podzielenia wartosci y przez odpowiadajaca jej warto$é¢ x jest ta
sama i rowna sie 4.

Zalezno§¢ wiec pomiedzy obwodem kwadratu i jego bokiem
mozemy sformulowaé w nastepujacy sposéb:
Y4

X
lub tez:
y = 4x. \

Staly iloraz z podzielenia y przez x (w danym wypadku 4)
nazywamy spélczynnikiem proporcjonalnosci. Taka niezmiennoéé spol-
czynnika jest tylko mozliwa, gdy obie wielkosci zmieniaja si¢ jedna-
kowo, to znaczy jednoczes$nie powiekszaja sie, lub jednoczesnie
zmniejszaja si¢ t¢ sama liczbe razy.

104. Czy pomiedzy powierzchnia prostokata o stalej podstawie
np. 15 cm i jego wysokoscia istnieje zalezno$é proporcjonalna i jaka?

Aby odpowiedzieé¢ na powyisze pytanie, tworzymy tabelke,
w ktérej x oznacza powierzchnie prostokata, za§ y — dlugosé¢ wy-
sokosci: ' :



1,5

L

gdy y — 1 2 1

x = 15.1

|
|
|
I

15.2‘ 15.3 | 15.4 |15.1,5

Z powyzszej tabelki widaé, ze przy stalej podstawie prostokata,
z powiekszeniem si¢ (zmniejszeniem) jego wysokosci, powieksza sie
(zmniejsza) tylez razy jego powierzchnia. Zatem, powierzchnia pro-
stokata o stalej podstawie i jego wysokosci sa to wielkosci wprost
proporcjonalne, i ogélny wzdr tej zaleznosci bedzie:

X

8 4

przyczem 15 jest spolczynnikiem proporcjonalnosci.

= 15,

Z przytoczonych powyzej 2 przykladéw widzimy, ze to, co bylo
powiedziane o obwodzie i jego boku, stosuje si¢ réwniez i do po-
wierzchni prostokata o stalej podstawie i jego wysokosci, czyli, ze
wogdle stosuje si¢ do wszystkich wielkosci wprost proporcjonalnych,
przeto mozemy sformulowaé zalezno$é wprost proporcjonalng po-
miedzy wielko$ciami x i y w nastepujacy sposéb:

x = ky,
gdzie k jest spélczynnikiem proporcjonalnosci.

105. Czy i jaka istnieje zalezno$¢ proporcjonalna pomiedzy
bokiem kwadratu i jego powierzchnig?

106. Czy i jaka istnieje zaleznosé¢ proporcjonalna pomiedzy
ciezarem miedzi i jej objetoscia, jezeli ciezar wlasciwy miedzi réwna
sie 8,927

107. Daj kilka przykladéw wielkosci wprost proporcjonalnych

i wykaz zalezno§¢é te zapomocy wzoru; przytem wyznacz spdélczyn-
nik proporcjonalnosci.

108. Nadajac wielkosciom x i y szczegélowe wartosci, uléz
dwa ciagi liczb tak, aby wielkosci te byly w zaleznosci wprost
proporcjonalnej, przyczem oblicz wspétczynnik proporcjonalnosci.

109. Ktére z podanych ciagéw wartosci ‘szczegolowych wiel-
koéci x i y wskazuja, iz wielkosci te sa w zaleznosci wprost pro-
porcjonalnej? (Oblicz sp6iczynnik proporcjonalnosci i utéz zagadnienie.)



x—|0‘1 2 3\10 2,5
a] =L B iR W
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x = &‘5 RS i T PR
b)

y= 4,5‘ 3 225 9 | 36 | 45

I |

PSS el B T 1 6 | 8 10 12
c) : |

y=| 3|17 13|21 33 4

110. Czy i jaka istnieje zalezno$é proporcjonalna pomiedzy
dlugoscia drogi, ktéra przebywa pociag, a czasem trwania jazdy,
jezeli szybkos$¢ jazdy jest stata?

(Wyznacz spélczynnik proporcjonalnosci).

111. Czy i jaka istnieje zalezno$¢ proporcjonalna pomiedzy
czasem pracy i placa.

(Wyznacz spotczynnik proporcjonalnosci).

112. Ulséz kilka zagadnien, ktéreby zawieraly wielkosci wprost
proporcjonalne.

113. Ponizej podany jest (rys. 22) wykres funkciji
x=ky

czyli wykres zaleinosci wprost proporcjonalnej dla szczegélowej
wartosci k = 1,5.

y=0i§’ ‘15(2

\
x= 0 |09 |15 225 3 |}3,75 4,5

P



Rys. 22.

Jak wskazuje rys. 22, wszystkie punkty, odpowiadajace warto-
Sciom szczegélowym x i y, podanym w powyzszej tabelce, ukladaja
si¢ na jednej linji prostej, przechodzacej przez punkt 0 (poczatek
spotrzednych), przyczem zauwaza si¢, ze im wieksza jest wartosé
szczegolowa spolczynnika proporcjonalnosci k, tembardziej prosta
ta odchyla sie od kierunku osi odcigetych OX.

114. Narysuj wykres funkc;ji
x = ky,
dla szczegolowej wartosci x: 1) 2, 2) 2,5, 3) 04, 4) 1,° 5) 2,6,
6) 18, 17) 13,6, 8) 89, 9) 10,5, 10) 11,3.
115. Jaka istnieje zalezno$¢ proporcjonalna pomiedzy cena

jednostki towaru, a jego iloscia przy stalej kwocie, przeznaczonej
na kupno?

Oznaczmy przez x cene jednostki towaru, a ilo§¢ towaru —
przez y i niech kwota, przeznaczona na kupno, bedzie nprz. 1500
zlotych.

Rachunki. — Cz¢éé VL 4



= 50 =

Gdy y= 5 wéwezas x = 1—530—0 = 300

1500
= 1 o ———

1 y 2"2’ T X 2’5 600
1500

w p=10 iy X=-19 = 150
1500

Pl A ” T = 100

Z powyzszej tabelki wida¢, iz z powigkszeniem (zmniejszeniem)
sie ilosci towaru, tylez razy zmniejsza (powigksza) si¢ cena jedno-
stki towaru przy stalej kwocie, przeznaczonej na kupno. Stad
wniosek, ze pomiedzy cena jednostki towaru i iloscig towaru, istnie-
je zalezno$é odwrotnie proporcjonalna.

Z tej samej tabelki zauwazamy réwniez, ze kazdorazowy ilo-
czyn ceny jednostki towaru, t. j. wartosci szczegdlowej x, przez
ilos¢ towaru, t. j. przez odpowiednia wartos¢ szczegolowa y, jest
ten sam, mianowicie 1500.

Zalezno§¢ wiec pomiedzy cena jednostki towaru i jego iloscia
mozemy sformulowaé w nastepujacy sposéb:

yx = 1500.

116. Jaka istnieje zalezno$é proporcjonalna pomiedzy iloscia
0os6b a czasem, na ktéry ma wystarczy¢ ta sama ilosé zywnoscir
nprz. 225 kg cukru?

Oznaczmy przez x — ilo§é oséb, a czas — przez y,

gdy y = 25 wbéwczas x = 32355—_—: 9
225

1 y—12’5 1 ey 12’5"‘— 18
225

TR 5 1 X == ""5*' =45
225

1 == 9" —_ . —
y X 75 3

it d.

Z powyiszej tabelki wida¢, ze przy stalej ilosci zywnosci, z po-
wigkszeniem (zmniejszeniem) sie¢ czasu, tylez razy zmniejsza (po-
wigksza) si¢ ilo§¢ os6b. Zatem pomigdzy iloscia 0s6b, a czasem przy
tej samej ilosci zywnosci istnieje zaleznosé odwrotnie proporcjonal-
na, i ogolny wzor tej zaleznosci bedzie:

xy = 225.
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Z przytoczonych powyzej (Nr. 1151 116) przykladéw wnosimy,
ze to, co bylo powiedziane o zaleznoéci pomigdzy cena jednostki
towaru, a jego iloscia, stosuje si¢ rowniez i do ilo§ci oséb i czasu,
czyli ze wogdle stosuje sie do wszystkich wielkosci odwrotnie pro-
porcjonalaych, przeto ogélny wzér zaleznosci odwrotnie proporcjo-
nalnej pomiedzy dwiema wielko$ciami x i y bedzie nastepujacy:

k
X =—
y
lub tez: :
xy =k

Otrzymane wzory wskazuja, ze niezmienno$¢ iloczynéw mozli-
wa jest pod  warunkiem, ze powigkszeniu jednej ze zmiennych od-
powiada zmniejszenie tylez razy drugiej zmiennej.

117. Czy i jaka istnieje zalezn2§¢ proporcjonalna pomiedzy je-
dnostajna szybkoscia a czasem, potrzebnym do przebycia jednej i tej
samej drogi, naprz. 450 km?

118. Czy i jaka istnieje zalezno3é proporcjonilna pomiedzy
liczba robotnikéw i liczba dni pracy, potrzebaych do wykonania
pewnej roboty, naprz. do wykopania rowu, majacego 560 m?3?

119. Daj kilka przyktadow wielkoéci, pomiedzy ktéremi ist-
nieje zalezno$é odwrotnie proporcjonalna; wyraz zalezno$é te zapo-
moca wzoru i wyznacz szczegdlowa wartosé spolczynnika k.

120. Na podstawie ponizej podanych warto$ci szczegétowych
2 wielkoéci x i y zbadaj, czy te wielkosci sa wzgledem siebie pro-
porcjonalne i oblicz szczegolowa wartosé spélczynnika k:

a)

b |——
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y=1 06 ‘ 1 3 10 | 12
c) | T

x=| 5] 31| 1]03]025

y=| 2 ’ 54 1ji wiy | (4871 02
d) =

x = [ 3 } 12 | 23 (0,06 05

Y= } 3 ‘ 2 t 06 | 1,5 ‘3J5
e LAta 6y 3.0 }

x= 8 ‘ 3 1 10| 4 | 1,6

121. Nadajac wielko$ciom x i y szczegolowe wartosci, uléz
dwa ciagi liczb tak, aby wielkoéci te byly w zaleznoéci odwrotnie
proporcjonalnej.

122, U6z kilka zagadnien, ktéreby zawieraly wartosci odwro-
tnie proporcjonalne.

123. Ponizej (rys. 23) podany jest wykres funkcji

czyli zaleznosci odwrotnie proporcjonalnej; wykres ten jest zbudo-
wany podlug tabelki, obliczonej dla wartosci k = 60.

y l 60 | 40 | 30 | 20 ’ 15 | 12

———
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Rys. 23.

Wykres, bedacy obrazem zmiennosci 2 wielkosci odwrotnie
proporcjonalnych, jest linja krzywa, ktdra nosi nazwe biperboli:
krzywa ta odznacza sie tem, ze w miare zwickszania sie wartosci
szczegdlowych x (odcietych), wartosci szczegétowe y (rzedne) szybko
maleja i w miare¢ zmniejszania si¢ odcietych (x) rzedne szybko wzra-
stajg, wskutek czego krzywa ta, zbliza sie ciagle do osi, coraz to
bardziej si¢ wyprostowujac.

124. Narysuj wykresy funkcyj:

5 12 1
Ry =iy =t Ay =l By e

X X X X X

1) y=



Liezby wzgledne.

1. Termometr wskazywal w poludnie a® ciepla; do pélnocy
za$ temperatura spadta o b°. Jaka temperature wskazywal termometr
o pétnocy?

Rozwiazanie.

Poszukiwang temperature (x) znajdziemy, odejmujac od tem-
peratury a" spadek temperatury 4"; bedzie wiec:

x=a—b

Nadajac a i b wartosci szczegolowe, przytem takie, by: 1) a > b,
2) a=b, 3) a<b, oblicz i wyjaénij, jakie znaczenie ma wynik
w kazdym z poszczegélnych wypadkéw.

2, Jak w Nr. 1, oblicz i wyja$nij wyniki rozwigzan nastepuija-
cych zagadnien:

a) Ktos posiada a zl. gotowki i & zi. dlugu. Jaki jest jego
stan majatkowy?

b) Ile reszty otrzyma sie¢ z a 2, placac za nabyty towar b z1L.?

c) Pewien gracz siadl do gry majac a zl.; po ukorfczeniu za$
gry mial b z1. Ile (x) zL. wygral?

d) Kupiec zaplacit za towar m zl, a sprzedal go za n zi. lle
zl. wynosil jego zysk?

e) Pewien bankier ponidst nastepujace zyski i straty: 1) zyskal:
2000 zi., 7500 zi., 8000 zi., stracit zas: 42C0 zi., 60CO zi.,, 10C00 zi,
2) zyskat: 14000 zi., 15000 zt., stracil zas: 7000 zit. i 6000 zi. Jaki
byt jego stan majatkowy w kazdym z tych wypadkéw?

f) Pewien piechur wyruszyt z miejscow oéci 4 do miejscowcsci B,
odleglej od A o @ km. Odpoczawszy w B, wyruszyl z powrotem
w kierunku ku A. Przeszedlszy b km, zalrzymal sie¢ na nocleg
w miejscowosci C. Oblicz ‘odleglos¢ miedzy A i C (w kierunku
ku B). Nadajac a i b wartosci szczegélowe takie, by: 1) a > b,
2) a= b, 3) a< b, wyjaénij znaczenie wyniku.

Badajac wartosci szczegolowe odpcwiedzi na rowyisze zagad-
nienia pr2y pewnych wartcsciach liczb ogélnych, w ich sklad wcho-
dzacych, spotkali§my sie z warto§ciami, majacemi 2znaczenie prze-
ciwne. Nprz. dochéd i rozchéd, cieplo i zimno, zysk i strata, wy-
grana i przegrana.

Przeciwne wartosci zazwyczaj odrézniamy zapomcca znakow-
i —, ktére stawiamy przed odpowiednia liczba. Znaki 4+ i — sa



te same, ktore piszemy miedzy dwiema liczbami, jezeli chcemy za-
znaczyé, ze nad temi liczbami, ma byé wykonane dodawanie lub
odejmowanie. W danym za§ wypadku uzywamy je celem odréznie-
nia 2 warto$ci, majacych przeciwne znaczenie. W dalszym jednak
ciagu przekonamy si¢, ze oba znaczenia znakéw -+ i — latwo mo-
ga by¢ uzgodnione. Zatem: + 7° i — 7° oznaczaja przeciwne so-
bie wartosci, mianowicie 4 7° oznacza temperature powyzej zera
(cieplo), a —7° temperature ponizej zera (zimno).

Liczby, opatrzone znakami -+ lub — nazywamy liczbami wzgled-
nemi, w szczegblnosci za§ — liczby, opatrzone znakiem - , nazywa-
my liczbami dodatniemi, za$§ liczby, opatrzone znakiem — , liczbami
ujemnemi.

Natomiast wszystkie liczby, z ktéremi mieliSmy do czynienia
poprzednio (liczby arytmetyczne) — nazywamy liczbami bezwzgled-
nemi. .

W kazdej wigc liczbie wzglednej odrézniamy: znak liczby i jej
wartos¢ bezwzgledna. Nprz. -}7 ma warto§¢ bezwzgledng 7
i znak -}, za§ —7 ma te sama wartos¢ bezwzgledna 7, lecz
znak —. Tak wiec z kazdej liczby bezwzglednej mozna utworzyé
dwie wzgledne, wiazac je znakami 4 i —.

Przez wprowadzenie liczb ujemnych umozliwiamy obliczanie
roznicy

a— b
przy wszelkich szczegélowych wartosciach a i b, t. j. nie tylko
wtedy, gdy a > b lub a=b, lecz i wéwczas, gdy a < b, przyczem
i w wypadku a < b réznica moze mieé¢ znaczenie praktyczne.

3. Oblicz réznice:
1) 5—8=2 2)1—3=7 3)2}—2775=2 4) 33—4j=2
5)3—-%=7 6 i1—4=? N4—-178=7 8) H—4}{="?
9) §—1=2 10) 3—10% =7 11) 24—24$=?7 12) 6—9%="
13) 38— 121 =72 14) 0,21 —3,423 =72 15) 2,03—65; =7
16) 3,75— 125 =2 17) 09—4,05=? 18) 3,75—49="?
19) $ —2375=17? 20) 0,01—0,1 =7 21) 6,5—63=7? 22)32 —24="7

4. Wykonaj graficznie odejmowanie liczby 5 od liczby 2.

W tym celu na prostej liczbowej od dowolnego punktu poczat-
kowego O nalezy odmierzyé na prawo (rys. 24) odcinek, OA odpo-
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wiadajacy odjemnej = 2, nastepnie za$§ nalezy odcidek, wyraiaiacyﬂ
odjemnik = 5, odmierzyé od prawego korica odjemnej w kierunku
przeciwnym.

!
r

Rys. 24.

Odcinek odpowiadajacy liczbie — 5 mozemy rozbi¢ na 2 od-
cinki: —3 i —2. Odcinek —2 zredukuje sie z odcinkiem +2
(czyli dadza w sumie zero); pozostanie odcinek odpowiadajacy licz-
bie —3. Wiec rezultatem dziatania: 2—5 jest —3.

5. Woykoricz graficznie odejmowania:
a)2—2, b)3—3, ¢)3—4, d) 3—5, e) 3—6, f) 4—5%,
g) 5—172, h) 34—>5%, i) 3,8—124, j) +—237.

6. Nakresl na prostej liczbowej ciagi liczb:
a] _7v —6v '—'513 —3v - lv +0v11 + 1! + 1"}! +3:
b] __Iv _ng —0v7, _01 +'I161 +%v +11"v +%’v +'§'v +1
Czy liczba wzgledna ma zawsze sens? Liczba ujemna nieza-
wsze ma sens. Nie mozemy powiedzie¢ nprz. ,bylem —2 razy
w kosciele" lub ,widzialem ci¢ —3 razy", lecz w zadaniu: Kupiec
zaplacit za towar 24 zl, a sprzedal za 21 zl, moge powiedzieé, ze
kupiec stracit 3 zl., lub zarobit — 3 zl.
Z powyzszych obrazéw, ciagoéw liczb wzglednych, wnosimy — ze:
1. Kazda liczba wigksza znajduje sie zawsze na prawo od
liczby mniejszej; za$ liczba mniejsza na lewo od liczby wigkszej.
2. Kazda liczba dodatnia bez wzgledu na jej warto$é bezwzgled-
na jest wieksza od wszelkiej liczby ujemnej, nprz. 0,00001 > — 20.
3. Z dwu liczb dodatnich ta jest wieksza, ktérej bezwzgledna
wartos§¢ jest wieksza, nprz. (4 10) > (+ 7).

4. Kazda liczba dodatnia jest wieksza od zera
naprz. + 0,00001 > 0.

5. Kaida liczba ujemna jest mniejsza od zera nprz. (— 500)<C 0.
6. Z dwu liczb ujemnych ta jest wieksza, ktérej bezwzgledna
warto$é jest mniejsza, nprz. (—3) > (—5).
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Latwo si¢ o tem przekonaé. Jezeli do liczby —5 dodam 2,
to otrzymam' liczbe —54-2= —3. Stad wida¢, ze —5<—3, bo
do —5 musialem co$ dodaé, aby otrzymaé —3. Jednoczeénie za-
uwazamy, ze — 3 jest wigksze od —5 o + 2.

7. Ktore z nastepujacych liczb sa réwne, wieksze lub mniejsze:

1. —5 1 —5, 6. —0,02 10,0123 11. —0,35i —¢
2. —5i —8, 7. — o 1— 3 12. +ai1 —a
3. 41 —5, 8.0i—1 13. —a i —2a
4. —51 —6, 9. — 1000 i + % 14. — 56 i +55
5. —13 1 —8, 10. —3% i — 3% 15. 0 i — 5000.

8. Nastepujace liczby ul6z wedlug ich kolejnej wielkosci, po-
czynajac od najmniejsze;j:

a) —1,—4,4-3,45,—200,—0,01,—0,625,—;
b) — 5,—2},—54,01, 0,01,—0,1,—0,25.

9. Napisz ulamek wlasciwy: a) mniejszy od — %, b) wiek-
szy od —+%.

10. Napisz i nakresl na prostej liczbowej wedlug kolejnej
wielkosci wszystkie liczby catkowite, zawarte miedzy —10 i 3.

11. Majac dane liczby: —0,2 i — 0,21 napisz: a) liczbe ujemna,
wicksza od kazdej z liczb danych, b) liczb¢ ujemna, mniejsza od
kazdej z nich, c) liczbe ujemna, wigksza od jednej z nich, a mniej-
sza od drugiej. '

Dodawanie liczb wzglednych.

Uméwilismy sie przedstawiaé na prostej liczbowej liczby wzgle-
dne w postaci odcinkéw, przyczem dlugo$é odcinka ma odpowiadac
wartosci bezwzglednej danej liczby, znak za$§ + lub — okre§la
kierunek, w ktérym odmierzamy te odcinki "od punktu zerowego;
(zazwyczaj liczby dodatnie przedstawiamy na prawo od punktu ze-
rowego, za$ ujemne na lewo). Odmierzajac na prostej liczbowej
kolejno odcinki od punktu zerowego, wykonywamy graficznie doda-
wanie. Moga byé przytem 2 wypadki: kolejne odmierzanie odcin-
kéw na prawo od punktu zerowego i kolejno odmierzanie odcinkéw
na lewo od punktu zerowego; w pierwszym wypadku méwimy, ze
wykonali$my graficznie dodawanie liczb dodatnich, w drugim za$s
ujemnych (rys. 25).
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Z powyzszego wnosimy, ze liczby ujemne réznia si¢ od liczb dodat-
nich réwniez i przeciwnym kierunkiem dziatania. To znaczy, ze
jezeli wedlug umowy liczby dodatnie odejmujemy w kierunku na
lewo, to liczby ujemne nalezy odejmowaé¢ w kierunku na prawo.

12. Sprawdz graficznie slrsznosé nastepujacych rownosci:

a) (+4)+(+5=+4+5=+9, b) (—4)+(—T)=—14+T7)=—11,
o) (+12)+(—4)=+(12—4)=+38, d) (+14)+(—-21)=—(21—14)=—
z_powyzszych réwnosci widzimy, ze: sumq 2 liczb wzglednych, ma-
jacych znaki jednakowe, nazywamy liczbe, ktérej wartosé bezwgledna
jest sumq wartosci bezwzglednych tych liczb i ktérej znakiem jest
znak wspdliny tych liczb; sumq zas 2 liczb wzglednych, majgcych znaki
rézne, nazywamy liczbe, ktérej wartosé bezwzgledna réwna sie réznicy
wartosci bezwzglednych tych liczb i ktérej znakiem jest znak liczby,
majqcej wartosé bezwzgledng wickszq.

13. Sprawdz graficznie sluszno$é nastepujacych réwnosci:

a) (+3)+(+2)=(+2)+(+31=+5
b) (—8)+(—6)=(—6)+(—8)=—14
¢) () +(+3)=(+3)+(—11)= -8

Jaka wlasno$é sumy wyrazaja powyzsze wzory?

Uwaga. Przy dodawaniu liczb wzglednych nalezy odrézniaé
znaki liczb wzglednych od znakéw dziatan Nprz. w wyrazeniu
(+5) +(+2) + (—3) znaki pomiedzy (nawiasami sa znakami dzialan,
za$ znaki wewnatrz nawiaséw sa znakami liczb.

14. Oblicz:

a) (+ 04+ (=T=2 (—6)+(=5)=2 (+}+(+4)=7
(—0,75)+(—0,25)=?

b) (+09)+(—=06)=? (—1)+(—03)=? (+3) + (#)="?
(—14%) + (—2,05) =?



c) (—0,11)4(+09) =? (—05)+(+08)=? (—&H)+(+H5) =7
(—H4(+1,01)="?

d) (+24) 4+ (—13)+ (—8) =2 (—I1)+(46)+(—5 =7

e) (F18)+(+3)+(—27%) =2 (=5 +(+2%)+(—H="7

) 44 (—1)+[(—72++62)=2 [(—15)+(+13)] +
+ [(+5%) + (—2p] =2

g M+ (—3)+—D+(9=2 (—12)+[(+3) +(—2)]="?

h) 128 +1— 38 + [—27 +{—9]{ =2

i) 1327 4 [—2,02 + (— 8,3)}{ + (— 5,04) = ?

Odejmowanie liczb wzglednych.

15. Sprawdz graficznie stusznoéé nastepujacych réwnosci:

2) (+8)—(+3)= +(8—3)=+5, b) (+7)—(+10)= —(10—T)=3,
c) (+5)—(—49)=+(5+49)=+9, d) (+6)—(—2)=+(6+2)=+38,
e~)_.(-—7)—(—5= (—74+5=—(1—5=—2,
f) (—11)—(—15)=(—11+15)=+4,
Q) (—6)—(+5)=(—6—8=—(6+5=— 11

Z powyzszych rownoséci widzimy, ze: aby odjqé liczbe dodatniq
nalezy odjqé jej wartosé bezwzglednq; azeby zas odjaé liczbe ujemnq,
nalezy dodaé¢ jej wartosé bezwzgledng.

Uwaga. Zwraca si¢ uwage, ze wyrazy dodawanie i odejmo-
wanie obecnie po wprowadzeniu liczb wzglednych niezupetnie to
samo majg znaczenie, co i poprzednio (w arytmetyce). Poprzednio
dodawanie zawsze pociagalo za soba powiekszenie, odejmowanie
za§ — zmniejszenie; natomiast teraz po dodaniu nprz. —4 do 6
otrzymamy sume algebraiczna i2; po odjeciu za§ —4 od 6 otrzy-
mamy algebraiczna réznice = 10.

16. Wyjasnij graficznie stuszno$¢ nastepujacych réownosci:
a) (—5)—0=—5, b) 0—(+6)= —6, c) 0—(—TN=+1.
17. Wyjasnij graficznie, ze:
a) (4 8)—(+ 11) jest to samo, co (+ 8) + (—11)=—3,
b) (—9) + (+ 5) jest to samo, co (—9)— (—5)=—4,

t. j. 22 réznica moze by¢ zamieniona na sume, lub tez suma — na

roznice, to znaczy, ze odja¢ nprz. + 3 jest to samo, co dodaé¢ — 3,
a odja¢ nprz. — 15 to samo, co dodaé¢ + 15
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18. Zapomoca rachunku wyja$nij, ze:

a) (+9) — (+11) = (49) +-(—11)
b) (+7)—(— 1D =+T)+(+ 1)
o) ) =Y 5 = (4 ki B)
d) (—1)—(— 9=+ (+ 9 .

Uwaga. Zwykle opuszcza si¢ znaki liczb dodatnich i nawiasy,
ujmujace liczbg ujemna, napisana na pierwszem miejscu; piszemy
wiec, nprz. zamiast (+ 7) —(—1); krécej 7—(—1), lub tez zamiast
(—1)—(—9), krécej: —1—(—9).

19. Poniewaz jak przekonali§my sie (Nr. 17 i 18); réznica
moze byé¢ zamieniona na sume, lub tez suma na réznice, przeto
wszelki szereg liczb wzglednych, polaczonych znakami dodawania
(+) i odejmowania (—), moze byé zamieniony na sumeg, zwana
sumga algebraiczna tych liczb. Nprz. B
wyrazenie: s=9—7+10—8—114-2 mozna przedstawi¢ w postaci sumy

algebraicznej: s=(+9)+(—7)+(+10)+(—8) +(—11)+(4-2)=—5.

20. Przedstaw w postaci sumy algebraicznej i oblicz zapomo-
ca rachunku i graficznie.
a) 17 -84+ 5—6; b)4--5—-7 -8
c)50—25+10+5—2,5;d) 43 —25—14 —18 + 3
e) 34+004—08—06--17.

21. Wyraz zapomoca wzoru i oblicz:

1) od 12 odjaé 7; od 9 odja¢ — 5; od —14 odjaé 10;
2) od % odja¢ —}; od § odjac¢ i od —¢ odjac ¥;
3) od — 11,87 odjaé 13,75; od 0,625 odjaé — +; od 0,9 odjaé —1;

22. Oblicz:

A(+N—(+4=2(FD—(—4)=2 (-7 —(+ D +?
b)0—(—2)=20—(+1=2 (—5)—0="?
J(+H)—(—)=2(—HN—-(+%)? (+H)—(—Hh) =2
d) (—1)—(—3)=? (+iD—(—#HD=? (=) —(—H)=7?
e) (—6,75)—(+ 18,15)=7 (+0,32) — |—1,68)="?

f 4—(—2)—(—7N=7 (—25—(+18)—(—13)="?

g (—13)—(—17)+(—20)=? B—[—3—(+4)]=?

h) 13— [(—4+(3—4)]=? 13—[[—4)—(3—4)]="?

i) (—408)— | — 18 —[5¢ + 3 — 8 =7

) 1—(—1)+{5—[6—(0—1)]



23. O ile jednoséci i w jakim kierunku nalezy sie posunaé na-

prostej liczbowej, aby: ;

a) od + 2 dojs¢ do + 15; od — 2 dojé¢ do — 15;
b) od — 3 dojsé do — 8; od — 12 dojs¢ do — 4;
c) od — 22 dojs¢ do — 1; od — 14 dojs¢ do - 21;
d) od + 7 dojsé do — 1; od 0 dojs¢ do — 13;

24, a) lle trzeba doda¢ do 5; azeby otrzymaé + 8?
b) lle trzeba doda¢ do 500, azeby otrzymaé sto?

25. a) lle trzeba odja¢ od 5, azeby otrzymaé — 2?7

b) Ile trzeba odja¢ od — 20, azeby otrzyma¢ — 307?

c) lle trzeba odjaé od — 11, azeby otrzymaé - 11?

26. Okret znajdowal sie¢ pod 7° zachodniej dlugosci geogra-
ficznej i poplynal na wschéd o 15° Pod jakim stopniem: dlugosci
geograficznej znajduje si¢ obecnie okret?

Uwaga: Wschodnia dlugo$é oznaczamy zwykle jako wartosé
dodatnia, za$ zachodnia jako warto$é ujemna.

27. Ze stacji A wyruszyl pociagg w kierunku ku stacji B;
odleglo$é pomiedzy stacjami wynosi @ km. W jakiej (x) odleglosci
od stacji B bedzie pociag po uplywie ¢ godzin, jezeli szybkoséé jazdy
wynosi 8 klm na godzing? Wyjasnij znaczenie odpowiedzi, gdy
a=15, t = 14 godz.

28. Oblicz wartosci nastepujacych wyrazen:
a) 25— 11 — 20 =7

Rozwiazanie:
11 4 20 =31
. 25—31=—6
wiec:
25— 11—20= — 6
b) 30— 4+ 6—48=7
Rozwiazanie:
30+ 6=36
4- 48 =52
36 — 52 = — 16.

29. Oblicz wartosci nastepujacych wyrazen:
a)29—4+7—50=? 42+3—4—11—16+2—51=7
b)d =Sttt g4+ 1 =14
c)4—025—1,5—044=7? 3,01 —2,6-+875—2127="7
d) 128 + % — o5 — 5% —2} =7



e) 12a —8a+9a — 10a + Ta=?

f) 4x —5x + 17x — 13x —2x + 2x =7

g) x —ix+5bx —fx—x—63x =7

h) 34,6x — 27,18x — 24,49x + 16,385x — x =?

30. Przedstaw wyrazenia z Nr. 29 — od a) do e) w postaci
sumy algebraiczne;j.

31. Zbierz wyrazy podobne w nastepujacych wielomianach:
a) 3ax® — 3a’x + 2a°x® — Ta*x* — a*x,
b) 9minp — tm®np — Tm3np + 11 — 4m?np — 12 — }mPnp,
c) 2ab — 4a* — 0,29a%b + %a’b — 6a* — 1,71a%b + 7ab,
d) avb* + 2,3a%bY — 9,23avb* — 5,3 — 0,7a%h¥ —
e) S(x+y)—3(x+y)—T(x+y)+8(x+y),
£) 2,4(a—1) —245 (@—1)2—2,4 (a—1)* + 155 (a—1): + 741 (a—1) +
—0,5(a— 1),
g) 0,05 — 33pg —(a — 1)+ 3pq —09 —(a—1)".

Dodawanie jednomianéw.

32. a)m+(+n=? —bp+(—q)=? —r+(+q)="?
b)at+(—a)=? a+(+a)=? —b-+(—-b=7
c)2x+(+3x)=? S5v+(—6y)=? —3z+(+42)="?

d —2p+(—=T)=? —1lg+(+49)=? — 10y +(—12p)=?
e) 6ia+ (—Ta)=1? b +(+4b*)=? —3ka®+(+ 22°)="?
f) —Ha'd® 4 (—34a'6®) =2 3ipq*r® + (— 2%pg*®) =?
g) 2,2a"+3br 4 (+ 4,452"+367) =? 0,177ab*c + (— 0,823ab%) =?
h) —13}a"+3 + (+ 11,8754 +3) =? — 13}a"+2 + (4 11,875a"+3%) =7
i) —3a™b + (+ 2a™b) + (— Ta™b) =?
i) 7a°0" + (— 14a%0") + ( + a®b") + (— 3a%") =7
k) —975a'c® + (+ Hha®c?) + (+ 1,3a*c?) + (+ 4fsa*c?) + (— a*ch) +

+ (—0,4a°c?) + (— 1,9a%c?) =?

Odejmowanie jednomiandw.

33. a)x—(—v)=? —x—(—p)=? —x—(+yp)="?
b) p—(+p)=7 o—(—m=2 —p—(+p)=? —p—(—p)=7
c) la—(—5a)=? 3x*—(+x*)=? 20— (—yp’)=?
d) 4a7 — (—3a?)=? 6p°n*—(+ p*n®)="2
e) am®*—=(+ 3am?)=? —4875a" — (—3{%a")="?
f) —23ndx*—(—1,55nx%)=? 08a”b"—(—0,01a"b")="
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g) 3x+(+7x)—[(— x) + (—6x)]="?

h) __am+1bn +2_ {gam+ lbn =L 2.+ [am+bn i 2_(_3am+ lbn +2)]}____7
i) 5.65ax2 — {[1,15ax2 — (— 0,5ax2)] — [2,25ax> + (—3,1ax?)]} ="

i) [13ac — (4 0,5ac)] —[ —7,7ac + (— 3%ac)]|="?

k) [13ac — (+0,5ac)] + [—1,7ac— (+ $%ac)] =7

Dodawanie i odejmowanie wielomiandw.

34. Przedstaw w postaci sumy algebraicznej i oblicz:
a) 70 80 + 124 —16 +3—25—34 + 5=7?
c) 125—-6+1—42—3+1704—5—65="7

35. Przedstaw w postaci sumy algebraicznej nastepujace
wielomiany:

a) a®— 3a*b + 3ab* — b},

b) 2x™ + S5am* — 2a*m — 10am,

c) 9a*b* — Tb’a — Sxy + 2z,

d) 53xy ——y — 3,15x + 2a%«,

e) 7,4a™b’ — 2ax*> — 2,2b%y — 2,85xy + 3,08x%.
Poniewaz kazdy wielomian, jest 'suma algebraiczna 2 lub wiecej
jednomianéw (Nr. 17); stanowiacych jego wyrazy, przeto, opierajac
sie na regutach dodawania i odejmowania liczb wzglednych (Nr. 12,
15), oraz na prawie rozdzielnosci, mozemy wypowiedzie¢ nastepu-
jace reguly:

1) aby dodaé wielomian, nalezy dopisa¢ wszystkie jego wyrazy
z temi samemi znakami i wykonaé, jesli mozna, redukcje ;

2) aby odjgé wielomian, nalezy dopisaé do oajemnej wszystkie
jego wyrazy ze znakami przeciwnemi i wykonaé, jesli mozna, redukcije.

Nprz. a) a t (a—ct+d)=a+b—c + d;

b)a—(b—ct+td)=a—b+c—d.

Przy dodawaniu i odejmowaniu wielomianéw, majacych wyrazy
podobne, dogodng jest rzecza (ale nie konieczna) podpisywaé je je-
den pod drugim tak, by [wyrazy podobne znalazly si¢ w jednej
kolumnie.

Nprz. (x —4a + b) + (3x + b+ a) + (a— x — 5b).

Rozwiazujemy tak:

x—4a+b

3x+ a+b
—x—+ a—>5b
3x—2a—3b




36. a)m+(n—p)=?m+(—n+p)=? m+(—n—p)=7?
b) a+b(+c)=2a+(b—1)=26+(5—a)=27
c) —x*y+(4x—x%) =2 mn+ (—2mn+p)=27?
d) Bp—3q)—(3g—r)=7? 13 x>+ 2p? + (z —2p¥) =?
e) ($az’+ %2%) + (— %2%a—}az®) ="
f) @ —8n") + ($n®—3) =2
g) (6x%y —x?) + (5x% + p?) + (x%y —yp*) =72
h) (a+4b—3c)+ (Ta—4b + c)=?
i) 0,7p +5¢—2a—341+(¢—0,3p—a+ 78)="?
j) Sm® —3mp + 4p* — ¢ + (3¢* + tmp + m* + 2) +
t(—=5p°+t mp—3q°—3)="7?
k) 2a* + 38yan*— {an’) + (— {an® — T3an® —0,02) +
+ (0,2 — 0,2an? — }an®) =17
1) 2nx* — 3x*n + (8nx® + 4x°n) + (— Tnx*— 5x2n) +
+ (10nx* — 9x3n + x*np) = ?
m) 2a°b® — 3a%b* — ab* — 10a%b® + (— 24ab® + 8a?b? — 6a2b® +
+ 7a%%) + (5% — 12a%b® + 4a*b%) = 7.

37 a) b—(a+5)? b—(=a=5)=7 10— (—50+4) =7
b)—7—(a—4)=? —pqg—(p*—pq)=? 24a—35b—23a)="
c) ({x—1§¥+y)—(3x+y)=? p-+2¢—(8p—0,2)="?
d)2x-+2y—(05y — 4x)=? a+5—(5—a)="?

e)(x—y)— (x—2p+2)=?7 —3,6z> —(az—4%22)="?
f)(p?z—3p°z° — 53) —(—42z°0 +2p°25—33) =?

£)12,7x +4{--(3,6x—0,8y) +(—5,04x— 1,5y)— (615—0,6 x) = ?
h)6a2b—[3ab?—(4a2b — Tab?) 8ab?]=?

i) a" bx—[fa—y" x—(0,8y—a"bx)] —[3,ly+z—(Ra+3z—y™x)]="?
j) mo? — {43pr — 0,09+ [—mn? —(3or—0,9)]} =2

Nawiasy.

38. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw wymagaja uzycia
nawiasOw; przyczem o ile wielomian zawiera juz jaki nawias, wow-
czas celem uniknigcia zamieszania miedzy rozmaitemi parami na-
wiaséw stosujemy pary nawiaséw o ksztaltach réznych, naprz. t. zw.

kwadratowe []| lub figurowe ::
Reguly, odnoszace si¢ do uzycia nawiaséw, sa nastepujace:

(dy wyrazienie, ujete w nawias, jest poprzedzone znakiem -+,
wowczas nawias moze byé bez iadnej zmiany opuszczony.
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Gdy za$ wyrazenie, ujete w nawias, jest poprzedzone znakiem —,
wowczas nawias moze byé opuszczony, lecz z jednoczesnq zmiang
znakéw na przeciwne przy wszystkich wyrazach, znajdujqcych sie we-
wnqtrz nawiasu.

Naprz. a) x—y t (c—dteJ=x—y + c—d * e,

b) x—y—(c—d+teJ=x—p—c+d—e,
c)x—yt(—c—dte)=x—y—c—d +te, *
dx—y—(—c—d+tey=x—y+c+d—e.

Reguly powyzsze sq to wlasciwie reguly na dodawanie i odej-
mowanie wielomianéw. Gdy wyrazenie zawiera wigcej, niz jedna
par¢ nawias6w, wowczas znosimy je kolejno na podstawie powyz-
szych regul, zaczynajac naprz. od zniesienia nawiasu wewnetrznego.

Naprz. a) g+ [b+t(c—d)l]=a+[btc—d]=a+b+c—d,
b)ya+[p—(c—d)]=a+t[b—c+dl=a+b—c+d,
c)a—|[bt(c—d)l=a—[b+c—dl=a—b—c + 4,
da—[b—(c—d)]=a—[pb—ct+dl=a—b+ c—d.

Znosi¢ nawiasy mozemy réwniez, poczawszy od znoszenia na-
wiasow najwigkszych, t.j. od znoszenia nawiaséw, zawierajacych we-
wnatrz inne wyrazenia, ujete w nawias (mniejszy), pamietajgc jednak
o tem, e w tem ostatniem wyrazeniu, znakow zmieniaé nie nalezy,
gdyz wyrazenie to musi by¢é uwazane jako jeden wyraz.

Nprz. a— {b—[c—(d—e)]:=a—b + [c—(d—e)] =

—=a—btc—(d—e)=a—b+tc—d+te.

39. Zniesé nawiasy w nastepujacych wyrazeniach:

a) 1+ (c—p) a—(b—1); x—(—y+1), x+(—yp+1)

b)a—(b—c—d+f); a—[b—(c—d+f)

) a—[b—c—(@d+fli a—{b—lc—d+ fli

d) 11x — 7x — | 8x—[9x—(16y — 6x)]|

e) a—]2b-+[3c—3a—ta+c)lf — [2a — (b+ 30)]

f) —(1 —2n+5n*—ni)

g) 3,4— {1a®—[4,008 — (0,3a® — 5,092) + 1ia’]]

Wielomiany mozna réwniez ujmowa¢ w nawiasy, umieszczajac
przed temi nawiasami znak + lub —.

Regula na ujmowanie w nawiasy wynika bezposrednio z regut
na zniesienie nawiasow. Regula ta jest nastgpujaca:

Jakqgkolwick liczbe wyrazéw danego wielomianu mozemy ujgé
w nawias, przed ktérym piszemy znak + lub —, przyczem w pierw-

Rachunki. — Czeéé¢ VI. 5
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szym wypadku znaki przy wyrazach wielomianu, ujetych w nawias,
pozostajq te same, w drugim zas$ wypadku muszq byé zamienione na
przeciwne.

Przyklady:
a) Nie zmieniajac wartosci wielomianu
—xta—1
uja¢ go w nawias ze znakiem —:
Rozwigzanie:
—(x—atl)=—xta—1

b) Nie zmieniajac warto$ci wielomianu

‘ ===ttt
przedstawié¢ go w postaci sumy dwu skladnikéw, z ktérych pierwszy
ma byé m.

Rozwiazanie:

m—n—1l=m+(—n—1)
40. Wielomian:
x3+2x*—3x—4

przedstaw w postaci dwu skladnikéw, z ktérych jeden winien za-
wieraé¢ wyrazy x° i — 3x.

41. Przedstaw tréjmian:

a:—5x+10

w postaci réznicy, w ktérej odjemna bedzie 10.

42, Nie zmieniajac warto$ci wyrazenia:

a—b+c—d

przedstaw go w réznych postaciach:

a) ujmujac trzy ostatnie wyrazy w nawias, stawiajac przed na-
wiasem: 1) znak mniej (—), 2) znak wigcej (+);

b) ujmujac dwa pierwsze wyrazy w nawias ze znakiem +, dwa
za$ ostatnie ze znakiem —-.

43. Nie zmieniajac wartoéci wyrazenia:
xtly—z—t)—(—m+n)+(p+q)—(—r+1)

zamieni przed nawiasami znaki + na znaki —, i odwrotnie.



44, Tro6jmian:
4(a® — b®) + b —a?®
przedstaw w postaci dwumianu o wyrazach podobnych i wykonaj
redukcije.

45. Oblicz:
X =3 ==§Zusi=-l
jezeli: x=a* + b*+ 2ab, y=a*—2ab + b*, z=a* +b*, t=a*>—b>
46. Oblicz:
x—[t+(y—2z)]
przy tych samych wartosciach x, y, z, £, co w przykladzie poprze-
dnim.

Mnozenie liczb wzglednych.

Okreslenie. Iloczynem 2 liczb wzglednych nazywamy liczbe,
ktérej wartos¢ bezwzgledna réwna sie iloczynowi wartosci bez-
wzglednych tych liczb, i ktéra jest dadatnia, jezeli obydwa czynniki
maja znaki jednakowe, ujemne za$ jezeli maja znaki rézne.

Naprz. (+2).(+3)=+6
(—3).—4)=+12
(—5).(+49=—20
(+12.(—2)=—24

47. Stwierdz powyzsze okreslenie, rozwiazujac nastepujace
zagadnienie:

Piechur, idacy z szybkoscia 5 km na godzing, w danej chwili
przechodzi kolo wsi A.

a) W jakiej odleglosci od A bedzie piechur za 3 godziny?

b) W jakiej odleglosci od A byl piechur przed 3 godzinamy,
liczac od chwili, w ktérej winien minaé¢ wies A?

Uwaga. Szukana odleglosé znajdziemy, mnozac liczbe kilo-
metréow, przebywanych w ciagu godziny, przez liczbe godzin, przy-
czem w zaleznosci od tego, jaka warto§¢ ma szybkos$¢ i czas: do-
datnig, czy ujemna, moga byé nastepujace wyniki:

cyhraE alih 253 = 1
b) +10.—3 =7
c) —10. + 3 =72
d) —10. —3 =7



Azeby znalezé¢ warto$¢ poszukiwanej odleglosci, nalezy prze-
dewszystkiem ustali¢, jaka odleglo§¢ uwazamy za dodatnig, a jaka
za ujemna, kiedy szybkoé¢ jest dodatnia, a kiedy ujemna; to samo,
co do czasu. W zwiazku z tem bedzie moina okresli¢ szukana od-
legto§é (rys. 26).

S
Y A X

Rys. 26

48. Oblicz:

BRI E 7 (L) (Fe ) =2" (1)< (e 3) =12
b) (+12).(—1)=2 (—1).(+t1=2 (—D.(—1)=2? (—6).(—8)="?
(). (—)=? (—B).(—%)=? (—4.(+3}=?

®.(—1)=?
d) (—3D).(—H=? (-43).0=? (+1§).(—}})=?

(=3 .(+H=?
e} (—3,5).(—-01)=? (+64).(—06)=? (—0,96).("0,5)=2?
f) (+0,006). (+0,7) =? (—0,0011).(—0,2) = ? (—1702,49).(+0,2)=?
g) [(+128) + (—3,8)] . [— 10— (+15}) + (— 12,6)] . (+25) =2

Mnozenie jednomianéw.

49. Wykonaj mnozenie:
—3a% . —5ad.
Rozwiazanie:
— 3a%b. — 5a® = — 3. — 5.a%a%.b = + 15a°+3b = 15a°b.

lloczyn 2 lub wiecej jednémianéw ofrzymamy, wypisujgc kolejno
wszystkie czynniki ogélne tych jednomianéw i mnoziqc spdlczynniki
wedlug reguly mnozenia liczb wzglednych, zas potegi tej samej zasa-
dy wedlug reguly mnozenia poteq.

50. Wykonaj mnozenie i oblicz warto§é¢ liczebna:

2a°. 3a*b

gdy a) a=10, b=2, b)a=4 b=4% c)a=02 b=0,5.

51, a) (+x).(—y)=? (—m).(—n)=? (—p).(+tq)=?

(ta).(+b)=7?

b) (—5).0=? (—a).(+5)=? (—m).0=? 0.(—x)=?
c)(@.a?=2. x.x5=2 (—c).c?=? —d*.d°="7



=0 =

dy m}. m"=72 =p.p" =2 ™. a=0 x"71.x=2
e)a +!. —a@> =7 —5x¥n_3x3=7 —qg* —Tbt=7?
D)l a2 S Si s — P25t —u?
g) (3a%x*)? =7 m*.(5m):=? n®.(4n*)? =7
h) —%a"x%.3ad’x* =7 —%a™b'p®. —31ab®=?
i) 1,2pmriq3. — 3pr’=7? 0,3xp*.(3y?)?="?
i) 5mén?p™. — 1,4n%c? =7 8c%.(—imc"—1)2=2?
k) —3x%lzm+2. — Pex Fmygm =2
1) —1,5d7p3"'+2q"—"'2 i ,g_Dm lqp_g_ﬁl.a =7
m) 0,20™ %" (p—1)"+ 3 (p—2)" +°,—0,05a* (p—1)™ 9.
. —10a(p—2" "2 =17

Mnozenie wielomianu przez jednomian.

Opierajac si¢ na prawie rozdzielnosci, mozemy wypowiedzieé¢
nastepujaca regule:

Azeby pomnozyé wielomian przez jednomian, naleiy przez ten
jednomian pomnotyé kolejno wszystkie wyrazy wielomianu i otrzymane
iloczyny dodaé algebraicznie.

Przykiad:
(3a—4b + ¢) . 0,3a%b3c.

Rozwiazanie:

(3a—4b +¢).0,3a’b*c =3a.0,30*b*c—4b .0,3a%b*c +
+c.0,3a’b%c = 0,9a3b3c —1,2a%bc + 0,3a°b3 c2.

52. a) (m+tn—p).4=? p—q+tr).}=7?

b) 3x—5y+2).5=? (—2m+4n—5p).—3="

c) 5.(a*—1,04a*t%a)=? —3(—xpy?—2pt+1)=2?

d) (5mn*+ 3np —-4p?) . 8m*n®pt =?

e) (5ab’c® —¢bc’ed + q3ce® — 1,5a%b%¢e) . a*be® =7

f) _%m2y4 (Smeyn—4_ 0'4m2yn—2+§m2yn - yn e 2) L ')

g) [2a+b)"(@a—b) —3(tb) (a—b)"]. —5(a+b)y™(a—b="?

Mnozenie wielomianu przez wielomian.

Przypusémy ze mamy pomnozyé:
(@+b—c) (m—n+p)
Oznaczajac (m—n+ p) przez x, otrzymamy :
(@a+b—c)x=ax+ bx—cx
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Podstawiajac zamiast x (mnozniki) (m—n+ p), otrzymamy
axtbx—cx=alm—n+p)t+b(m—n+p)—c(m—n+p)=
=am-—an+ap+bm—bn— + bp—cm+ cn— cp.

Mozemy wiec wypowiedzieé regule nastepujaca:

Azeby pomnoziyé wielomian przez wielomian, nalezy pomnozyé
kazdy wyraz mnoinej przez kazdy wyraz mnoznika; przytem tam,
gdzie wyrazy mnozone majq znaki jednakowe, nalezy przed iloczynem
napisaé znak +, gdzie za$ wyrazy mnoZone majq znaki réine, nale-
2y przed iloczynem napisaé znak —, i tak otrzymane iloczyny naleZy,
dodaé algebraicznie, w koricu za$, o ile mozna, w iloczynie wykonaé
redukcje wyrazéw podobnych.

Naprzyklad:

(3an + 5n* — 2a?) (a*— 6an)

Rozwiazanie:

(3an+ 5n®>— 2a*) (a*— 6an) = (3an + 5n*—2a*).a*+

— 6an(3an +5n* — 2a%) = 3a®n + 5a°n* — 2a* — 18a®n” +

— 30an®+ 12a3n = 15a3n— 13a?n*>— 2a*—30an® po
dokonanej redukc;ji.

Celem utatwienia redukcji ustawiamy zazwyczaj wyrazy mnoznej
i mnoznika w pewnym porzadku. W tym celu obieramy pewna
gloske, wchodzaca do kilku wyrazé6w wielomianéw i nastepnie piszemy
wyrazy mnoznej i mnoznika kolejno w takim porzadku, by naprz.
na pierwszem miejscu znajdowal si¢ wyraz, zawierajacy najwyzsza
potege tej litery, poczem wyraz z nastepna potega tej litery i t. d.

W tym wypadku méwimy, ze uporzqdkowalismy mnozng i mnoz-
nik podlug malejqgcych poteg tej litery.

Gdybysmy napisali wyrazy mnoznej i mnoznika w odwrotnym
porzadku, wéwczas powiedzielibysmy, ze one sa uporzgdkowane
wedlug poteg rosngcych tej litery.

W kazdym razie nalezy pamigtaé, by mnozna i mnoznik byly
uporzadkowane w jednakowy sposéb.

Przyklad:

(3a2+1+2a+2a®+at) (1 —2a+ a?

Po uporzadkowaniu mnoznej i mnoznika podlug malejacych
poteg a, piszemy wielomiany jak ponizej, mnozac nastepnie wyrazy
mnoznej przez kazdy wyraz mnoznika, poczawszy od najwyzszych
poteg litery a, i piszac otrzymane iloczyny jeden pod drugim.



a*+2a®+3a*+2a +1
a*—2a +1
ab + 2a° + 3a* + 2a® + a*
—2a® —4a*—6a®—4a*—2a
+ a*+2a®+3a*+2a+1
a po redukcji: a® —24° +1

53. a) (@a+b) (ct+d)=? (m+n) (pb—q)=?
b) (at4) @a—2)=7 (x+4y) (x—y)=?
c) 6a?— 1) (a®>—3)="? (4a®+ 3b) (3a®*—5b)="?
d) (5a% + $b? — %bx) (6a® + 3bx*) =7
e) (0,5a°x% — 0,6a°x® — 1,5a%x*) (0,8a%x + 2,5a°x°) =17
f) (dm®— 6p® — 4m®p + $xmp?) (2m* — 3m?p?) ="?
g (3xm 1 fam+E—_2xm—4x"+ ) (2xm 4} 3xm =2
h) (3x® —4xy® + x%yy =7
i) (4ab* + 0,250 — 3a%b*) (b°+ 4a'y +ay®) =7
) (a? + 2b%+ 2¢?) (a* — b* + b*) =7
k) (3x% —daip? + 4 + 0a%) (Byt — & —dxy?) =7
) 3p™—2x*— p™ 3x3-+p™) (p2x"—' — 3x"+! — 2px") =7
54. Jakie s3 wzory skréconego mnozenia (p. Nr. 69, 72).
a)na (@t b)?=? (atb)l=27? .
b) na (a—b))=? (a—b)3*=?
c) na (@t b)(a—b)="?
55. Oblicz podlug wzoru:
a) (a®+2a)?=7? (4x?%y — 1p3)2=?
b) (6a™ +!— a"—1b%22 (3x + 5xp)t = ?
c) (0.8a™+3b*+ 0,2a™ %P )2 =17
d) @+1)(a—1)=? (2a—0,4) (2a +0,4) ="?
e) (—6a™ + 10b™) (6a™ + 10b™) = ?
b l(@atb)+e]lll@atb)—c]=?
g) xty+t DNx—y+t1)=2?
h) (a® + 2a®— 3a) (a® —2a*—3a) =?
i) (a%x® —2xp®)? =7 (2x2 + xy)® =7
i) 2a*n+2bn®3 =? Bm*+9)* =2
56. Laczac czynniki w najdogodniejszy sposob, wykonaj mno-
zenie droga skrécona:
a) (a+ &)(@a—x)(a*—5%) =17
b) (¢t 1)(x—1(x—1(x+1)=72
c) (a®x3 — 2xy3) (a®x® + 2xp®) (a*x® + 4x%8) = ?
d) (x2 + 0,59%) (x — 0,5¢%) (x* — 0,25¢'2) = ?




AN s

Dzielenie liczb wzglednych.

Okreslenie. Podzieli¢ jedna liczbe przez druga znaczy zna-
lez¢ taka liczbe, ktérej iloczyn przez druga liczbe réwna sie pier-
wszej. Naprzyklad iloraz z podzielenia — 15 przez + 3 jest — 5,
gdyz —5. +3 = —15i t. d.

Z okreslenia tego wynika, ze dzielenie jest dzialaniem odwrot-
nem do mnozenia.

lloraz z podzielenia dwu liczb jest dodatni, jezeli dzielna i dziel-
nik majq znaki jednakowe, ujemny zas — jezeli dzielna i dzielnik ma-
Jja znaki rézne.

Wartos¢ bezwzgledna ilorazu réwna sie ilorazowi bezwzgled-
nych wartosci dzielnej i dzielnika.

Naprz.
(+ 18):(+ 6)= + 3
(—18):(+ 6) =-—3
(+ 18):(—6)=—3
(—18):(—6)= + 3
57. Oblicz:

a) (+12):(+3)=2 (+8):(—4)=2 (—11):(+1)=2?

b) (—18): (=) =2 (+7):(+3)=2? (—8):(—5)="7?

c) (—15):(—16=2? (—%):(+12)=2 (+1}:(—15) =7

d) (+143):(+25) =2 (—4l):(—3) =7 (+662):(—18) =72
e) (—1):(—19)=? (+39): (=P =2 (—3):(+H="?
HEH: (=2 (—H: D=7 (—&):(—%)="?

g (—1):(=5)=2 (+D:(+ 1) =2 (—1p):(—1§)=?

h) (+43):(—28) =7 (—63):(+3})=? (—9%):(—5)="7?

i) (—1):(—09) =7 (—4):(+0,026)=? (—5647,5):(— 600) = ?
) (—4):(—10) =2 (—0,05):(+100) =? (+ 3,4):(—0,01)=?
K) {[(+ 131 + (— 11,875)] : (— )} = 2

) (—8%):(—24)—[(3,423):(—0,21)] = ?

m) {[(+ 13). (—24)] : (— 4,5 —{[(— B . (+ 2,9)] : (+ 09)]

58. Wykresl punkty, odpowiadajace:

a) zmiennej niezaleznej = 1 i zaleznej = 3,
b) " 5 —S%() ,, = 2,
b) i " = 4 B =10,
d) s i =550 3 =30,
e) " " = —2 " = 3v
f] " " == 0 " :"—2,

il L)
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g) zmiennej niezaleznej — 4 i zaleznej = —35,

h) ot ,, =—3 ,. =k {0}

l] TR " =—3 " —_— 1,
(p. Nr. 88).

Uwaga. Nalezy przedluzyé osie spélrzednych; jako kierunek
dodatni przyjmujemy: na osi odcigtych na prawo, na osi rzednych
do géry od punktu O, poczatku spolrzednych; kierunek wigc ujemny
bedzie: na osi odcietych —na lewo, na osi rzednych na dét od
poczatku spotrzednych.

59. Na podstawie-ponizszej tabelki spostrzezen, narysuj wykres
zmian temperatury powietrza na przeciag doby (p. Nr. 89).

|
Godziny ’24‘2‘4 6|8‘10 12|14‘16]18‘20‘22

30 2,50 30 (550 70 | 60 |530] 450 20

00 |—20! —0.50
|

Temperatura

60. Narysuj wykresy funkcyj:

a) y=x —2;b)y=2x —5;¢c) y=4x + 2; d) y=—1x T 15;
zbadaj 'na podstawie wykresu, czy funkcje powyzsze wzrastaja
wzglednie maleja, gdy zmienna niezalezna x przybiera¢ bedzie
wartosci wzrastajace od — 6 do + 6.

61. a) Przez stacje S przejezdza o godz. 4-ej pociag, jadacy
ze $rednia szybkoscia % km na minut¢ w kierunku ku A (rys. 27).
Wyraz zapomoca wzoru zalezno$¢ migdzy odlegloscia pociggu od
stacji S i czasem i narysuj wykres funkcji.

b) Czy w danym przykladzie mozna nadawaé zmiennej nieza-
leznej wartosci ujemne. Na podstawie rysunku wyjasnij, jak nale-
zaloby rozumieé¢ wartosci ujemne funkcji i zmiennej niezalezne;.

Wskazowka. Poniewaz dodatnie wartoéci funkcji oznaczaja
odleglos¢ pociagu (rys. 27) od S w kierunku ku A, wiec ujemne

f e o

=

-

Rys. 27.

wartoséci funkcji oznaczaja odleglosé ‘pociagu w kierunku ku....? Co
do czasu, to czas przyszly (w danym wypadku po godz. 4-¢j) uwa-
zamy za dodatni, za§ ubiegly (w danym wypadku przed 4) za ujemny.



62. Narysnj wykresy funkcyj:
Dy=1x;2)y=3x; ) y=—14x; 4 y=—2x.

63. Narysuj wykresy funkcyj:
1) y=4x; 2) y=4x + 4.
64. Narysuj wykresy funkcyj:
1) y=3x—5; 2) y=3x; 3) y=3x + 5.

65. Srednie miesieczne temperatury w pewnej miejscowosci
wynosily, poczawszy od stycznia:— 3,5% — 2,4% 0% 7,2% 14°% 17,5%
199, 17,3% 14,5% 9,8 2,6% — 0,5°.

Przedstaw graficznie zmienno$¢ temperatury w ciagu roku.
Odczytaj z wykresu, kiedy srednia temperatura byta najwyz-

sza, a kiedy najnizsza? Jaka byla srednia temperatura pierwszego
dnia kazdego miesiaca?

66. Nakresl wykres funkc;ji:
y=x>14

Przyczem uléz tabelke, nadajac x wartosci dodatnie i ujemne.

67. Daj kilka przykladéw takich par wielkosci, pomiedzy kto-
remi istnieje zalezno§¢ odwrotnie proporcjonalna.

Wyraz te zalezno§¢ zapomoca wzoru. Narysuj wykres tej za-
leznosci.

Niech- we wzorze:

Y=;

szczegolowa wartosé n bedzie naprz. 50. W tym celu nadajac x
wartosci ujemne i dodatnie uktadamy tabelke:

g —501—40 —25‘—10!—5\—1’“. 2 |'s l 16 \ 25} 50

I 0
y —1}—11/4 —21—5'——10)—50} 50 “ 25 10 ‘ 5 i 2 ‘ 1

Wykres (rys. 28) skladaé¢ sie bedzie z dwu niezaleznych od
siebie galezi, lezacych w 2 przeciwleglych kierunkach plaszeczyzny,
na ktére dziela plaszczyzne osie spoélrzednych.

Tego rodzaju krzywa nosi nazwe biperboli.
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68. Nadajac x wartosci ujernne i dodatnie, nakre§l wykres
funkeji:,

gdy n=— 10.

69. Wyraz zapomoca wzoru funkcjonalna zalezno$¢ pomiedzy
ilo§cia robotnikéw, a czasem, potrzebnym do wykonania pewnej ro-
boty, naprz. wykopania 20 m® ziemi, przyczem 1 robotnik moze
wykopaé 1 m? dziennie.

Nakres§l wykres.

70. Wyraz zapomocg wzoru funkcjonalng zalezno$é pomiedzy
szybkoécia pociagu, a czasem, potrzebnym do przebycia nprz. 50 km.

Nakresl wykres.

50-
404
do-gi

204

;
i S
Ld:

-!0 f.o ’ “0 50 A
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Dzielenie jednomiandéw.
71. Podziel iloczyn 8.12.20 przez 4.

Rozwiazanie:
(8.12.20) : 4 = 2.12.20 — 480
albo = 8.3.20 = 480
albo = 8.12.5 = 480
72. Podziel:

1) (32.60.104):4; 2) (15.3.8): 4 3) (2,4.7,2.1,2):0,3.

Aby podzieli¢ iloczyn przez liczbg, nalezy podzieli¢ przez te
liczbe tylko jeden czynnik iloczynu, a otrzymany iloraz pomnozy¢
przez pozostale czynniki:

a b c
abc .d—y.bc—a .7.c='ab.7.
73. Oblicz nastepujace ilorazy:
a) 64x:16=7? e) 14ab:b="?
b) 3,5m:0,7="7? f) 5,6abc:bc =17
c) 2,5ab:5="? g) Tixy:x="7
d) Tm:m="? h) 5iabc:} =7

74. Oblicz iloraz:
96:(4.12)
Rozwiazanie:
96:(4.12) =(96:4):12=24:12=2
albo (96:12):4=8:4=2
75. Podziel:
a) 85:(5.17)=7?7 b) 2§:(2+.15H)=? «¢) 20,52:(5,7.17,1) =2
Aby podzieli¢ pewna liczbg przez iloczyn, nalezy podzieli¢ ja
kolejno, lecz w porzadku dowolnym przez kazdy z czynnikéw
iloczynu.

76. Oblicz ilorazy:

a) 2an:2a="? e) 6abx:3ax =?
b) 10ax:2x =? f) 15xp:3p =72
c) 2bnz: }bz="? g) 3,5abc : 0,17bc =?

d) 2,5xyz:5xp =72 * h) #xp:2p =2
77. Oblicz iloraz:




Rozwigzanie:
poniewaz
a®=a.a.a.a.a
a® =a.aa
wiec bedzie:
5
a® a.aaada . i)
sy E —— =gt = av'i 3
a' a.a.
Podobniez:
a* a.a.a.a
g 1— (14_3 =a
a a.a.a
a’ aaa 1

a® a.aaaa a

lloraz z podzielenia 2 poteg tej samej zasady réwna sie potedze-
te] samej zasady o wykladniku réwnym réZnicy wykladnikéw da-
nych poteg.

78. Oblicz ilorazy:
YIRS = (=R ke = B ==
b) 8a*x?:2a*=-? 10x'°:5x%-—-? 12a%c:4a="?
c) xp'd®: jxy*=2 1aSx*:a*x*=?7 mn*x%:4x3=7
d) 3p2q®a%:5p°q"—? by :2b7yt—7 2x%piz:ixyiz="
e) im°p®: #m®p*—? 3mnx®:0,6mn’x!'=? 4
Regula, odnoszaca sie do znaku ilorazu, jest ta sama, co i dla
iloczynu.

Nprz. iloraz a) 12a%b*; — 4ab®-— —3abp,

poniewaz — 4ab’ . —3ab—12a%b*;
b) Horaz ' —12a%b* : —ab®=3ab,
gdyz —4ab® . 3ab=—12a%b?;
c) lloraz — 12a2b* : + 4ab?® = — 3ab,
gdyz 4ab’ . —3ab——12a2b*

79. Oblicz ilorazy:
a) 4xpz!': —8xyz*—=? —3aly:—3a’y’=?
b) 24m*z? + 9:222 =? 18a'b™—1:9a3b™1—7
c) 2m'(p—q)* : — 1,6m* (p—q)?2z2=?
d) — 42a®b2x't : — 70a%b5x13 —?
e) 4a*bn®: — 2a*bn®x® =7
f) —0,4a2b™c"': —2,4a%™c?—?
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g) —5a*(b—2c)r+2d™: 14a* (b —2¢)P1d™ =7

h) —%a?x™—%: —$bc2x™—1="?

i) 0,0323=—% (b—1): —2,7a2a—3(b — 1) —?

j) —0,3mp? (a+x)=(b+ x)*=+3:0,6p% (a+ x)"5(b+x)™ + =2

Dzielenie wielomianu przez jednomian.

lloraz z podzielenia: (a + b):m=E - é'
m m
gdyz
a*f—?—).m—a*‘b
\m m
Podobniez
(2 1) e 2D
m m
gdyz
a b) a b 0
| —— - |. m=—m.——, m=a—b,
\m m m m

Mozemy wigc powiedzieé, ze dzielenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania i odejmowania.

Stad wynika nastepujaca regula dzielenia wielomianu przez
jednomian:

Aby podzieli¢ wielomian przez jednomian, naleZy kolejno podzie-
lié kazdy wyraz wielomianu przez ten jednomian, a otrzymane Ilorazy
dodaé algebraicznie.

80. Oblicz nastepujace ilorazy:

a) (6a + 8b):2=? (15x — 129):3=? (3m — 4n):74 =7

b) (B4+72+36):12 =7 (§ + 1): g =? (2,314 — 1):0,02 = ?
c) (6a’x — 24a*x? + a*x%):8a’x = ?

d) (0,8aba* — 5 b*n® + 4b°n"):$bn® =?

e) (0,8n°x — n®x?* + 25n*x® -— 0,16n%x%):0,4n*x = ?

81. Oblicz iloraz:
(3ax* + 4ax + a?):ax
i sprawdz wynik, nadajac liczbom ogdélnym nastepujace szczego-
lowe wartosci:
a)a=2, x=10; b) a—=8, 1=0,1;c) a=4,x—1%



82. Oblicz ilorazy:
a) (34a* —23a +5):—5="7
b) (12X4y2 — 2x3p3 + 4xp%): — 4xp? —?
c) 3m3n®— 6m*n* + m*n®x?):3m2n: =7
d) (—3p3qr’ + 18p*q®r® — 2¢*r® + 12pq°r): — 6p°qr —?
e) —@Bmy" +'—0,72m*" ' 4 14my"=3%):—0,6my"~1—?
f) [2¢™(a —b)> +3c™(a — b)* —4c*™(a—b)]:—6c™(a — b)* —?
g) —= (1,5(1’"xm—3a’"x’"+ l_6a™+ lxm):_3amxm:?
h) [5(xty)*—2(x+ )2+ (x+y) 314 (xty)P=72
i) [5 (t—p)" " — 4 (x— )™= + 6 (x— p)")i— 10 (x — )" =2
i) [—8a% (x2+ y2)7—4ab?(x2+ p?)*+ 5a3b(x? + 2)2]:6ab(x? + y?)*

Dzielenie wielomianow.

Aby podzieli¢ jeden wielomian przez drugi, nalezy postepowac
w sposéb podobny, jak przy podziale liczb bezwzglednych.

Regula wyraza si¢ w nastepujacy sposob:

Przedewszystkiem nalezy uporzadkowaé dzielna i dzielnik we-
dtug poteg rosnacych lub malejacych jednego i tego samego symbolu.

Nastepnie pierwszy wyraz dzielnej nalezy podzieli¢ przez
pierwszy wyraz dzielnika i otrzymany iloraz bedzie pierwszym wy-
razem ilorazu. Nastepnie nalezy pomnozyé¢ caly dzielnik przez ten
pierwszy wyraz ilorazu i otrzymany iloczyn odjaé¢ od dzielnej.
Z otrzymana reszta nalezy w dalszym ciagu postepowad, jak z dziel-
na. Dzialanie powyzsze nalezy powtarzaé¢ dotad, dopdki na reszte
nie otrzymamy zera, lub tez taka reszte, ktérej bez uzycia ulam-
koéw dalej dzieli¢ nie mozna.

a® +3a%b + 3ab? + b3 .at+b
Tad ¥a a?+2ab+ b2
+ 2a2b 4 3ab? + b?
+2a?b + 2ab?

ab? + b3

+ab*¥ b?

T
Dzielna jest iloczynem dzielnika przez iloraz; poniewaz zas
i dzielna i dzielnik sa uporzadkowane podlug malejacych poteg a,
przeto pierwszy wyraz dzielnej jest iloczynem pierwszego wyrazu
dzielnika przez pierwszy wyraz ilorazu. Znajdziemy wiec pierwszy
wyraz ilorazu, dzielac pierwszy wyraz dzielnej przez pierwszy
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wyraz dzielnika. W danym wypadku iloraz ten bedzie a?. Poniewaz
cala dzielna jest iloczynem calego dzielnika przez wszystkie wyrazy
ilorazu, przeto odejmujac od dzielnej iloczyn dzielnika przez pierw-
szy wyraz ilorazu, otrzymamy jako reszte wielomian 2a2%b + 3ab? + b3,
bedacy iloczynem dzielnika przez pozostate wyrazy ilorazu.

O tej reszcie mozemy to samo powiedzieé, co i o calej dzielnej;
mianowicie, ze pierwszy jej wyraz 2a’b jest iloczynem pierwszego
wyrazu dzielnika a przez pierwszy z pozostaltych, czyli drugi wyraz
ilorazu. W danym wiec wypadku drugim wyrazem ilorazu bedzie
2ab, jako iloraz z podzielenia 2a%b przez a.

Postepujac w ten sam sposob dalej, otrzymamy wszystkie wy-

razy ilorazu.
b) Podzielié: (3a‘—8a® + 7a% — 2a): 3a2 —2a).

Rozwigzanie.
3a* —8a® + 7a?—2a|3a?—2a
+ 3a* + 2a8 'a?—2a+1
 —6a’ + 7a?
+ 6a® & 4a?
' + 3a2—2a
+3a% 1 2a
0
c) Podzieli¢: (x* + 64): (x2 + 4x + 8)
Rozwiazanie:
" +64]xt +4x8
+ x4 4 4x3 1 8x2 X2 —4x+8
— 4x% —8x2

+ 4x3 + 16x2 + 32x
8x% + 32x + 64
+ 8x2 + 32x + 64
0
d) Podzieli¢: (a? + 2ab + 2b%): (a + b)
Rozwiazanie:
a?+2ab+2b%|a+ b
+a:+ ab a—+ b
 ab+2b?
+ ab+ b’
b2
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W danym wypadku dzielenie nie moze by¢ w zupelnosci wy-
konane; iloraz za§ mozemy przedstawi¢ w postaci:

9

a- b+ o 1y

83. Podziel: (x*—2x — 3):(x — 3)

i sprawdz wynik, nadajac x wartosci:
1) x=38, 2) x=2, 3) x=—05,

84. Podziel: (2m*-{- 60" + Tmn): (2m + 3n)
i sprawdz wynik, nadajac wartosci szczegélowe: 1) n=3,m= 10,
2) n=%m=—1, 3) n=0,4,m=—0,1.

85. Oblicz:
a) (2ax* -+t 6a® — 71a’x):(— x -+ 3a) = ?
b) (m'y + 6m® — 2m?y*): Bm* + 2my) =?
c) (— 19k*x* + 3x* + §kx3):(3x—k)="?
d) (18a*—9a® —8a +a'):(a*—Ta+4) =7
e) (4m®n®*—9n"):(2m*— 3n?)
f) 2«82 —1):(x3p+1) =72,
g) 5m'x? + 4mx® —2Tm3x%): (—5mx*--2x3)="?
h) (25a'm'* 4+ 6am* — 1943 m") : — (3am* — 5a*m®) = ?
i) — (2,35x% —0,4x" + 24x'y® — 9x%?):(0,8x% + 12xy? — 1,5x%y) = ?
i) —O%k2m" — 1k + im*— 5,1km™"): (— im" — §k) = ?
k) (}a*—2a-+1%):(—2 + a)="7?
m) (64y + n'p®):(ny? 4 8 + 4ny) =7
n) — (—3xy®* — fx' + P x2p? +4y?): (32 —2xp +-y2) =7
0) (9a*—6x°—a%x* 4+ Tay®):(ay? + 3a*>—2y3)="?
p) (3 — %442 40,50*"—8):— (0,40"* — 1 — 0,222 ¢)="?
q) a®—64,5):({a?+2—a)="7?

Nadajac m wartosci szczegolowe; 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8: wykonaj
dzielenie w kazdym z poszczegélnych wypadkéw:

a) (" —y"):(x+y)=? c) 1x" +y™):(x+y)="?
b) (x" +y"):(x—y)=? d) («"—y"):(x—y)=7?

Zauwaz, przy jakich wartosciach m dzielenie mozemy wykona¢
bez reszty i jaka posta¢ przybiera iloraz.

86. Na podstawie zauwazonych regul podziel:

a) (@>—16):(a—4)=? x*—ypY):(x*+y)=7?

b) (25xy* —1):(5x%* — 1) =27 (x4 125):(x +5)=?

c (X +1):(x+1)=2 (y*—27):(p*—3)=7?

d) @®—21:(@*+3a+9)=? (@ +1):(a®>—a+1)="?

e) 81 —x*):(3—x) =17 (x°+ 32p%):lx+2p)=7?

Rachunki. — Czes¢ VI 6



Réwnania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma.
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4+ x= 10
x+6=10
o —i88—'2
18 —x=6
13 —x =15
20— x =24
5x = 45
16x = 128
x:3=6
24:x = 4

1x +5 =26
9x — 5 = 31
1x —8 =41
28 + 3x = 1x
42 —5x = 2x
16 —2x = 2x
3y + 18 = 5y
Ty — 33 = 4y

19z — 14 = 122

17z 4 33 = 20z

Ix —5=3x+3
14z + 23 =19z — 2

16x + 10 — 21x =35 — 10x — 5

5% + 13 —2x =100 —20x — 18
Tu—9—3u—+5=11u—6—4u

16u — 12 + 2u — 6u = 28 + 3u — 25
2y —10 —7y +9=8 + 8y + 4
Tx—9—18x+7 =10x+9 — Tx — 17

3(x -+ 5 =36
2—1)=6
Uy —3) =14
5(35 —x] =15
8(2y + 5) =172

8(7x — 61) = 16
15(15 — 4z) = 45
2(10 — 7y) = 28
3(x—5) + 8 =17
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38.
39,
40.
41,
42,
43,
44.
45,
46.
47,
48.
49,
50.
51,

52.

53.
54,
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.
68.

69.

70.

71.
72.

5(z—-2)—9 =11

Uz + 3) — 2z =41

3(7—u) — 5=5u

S50+ (71— 2u) =11

8 —(2+ 5y)=9

8(10 — x) = 5(x + 3)

5x + 1) + 6(x + 2) = 9(x + 3)

6(x-+ 1)+ 3(8 — x) = 11(x + 2)

73y —6) +5(y—3)—2(y—7 =5
8(3y — 1) — 9(5y — 11) + 2(7 — 2y) = 30
76z — 1)+ 3(2z + 1) — 5(12z — 7) = 23
32z+ 1) — 4(1 — 3z) —5(6z—17)= 16
58z —1)—74z+ 1) + 87— 3z) =29
103x — 2) — 3(5x + 2) + 5(11 — 4x) = 25
X

_5_-;2

dx = 12

2ix =5

33x =18

53x = 28

x+3x =15

2x — tx = 40

3x +1x =20

8 — ¢ty =3y + 25
7z— 4z =8z — 4
9y + 6 = 10(9 — 3y)

9(17 — 4y) = 5(y — 6)
Ix +1x=10
Koex
§‘+-§—8
LN
*4*‘{‘"5*—9

ix + sx =38
3K—]§§X= 11

z 3z z

[
2z 4%z —4z = 57

3y — v + 4y =32
5x—0,3x —=4,5x +2



72.
74.
75.
76.
71.
78.
79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89,

90.

91.

92,

93.

94

09x—15=x—3,5
0,1x— 0,1 =0,15x— 5,1
4,5x—11,5x=35+1,4x%
5(5x — 1)— 2,7x + 0,2=6,6 — 0,5x
3x —9 — 0,5x 4 0,75 = 0,25 (7 — 5x)
0,36x — 3,4 = 0,3 (0,4x — 1,2)
8(0,12x + 0,02) = 6,1x + 0,02
__1....2Lt_1
Mo NI Ey
k1
R
3_2X=17f53x
3-x_2_5x_+2
7
2¢x+1_Tx+5
2 8
3zt SNz 6
SEN-a 310
3x—2_5(1--4
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dad 6
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95. Dwaj robotnicy maja razem 38 zl.,, przyczem pierwszy
ma o 6 zl. wiecej, niz drugi. Ile zl. ma kazdy?

96. Dwoch kupcéw ma razem 114 zh, przyczem pierwszy ma
o 18 zl. wiegcej, niz drugi. Ile zl. ma kazdy?

97. W jednym domu jest o 15 okien mniej, niz w drugim, w
obu domach jest razem 51 okno. Ile okien jest w kazdym domu?

98. W ksiegarni na dwdch pétkach znajduja sie 62 ksiazki,
przyczem na jednej pélce jest o 6 ksigzek mniej, niz na drugiej. Ile
ksiazek jest na kazdej potce?

99. W. dwoch woreczkach znajduje sie 81 zi. W pierwszym
woreczku jest dwa razy mniej, niz w drugim. Ile zL. znajduje sie w
kazdym woreczku?

100. Ojciec kupil 2 marynarki: jedna dla siebie, druga dla
syna: za obie zaplacit 72 z. Marynarka syna kosztowala 5 razy
mniej, niz ojca. lle ojciec zaplacil za swoja marynarke i za mary-
narke syna?

101. Oijciec jest 3 razy starszy od syna, a suma lat obydwéch
wynosi 48. Ile lat ma ojciec a ile syn?

102. Syn jest mtodszy od ojca 4 razy, a réznica ich lat wynosi
27. lle lat ma kazdy?

103. Syn jest mlodszy od ojca 5 razy, a rznica ich lat wynosi 32.
Ile lat ma kazdy? '

104. W trzech koszykach znajduje sie 47 jablek, przyczem
w pierwszym i w drugim réwno, a w trzecim o 2 jablka wiecej,
nizeli w kazdym z pozostatlych. Ile jest jablek w kazdym koszyku?

105. W 3 koszykach znajduje si¢ 110 jablek, przyczem w
pierwszym i trzecim réwno, a w drugim o 4 jablka mniej, niz w
kazdym z pozostatlych. Ile jabtek jest w kazdym koszyku? :

106. Trzy kawalki srebra waza razem 48 kg. Pierwszy wazy
o 12 kg wiecej, niz drugi, a trzeci wazy o 9 kg wiecej, niz pierwszy.
Ile kg wazy kazdy kawalek srebra?

107. Trzy kawatki srebra waza razem 33 kg. Pierwszy jest
lzejszy od drugiego o 5 kg, a trzeci lzejszy od pierwszego o 2 kg.
Ile wazy kazdy kawalek srebra?

108. Syn jest mlodszy od ojca o 20 lat, a starszy od swojej
siostry o 5 lat. Suma lat ojca, syna i siostry wynosi 60 lat. Ile lat
ma kazde?
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109. Matka jest starsza od syna o 21 lat, a mlodsza od ojca
o 7 lat. Suma lat ich trojga wynosi 64 lata. Ile lat ma kazde?

110. Na trzech pélkach lezy 66 ksiazek, przyczem na nizszej
3 razy wigcej, a na $éredniej 2 razy wiecej, niz na wierzchniej. lle
ksiazek lezy na kazdej péice?

111. Na trzech pétkach lezy 60 ksiazek, przyczem na nizszej
6 razy wiecej, a na wierzchniej 5 razy wigcej, niz na $redniej. Ile
ksiazek lezy na kazdej polce?

112. Las, sad i laka kosztuja razem 10800 zi. Laka drozsza
jest od sadu 2 razy, a las drozszy od laki 3 razy. Ile kosztuje las,
sad i laka oddzielnie?

113. Las, sad i laka kosztuja razem 17600 zl. Las drozszy
jest od sadu 3 razy, a laka drozsza od lasu 4 razy. Ile kosztuje
las, sad i laka oddzielnie?

114, Podziel liczbe 21 na dwie czeéci tak, zeby stosunek
pierwszej czeéci do drugiej byt, jak 3:4.

115. Podziel liczbe 48 na dwie czeéci tak, zeby stosunek
drugiej czeéci do pierwszej byl réwny ulamkowi 3.

116. Podziel liczb¢ 88 na dwie czesci tak, zeby stosunki
z podzielenia pierwszej przez 5, a drugiej przez 6 byly réwne.

117. Suma dwéch:liczb wynosi 85, a ich réznica 15. Znajdz
te liczby.

118. Suma dwéch liczb wynosi 72, a ich réznica 8. Znajdz
te liczby.

119. Roéznica dwéch liczb jest 12, a stosunek tych liczb row-
na si¢ §. Znajdz te liczby.

120. Podziel liczbe 46 na dwie czesci tak, zeby réznica
ilorazéw z podzielenia pierwszej cze$ci przez 3, a drugiej przez 7
wynosita 2.

121. Podziel liczbe 75 na dwie czeéci tak, zeby wieksza
cze$é byla 3 razy wieksza od réznicy obu czesci.

122. Suma dwéch liczb wynosi 64. Jezeli wieksza liczbe po-
dzieli¢ przez mniejsza, otrzymamy w ilorazie 3 i w reszcie 4. Znajdz
obie liczby.

123. Suma dwéch liczb wynosi 45. Jezeli podzieli¢ wieksza
liczbe przez mniejsza, otrzymamy w ilorazie 5 i w reszcie 3. Znajdz
obie liczby.

P e—
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124. Réznica dwéch liczb wynosi 35. Jezeli podzielimy wiek-
sza liczbe przez mniejsza, otrzymamy w ilorazie 4 i w reszcie 2.
Znajdz obie liczby.

125. Réznica dwoch liczb wynosi 23. Jezeli podzielimy wieksza
liczbe przez mniejsza, otrzymamy w ilorazie 2 i w reszcie 11. Znajdz
obie liczby.

126. W jednym zbiorniku jest wody 2 razy wigcej, niz w dru-
gim; jezeli przela¢ z pierwszego zbiornika do drugiego 16 wiader,
w obu zbiornikach bedzie wody réwno.” Ile wiader wody jest w kaz-
dym zbiorniku?

127. W jednym zbiorniku jest wody 3 razy wigcej, niz w dru-
gim; jezeli przela¢ z pierwszego zbiornika do drugiego 22 wiadra,
w obu zbiornikach 'bedzie wody réwno.  Ile wiader wody jest
w kazdym zbiorniku?

128. Dwie przekupki maja na rynku razem 220 cytryn; gdyby
druga dala pierwszej 14 cytryn, obie przekupki mialyby cytryn
rowno. lle cytryn miala kazda przekupka do sprzedania?

129. Dwéch robotnikéw dostalo wyplate, przyczem pierwszy
z nich otrzymal za swoja prace o 12 zl. wiecej, niz drugi. Po otrzy-
maniu pieniedzy drugi robotnik oddal pierwszemu 2 zl. dlugu; wtedy
pierwszy przynidst do domu 3 razy wiecej pieniedzy, niz drugi. Ile
zarobit kazdy?

130. Jeden chlopiec ma 30 groszy, drugi 11 groszy. Ile razy
nalezy im daé po jednym groszu, zeby pierwszy mial pieniedzy 2 razy
wigcej niz drugi?

; 131. Jeden chlopiec ma 48 groszy, drugi 22 grosze. lle razy
powinni wyda¢ po 1 groszu, zeby pierwszy mial 3 razy wiecej
pieniedzy, niz drugi?

132. Ojciec ma 40 lat, a syn 12 lat. Ile lat temu wstecz oj-
ciec byl 5 razy starszy od syna?

133. Ojciec ma 49 lat, a syn 11 lat. Za ile lat ojciec bedzie
3 razy starszy od syna?

134. Jeden gospodarz [ma owiec 4 razy wiecej, niz drugi.
Jezeliby obaj dokupili po 9 owiec, to pierwszy mialby 3 razy wiecej
owiec, niz drugi. Ile owiec mial kazdy?

135. Jeden gospodarz ma owiec 3 razy mniej, niz drugi. Je-
zeliby obaj sprzedali po 10 owiec, pierwszy mialby 5 razy mniej,
niz drugi. Ile owiec mial kazdy?



136. Suma lat ojca i syna wynosi 88, a 8 lat wstecz ojciec
byt 7 razy starszy od syna. Ile lat ma ojciec, a ile syn?

137. Sprzedawca sprzedal pierwszym razem % wszystkich
jabtek, pdézniej %, i wtedy zostalo mu sie¢ 8 jablek. Ile sprzedawca
mial jablek?

1

138. Kupiec sprzedal pierwszym razem ! posiadanego w skle-
pie sukna, p6zniej ¢ i wtedy zostalo mu sie 4 metry sukna. Ile
metrow sukna posiadat kupiec w sklepie?

139. Ze zbiornika napelnionego woda wyptynelo 'najprzéd
3 wszystkiej wody, pozniej { reszty i wtenczas zostalo sie¢ w zbior-
niku 5 wiader wody. Ile wiader wody miescit zbiornik?

140. W pewnem towarzystwie bylo 40 oséb: mezczyzn, kobiet
i dzieci. Liczba kobiet wynosita # liczby mezczyzn, a liczba dzieci
wynositla % liczby mezczyzn i kobiet razem. Ilu bylo mezczyzn, ile
kobiet, ile dzieci?

141. Za 30 metréw materjalu 2 gatunkéw zaplacono 1280 zi.
metr pierwszego gatunku kosztowal 45 zl., a metr drugiego gatunku
40 zt. Ile metr6w materjalu kupiono 1-go i 2-go gatunku oddzielnie?

142. Za 27 kg towaru 2 gatunkéw zaplacono 120 zl.; kg pier-
wszego gatunku kosztowal 5 zl, a kg drugiego 3 zl. 75 gr. lle kg
towaru kupiono kazdego gatunku oddzielnie?

143. W sklepie kolonjalnym sprzedano 38 kg towaru 2 ga-
tunkéw; kg pierwszego gatunku kosztowal 3 zi, a kg drugiego
gatunku 1 z}. 60 gr., przyczem za pierwszy gatunek otrzymano
o 22 zl. wigcej, niz za drugi. Ile kilograméw towaru sprzedano‘kai-
dego gatunku?

144. W sklepie sprzedano 110 metréw plétna dwéch gatunkow:
po 4% zl. za metr i po 2 zl. 25 gr. za metr, przyczem za pierwszy
gatunek zaplacono o 45 zb. mniej, niz za drugi. Ile metréw plétna
sprzedano kazdego gatunku?

145. Z dwoch miast, odleglych od siebie o 300 km, wyjechaty
jednocze$énie naprzeciwko siebie 2 pociagi towarcwe. Pierwszy
przejezdzal na godzing 12 km, a drugi 13 km. Kiedy sie beda mijaly?

146. Z dwoch stacyj kolejowych, odlegtych od siebie o 77 km,
wychodzg jednoczes$nie i w jednym kierunku dwa pociagi. Pierwszy
przechodzi na godzine 314 km, drugi 185 km, przyczem pierwszy
jedzie za drugim. Kiedy pierwszy pocigg dogoni drugi?



147. Woda napelnia basen przez jedna rure w ciagu 3 godzin,
a przez druga w ciagu 5 godzin. W ciagu ilu godzin woda napelni
basen, jezeli otworzymy jednoczesnie obie rury? :

148. Woda napelnia basen przez jedna rure w ciagu 74 godzin,
a przez druga w ciagu 5 godzin. W ciggu jakiego czasu napelni
si¢ basen, jezeli otworzymy jednoczesnie obie rury?

149. Przez jedna rur¢ woda napelnia basen w ciagu 4 godzin,
a przez druga rure wszystka woda wyleje sie w ciagu 6 godzin.
W ciagu jakiego czasu napelni si¢ basen przy jednoczesnem dzialaniu
obu rur?

150. Pociag idac z A do B przechodzi $rednio na godzine
30 km, a w powrotnej drodze z B do A przechodzi na godzine 28
km. Czas potrzebny na przejazd pociagu z 4 do B i z powrotem
wynosi 144 godzin. lle kilometréw jest od A do B?

151. Ktos, chcac rozdaé pieniadze ubogim, obliczyl, ze jezeli
da kazdemu biednemu po 15 groszy, to mu zabraknie 10 groszy,
a jesli da po 13 groszy, to mu sie zostanie 6 groszy. Ilu bylo
ubogich i ile mial dla nich pieniedzy?

152, ' Ktos, chcac rozdaé pieniadze ubogim, obliczyl, ze jezeli
da kazdemu po 8 groszy, to zostana mu 4 grosze, a jezeli rozda
po 9 groszy, to mu braknie 2 grosze. llu bylo ubogich i ile miatl
dla nich pieniedzy?

153. Inzynier mial postawié telegraficzne stlupy na pewne;j
przestrzeni. Obliczyl, ze jezeli odleglosé¢ jednego stupa od dru-
giego bedzie wynositla 25 metréw, to braknie mu 150 stupéw, a jezeli
odleglosé¢ pomiedzy stupami zwiekszy o 5 metréw, to mu zostanie
70 stupéw. Jak dluga byla przestrzen, na ktérej mialy stanaé
stupy i ile przygotowano stupow?

154, Ktos$, najmujac stuzacego, zgodzit sie zaplacié mu za rok
stuzby 360 zl. i daé jeszcze ubranie. Po 7 miesigcach stuzby stuzacy
odszed! i otrzymal 160 zl. i ubranie. Ile zlotych liczono mu ubranie?

155. Ktos, najmujac stuzacego, zgodzil si¢ zaplaci¢ mu za 7
miesiecy stuzby 75 zl. i 100 kg zyta. Po 5 miesiacach stuzby
stuzacy odszed! i otrzymal 45 zl. i 100 kg zyta. Ile zlotych liczono
za zyto?
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Uktad dwéch rownan z dwiema niewiadomemi.

1. x+vy=50, x—y=20

2 x+y=40, x—y =28

3. x1-5p=417 xfy=15

4, x+3y=4, x—y=28

5. 3x +8 =19, 3x—ypy =1

6. 3x+ 4y =85, 5x+ 4y =107
7. x+5p =35 3x+ 2y =21

8 5x+417y =101, 7x —y =55
9. 3x+8y=159, 6x+ 5y=107
10. 15x—8y =29, 3x + 2y =13
11. 14x —9y =24, Tx— 2y =17
12, 5x—S5y =155, 3x—2v=1
13. 3x—5y =13, 2x + 7y = 81
14.- 3y—7x =4, 2y +5x = 22

15. 2x—17y =8, 4y —9x =19
16. 2x 45y =91, 7y —3x = 139
17. 3y—4x =1, 3x+4y =18
18. 2x 4 Ty = 34, 5x 4+ 9y = 51
19. 6x—4y =35, 8x—3y =2

20. 12x—5y =6, 9x +4y = 20
21, 12x + 150 =8, 16x+9y =1
22. 9x+8 =17, 6x+ 10y =7

23. 5x + 14y =24, 19x—21p =17
24, 15x+ Ty=317, 9x — 16y =2
25, 8x—33y=19, 12x + 55y=19
26. 42x — 25y =417, 28x +45y=19

28. %‘4—+§—5, % %.__7
29, %+%‘=34, %"- Ltz
30, 7;"+—5§’1=20, 3;‘_;=5
it %f%—_—%, g_gzgz
32. g+%=3g,, g_%zf,;{



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.
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61. Suma dwoéch liczb 153, a réznica tych samych liczb = 27
Znajdz te liczby.

62. Jezeli do mniejszej liczby doloze wieksza, otrzymam 75,
jezeli od mniejszej odejme wieksza, otrzymam — 7. Znajdz te liczby.

63. Jedna dziewczynka kupita 7 sliwek i 10 gruszeczek i za-
placita 80 gr., druga kupitla 7 $liwek i 4 takie same gruszeczki i za-
placita 52 gr. Ile placily za 1 sliwke i ile za jedna gruszeczke?

64. Kupcowa sprzedala jednej dziewczynie 5 litr6w mleka i 6
bulek za 2 zt. 60 gr., a drugiej 1 litr mleka i 1 bulke za 50 groszy.
Ile kosztuje jedna bulka i ile litr mleka?

65. Gospodarz kupit od jednego sasiada 16 ha ziemi ornej
i 18 ha 1ak za 27000 zi., a od drugiego po tej samej cenie 7 ha zie-
mi ornej i 6 ha tgk za 10200 zt. Po czemu placit za 1 ha ziemi
ornej i za 1 ha lak?
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66. Jedna gospodyni kupila mendel ogorkéw i 20 kg pomi-
doréw i zaplacita 14 zl. 25 gr., druga kupila tylko 9 ogorkow i 9 kg
pomidoréw i zaplacita 6 zt. 75. gr. Ile kosztuje 1 ogoérek i ile 1 kg
pomidoréw ?

67. Suma dwéch liczb wynosi 47. Jezeli pierwsza liczbe po-
dzieli¢ przez druga, to w ilorazie otrzymamy 2 i w reszcie 5. Znajdz
obie liczby.

68. Suma dwoéch liczb wynosi 46. Jezeli pierwsza liczbe po-
dzieli¢ przez druga, to w ilorazie otrzymamy 3 i w reszcie 2. Znajdz
obie liczby.

69. W dwoch szufladach znajduje sig 140 zl. Jezeli z pierw-
szej szuflady przelozyé do drugiej 15 zl, w obu szufladach beda
jednakowe sumy. Ile pieniedzy jest w kazdej szufladzie?

70. W dwoéch portfelach znajduje sig 300 zt. Jezeli z drugie-
go portfelu przelozyé do pierwszego 30 zl., w obu portfelach be-
da jednakowe sumy. Ile pieniedzy jest w kazdym portfelu?

71. W dwéch beczkach jest pewna ilos¢ wody; jezeli przelac¢
z pierwszej beczki do drugiej 6 wiader, w obu beczkach beda
réwne ilosci; jezeli za§ przela¢ z drugiej beczki 4 wiadra wody do
pierwszej beczki, w pierwszej bedzie 2 razy wigcej, niz w dru-
giej. Ile wiader wody jest w kazdej beczce?

72. W dwoéch beczkach znajduje sie woda; jezeli przelaé¢ z
pierwszej beczki do drugiej 10 wiader, w obu beczkach beda
réowne ilosci wody; jezeli za$ przela¢ 5 wiader z drugiej beczki do
pierwszej, to w pierwszej beczce bedzie wody 3 razy wiecej, niz
w drugiej. Ile wiader wody jest w kazdej beczce?

73. Za 2 metry materjalu jednego gatunku i 3 metry drugie-
go gatunku zaplacono 27 zl; jesli zas kupi¢ 4 metry materjalu pierw-
szego gatunku i 5 metréw materjalu drugiego gatunku, to nalezy
zaplacié¢ 49 zl. Ile kosztuje metr materjalu pierwszego i ile dru-
giego gatunku?

74.. Za 2 metry materjalu pierwszego gatunku i 5 metr6w ma-
terjalu drugiego gatunku zaptacono 31 zl.; jezeli zas kupi¢ 3 metry
materjalu pierwszego gatunku i 8 metréow materjalu drugiego ga-
tunku, to nalezy zaplaci¢ 49 zt. lle kosztuje metr materjalu pier-
wszego i ile drugiego ‘gatunku?

75. Sa 2 liczby: jezeli do pierwszej doda¢ 3, to otrzymana suma
bedzie 3 razy wigeksza od drugiej liczby, a jezeli do drugiej liczby
doda¢ 2, to otrzymana suma bedzie 2 razy mniejsza od pierwszej
liczby. Znajdz te liczby.



76. Sa dwie liczby: jezeli do pierwszej liczby dodaé 4, to
otrzymana suma bedzie 3 razy wigeksza od drugiej liczby, a jezeli
do drugiej liczby dodaé¢ 1, to otrzymana suma bedzie 2 razy mniej-
sza od pierwszej liczby, Znajdz te liczby.

77. Kto$§ ma 2 wazy i jedng do nich pokrywe, razem wartosci
9 zt. Jezeli przykryje pokrywa pierwsza waze, to warto$é jej razem
z pokrywa bedzie wynosita 14 razy wigcej, nizeli wartosé drugiej wazy;
jezeii za§ przykry¢ pokrywa druga waze, to warto$é jej razem z po-
krywa bedzie wynosita 1% razy wigcej, niz warto$é pierwszej wazy.
Jaka jest wartosé¢ kazdej wazy?

78. Ktos ma 2 wazy i jedna do nich pokrywe, razem wartosci
8 zl. Jezeli przykryje pokrywa pierwsza waze, to warto§é tej wazy
razem z pokrywa bedzie dwa razy mniejsza, niz warto$é drugiej
wazy; jezeli za§ przykry¢ pokrywa druga waze, to wartosé tej wazy
razem z pokrywa bedzie 3 razy wicksza, niz warto§é pierwszej
wazy. Oblicz wartosé¢ kazdej wazy.

79. Gospodarz najal dwéch robotnikéw. Za rok pracy obiecal
daé kazdemu 160 zl, ubranie i buty. Pierwszy za 8 miesiecy stuzby
otrzymat 106 zi. i ubranie, drugi za 93 miesiaca — 142 /z}. i pare
butéw. Jako jest warto$é ubrania, a jaka butow?

80. Gospodarz najat dwéch stuzacych. Za rok pracy obiecat
daé¢ kazdemu 150 zi., ubranie i parge butéw. Pierwszy za 9 mie-
sigcy otrzymal 112 zt. i ubranie, drugi za 6% miesiaca — 93 zl. i pare
butéw. Jaka jest wartosé ubrania, a jaka butéw?

81. A i B byli winni po 1200 z}. A moglby splaci¢ swéj diug,
gdyby otrzymat } pieniedzy B; B splacilby swéj dlug, gdyby otrzy-
mal § pieniedzy A. Ile pieniedzy miat kazdy?

82. Diug 4 wynosil 1200 zt., dlug B — 2550 zt. A mégtby
splaci¢ swéj diug, gdyby do jego pieniedzy dodaé } pieniedzy B;
B za$, gdyby otrzymal { pieniedzy A. Ile pieniedzy mial kazdy?

83. Uczen wykreslit na pewnej stronicy ksiazki po 3 litery
z kazdego wiersza. Po odjeciu dwéch calych wierszy okazalo sie,
ze liczba pozostalych liter wynosi 145. Gdy dodal do kazdego
wiersza po 4 litery i dopisal 3 takie wiersze — liczba liter wyno-
sila 224. lle jest wierszy ma tej stronicy i ile jest liter w kazdym
wierszu?



84. Dwie rury napetniaja zbiornik w ciagu 16 godzin. Jesli-
by w ciagu 4 godzin pracowaly obie rury, to po zamknigciu
pierwszej rury, druga musialaby jeszcze byé czynna 36 godzin.
W ile godzin napelni zbiornik kazda rura oddzielnie?

85. Dwa krany napelniaja zbiornik w 15 godzin. Jesliby
w ciagu 5 godzin otwarte byly oba krany, to po zamknigciu dru-
giego, pierwszy napelnitby zbiornik w ciggu 40 godzin. W ile
godzin mozna napetai¢ zbiornik kazdym kranem oddzielnie?

86. Woznica obliczyl, ze jesli sprzeda 6 koni, to starczy mu
owsa na 10 dni diuzej, a jes§li dokupi 18 koni, zabraknie mu owsa
na 15 dni. Ile mial koni i na ile dni kupit owsa?

87. Gdyby wlasciciel ziemski sprzedal 15 koni, starczyloby
mu owsa na 20 dni dluzej; gdyby dokupit 20 koni, zabrakloby owsa
na 10 dni. Na ile dni byt obliczony zapas owsa i ile koni mial
wlasciciel ziemski?

88. Do mlocki zboza najeto pewna liczbe robotnikéw. Gdyby
ich bylo o 3 mniej, pracowaliby 2 dni dluzej; gdyby ich bylo o 4
wigcej, skonczyliby prace 2 dni wczes$niej. Ilu bylo robotnikéw
i ile dni pracowali?

89. Przetopiono razem zloto i srebro. W jednym stosunek
metalow réwny jest 2:3, w drugim — 3:5. lle kg trzeba wziac
z kazdego stopu, by otrzymaé 13 kg nowego stopu, w ktérym sto-
sunek zlota do srebra bylby réwny 5:8?

90. Dwaj cyklisci znajduja si¢ w odleglosci 340 km jeden od
drugiego. Jes$li pierwszy wyjedzie o 5 godzin wcze$niej, niz drugi,
spotkaja si¢ w 3 godziny po wyjezdzie drugiego; jesli drugi wyjedzie
o 5 godzin wczesSniej niz pierwszy, spotkaja si¢ w 3 godziny 20
min. po wyjezdzie pierwszego. Z jaka szybkoscig jedzie kazdy
z nich?

91. Jesli jedng z dwéch niewiadomych liczb powigkszymy o a,
to 'otrzymamy sume¢ m razy wieksza, niz druga liczba; jesli druga
liczbe powiekszymy o b, to nowa suma bedzie n razy wigksza, niz
pierwsza liczba. Znajdz te liczby.

92. Dwie liczby maja sie do siebie jak m:n; jesli do pierw-
szej doda¢ a, a do drugiej b, to stosunek miedzy niemi bedzie
réwny p:q. Znajdz te liczby.

93. Kupiec mial n kg towaru. Cze¢sé towaru sprzedal po a
zt.,, cze$é po b zl. za kg. Okazalo sie, ze kupiec otrzymalby taka
sama sumg, gdyby caly towar .sprzedal po ¢ zl. za kg. Ile kg
towaru sprzedal po jednej, a ile po drugiej cenie?



Rachunek procentow.

Procentem nazywamy jedna setna czes$é liczby danej, tak
1% = 1k, 2% = 145, 5% = 1 = Fo, 25% = s =4, %0=3bms
1ol = o, 23%0 = 35 =45 1% = &% = &5, 0,45%0 = T =
= 30%0, 0,75°0 = 1o%ss = z}o, 0,4% = oo = Tiv.

1. Ile wynosi: 1% od 5 zh, 7 zt, 4 zt, 6 kg, 28 km,
75 ha, 80 q?

2. 5% od 60 gr., 3 zt. 20 gr., 9 zl. 40 gr.,, 3,4 zi, 18 zi,
35 km, 64 kg?

3. 10" od 30 gr., 30 zi, 4 kg, 28 km, 60 1, 85 ha?
50"/o od 6 kg, 24 zi., 36 zt. 12 gr.,, 7 m, 13 m 40 cm?
100°0 od 1 zt, 35 zi., 7 km, 26 kg?

200"/v od 3 zi., 28 kg, 56 gr., 75 m?

1%/ od 20 zt., 380 zi., 400 kg, 1 km, 500 1?
0,75°/0 od 100 zi., 350 zi, 800 km?
Zmniejsz 80 jablek o 25%..

10. Dodaj do 120 zi. 331%, tej sumy.

11. Do 60 zl. dodaj 31%o tej sumy.
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12, Do szkoly uczeszcza 80 uczniéw. Pewnego dnia nie przy-
szlo do szkoly 15° uczniéw. Ilu uczniéw bylo tego dnia w szkole?

13. Ojciec mial 300 zl., z ktérych wydal 74°/. lle pieniedzy
mu zostalo?

14. Gospodarz mial 80 hl zboza; 20"/o tego zboza stanowilo
zyto, 30°/0 — owies, reszta pszenica. Ile bylo hl pszenicy?

15. W owczarni byly 600 owiec, w tej liczbie owce miode
stanowily 8%°. Ile bylo owiec starych?

16. W trzyoddzialowej szkole powszechnej ibylo 160 dzieci:
w pierwszym oddziele bylo 40°/¢, w drugim 35% i w trzecim 25°/o.
Ile dzieci bylo w kazdym oddziele?

17. W jednoklasowej szkole powszechnej byto 80 dzieci; dziew-
czynki stanowily 45°. Ile bylo dziewczynek, a ilu chlopcow ?

18. Liczba dzieci w miasteczku, liczacem 3000 mieszkancow,
wynosi 30"0. Ile dzieci jest w tem miasteczku?




== oy =

19. Liczba mieszkancéw w miasteczku wynosita 2400 oséb
i po 6 latach zwigkszyla sie ‘o 25°%. Ilu mieszkancéw liczylo to
miasteczko po 6-ciu latach?

20. W bibljotece bylo 1500 ksigzek, z ktérych wypozyczono
334%/. lle ksiazek pozostalo w bibljotece ?

21. W szpitalu bylo 1400 chorych. Po pewnym czasie wy-
zdrowialo 12°/y chorych. Ilu chorych pozostalo jeszcze w szpitalu?

22. W bitwie bralo udzial 10000 zolnierzy; z liczby tej pole-
glo 13% i dostalo si¢ do niewoli 17°/0. Ilu zolnierzy pozostalo?

23. Z ogolnej liczby 240 podan o przyjecie do klasy pierwszej
zlozylo egzamin tylko 40°/. Ilu uczniéw zlozylo egzamin?

24. Do szkoly przyjeto tylko 30° skladajacych egzamin, co
stanowi 48 uczniéw. Ilu uczniéw skladalo egzamin?

25. Jezeli do pewnej liczby dodam 8°/» tej liczby, wdweczas
dana liczba powigkszy sie o 120. Znajdz te liczbe.

26. Jezeli od pewnej liczby odejme 74°/o tej liczby, wéwczas
liczba dana zmniejszy sie o 90. Znajdz te liczbe.

27. We wsi bylo 600 mieszkanicéow; w tej liczbie bylo 55%o
kobiet. Ile kobiet bylo w tej wsi?

28. W czteroklasowej szkole bylo 200 uczniéw; w I klasie
bylo 30%, w II — 25°%, w Il — 23°%. Ilu uczniéw bylo w IV
klasie ?

29. Kto$ kupil dom za ‘8000 zl; remont domu wyniést 15%
wartosci domu. Jaka jest obecna warto$é tego domu?

30, Pewien gospodarz czes$¢ drogi, jaka mial przejéé¢ do miasta,
odleglego o 240 km, przejechal furmanka, jadac 10 km na godzine.
Ile godzin jechal gospodarz, jezeli odleglosé¢, ktéra przejechal stano-
wila 3319 calej drogi?

31. Ksigzka razem z oprawa kosztuje 6 zl. Warto$é oprawy
stanowi 20°/u wartosci ksiagzki bez oprawy. Ile kosztuje ksiazka bez
oprawy?

32. a) 3 kg orzechéw I gatunku kosztuje 3 zl; drugi zas ga-
tunek jest 81°, tanszy. lle kosztuje 1 kg drugiego gatunku?

b) & kg orzechéw I gatunku kosztuje a zlotych, drugi zas ga-
tunek jest o p”/o tanszy. Ile kosztuje 1 kg drugiego gatunku?

Rachunki — Czeé¢ VI 7
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33. Do szkoly uczeszcza a dzieci, chlopcow i dziewczat; licz-
ba dziewczynek wynosi 80° liczby chlopcéw. Ilu chlopcow i ile
dziewczynek uczeszcza do szkoly?

Na zasadzie otrzymany;ch wzoréw oblicz wartos§é szczegolowa,
gdy a=90.

34. Pewnego dnia liczba nieobecnych w klasie, liczacej 30
uczniéw, wynosita 20° liczby obecnych. Ilu uczniéw nie bylo tego
dnia w klasie?

35. Obywatel wynajat do zniwa 35 zniwiarzy. Liczba zni-
wiarzy, ktora sie nie stawila do pracy, wynosita 16%°/ liczby tych,
ktorzy sie stawili. Ilu zniwiarzy przyszio do pracy?

36. Ktora jest obecnie godzina, jezeli juz uptynelo 25% ca-
tej doby?

37. Ktéra jest obecnie godzina, jezeli do korica doby pozosta-
to 37490 calej doby?

38. Ktoéra jest obecnie godzina, jezeli pozostala czesé doby
stanowi 60°/0 ubiegtej czesci doby?

39. Ktéra jestiobecnie. godzina, jezeli ubiegla czesé doby sta-
nowi 124°/o pozostalej?

40. Jezeliido pewnej liczby dodamy 10°/, tej liczby, wowczas
otrzymamy 55. Znajdz liczbe.

41. Czynsz roczny za mieszkanie podwyzszono z 840 zl.
o 12%. Ile obecnie trzeba placi¢ za mieszkanie ?

42, 7 armiji, liczacej 28000 zolnierzy, zginelo podczas bitwy
12°/o i wzigto do niewoli 26°/0. Ilu zolnierzy zginelo i ilu wzieto do
niewoli?

43. Pewien gospodarz kupil grunt za;8400 z}. Budowa domu
i zabudowan gospodarczych wyniosta “38°/0 wartosci ziemi. Jaka
jest obecna warto$é ziemi wraz z zabudowaniami?

44. Bibljoteka ma 4500 toméw ksigzek polskich, francuskich
i angielskich, przytem liczba polskich ksiazek wynosi 60°%0 ogélnej
liczby; liczba za$ francuskich stanowi 54°/y liczby polskich. Ile jest
ksiazek angielskich?

45. Z burakéw cukrowych otrzymujemy 7% cukru. Ile otrzy-
mamy cukru z 450 kg burakéw?

46. Liczba uczni6w promowanych do klas wyzszych =540, co
stanowi 90°/0 ogélnej liczby uczniéw. Ilu uczniéw bylo w gimnazjum?




47. Liczba mieszkarnicéw pewnego miasteczka w ciggu roku
wzrosta o 3%. Jaka byla liczba mieszkanicow przed rokiem, jezeli
wiadomo jest, ze obecnie jest o 240 os6b wigksza?

48. Skladnik stracit na towarze 1200 zl. co stanowi 121%
wartosci towaru. Ile kosztowal towar?

49, Ile zaplacil kupiec za towar, jezeli osiagnigty przy sprze-
dazy tego towaru zysk w kwocie 320,4 zl. stanowi 9%, wartosci
towaru?

50. Jezeli z mniejszego zbiornika przelejemy do wickszego
460 hl wody, to przelana woda zapelni tylko 114°/, objetosci wiek-
szego zbiornika. Ile hl wody miesci w sobie wigkszy zbiornik?

51. Wskutek choroby uczen opuscil 64 dni, co stanowi 26%%o
wszystkich dni szkolnych. lle byto dni szkolnych?

52. Kupiec nie przyjal od dostawcy 45 t towaru, co stanowi
73°/o catlej ilosci towaru. Ile zlotych zaplacit kupiec za przyjety
towar, jezeli 1 q kosztuje 18 z}.?

53. Koszt budowy mostu byt o 124°/y wiekszy, niz przewidy-
wano i wynosit 3240 zl. Oblicz wysokos$é pierwszego kosztorysu?

54. Kupiono plac, na ktéorym wybudowano dom wartosci
5100 zt. Budowa domu kosztowata o 70°/o wiecej, niz plac. Jaka
jest wartoé¢ domu i placu razem?

55. W szkole wyklada 3 nauczycieli; pensja I-go wynosi mie-
siecznie 360 zl., drugiego o 20"/v wigcej, niz I-go, a trzeciego o 25%/,
wiecej, niz drugiego. Jaka pensje pobieraja wszyscy razem?

56. Z powodu sprzedazy sklepu kupiec sprzedaje sukno o 15°/o
taniej. Ile trzebaby =zaplaci¢ za 1 m sukna, jezeli poprzednio za
12 mtr placono 50,4 ziL.?

57. Do budowy domu przywieziono 25600 cegiel. Z tej liczby
33%/y okazalo si¢ polamanych. Ile pozostalo calych cegiet?

58. W lipcu kg owsa kosztowal 0,38 zl., w sierpniu za$ cena
spadta o 13%. Ile trzebaby zaplaci¢ w sierpniu za 400 kg owsa?

59. Urzednikowi, pobierajacemu 352,5 zl. miesigcznie, obni-
zono place o 6°. Ile wynosi obecnie kwartalna ‘placa urzednika?

60. Zmieszano 10'kg orzechéw w cenie 4,8 zl. za kg z 15
kg lepszego gatunku. Ile kosztuja wszystkie orzechy, jezeli 1 kg
lepszego gatunku kosztuje o 331°/o drozej, niz kg gorszego?
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61. Jedna partja robotnikéw podejmuje si¢ wykopaé réow
dlugosci 200 m w ciagu 50 dni. Druga za$§ partja ma wykopaé
réw o 50°, dluzszy, podjawszy sie wykopaé go w czasie.o 40°o
krotszym. lle metréw dziennie moze wykopaé druga partja?

62. Kupiec sprzedal towar ze strata 40 zh, co stanowi 10"/o
wartoéci towaru. Za ile sprzedal towar?

63. Cena za 1 hl ziemniakéw podniosta sie 0 50°0. Ile zlotych
placono poprzednio za 1 hl, jezeli obecna cena wynosi 12 zl.?

64. lle procent od 25 zl. stanowi:

1) 3z, 2) 1z, 3) 3 zL 50 gr.,, 4) 43 z..?

65. lle procent od 7500 zl. stanowi:

1) 300 zt, 2) 25 zk, 3) 1500 zi., 4) 1740 z..?

66. Oblicz stope procentowa, jezeli od:

1) 700 zl, procenty wynosza 28 zl.?

2) 724,4 kg proc. wynosza 36,22 kg?

3) 830 ha proc. wynosza 29,5 ha?

4) 37500 cegiel proc. wynosza 1875 cegiel?

5) 2 zl. proc. wynosza 16 groszy?

6) 6400 m proc. wynosza 240 m?

7) 2180 m proc. wynosza 81,75 cm?

8) 40 hl proc. wynosza 2,8 1?

9) 3600 cytryn proc. wynosza 144 cytryny?

67. lle procent stanowi: 1) 1%, 2) #%, 3) 17, 4) ¥ pewnej
wielkosci?

68. Kupiec na sprzedazy towaru stracit 1 wartoéci towaru.
Ile to stanowi procent?

69. Podczas przeprowadzki stluczono } wszystkich szklanek.
Ile to stanowi procent?

70. Liczba mieszkaficow pewnej wioski, liczacej 600 miesz-
kancow, wzrosla po roku do 720. Ile procent stanowil przyrost?

71. W fabryce bylo na poczatku 400 robotnikéw; po roku
liczba robotnikéw zmniejszyta sie do 360. lle to stanowi procent?

72. Cena towaru podniosta sie z 500 zi. na 600 zl. Ile pro-
cent wynosi przyrost ceny?

73. Cena towaru spadla z 300 zl. na 258 zI. Ile procent
wynosi spadek ceny?

74. Towar, kupiony za 90 zl., sprzedano za 108 zl. Ile
procent stanowi zysk?
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75. W gimnazjum, liczacem 500 uczniéw, w ciagu roku liczba
uczniéw wzrosta do 700. Ile procent wynosi przyrost liczby uczniéw?

76. W pewnem miesécie na 12000 mieszkanicow umarlo w cia-
gu roku 360 oséb. Ile procent stanowi $miertelnosc?

77. W gimnazjum, liczacem 900 uczni6éw, promowano do klas
wyzszych 720. Ile procent stanowi liczba promowanych?

78. Kapitalista sprzedal dom wartosci 24000 zl., zarabiajac
przytem 960 zi. Ile procent wynosi zysk?

79. Cena kupna folwarku wynosi 25200 zi; cena za$ sprze-
dazy 26460 zt. Ile procent wynosi zysk? '

80. Liczba kobiet pewnego miasta, liczacego 60000 miesz-
kancow, wynosi 31200. Jaki procent ogdélnej liczby mieszkancow
stanowia kobiety?

81. Pewien kapitalista stracit } swego majatku. Ile to sta-
nowi procent?

82. Kupiec zaplacit za towar + swego kapitalu. Ile to sta-

nowi procent?

83. a) O ile procent liczba 4754 jest mniejsza od 5039,24?

b) O ile procent liczba 92603%% jest wieksza od 8574,5?

84. Kupiono towar za 540 zl. i zyskano przy sprzedazy 60 zi.
Ile procent stanowi zysk?

85. Kupiono towar za 350 zl. i sprzedano go ze strata 70 zi.
Ile procent stanowi strata?

86. Kapital 4575 zl., zlozony do banku, po uplywie roku wy-
nosit wraz z odsetkami 4941 z}. Ile procent ptaci bank?

87. Doch6d z domu wartosci 25842 zl. wynosi rocznie 3876,3
zt. Jak procentuje dom?

88. Cena za 1 kg towaru podniosta sie z 3,75 zl. na 4,65 zi.
Ile procent stanowi przyrost ceny?

89. Podczas plebiscytu w gminie Brzeziny, powiatu Bytom-
skiego liczba os6b zapisanych do glosowania wynosita 2820; gloso-
walo za§ 2769 oséb, przytem za Polska oddano gloséw 1910, za
Niemcami zas 852. Oblicz z doktadnoscia do 1:

1) Ile procent wynosita liczba glosujacych?

2) Jaki procent gloséw oddano za Polska?

3) Jaki procent gloséw oddano za Niemcami?

90. Gospodarz naby! konia za 800 z!. i sprzedal go z zyskiem,
stanowiacym 5°. Za ile sprzedal konia? ;
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91. Ile wynosi zysk i jaka jest cena sprzedazy, jezeli cena kupna
1 metra pewnego materjalu réowna sie 30 zl.i zysk wynosi 20°?

92. a) Ile wynosi zysk i jaka jest cena sprzedazy towaru, je-
zeli cena kupna réwna sie 80 fr. franc. i zysk wynosi 15%0?

b) Rozwiaz zadanie po przeliczeniu franka na zlote wedlug
obecnego kursu.

93. Jaka jest cena sprzedazy, jezeli cena kupna réowna si¢
2 zl. i zysk wynosi 40°/0?

94. lle wynosi zysk i jaka jest cena sprzedazy, jezeli:
a) cena kupna wynosi 250 zl. i zysk — 5%0?

b) cena kupna wynosi 656,75 zl. i zysk — 25,7

c) cena kupna wynosi 8 zb i zysk — 15%?

d) cena kupna wynosi 19,2 zt. i'zysk -— 4%?

,~ 95. Handlarz naby! konfa za 600 zl. Utrzymanie konia kosz-
towalo go 5°0 wartosci konia. Jaka cene nalezy wyznaczyé na
¥onia, jezeli handlarz chce zyskaé 6°/?

96. Kupiec nabyl 40 kg pewnego towaru za 500 zt. Jaka jest
cena sprzedazy 1 kg, jezeli zysk wynosi 20%0?

97. Kupiec nabyt 1 q herbaty za 4500 zl.; koszta przewozu wy-
niosly 300 z}. Ile wynosi strata i jaka jest cena sprzedazy 1 kg
herbaty, jezeli strata wynosi 124%/0? -

98. Ile wynosi cena kupna towaru, jezeli cena sprzedazy réow-
na sie 1,5 zl. i strata wynosi 25%0?

99. Ile wynosi cena kupna towaru, jezeli cena sprzedazy row-
na sie 60 zt. i zysk wynosi 20°/,?

100. Gdyby kupiec sprzedawal 1 kg pewnego towaru po 12
zl.,, wéwczas strata stanowilaby 20°,. Jake cene¢ nalezy wyznaczyc¢
na towar, jezeli kupiec chce zyskaé¢ 20°o?

101. Jaka czes$¢ ceny kupna stanowi strata, wynoszaca:
1) 2,3%; 2) 4%; 3) +%; 4) 12§%,?
102. Ile wynosi cena sprzedazy towaru, jezeli:
1) Kupiono go za 582,4 zl., a sprzedano ze strata 4°o7

2) " " " 2938 ZL " " 40/0?
3) " " " 2686|03 ZI- " " 5'&0/0?
4) 1] 1] 7] 3850,74 Zl. 21 i 80/0?

5) 1" n- " 3798 ZI- " ) 5%0/0?
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103. Ile procent wynosi zysk, jezeli:
1) cena kupna wynosi 18 zt, zysk zas 0,81 z1.?

y., Sy u I: 45 2L U qu S s 1205 7112
3) 1] T " 47515 Z}, 1) 9 28,53 Zl.?
1) (s v 12354, 7233.2L2

104. Ile procent wynosi strata, jezeli:
1) cena kupna wynosi 1920 zl., strata zas 240 z}.?

2) " 1] ) 2 Zl. N by 16 gr?
3w . 4480 z. , , 2016 z.?
YLt ' " 1800 zt. ,, ., 9 zi.?

105. Ile procent wynosi zysk, jezeli:
1) kupiono towar za 8700 zl., sprzedano zas za 9222 2zi?

2) oy w w 2180 ,, " n w 226175,
3) " 1" ” 75 1" " " " 9 1"
4) ”" " 1 484 ” 1" 1 ” 544r5 1

106. Ile procent wynosi strata, jezeli kupiono towar:

1) za 77,5 zl., sprzedano zas za 68,2 z}?

2’ " 1!25 ” " " " 0!9 "
3) ., 400 ,, " now 391,
4] 1 18!02 " L1 " 1 17 "

107. Ile procent wynosi zysk, jezeli sprzedano towar:
1) za 582,4 zb. i zysk wynosil 22,4 zL.?

2) ” 40 ” " " 6 "
3) " 4’65 " " ”" 0'9 1
4) " 2818 ” ” " 3'6 "

108. Ile procent wynosi strata, jezeli sprzedano towar:
1) za 12,5 zl., i strata wynosi 3,3 .1?

2) " 36 " " " 4 ”
3) " 675!3 " " ” 72l5 "
4) , 4600 ,, " w 200,

109. Ksiegarz sprzedaje ksiazki po 6 zt. O tej ceny ustepu-

je jednak innym ksiegarzom 1,2 z}. Ile procent ustepuje od pier-
wotnej ceny?

110. Od sumy 477 2z, zadanej za towar, ustgpiono 27 zl.

Ile procent ustapiono od pierwotnej ceny?

111, Kupiec przy sprzedazy towaru zyskal 50 zl, co stanowi

5%o wartosci towaru. Za ile sprzedal towar?
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112. Kupiec przy sprzedazy towaru stracit-42 zl., co stanowi
10%/o wartosci towaru. Jaka jest cena kupna?

113. Przy sprzedazy towaru kupiec stracit 120 zl., co stano-
wi 15% wartosci towaru. Jaka jest cena sprzedazy?

114. Wloscianin przy 'sprzedazy gruntu za 11592 zl, zyskatl
3192 z}. Ile procent wynosi zysk? ,

115. Sprzedano towar za 2646,8 zl. ze strata, wynoszaca 101,8
zl. lle procent wynosi strata?

116. Zysk przy sprzedazy domu ,za 63180 zi. wynosi 14580
zt. Ile procent stanowi zysk?

117. Wloscianin sprzedal grunt z zyskiem réwnym 254 zlotym
i stanowiacym 6%°o wartosci gruntu. Jaka jest cena sprzedazy?

118.7 Zysk przy sprzedazy towaru wynosi 360 zi. Jaka jest
cenaikupna, jezeli zysk wynosit 10°/0?

119. Kupiec nabyl towar5za 350 zl. sprzedal go zas za 371 zl.
Ile "procent fwynosi ,zysk ?

120. Kupiec przy sprzedazy towaru za 288 zl. stracil 28%.
Ile wynosi strata?

121. Przy sprzedazy 20 kg towaru za 98,1 zl. strata wynosita
10°/0 Jaka jest cena kupna?

122. Zysk przy sprzedazy 116 kg towaru za 129,92 zi. wy-
nosi 12°% Jaka jest cena kupna?

123. Cena kupna 216 kg towaru wynosi 301 zl. Jaka nalezy
wyznaczy¢ cene na 1 kg, aby zysk wynosil 15%,

124. Kupiono 45 kg. pewnego towaru w cenie 7,5 zl. za 1 kg.
Jaka jest cena wszystkiego towaru, jezeli zysk wynosil 30°/0.?

125. lle nalezy zaplaci¢ za 120 zeszytéw, jezeli cena zeszytu
wynosi 15 gr. i od tej ceny ustapiono 5% rabatu.

126. Kupiec nabyl 1197 m sukna za 53865 zl. Ile nalezy za-
placi¢ za 1 m tego sukna, jezeli od ceny sukna ustapiono 20%
rabatu?

127. Przy rocznym obrachunku kupiec ustapil kupujacemu
54% rabatu. Za jaka sume¢ kupujacy nabyl w ciagu roku towaru,
jezeli rabat wynosil 32 zt.?

128. Ksiegarz kupil u wydawcy 360 ksiagzek po 1 zt. za ksiazke.
Ile powinien zaplaci¢, jezeli otrzymatl 334°/ rabatu?

129. Wydawca przy sprzedazy do 50 ksiazek ustepuje 10°/ ra-
batu, a przy sprzedazy od 50 do 100 ksiazek — 25°. Jeden ksie-
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garz zakupil 42 ksigzki po 1,6 zl. za ksiazke, drugi zas zakupil
90 ksiazek po 1,8 zb. Ile powinni zaptacié¢ za ksiazki obaj ksiegarze?

130. Ile nalezy zaplaci¢ za towar wartosci 270 zl. przy skon-
cie 63%0?

131. Ile procent wynosi skonto, jezeli za towar wartosci
320 zh. zaplacono 280 z.?

132. Ile wyniesie komisowe: ‘

1) od 600 zt. jezeli posrednik liczy sobie 4°0 komisowego ?
2) ,, 1200 , = X @ % 1% "

3) ., 900, o) ¥ 4 ” 1%, Y

133. Posrednik otrzymat 6,75 zl. komisowego, jako $°/o od ceny
sprzedazy towaru. Za ile sprzedano towar?

134. Posrednik otrzymal 9150 zl. komisowego, co stanowi 2,50
od ceny sprzedazy majatku. Za ile sprzedano majatek?

135. Kupiec wystal za posrednictwem bankiera 4824 zl. jako
nalezno§é¢ za towar. Ile zaplacil bankierowi, jezeli komisowe wy-
nosi $%,?

136. Obywatel nabyl za posrednictwem domu handlowego
4200 debow po 60 zl. Ile wyniesie rachunek, jezeli dom handlowy
liczy sobie $°/0 komisowego?

137. Przy kupnie folwarku wlasciciel zaplacil posrednikowi
350,35 zl. komisowego, co stanowi 13° od sprzedazy folwarku.
Jaka sume otrzymal wlasciciel za folwark?

138. Posrednikowi polecono sprzedaé dom nie taniej, jak za
45000 zb. i przyobiecano komisowe w wysokosci 2°. Jezeliby za$
sprzedal dom drozej, to prdécz przyobiecanej prowizji otrzymalby
dodatkowo polowe nadwyzki. Ile zlotych wyniosta prowizja, jezeli
posrednik sprzednik sprzedat dom za 47000 zi.?

139. Oplata za przewéz towaru (fracht), kupionego w Anglji
za 900 funtéw sterlingéw, wynosi 1,8°/6. Oblicz rachunek za towar
i fracht?

140. Waga towaru bez opakowania (waga netto) wynosi 40 kg.
Waga opakowania (tara) stanowi 20°/y wagi netto. Ile wazy towar
z opakowaniem (waga brutto)?

141. Waga towaru netto wynosi 70 kg.,, waga tara stanowi
10°/o wagi netto. Oblicz wage brutto.
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142. Dochéd netto z domu wynosi 346,34 zl. Wydatki na
remont domu i utrzymanie go w porzadku wynosza 13544 zi. Ob-
licz warto$é¢ domu, jezeli dochéd brutto z domu stanowi 84°0 war-
tosci domu?

143. Dochéd brutto z domu wartosci 72000 zt. stanowi 9°o;
wydatki na utrzymanie domu w porzadku wynosza 4£0 zl. W ciagu
jakiego czasu odsetki wyniosa tylez, co i warto§¢ domu?

144. Kupiec nabyt 1} t pewnego towaru w cenie 8,4 zl. za
1 kg. Poniewaz: zaplacil gotéwka, otrzymal 231°, skonta. Po czemu
winien kupiec sprzedawaé 1 kg tego towaru, aby zarobi¢ 20%o
i jezeli posrednikowi zaptacit 3°/o, za fracht 5%, clo 34°o i inne
koszty handlowe 2°/0?

145. Kupiec sprzedal towar za 299 zi i zarobil na nim 15%..
Ile zaplacit za towar?

146. Kupiec sprzedal towar za 161 zl. i zarobil na nim 74%o.
lle zaplacil za towar?

147. Sprzedano towar za 429 zl; strata wynosi 24%. lle
kosztowal towar?

148. Sprzedano towar za 366 zl.; strata wynosi 83°/. Ile
kosztowal towar?

Rachunek procentéw z uwzglednieniem czasu.
Obliczanie odsetek.

149. lle wynosi 1°0 za rok od: 100 zt., 400 zt., 270 zi., 840 zl.,
35 zt., 178 z1.?

150. Ile wynosi za rok:

a) 2% od 200 zt, 500 zi.,, 1200 zi., 3320 zL.?
b) 3°o od 400 zi., 700 zi., 5,300 zi., 475 z1.?
c) 4% od 100 ziL, 900 zi., 75 zi., 125 z1.?

d) 5% qd 200 zi., 250 zi., 360'zl, 920 zi.?

e) 6% od 300 zi., 450 z1., 900 zt., 918 zi.?

f) 8% od 50 zl., 175 zi., 30 zi., 450 zi.?

g) 10°% od 5 zl., 40 zt, 84 zl., 2,530 zL.?

h) 20%o od 100 zi., 500 zi, 350 zi., 40 zi.?

i) 25% od 32 zl., 72 zl, 140 zi, 1280 z1.?

i) 4% od 200 zi., 1000 zi., 4000 zt., 12000 z}.?
k) 13°0 od 100 zl., 300 zi., 50 zi., 420 zl.?

1) 24%0 od 400 zt., 700 zit., 1000 zi., 3600 zi.?
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151. lle powinien otrzymaé po roku wierzyciel, pozyczajac:
a) 80 zlL. na 5"/, b) 200 z&. na 8%, c) 360.zt. na 7,5%, d) 436,8 zi.
na 6,25%, e) 1012,5 z}. na 6%%0?

152. Wiloscianin pozyczyl 420 zi. na 5° na rok; pozyczke
wyplacono mu po potraceniu odsetek. Ile wyptacono?

153. Ile wynosza odsetki za rok od:

a) 45 zL. po 74%0? f) 2545 z}. po 4%?

b) 30 zt. po 7,5°? g) 2478,6 zt. po 4,5%0?
c) 54 zb. po 3,4%°0? h) 3784 zi. po 2,5%?
d) 360 zi. po 5490? i) 9840 zt. po 57

e) 722,5 zt. po 1,2°0? i) 16304 zl. po 6,25%?

154. Ile wynosi 3% od 36 zl. za: 1) 3; 2) 4; 3) 6; 4) 8; 5) 9
miesigcy?

155. Ile wynosi: 24°/0 od 48 zi., 72 zl, 8% zi, 168 zi., 240 zi,
za: 1) 12; 2) 3; 3) 4; 4) 6; 5) 8; 6) 9 miesiecy?

156. lle wynosi kapital wraz z odsetkami po uplywie 1 roku,
jezeli pozyczono:

a) 45 zl. na 2,5%? d) 300 zi. na 3,25%,?
b) 54 zt. na 33%0? e) 520 zl. na 2,75%?
c) 155 zl. na 4%,? f) 1600 zt. na 5°?

157, Ile wynosza odsetki od:

a) 245 zl. po 5% za 2 lata? d) 800 zi. po 2,5% za 3 lata?
b) 960 zl. po 83°0 za 4 lata? e) 1250 zt. po 310 za 7 lat?
c) 125 zl. po 3%%, za 5 lat? f) 2500 zt. po 3%, za 8 lat?

158. Ile wynosza odsetki od 400 zi. po 30 za: 1) 12; 2) 1;
3) 2; 4) 4; 5) 5 miesiecy?

159. Ile wynosza odsetki od:

a) 450 zl. po 8/, za 1} roku? d) 1600 zl. po 2,6°% za 2} roku?
b) 576 zi. po 4% za } roku? e) 4000 zl. po 2% za 3,75 roku?
c) 120 zt. po 3,5%, za {% roku? f) 4350 zt. po 3% za 14 roku?

160. Ile wynosza odsetki od:

a) 840 zb. po 3% za 3 1. 9 m.? d) 3438 z}. po 4}°0 za 6 1.8 m.?
b) 1440 z}. po 7,5% za 1 r.9 m.? e) 4200 zl. po 6°/o za 3/1.,2 m.?
c) 3240 zb. po 6°0 za 31.4m.? f) 25455 zl. po 4°/0 za 2 1. 7 m.?

161. Ile wynosza odsetki od 800 zt. po 4,5°/ za: 1) 360;
2) 180; 3) 30; 4) 10; 4) 1 dzien?
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162. Ile wynosza odsetki od:
a) 480 zt. po 6% za 18 dni? d) 800 zl. po 3,5% za 72 dni?
b) 2520 zl. po 10°, za 25 dni? ) 1440 zl. po 3%, za 84 dni?
c) 450 zb. po 4,5% za 72 dni? f) 24000 z}. po 6°0 za 92 dni?
163. Ile wynosza odsetki od:
a) 965 zb. po 12° ) za 1 m. 6 d.? d) 450 zl. po 4,5% za 2 m. 12d.?
b) 860 zi. po 4}°0 za 2 m. 4d.? e) 2250 zL. po 6% za 4 m. 4 d.?
.c) 825 zl. po 4% za 9 m. 10d.? f) 2800zt. po 6°/y za 8 m. 10 d.?

164. Ile wynosza odsetki od:
a) 270 zt. po 5% za 2 lata 2 m. 20 dni?
b) 1884 zl. po 6,75° za 3 lata 6 m. 20 dni?
c) 1250 z. po 5% za 3 lata 6 m. 15 dni?

165. Jaka czes$¢ kapitalu stanowia roczne odsetki od kapitatu,
wypozyczonego na 1) 5%, 2) 4%, 3) 3%, 4) 3,5%, 5) 2,5%7?

166. Jaka czesé kapitalu stanowia odsetki od kapitatu, wy-
pozyczonego na 5% za: 1) 12 m., 2) 6 m., 3) 10 dni, 4) 100 dni?

167. Odsetki od kapitalu 3000 zi. po uplywie 5 m. wynosza
81,5 zt. Ile wyniostyby odsetki od tegoz kapitalu przy tej samej
stopie procentowej-za: 10 m.? 2) 1 r, 3 m.?

168. Czy i jaka istnieje zalezno$é proporcjonalna pomiedzy
odsetkami i kapitatem, przy stalej stopie procentowej i tym sa-
mym czasie?

169. Czy i jaka istnieje zalezno§¢ proporcjonalna pomie-
dzy odsetkami i stopa procentowa przy stalym kapitale i tym sa-
mym czasie?

170. Czy i jaka istnieje zalezno§é proporcjonalna pomiedzy
odsetkami i czasem oprocentowania przy stalym kapitale i tej samej
stopie procentowej?

171. Ile wyniesie kapital wraz z odsetkami po uplywie roku,
jezeli pozyczono:

a) 20 zi. na 4,5°0? d) 775 z. na 12°? g) 1100 zl. na 5°%0?

b) 60 zit. na 3,5°%? e} 5742,5 zl. na 8°/0? h) 7200 zi. na 3,6%0?

c) 550 zl. na 2,75%0? f) 4500 zl. na 4,5°/0? i) 14050 zi. na 2,75?

172, Kapitalista kupit dom za 22400 zi. Po uplywie 1 r. 3 m.
sprzedal go za 24000 z1. Czy nie byloby korzystniej zlozyé kapi-
tal do banku na 8 proc.?

173. Kupiec obiecal zaplacié¢ rachunek na 578 zl. wraz z od-
setkami po uplywie 2 miesiecy, liczac 69/, Ile powinien zaplacié¢?
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174. Rozwiaz zapomoca uzycia nawias6w nastepujace zagad-
nienia:

a) Kapitalista podzielit 9000 zl. na dwie czesci tak, ze jedna
z tych czesci byta 1} razy wieksza od drugiej. Nastepnie wicksza
cze$é zlozyl do banku na 4,5%0, mniejsza za§ wypozyczyl na
63°/. lle wyniosly odsetki od calego kapitalu po uptywie 14 roku?

b) Kapital 7200 zl. wypozyczono na 6°c na 2 lata 8 m., ka-
pitat zas 8000 z. na 5}% na 2 lata 7 m. Ile wynosza odsetki od
tych kapitatlow?

c) Fabrykant sprzedal kupcowi towaru na sume 8800 zt., przy-
tem kupiec zamiast gotéwki dal fabrykantowi kwit na powyzsza
sume, platna po uplywie 3 mies. wraz z .odsetkami, liczac 8.
Ile kupiec powinien zaplacié¢?

d) lle wynosza odsetki od kapitalu, ktéry zaptacono za plac,
majacy ksztalt kwadratu, jezeli obwéd kwadratu wynosi 240 mi1 ar
tego placu kosztowal 120 zt. Stopa procentowa wynosi 3%/,

175. Odsetki za n lat od pewnego kapitalu wynosza s zi. lle
wyniostyby odsetki od tego samego kapitalu przy tej samej stopie
procentowej za ¢ lat?

Obliczanie kapitatu.

176. Jaki kapital, wypozyczony na 5%, daje po uplywie roku
27,5 z1.?
Rozwiazanie:
odsetki przy 5% wynosza 27,5 zl.
" T L v 5,5 zh
kapitat (100°/0) wynosi 5,5.100 = 550 zi.
177. Jaki kapital wypozyczony na 3}°,, daje po uplywie roku
240 zl. odsetek?
Rozwiazanie:
odsetki przy 33%o (%°%0) wynosza 240 zi
" w 3% & 240 z1.:15 =16 2zl
o rrviy SR " 16 (z1.).4 =64 zl.
kapital (100°/0 wynosi 64.100 = 6400 zl.
187. Jaki kapital nalezy wypozyczyé na 1 rok, aby przy:
a) 53 proc. otrzymaé¢ 402,56 zl. odsetek?
b) 3% . ¢ 29,05 zi. »
c) 45 - 204,3 zt. 2
d) 12} ,, i 240 zl. ,,
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e) 4% proc. otrzyma¢ 343 zi odsetek?

7 SR i’ 9 zi. P
g) 6'?( i1 " 611,8 Zl, 0
h) 8% ,, T ar e 2e63u 7k 1

179. Jaki kapital wypozyczono na 4,5, jezeli
2% roku wyniosty 42 zl.?

odsetki za

Rozwiazanie:
I. odsetki wynosza 4,5 zl, jezeli wypozyczono na 1 rok 100 zi
100
2 A 1 zl ‘: . o Il 45
SN =100:3
¥ A 1 zh n p R, 2,5.8
100.3.42
”" " 42 Zl. ”" " . 2% %) 4_,5_8 = 350
II. odsetki za 2% r. (§) ... 42 zl
, 2
" " 3T 8 z
WS il zi
1 1 8 .
odsetki przy 4,5% ... 428. 3 zk.
' o 4.3
. o 1% 8.4,5 zl.
kapital (100%%) ... 22 — 35021
180. Jaki kapital przy 4 proc. daje po 2 latach: 1) 8 zi,
2) 32 zi., 3) 12 zi., 4) 60 zi., 5) 3600 zi. odsetek?
181. Jaki kapital:
a) przy 5 proc. daje po 2 latach 620 zl. odsetek?
(o) T2 HSTRE 7Rt STTL 1125 zt.
C)) SN 275 L, e b, 200! 38,6 zl. >
Ay e g3g o, w o 1r.7m. 15d. 1023,75 zl. ,,
A SR PG R e B (3 M 375 2f% .
F) s A D 8L sk L seateli S mer 6 nd 4 14408zt
182. Jaki kapital:
a) przy 5 proc. daje po 5 latach 75 zb. odsetek?
b) . 4% - , 1r. 8m 36 zi. 5
c)En 7% . i w 2 1.4 m 49 zi. %

SRSl TR RSSREA |  B 238 z1.
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e) przy 63 proc. daje po 2 1. 6 m. 540 zl. odsetek

B T BRI e, P 3T 8. AN AR I L
g) . 4% 7 w 2m. 24d. 133 zl. i
h) M S Rt S 2 RS TR 630 zt.
i), 4s Ty " PR - 509,6 zi.
i)t 6,4 ,, " W 5 m 102 zt.
k) . (cjwime - ., S LS 630 zi. "
1) 18 ,, o . 6 m. 10,14 zi.
m) " 3} " " " 9 m. 113,4 zh. »
o)1 A8 5 o a8Mm: 37,6 1zks 34,
O i e 5 . 4m. 24d 1078 z&.
)RR AL | sx i, RNy o A b o PR L e )
G TS 5 S » dziennie 15 z8. .,
£y g e idi s . mMmiesiecznie 720 zt.
s) i3, Syt 5 w tygodniowo 252zb 20 gr.

183. a) Jaki kapital wypozyczony na: 1) 3°; 2) 12°/o daje
rocznie te same odsetki, co i kapital 500 z}., wypozyczony na 1 rok
przy stopie procentowej 6°/o?

b) czy i jaka istnieje zalezno$é proporcjonalna pomiedzy kapi-
talem i stopg procentowa?

184. 2 wloscianie kupili do spoétki posiadlos¢ w cenie 1350
zt. za ha. Czes¢é, nalezaca do 1-go wloscianina, daje rocznie dochodu
540 zh., czesé za$ drugiego — 405 zi. Ile ar6w zawiera cala posia-
dlosé i ile aréw nalezy do kazdego z wloscian?

185. Kapitalista od 2 kapitalow otrzymuje dziennie odsetek
7,5 zl.; jeden kapital, wynoszacy 15000 zl., zlozony byl do banku
na 3°/o, drugi za$-—na 4% Oblicz drugi kapital.

186. Pewien kapitalista ma 2 domy. Dochéd z jednego domu
po uplywie 1 roku 28 dni wynosit 1067 zi., liczac 3%, z drugiego
zas po uplywie 1 roku 3 mies. wynosil 399 zt., liczac 4,2%,. Jaka
jest warto§é¢ obydwu domow?

187. Kupiec umiescil czesé swego kapitalu na 3%°b i w ciagu
1 roku 28 dni z tej czeséci mial 1067 zb. zysku; druga czesé¢ umie-
$cit na 41% i w ciagu 1 roku i 3 miesiecy mial z tej czesci 399
zt. odsetek. Jaki kapital kupiec umiescil na procent?

188. Jaki kapital:

a) przy 4 proc. po 5 latach wynosi wraz z odsetkami 720 zl.?
b) " 4% ” " 8 m' ” ” ” 515 "
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c) przy 4°0o po 1 m. wynosi wraz z odsetkami 1204 z1.?
A (G 1 m 5 18 diaN T > 378 ..
el ARAAGTILT T 0§ 2 18 8 # B a7 210 A
Ho s GFEES] Smt il S die - " 12601
g . 55, ., 4m 24d " i 4599 ,
hy o2 AL s 5 it mEr260d: 3 o 7876 ,
i) T D, 2 6 m: - - ; 513 ,,

189. Rozwiaza¢ zapomoca uzycia nawiasOw nastepujace zaga-
dnienia:

a) Kapitalista podzielit 35000 zt. na dwie czesci tak, ze jedna
z nich byla 14 razy wieksza od drugiej. Mniejsza czesé¢ zlozyl do
banku na 8%, wieksza *zas na 6,5%. Oblicz calkowity roczny
dochéd.

b) Kto§ pozyczyt 5700 zl. na 8°, i zobowiazal si¢ zwrdcié
kapital wraz z odsetkami po 8 miesiacach. Po uplywie 3 miesigcy
zaciagnal druga pozyczke na 7,5°/,, W oznaczonym przy pierw-
szej pozyczce terminie zwrdcil obie pozyczki, ktére wraz z odsetkami
wyniosty 10954 zi. lle pozyczono drugim razem?

c) Kapitalista zlozyt do 2 bankéw kapital, wynoszacy 6000 zt.,
przytem % kapitalu na 79/, pozostala za$ cze§é na 6,259, lle
wynosit kapital wraz z odsetkami po uplywie 2% lat?

d) Dom daje rocznie 6545 z}. dochodu. Na remont wychodzi
rocznie 725 zl., na inne za§ wydatki, zwigzane z utrzymaniem do-
mu, 480 z. Jaka jest wartoé¢é domu, jezeli daje on czystego do-
chodu 15%,.

190. Jaki kapitat:

a) przy 6,4°% po 1 m. 20 d. wynosi wraz z odsetkami 25z1.?

B ST 6ne s b a6l ’ " . 10591,68 |,
gl s L9 10 d, ; b : 1900 ,,
d) . 7. . 21 6m ¥ g . 59375 .
Bl 6k - U e g £ A ) 730
it L A T " ., ¥ 552,5 .,
MY oS82 f 2¢ls Fm10 A g . 4348
R ek R TR 3 . p 2655 .
| I Ay o RN 0 B : ‘ . 3619,58
)= - SO 55 TS5 m. p i . 2056,56
kk . 2, . 1lr.5m14d. ., r " 5557,2
et M4 nadia29]530m. 137 1 . 5500,88 .
m) , 375, ., 1r 10 m . . : 2907
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191. Oblicz odsetki, jezeli:
a) kapital wraz odsetk. wynosi 373,5 zl. przy 5 proc. po 9 m.?
b) o 37 = ) 400 ,, , 74 , pollm.6d7?
C)mter? = H p; 120 ,, , 65 , polir?

Obliczanie stopy procentowej.

192. Jaka jest stopa procentowa, jezeli roczne odsetki od ka-
pitalu 4480 z}. wynosza 201,6 zl.?

Rozwiazanie:
od 4480 zl. otrzymam 201,6 zi. czyli 20160 gr.
i 1 zi ) 20160

qa80 ~ B &F

Poniewaz za$, ile wynosza‘odsetki za 1 rok od 1 zlotego, ty-
lez r6wna si¢ stopa procentowa, wiec kapital 4480 zl. pozyczono
na 4,5%,.

193. Jaka jest stopa procentowa, jezeli roczne odsetki od
kapitatu 400 zl. wynosza: 1) 9 zi., 2) 10 zi., 3) 12 zi, 4) 16 z1.?

194. Na jaki procent wypozyczono kapital, jezeli odsetki od
720 zl. po uptywie 1} roku wynosza 45 zl.?

Rozwiazanie:
Odsetki za 1} r. (2 r.) wynosza 45 zh.
" S [ & 45:5= 9 zl.
0 Nes e 7 9.4 = 36 zi
Kapitat 720 zi. daje 36 zi. = 3600 gr.
% 1zt , 3600 gr.:720 =5 gr.

wiec stopa procentowa wynosi 5%b.

195. Jaka jest stopa procentowa, jezeli odsetki od kapitatu
300 zl. po 2 latach wyniosa: 1) 14 zl., 2) 15 zl., 3) 18 zi,, 4) 30zL.?

196. Na ile procent wypozyczono kapitat 500 zi., jezeli od-
setki po 2} l. wynosza: 1) 50 zi., 2) 37,5 zl., 3) 311 zl., 4) 41,25 z1.?

197. Na jaki procent wypozyczono kapital, jezeli:

1) 450 zl. po 3 L daje 90 zi.
2) 540 ,, ,, 10 m. & 27
3) 4320 ,, ,, 15 d. » 12,633"
4) 8548 ,, ,, 13 L w 9556,2 ,,
972008 i 1N r R Eme il 360 ,,
6578008 wa Lt . 20 18900 dig =k, 1443 ,,
7 420 ,, ,, 8 m. 5 21ujies

Rachunki, — Czeé¢ VI. 8
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8) 3240 zt. po 3% r. daje 648 zl.

9) 3200 , , 10 m. : 256 ,,
10) 2000 ,, , 6 m. » 50 ,,
11) 1680 ,, , 3% m. : 39,2 ,,
12) 480 , , 8 m. . 144 ,,

198. Na ile procent nalezy wypozyczyé kapitatl 2547 zi., aby
po uplywie 6 lat kapital wraz z odsetkami wynosil 3158,28 zi.?

199. Kupiec byl winien za towar 7200 zi.; po uplywie 3 lat
1 m. sptacit dlug wraz z odsetkami, razem 8310 zI. Ile procent
liczono?

200. Przemyslowiec nabyt 1 q pewnego towaru za 360 zi.
i po upltywie 5 m. sprzedal go po 3,75 z}. za 1 kg. Ile wyniosta
stopa oprocentowania od kapitatu?

201. Na jaki procent nalezy zlozy¢ do kasy kapital, aby od-
setki po uplywie 4 1. 2 m. wyniosly % pierwotnego kapitatu?

202. Na jaki procent nalezy wypozyczy¢ kapital, aby odsetki

5

po uplywie ¢ r. wyniosty 0,04 pierwotnego kapitatu?

203. Na jaki procent nalezy wypozyczy¢ kapital 2440 zi.,
aby odsetki po uplywie 14 r. wyniosty 164,7 zi.?

204. Na jaki procent nalezy zlozyé do kasy kapital, aby od-
setki po uplywie 20 lat réwnaly sie poczatkowemu kapitatowi?

205. Na jaki procent nalezy wypozyczyé kapital, aby odsetki
po uplywie 25 lat byly 2 razy wieksze od kapitalu pierwotnego?

206. Rozwiaz nastepujace zadania zapomoca zestawienia
nawiasow:

a) Ztozono do kasy 480 zl. na 2° i po uptywie 3 lat zlozono
dodatkowo do drugiej kasy 720 zl. na przeciag 2 lat. Obydwa
kapitaly otrzymano ‘jednoczesnie wraz z odsetkami w ogolnej sumie
1291,2 zt. Jak procentowal drugi kapitalt?

b) Przy jakiej stopie procentowej kapital 7200 z}. po upltywie
6 l. 8 m. daje tylez odsetek, co i kapital 8000 zt. po uplywie 5 lat
przy 4,5%07?

c) Odsetki od pewnego kapitatu, zlozonego do banku na 6%/,
po uplywie 2 lat wyniosty 672 zl. Na jaki procent nalezaloby wy-
pozyczy¢ ten sam kapitat, aby po uptywie 3 lat odsetki wyniosty
1344 z1.?
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207. Ztozono do kasy jeden kapital na pewien procent na prze-

ciag 9 m.; drugi za$ kapital, wiekszy od pierwszego o 2000 zt., do
tej samej kasy na ten sam procent na przeciad 7 m. Odsetki od
obydwu kapitalow wyniosty razem 1208 zl., przytem odsetki od
pierwszego kapitalu byly o 88 zi. wigksze, niz odsetki od drugiego.
Jaki procent liczono w kasie i jakie kapitaly zlozono do kasy?

Obliczanie czasu.

208. Na jaki przeciag czasu wypozyczono 100 zl., jezeli przy

stopie procentowej 4°0 odsetki wyniosty:

1) 4 zt., 2) 8 zt, 3) 16 zk, 4) 2 zt., 5) 1 z1., 6) 13 z1.?

209. Na jaki przeciag czasu wypozyczono:

1) Kapitat 530 zl. przy 4,5 proc., jezeli odsetki wynosza 39,75 z1.?

2)
3)
s
5)

10)
11)
12)
- 13)
t 14)
' 15)
-|
i

i
|

i 3605 axd s 44 . i e il BONY I
i 846 TR il S o 7 .. 63
s 005/ ana s r P " m 126,554
b 1640 , , 6 5 X % ., 492
" ST, e Y5 0 b a X 9 .,
,, 782058, S a2 T 2 " T 411,75 |,
b 5400 , , 6 N ¥ i & Ilag=ek,;
. 7000m, == s ¥, 1 (§;85 57 7. T n 215,6;! ¢,y
x 640\ O . i u - 3 .
RIS (0 T AR el S L B8 " " T 289,52 ,,
» 270 me s TN G " " d 18 o=ty
o 1340 , . 6 7 » " T 603 ,,
b 4595 ooy uned o ., 2 " 12,24 ,,
e 3000 -2k _16¥254 i % 4 0 650

210. Na jaki przeciag czasu nalezy wypozyczyé kapital, aby

' przy stopie procentowej 5%/ odsetki byly te same, co i kapital?

211. Na jaki przeciag czasu nalezy wypozyczyé¢ kapital, aby

'F przy stopie procentowej 10°o odsetki byly te same, co i kapitat?

212. Na jaki przeciag czasu wypozyczono pewien kapital,

jezeli przy stopie procentowej 8°/o odsetki byly 2 razy wigksze od
kapitatu?

213. Na jaki przeciag czasu wypozyczono pewien kapital, jezeli

przy stopie procentowej 73°/0 odsetki stanowily } kapitalu?
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214. Na jaki przeciag czasu nalezy zlozyé¢ do kasy 750 zi.
na 5%, aby za otrzymane odsetki, mozna bylo kupié¢ 25 m pewnej
materji w cenie 9,75 zl. za 4 dkm?

215. Odsetki od pewnego kapitalu, wypozyczonego na pewien
przeciag czasu, wynioslty 3600 zl. Jezeliby ten sam kapital wypo-
zyczono jeszcze na 3 lata, wowczas odsetki od tego kapitatu za
caly przeciag czasu wyniostyby 5400 zi. Na jaki przeciag czasu
kapitat wypozyczono?

216. a) W ciagu jakiego czasu pewien kapital da 2 razy wieksze
odsetki, niz ten sam kapital przy tej samej stopie procentowej
w ciggu 6 lat?

b) W ciagu jakiego czasu pewien kapital da 2 razy mniejsze
odsetki, niz ten sam kapital przy tej samej stopie procentowej w ciagu
44 lat?

Uwaga. Ponizej podajemy zadania, w ktérych jest wskazana
data. Zadania, w ktérych trzeba liczy¢ czas podiug kalendarza,.
sa oznaczone. Przy okreslaniu czasu pierwszej daty nie liczymy,
a ostatnia liczymy, np. czas od 15/V do 18/VII tego samego roku
obliczamy w nastepujacy sposéb:

w miesigcu maju 30— 15=15 d.

ifczerweus-Sie SR e 30 d.
whlipcurs S WY il 18 d.
Razem 63 d.

217. Ile wynosza odsetki od kapitatu:
1) 3400 z!. wypozyczonych na 4 proc. od 16/V do 1/VII tegoz roku?

2) 4500 ,, S DA el 6/, 18/ X0 "
3) 600 ,, r g oy Lt 12/ TN A= a2 VAT, ;) &
4) 2000 ,, x w 45 ,, , 20/XI,, 18/1 nastepn. r.?
5) 900 ,, n w 3 o o U, 19/IV tegoz roku?

218. Ile wynosi kapital wraz z odsetkami, jezeli wypozy-
czylismy:
1) 480 zi. na 8 proc. od 14/IV do 20/VII tegoz roku?

2) 825 " " 51} " " 4/IV " 14/Ix 1) "
3) 1500 ,, , 7,2 , , 17/V 1925 r. do 17/VI 1926 r.
4) 882 , ., 7% , ., 3/l1 1926 r. do 23/V 1927 r.

5) 4800 ,, ., 3,75, . 3/I 1926 r. do 23/XII tegoz roku?
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219. Na jaki’/o wypozyczono 2250 zl., jezeli odsetki od ka-
pitalu za przeciag czasu od 3/IV 1926 r. do 3/VII[ 1927 r. wy-
niosty 480 zlL.?

220. Kapital 280 zl., wypozyczony 26/II 1923 r., wynosit
wraz z odsetkami 26/I[ 1924 r. —290,78 zl.,, Na jaki proc. wypozy-
czono kapitalt?

221. Kapital 520 zl., wypozyczony 14/II 1926 r., wynosit wraz
z odsetkami 14/IV 1927 r. — 565,5 zl. Na jaki proc. wypozyczono
kapitatl?

222. Odsetki od kapitatu 440 zl., wypozyczonego 15/VIl 1925 r.
na 6°o, wyniosty 11 zL. Oblicz termin zwrotu.

223. Ktos wypozyczyl 14/IV 1925 r. pewna sume pieniedzy
na 6,4°0, zwrécil za$ dtug 14/1 1926 r. Jaka kwote wypozyczono,
jezeli odsetki wyniosty 180 zl.?

224. 14/XI 1925 r. kapital wraz z odsetkami, wypozyczony
14/II1 1925 r. na 8%, wynosil 263} zl. Jaki kapital wypozyczono?
225. 31/III 1927 r. uczen zlozyl do kasy oszczednosci 60 zi.,
nastepnie w ciggu tego samego roku -zlozyl dodatkowo 80 zlotych.
31/XII 1927 roku kapital wraz z odsetkami wynosit 141,875 =zl
Kiedy wptacono do kasy 80 zl., jezeli wiadomo, ze kasa placita 24%0?
226. Kupiec wypozyczyl 9600 zi. na 63%o, przytem wedlug
umowy mial zwréci¢ kapital wraz z odsetkami po uplywie roku.
' Lecz kupiec ten po uplywie roku zbankrutowal, wobec czego zwré-
cit tylko 28 gr. za 1 zt. Ile stracil wierzyciel?

227. Jaki kapital, zlozony do kasy na 5%, wyniesie wraz z
odsetkami po uptywie 3 1. 5 m. 24 d.—5072,4 z1.?

228. Na jaki ¢/, wypozyczono 8754 zl., jezeli po 7 latach ka-
pital wraz z odsetkami wyni6st 13043,46 z}.?

229. Kto$ pozyczyl 840 zl. na 3 lata z warunkiem, ze bedzie
placit w pierwszym roku 3%, w drugim 5%, w trzecim 7%, Ile
wyniosty odsetki za 3 lata?

230. Obywatel kupil majatek wartosci 108000 zt., 57, wartosci
majatku zaplacil przy kupnie, pozostala za$§ sume zobowiazal sie
zaplacié po uplywie 1} r. wraz z odsetkami, liczac 7,6%. Ile za-
placit obywatel w oznaczonym terminie?

231. Ktos zlozyl do kasy kapital na 6°o; po upltywie 1 r. 3 m.
kapital wraz z odsetkami wynosil 967,5 zi. Ile wynositby kapital
wraz z odsetkami, jezeliby procentowal 5 miesigecy dtuzej?
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232. Ztozono do kasy na 8 proc. poczatkowo 4600 zi., naste-
pnie za$§ po uplywie 2 lat dodatkowo 5800 zt. W ciagu jakiego
czasu procentowalby pierwszy kapital, gdyby odsetki od obydwu
kapitatléw wyniosty 2816 zi.?

233. Rozwiaz zapomoca uzycia nawiaséw:
Kupiec wypozyczyt ¢ kapitalu na 6,2%; po uplywie 74 m.
kapital ten wraz z odsetkami wynosit 7479 zl. Jak procentowala

pozostala czes§¢ kapitalu, jezeli po 1 roku 3 m. dawala 465 zlotych
odsetek?

234. Kapital wraz z odsetkami, wypozyczony na 10 proc., po
uplywie 1} r. wynosit 7200 zt. Ile odsetek da ten sam kapital po
uplywie 1 r. 10 m. przy stopie procentowej 6°/0?

235. Obywatel otrzymal w spadku 10000 zl.; % tego kapitatu
zlozyl do banku na 41°o, pozostala za§ cze$¢ umiescil na hipo-
tece domu. Kapital, umieszczony na hipotece, wraz z odsetkami
po uplywie 1 r. 8 m. wynositl 6475 zi. Ile wynosily roczne odsetki
od pierwszej czeséci kapitalu i*jak procentowala druga czesé?

236. Rozwiaz zapomoca uzycia nawiaséw:

Zlozono do banku pierwotnie 800 zl.; nastepnie po uplywie
3 m. 10 d. dodatkowo 500 zl.; pézniej za§ po uptywie 1 m. 20 d.
jeszcze 600 zi. Ile wyniosa odsetki od calego kapitalu po uplywie

6 m. 20 d., liczac od dnia pierwszego wkiadu, przy stopie procen-
towej 6%0?

237. Obywatel sprzedal majatek; 1 cze§¢ umoéwionej sumy
wyplacono mu przy sprzedazy, pozostala za$ cze$é pozostawiono na
hipotece tego majatku; kapital, pozostawiony na hipotece, wyniost
wraz z odsetkami po uplywie 2 1. 8 m. przy stopie procentowej
5}°%0— 72960 zt. Oblicz wartosé¢ sprzedanego majatku.

238. 4160 zl. podzielono na dwie czeéci i obydwie zlozono
do kasy na 5}%. Jedna z tych czesci po uplywie 10 lat wraz
z odsetkami wynosita 3294 zt. W ciagu ilu lat druga cze¢s¢ da 315
zlotych odsetek?

239. Pewien kapital wraz z odsetkami po uplywie 14 r. wyno-
sit 22500 zt. Na jaki procent wypozyczono kapital, jezeli odsetki
stanowily 1 kapitatu?

240. Obywatel mial 42000 zl., ktére podzielit na 2 czesci tak,

ze iedna z nich stanowila % drugiej. Wigksza cze$¢ swego kapita- =
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lu wypozyczyl na 71%o, mniejsza za§ jednoczesnie zlozyl do ban-
ku na 41%,. Po uplywie 14 roku za odsetki od calego kapitalu
kupil take, majaca ksztalt prostokata o wymiarach 120 pretéw i 30
pretow. Oblicz: 1) jaka wartosé przedstawia moérg kupionej laki
2) ile ha ma laka?

241. Oijciec zapisal 2 synom pewien kapital; kapital mlodsze-
go, zlozony do banku na 6%° po uplywie 10 m. wraz z odset-
kami wynosil 16150 zlotych; kapital za§ starszego, wypozyczony na
74"/s, po uplywie 1 r. 2 m. przyniést 1260 zi. odsetek. Jaki ka-
pital zapisal ojciec synom?

242. Przy jakiej stopie procentowej kapital 9600 zl. po uply-

wie 9 m. da tylez odsetek, ile kapital 3200 zl, wypozyczony na
przeciagg czasu = 1 r. 7 m. przy stopie procentowej 9°/0?
L]

243. ? pewnego kapitalu wypozyczono na 31%o; pozostala
za$ cze$¢ na 5 %o, Po uplywie 2 I. 3 m. réznica pomiedzy odset-
kami wynosita 135 zl. Oblicz catkowity kapital.

244. 2 pewnego kapitalu wypozyczono na 3%, 1 na 3,4%0
pozostala za$ czesé¢ na 4,5. Na jaki procent nalezaloby wypozy-
czyé catkowity kapital, aby mieé¢ te same roczne odsetki?

245. | sumy, otrzymanej ze sprzedazy 4 ha 8 a placu w ce-
nie 1875 z}. za 1 ha, wypozyczono na 3,5, pozostala zas kwo-
te na 4,25%. Ile wynosily roczne odsetki?

246. Jaki kapital nalezy wypozyczyé na 6§, zeby po 1 roku
2 miesigcach otrzymaé 224 zl. dochodu?

247. Jaki kapital nalezy wypozyczyé na 8§, zeby po 7 mies’
otrzyma¢ 182 zl. dochodu?

248. Na jaki _procent nalezy wypozyczyé 4400 zl. kapitaly,
zeby po 1 rok 5 miesigcy otrzymaé 280 zi. 50 gr. dochodu?

249. Na jaki procent nalezy wypozyczyé 1800 zi. kapitatu,
zeby po 11 mies. otrzymaé 93 zi, 50 gr. dochodu?

250. Kapital 15000 zi. podzielono na dwie czesci, z ktérych
pierwszg oddano na 6°o, druga — na 5°%. Dochéd roczny z ka-
pitalu wynosi 835 zl. lle zt. wynosi kazda z czesci kapitalu?

251. Kapital 5600 zl. podzielono na dwie czesci, z ktérych pier-
wsza oddano na 5%, druga na 31°%. Dochéd roczny z kapitatu
wynosi 244 zl. Ile wynosi kazda z czesci kapitatu?
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252. Za kg herbaty i 3 kg kawy zaplacono 26 zi. [Jesliby cena
herbaty wzrosal o 25%, a cena kawy o 10%,, to za ten sam spra-
wunek zaplaconoby 31 zL. 60 gr. Ile kosztuje kg herbaty, a ile kg
kawy?

253. Za 2 kg herbaty i 5 kg kawy zaplacono 42 zl. Jesliby
cena herbaty wzrosta o 124% a cena kawy o 15%, to za ten sam
sprawunek zaplaconoby 47 zi. 50 gr. Ile kosztuje kg herbaty, a ile
kg kawy?

254. Okresl kapital i procent na jaki zostal oddany, jesli po
8 miesiacach kapital z procentami wynosi 2976 zl., a po 15 mie-
siagcach — 3060 zl.

255. Znajdz kapital i procent, na jaki zostal oddany, jesli po
8 miesiacach kapital wraz z procentami wynosi 3296 zl., a po
14 miesiacach — 3368 zi. .

256. A, B i C oddali swoje kapitaly na procent. B ma 1000
zl. wiecej niz A, a C 1500 zl. wiecej, niz A. B otrzymuje 1%, a
C 2%, wiecej, niz A. Roczny dochdéd B jest o 80 zi, a dochéd
C o 150 zl. wigkszy, niz roczny dochéd A. Okresl kapitaly i opro-
centowanie.

Dyskont.

Wekslem nazywamy zobowiazanie piSmienne, napisane na pa-
pierze stemplowym, wedtug ktérego dluznik zobowiazuje si¢ w ozna-
czonym terminie zaplaci¢ oznaczong na wekslu sume pieniedzy.

Na wekslu piszemy sume pieniedzy, ktéra w oznaczonym cza-
sie mamy zaplaci¢ i date zaplaty tej sumy; nie piszemy za$, jaka
sume wzigliSmy, ani nie oznaczamy stopy procentowe;j.

Jezeli ktos§ wystawil weksel na 10000 z}. z terminem platnosci
za 8 miesiecy, to on pozyczy! mniej niz 10000 zt.; w sumie 10000 z}.
jest kapital, pozyczony 'przez dluznika i odsetki od tego kapitatu za
8 miesigcy. Suma, wystawiona na wekslu jest kapitalem zwigk-
szonym.

Suma wystawiona na wekslu, nazywa sie walutg wekslu.

Wilasciciel wekslu (wierzyciel, ma prawo zadaé¢ zaplaty sumy.
oznaczonej na wekslu, tylko w oznaczonym na tym wekslu terminie,
Lecz wystawca wekslu (dluznik) moze wykupi¢ weksel wczesniej,
lub wierzyciel, potrzebujac gotéowki, moze odstapi¢ weksel osobie
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trzeciej. W tym razie od waluty wekslu trzeba odliczyé na korzysé
kupujacego odsetki za czas pozostaly do dnia ptatnosci wekslu.

Suma, ktéra odejmujemy od waluty wekslu, nazywa sie dy-
skontem, a oznaczyé dyskont lub sume, ktéra za weksel trzeba za-
placi¢, nazywamy dyskontowaniem wekslu.

Dyskont moze byé matematyczny i handlowy. Zeby wskazaé
na réznice pomiedzy jednym i drugim, rozwigzmy zadanie:

lle trzeba zaplacié¢ za weksel, wystawiony na 468 zi. i zdy-
skontowany 8 miesiecy przed terminem, jezeli dyskontujemy przy
stopie procentowej 6°/0?

W walucie wekslu 468 zl. jest kapital poczatkowy i odsetki;
z tego wynika, ze za weksel, wystawiony na 468 zl., trzeba zaptacié¢
taka sume, ktéra, ' bedac oddana na 6%, w ciagu 8 miesie-
cy zamieni sie razem z odsetkami na 468 zl., stad waluta wekslu
jest kapitalem zwiekszonym, a suma, ktéra trzeba za ten weksel
zaplacié, jest kapitalem poczatkowym.

Majac kapital zwiekszony, czas i stope procentowa, trzeba
oznaczy¢ kapital poczatkowy.

Od kazdych 100 zi. za 12 miesigcy otrzymujemy 6 zl. odsetek;
ile odsetek otrzymamy od tej samej sumy za 8 miesigcy?

za 12 m 6
T 1— TQf
6.8
P T T

W ciagu oznaczonego w zadaniu czasu kazde 100 zi. kapitatu
poczatkowego powiekszaja si¢ o 4 zl, czyli kazde 100 zl. zamienia
si¢ na 104 zl., stad, ile razy 104 mieéci sie w walucie wekslu 468,
tyle razy za ten weksel trzeba zaptaci¢ po 100 zi.

za 104 zi. 100
T T s
100 . 468
»w 468 — 3 73 450.

Za weksel trzeba zaptaci¢ 450 zi.

Sposob, zapomoca ktérego rozwiazalismy zadanie, nazywa sie
dyskontem matematycznym. Dyskont matematyczny w praktyce nie
jest stosowanym. W zyciu praktycznem stosujemy tylko dyskont
handlowy.
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Przy rozwiazywaniu danego zadania odejmowalismy od kazdych
104 zi. waluty 4 zl. odsetek, a przy dyskoncie handlowym odejmu-
jemy 4 zl. odsetek od 100 zl. waluty.

Przy dyskoncie handlowym zadanie powyzsze po odnalezieniu
odsetek za 8 miesiecy od 100 zlotych rozwiagzemy tak:

zamiast 100 zl. zaptacimy 96 =zl

1 s
" " " T00 9

96 . 468
” 468 1] 1" _'ﬁo_ — 449,28 Zl.

Przy dyskoncie matematycznym dyskont wynosit 18 zi., a przy
handlowym 18,72 zi, z tego widaé, ze dyskont handlowy jest wiekszy
od matematycznego.

Przy rozwiazywaniu zadan bedziemy positkowali si¢ tylko dy-
skontem handlowym.

Dyskont handlowy.

257. Ile wyniesie dyskont po 8°0 od wekslu, wystawionego
na 600 zl. i wykupionego 3 miesiagce przed terminem?

258. Ile wyniesie dyskont po 8% od wekslu, wystawionego
na 360 zl. i wykupionego 20 dni przed terminem?

259. Oznacz dyskont z wekslu, wystawionego na 3600 zl., po
6% i wykupionego 7 miesiecy przed terminem.

260. Ile wyniesie dyskont po 44° od wekslu, wystawionego
na 7212 zl. i.wykupionego 14 roku przed terminem?

261. Znajdz dyskont po 53° od wekslu, wystawionego na
1224 franki i zdyskontowanego 1} roku przed terminem.

262. lle nalezy zaplaci¢ za weksel, wystawiony na 2540 zl.
1 sprzedany dwa miesiace przed terminem, jezeli bedziemy dyskon-
towali po 6°0?

263. Ile trzeba zaplaci¢ za weksel, wystawiony na 10800 zl.
i sprzedany 42 dni przed terminem, dyskontujac po 5%0?

264. Zdyskontowano weksel na 1440 zl. po 5%; termin plat-
no$ci jest za 1 rok 2 miesiace 4 dni. Ile zaptacono za ten weksel?

 265. Zdyskontowano weksel, wystawiony na 6012 frankow

po 73%0 na 1} roku przed terminem. Ile otrzymano za weksel?

266. Ile zaplacono za weksel, wystawiony na 1000 zlotych
i platny 9 czerwca, jezeli dyskontowano go 15 maja po 3%0?
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267. lle nalezy zaplaci¢ za weksel, wystawiony na 3200 ziL
i platny 15 grudnia, dyskontujac go 23 pazdziernika po 4%°0?

268. Oznacz sume, na jaka byl wystawiony weksel, jezeli za
niego zaplacono 2336 zl. 4 miesiace przed terminem ptatnosci,
dyskontujac go po 8%o.

269. Kupiono weksel, ktérego termin uptywal za 1 rok 8
miesiecy i zaplacono za niego 2121 zl. Na jaka sume byt wysta-
wiony weksel, jezeli potracili sobie 74°0 za czas pozostaly do
dnia platnosci wekslu?

270. Kupiono weksel za 675 zi. 40 gr., platny za 2 lata 10
miesiecy. Na jaka sume byl wystawiony ten weksel, jezeli dyskon-
towali go po 62°0?

271. Za weksel, ktérego termin uplywal za 1 rok 2 miesiace
5 dni, zaplacono 6562 zi. 50 gr. Na jaka sume byl wystawiony
ten weksel, jezeli potracili sobie 71 za czas, pozostaly do dnia
platnosci?

272. Fabrykant nabyl weksel za 7577 zi. 81 gr., platny za 1
rok 5 miesiecy. Na jaka sume byl wystawiony ten weksel, jezeli
fabrykant potracit sobie 7°0 za czas, pozostaly do dnia platnosci?

273. Weksel, ktoérego ltermin uplywal za | rok 24 dni, wy-
stawca wykupil za 10293 zi. 12 gr. Na jaka sume byl wysta-
wiony ten weksel, jezeli potracil za czas, pozostaly do dnia pla-
tnosci 429/?

274. Dyskont z wekslu, ktérego termin uplywa za 6 mie-
sigcy, wynosi 158 zt. 67 gr. Na jaka sume wystawiony byl [weksel,
jezeli go dyskontowano po 8%°/0?

275. Dyskont z wekslu, wykupionego 4 miesiace przed termi-
nem, wynosi 186,11 z. Na jaka sume byl wystawiony ten weksel,
jezeli go dyskontowali po 72%0?

276. Dyskont z wekslu, wykupionego 6 lat przed terminem,
wynosil 2880,24 franka. Na jaka sume byl wystawiony ten weksel,
jezeli byl zdyskontowany po 8,8°/0?

277. Sprzedano weksel 34 miesiaca przed terminem platnosci
z dyskontem po 41°. Na jaka sume¢ byl wystawiony ten weksel,
jezeli dyskont wynosit 44 zl. 62§ gr.?

278. Dyskont z wekslu, wystawionego na 2244 zi. i sprze-
danego 5 miesiecy przed terminem, wynosit 43 zi. 1 gr. Ile pro-
cent liczono dyskont?
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279. Dyskont z wekslu, wystawionego na 48240 zl. i wyku-
pionego 5¢ miesiecy przed terminem platnosci, wynosi 868,32 zl.
Ile procent liczono dyskont?

280. Dyskont z wekslu, wystawionego na 7200 zl. i wyku-
pionego 244 dni przed terminem, wynosi 380 zi. 64 gr. Ile pro-
cent liczono dyskont?

281. Przy jakim procencie dyskontowano weksel, wystawiony
na 2542 zb. i wykupiony 6 miesiecy przed terminem, jezeli dyskont
wynosi 114 zl. 39 gr.?

282. Weksel, wystawiony na 800 frankéw, sprzedano 5 mie-
siecy przed terminem za 720 frankéw. Ile procent liczono dyskont?

283. Weksel, wystawiony na 2136 zl.,, sprzedano 1 rok 5
miesigcy przed terminem za 1939,31 zt. Ile procent liczono dyskont?

284. Za weksel zaplacono 3540 zl. 95 gr. zamiast 3624 zi.
5 miesigcy przed terminem platnosci. Ile procent liczono dyskont?

285. Za weksel, ktorego termin uptywal za 250 dni, zaptacono
7009 zl. 874 gr., zamiast 7236 zi. le procent liczono dyskont?

286. Za weksel, wystawiony na 2436 zl., zaplacono 44 mie-
sigca przed terminem 2399 zl. 46 gr. Ile procent liczono dyskont?

287. Na jaki czas przed terminem zdyskontowano weksel,
wystawiony na 2544 franki, jezeli dyskont po 6°/¢ wynosit 63,6 franka?
288. Na jaki czas przed terminem wykupiono weksel, jezell
za niego zaplacili 7004 zl. zamiast 7200 zl., liczac dyskont po 4°/0?

289. Za weksel zaptacono 7127 zi. 46 gr., zamiast 7236 zl.,
dyskontujac go po 5%%. Na jaki czas przed terminem wyku-
piono weksel?

290. Ile czasu przed terminem wykupiono weksel, wystawiony

" na 8424 zl., jezeli dyskont po 5%/ wynosi 175 zi. 50 groszy?

291. Dyskont z wekslu, wystawionego na 648 zl. po 4%,
wyniost 16 zt. 20 gr. Ile czasu przed terminem zdyskontowano
ten weksel?

292, Dyskont z wekslu, wystawionego na 525 frankéw po
6,80, wynosi 26,775 fr. Ile czasu przed terminem zdyskontowano
ten weksel ?

293. Za weksel, wystawiony na 4560 zl., zaptacono 90 dni
przed terminem 44688 zt. Po ile procent dyskontowano weksel?
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294. Kupiec musi zaplaci¢ za weksel po 6 latach 6000 zi.,
kredytor zgadza si¢ przyjaé¢ zaraz 3600 zl. Po ile procent liczono
dyskont?

295. Ktos kupit dom i zamiast gotowki dal weksel na 4600
dolar6w platny po roku; lecz 64 miesiaca przed terminem wykupil
weksel i zaplacil 4301 dolaréw. lle procent liczono dyskont.

296. Ktos sprzedal weksel, wystawiony na 3500 zl., za 3430
zt. 4 miesiace przed terminem. Ile procent liczono dyskont?

297. Za weksel, wystawiony na 420 zl., zaptacono 7 miesiecy
przed terminem 408 zl. 24 gr. Ile procent liczono dyskont?

298. Za weksel, wystawiony na 8544 zl., zaplacono 8 miesiecy
przed terminem 8116 zl. 80 gr. Ile procent liczono dyskont?

299. Kupiec mial weksel na 11745 zl., platny 14 pazdziernika
1925 roku; 14 sierpnia tegoz roku sprzedal weksel za 11639 zi 291
gr. Po ile procent dyskontowano weksel?

300. Za weksel po odliczeniu dyskonta po 5%%; zaplacono
2685 zi. 68 gr. na rok przed terminem. Na jaka sume byt wysta
wiony weksel? 3

301. Kupiec sprzedal na rok przed terminem weksel za 4351
zt. 50 gr. Na jaka sume byl wystawiony weksel, jezeli dyskon-
towali go po 3,3%0?

302. Ktos, pozyczajgc 7800 zl., dal weksel na 1 rok 8 mie-
siecy i doliczyl do wypozyczonej sumy odsetki, liczac po % na
miesigc. Na jaka sume byt wystawiony weksel?

303. Za weksel, zdyskontowany 6} miesiaca przed terminem,
otrzymano 4320 zl. 42 gr., dyskontujac go po 8% Oznacz walute.

304. Kupiec dal za towar weksel na 3416 zl., platny po roku.

Po pewnym czasie wykupil weksel i zaplacit 3307 zI. 11 gr., liczac
dyskont”po 81°. Po ilu miesiagcach od czasu wystawienia weksel

zostal zaplacony?

305. Termin wekslu, wystawionego na 8525 zl, przypadal
24 marca 1927 roku, lecz wykupiono weksel wczesniej i zaplacono
7450 z1. 85 gr., liczac dyskont po 82%. Kiedy wykupiono ten weksel?

306. Fabrykant sprzedal 5 marca 1919 roku towaru za 9000 zt.;
polowe pienigdzy otrzymal zaraz, a na reszte wzial weksel, platny
5 wrzes$nia 1920 roku. lle moze otrzyma¢ zaraz, jezeli weksel zdy-

skontowano po 6°/?
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307. Dtluznik wykupuje od swego wierzyciela weksel, wysta-
wiony na sume¢ 840 zl. na 5 miesiecy przed terminem. Ile traci na
tem wierzyciel, jezeli dyskont liczono po 64°/0?

308. Ktos nabyl dom' za 280000 zi. i zaplacil przy kupnie
tylko 4 wartosci domu, a na pozostala sume wydal pismienne zo-
bowiazanie (rewers), ze sume wraz z odsetkami po 8,4%o uisci za
1 rok 5 miesigcy. Ile powinien zaplaci¢ w oznaczonym czasie?

309. Kupiec zdyskontowal 20 kwietnia 2 weksle: na 900 zi.,
platny 15 maja i na 960 zl., platny 15 czerwca. Ile otrzymal za te
weksle, jezeli z pierwszego dyskont wynosil 8%0., a z drugiego 6°/0?

310. Sprzedano weksel za 1120 zl. 10 miesigcy przed termi-
nem platnosci, dyskont liczono po 8°/o. Na ile zlotych byl wystawiony
weksel?

311. Sprzedano weksel za 839 zi. 50 gr. na 1 rok 3 miesiace
przed terminem platnosci; dyskont liczono po 7°%. Na ile zlotych
byt wystawiony weksel?



Geometrja.

1. Opisz szescian i nakresl siatke dowolnego szescianu. Zba-
daj model szescianu.

Szescian jest ograniczony sze$cioma réwnemi kwadratami,
z ktérych kazde dwa przylegle sa prostopadle, kazde za§ dwa
przeciwlegle sa réwnolegle. Kazde dwie S$ciany szescianu stykaja
si¢ wzdtuz linji, zwanych krawedzami. Szescian ma 12 krawedzi
(8 krawedzi, otaczajacych podstawy, zwanych krawedziami u pod-
staw i 4 krawedzie, zwane bocznemi). Wszystkie krawedzie sze-
§cianu sa sobie réwne.

Kazda krawedz jest prostopadia do czterech innych i réwno-
legta do trzech innych krawedzi. Trzy sciany szescianu, stykajac
sie, schodza sie w jednym punkcie, zwanym wierzchotkiem. Sze-
$cian ma 8 wierzchotkow.

Wskaz przedmioty, ktére budowa swa przypominaja szescian.

Wskaz na modelu szescianu: 1) krawedzie boczne, 2) kra-
wedzie u podstaw, 3) krawedzie prostopadle, 4) krawedzie réwno-
legte, 5) wierzchotki.

Jakie proste nazywamy prostopadlemi, a jakie réwnolegltemi?

Zapomoca jakiego przyrzadu mozna sig¢ przekonaé, czy dwie
proste sg do siebie prostopadle? przekonaj si¢ zapomoca wegielnicy,
czy §ciany sze$cianu zawsze sa do siebie prostopadte.

Wskaz na modelu szescianu pary krawedzi, ktére chociaz nie
stykaja sie, lecz nie sa rownolegte. Jak nazywamy takie linje?

2. Nakresl kilka niejednakowych kwadratéw, w czem sa po-
dobne te kwadraty i czem sie réznia.

3. Poprowadz prostopadla do danej prostej przez dany jej
punkt: 1) przy pomocy ekierki, 2) przy pomocy cyrkla i linijki.
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4. Poprowadz prostopadla do danej prostej przez punkt,
zewnatrz niej lezacy: [1) przy pomocy ekierki, 2) przy pomocy
cyrkla i linijki.

5. a) Przez punkt, zewnatrz prostej lezacy, poprowadz do tej
prostej linje rownolegla: 1) przy pomocy ekierki, 2) przy pomocy
cyrkla i linijki, b) Jakie znasz wlasnosci katéw, utworzonych przez
dwie réwnolegle i sieczna.

6. a) Nakresl: 1) kilka katéw prostych, 2) kat pétpeiny,
3) pelny. b) Czy moga byé rézne katy: 1) proste, 2) péipelne,
3) petne?

Wszystkie kqty proste sq réwne.

7. a) Nakresl kilka katow: 1) ostrych, 2) rozwartych. b) Czy
wielkosé kata zalezy od dlugosci ramion?

8. a) Co nazywamy stopniem katowym? b) Ile stopni ma
kat: 1) prosty, 2) poélpelny, 3) pelny. c¢) Utwérz zapomoca rozsu-
wania nézek cyrkla: 1) kat ostry, 2) kat rozwarty, 3) kat prosty,
4) poétpeiny, 5) peiny.

9. a) Jakie katy nazywamy przyleglemi? b) Ile stopni wy-
nosi suma katéow przylegltych.

10. a) Jakie katy nazywamy wierzchotkiem przeciwlegte?
b) Jaka jest wlasnosé¢ katéw wierzchotkiem przeciwlegtych?

11. Opisz graniastostup kwadratowy prosty i nakresl jego
siatke. Zbuduj model graniastostupa kwadratowego prostego.

12. Opisz prostopadloscian i nakresl jego siatke. Zbuduj mo-
del prostopadloscianu.

13. a) Nakresl kilka prostokatéw. b) Czem sie r6znia prosto-
katy i w czem sa podobne?

14. Figure, jaka widzisz na rys. 1 nazywamy kofem.

Koto kreslimy zapomoa cyrkla.

Krzywa linja, ograniczajaca kolo, nazywa si¢ okregiem.

Wszystkie punkty na okregu, sa jednakowo odlegte od jednego
punktu, zwanego srodkiem kola.

Odcinek, laczacy jakikolwiek punkt okregu ze s$rodkiem, na-
zywa sie promieniem.

Wszystkie promienie tego samego kola sa rowne.

Kota o jednakowych promieniach sa réwne; kola o niejedna-
kowych promieniach nie sa rowne.
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Rys. 1,

Odcinek," laczacy’ dwa punkty okregu, nazywa sie cleciwg.
(rys. 2).

Jezeli cieciwa przechodzi przez srodek kota, wowczas nazywa
sie $rednicq.

Srednica jest to podwéjny promies.

Srednica jest najwieksza z cieciw.

Rys. 2.

Czes¢ okregu nazywamy {ukiem.

Czes¢ kota, ograniczona 2 promieniami i lukiem, nazywamy
wycinkiem. :

Czes¢ kota, ograniczong cieciwa i tukiem, nazywamy odcinkiem.

15. Nakresl kolo o promieniu: 1) 4 cm, 2) 35 mm i zmierz
dlugo$é¢ srednicy kazdego kotla.

16. Nakresl kotla, ktérego srednica bytaby réwna: 1) 8 cm,
2) 50 mm.

Rachunki. — Czeéé VL 9
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a) Nakresl 2 kota o promieniach réwnych; wytnij je i poléz
jedno na drugiem. Co zauwazysz?

b) Wykonaj to samo z kotami o promieniach réznych. Co za-
uwazysz?

17. a) Nakresl kolo o promieniu 3 cm; nastepnie w kole tem
nakresl dwie cieciwy kazda dlugosci 2 cm; wytnij powstate odcinki
i nal6z jeden na drugi. Co zauwazysz? Czy te odcinki pokryja sig?

b) Nakresl dwa kota o promieniu 2 mm; w kazdem z nich
nakresl cieciwe tej samej dlugosci, wytnij powstale odcinki i naléz
jeden na drugi. Czy te odcinki pokryja sie?

c) Nakresl dwa kota: jedno o promieniu 3 cm, drugie o pro-
mieniu 4 cm; nastepnie w kolach tych nakres! cieciwy tej samej
dlugosci po 2 cm; wytnij powstate odcinki i naléz jeden na drugi. Czy
te odcinki pokryja sie?

W tem samem kole, lub w kolach réwnych, réwnym cieciwom
odpowiadajq réwne luki.

a) Sprawdz, ze réwnym lukom w tem samem kole, lub w kolach
16wnych odpowiadajg réwne cigciwy.

Kola o tym samym promieniu sq réwne, za$ kola o rézinych
promieniach sq nieréwne.

18. Nakresl kolo i przegnij je wzdluz srednicy. Co zauwazysz?

Czesci kota, na ktore dzieli koto s$rednica, pokryja sie, czyli
ze §rednica dzieli kolo na dwa pélkola, inaczej dzieli je na polowy.

19. Nakresl siatke i zbuduj model prostopadtoscianu. Nastepnie
rozetnij go wzdluz przeciwleglych krawedzi. Gdy nalepimy odpo-
wiedni prostokatny kawatek papieru na $ciane przekroju, otrzy-
mamy bryle, ktérej podstawa jest figura zwana tréjkgtem.

Tréjkat otrzymamy, laczac parami trzy punkty, nprz. A, B i C,

Rys. 3.

nie lezace na jednej (rys. 3) prostej; punkty A, B i C nazyWamy
wierzchotkami, odcinki AB, BC, CA — bokami tréjkata.
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Zamiast wyrazu ,trojkat uzywamy znaku A. Boki trojkata
tworza linje lamana zamknieta, zwana konturem tréjkata.

Suma bokéw tréjkata zowie sie jego obwodem. Kazdy tréjkat
ma 3 katy: 1, 2 i 3 i trzy boki. Méwimy, ze kazdy bok tréjkata
lezy naprzectw jednego z katéw, nprz. bok AC {rys. 3) lezy na-
przeciw kata 2 (£« ABC), bok BC — naprzeciw kata 1 (£ BAC)
i t. d.; méwimy réwniez, ze bok tréjkata jjest przylegly do kata,
nprz. bok AB jest przylegly do katéow: 1 (~*BAC) i 2 (£ ABC).

Zazwyczaj bok, na ktorym sie trojkat wspiera, nazywamy
podstawq trojkata. Na rys. 3 podstawg A ABC jest bok AB;
podstawa tréjkata moze by¢ ktérykolwiek z jego bokow.

Jezeli na ramionach kata BAC (rys. 4), poczynajac od wierz-
chotka jego A, odmierzymy dwa odcinki réwne: AB i AC i popro-

Rys. 4.

wadzimy odcinek BC, wéwczas otrzymamy A BAC, w ktérym dwa
boki sa réwne; trojkat taki zowie sie réwnoramiennym. Réwne
boki jego zowia si¢ ramionami; a bok nieréwny podstawq tego
trojkqta.

20. Nakresl tréjkat rownoramienny, w ktérym: 1) podstawa
réwna si¢ 4 cm, a rami¢ 5 cm, 2) podstawa rowna sie 7 cm, a ra-
mi¢e 9 cm.

B

Rys. 5
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21. Nakresl dowolny tréjkat réwnoramienny (rys. 5), nastep-
nie poprowadz prosta BD tak, by kat ABD byt réwny katowi DBC.

Uwaga. Prosta, poprowadzona przez wierzcholek kata i dzie-
laca go na polowe, zowie sie¢ dwusieczng kqta.

Zegnij rysunek wzdtuz dwusiecznej BD. Co zauwazysz?

a) podstawa AC w punkcie D przeciecia sie z dwusieczna
BD zostala podzielona na polowe (AD = DC).

b) Kat BCD pokryje kat BAD, co wyrazamy méwiac, ze kat
BCD jest réowny katowi BAD.

c) £ ADB= / CDB, poniewaz zas sa to katy przylegle, wiec
kazdy z nich jest katem prostym, inaczej prosta BD jest prosto-
padla do podstawy AC, co wyrazamy piszac BD 1 AC

d) A CBD pokryje A BDA, czyli prosta BD dzieli caly tréj
kat na dwie czesci réwne.

Uwaga. Zamiast méwi¢, ze dwa tréjkaty sa takie, ze sie wza-
jemnie pokrywaja, albo, ze sa podobne ksztaltem i réwne wielkos-
cia, méwimy, ze takie trojkaty sa przystajgce, lub tez, ze sa réwne.

Wiec (rys. 5) A CDB = A ADB.

W réownych tréjkatach boki i katy jednego s3 réwne odpo-
wiednim bokom i katom drugiego, mianowicie réwne boki, lezace
naprzeciw rownych katéw, i réwne sa katy, lezace naprzeciw réow-
nych bokéw.

Zatem: a) dwusieczna kata przy wierzchotku w tréjkacie row-
noramiennym jest jednocze$nie $rodkowq (t. j. odcinkiem, laczacym
wierzchotek tréjkata ze srodkiem przeciwleglego boku) i wysokoscia
(t. j. prosta, poprowadzona przez wierzcholek tréjkata prostopadle
do jego podstawy) i

b) w tréjkacie réwnoramiennym katy przy podstawie sa rowne.

O tréjkacie rownoramiennym ABC méwimy réwniez, ze jest
figura symetryczna wzgledem prostej BD, ktéra w tym wypadku
nazywamy osiq symetrji.

22. Na podstawie Nr. 21 wyjasnij na rysunku, ‘jak znalez¢é
w danym tréjkacie réwnoramiennym jego o symetrji.

23. Nakresl tréjkat réownoramienny, majacy rami¢ rowne 5 cm.
i kat przy wierzchotku = 120° i wyznacz jego o$ symetrji.

24. Wskaz o$ symetrji kola. Ile osi symetrji posiada kolo?

25. Jezeli z punktu, nprz. C, lezacego zewnatrz prostej AB
(rys. 6), poprowadzimy prostopadla do tej prostej i przedluzymy ja
na druga strone tak, by CO = OD, to gdy zegniemy rysunek wzdluz
AB, wéwczas punkty C i D pokryja sie.
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Rys. 6.

Moéwimy, ze punkty C i D sa symetrycznie potozone wzgledem
osi AB.

26. Nakresl odcinek symetryczny do danego odcinka AB
wzgledem danej osi symetrji xy. W tym celu szukamy punktéow
symetrycznych dla korficow odcinka, t. j. dla punktéw A i B. Pun-
ktami symetrycznemi niech beda A; i B:. faczac punkt Ai z pun-
ktem B linjg prosta, otrzymujemy odcinek Ai B: jako symetryczny
wzgledem odcinka AB (rys. 7).

-

N .
:’\ﬁ

X

Rys. 7.

27. Nakresl odcinek symetryczny do odcinka pochylego, dtu-
gosci 4 cm, jezeli o§ symetriji jest: 1) pozioma, 2) pionowa.

28.. Nakresl odcinek symetryczny do odcinka poziomego, dtu-
gosci 3 cm, jezeli o$ symetrji jest: 1) pozioma, 2) pionowa.

29. Nakresl odcinek symetryczny do odcinka pionowego, ditu-
gosci 5 cm, jezeli 0§ symetrji jest: 1) pozioma, 2) pionowa.

30. Nakresl przy pomocy cyrkla i linjalu kat réwny katowi
danemu.
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Niech bedzie dany / ABC (rys. 8).

g

Rys. 8.

Dookota wierzchotka B danego kata kreslimy dowolnym pro-
mieniem luk DE, nastepnie dookola punktu F prostej FX zataczamy
tym samym promieniem luk GH; wreszcie odmierzamy cyrklem
réwne ltuki: tuk DE réwny tukowi GH i punkt G laczymy z pun-
ktem F. Kat GFH bedzie rowny katowi ABC.

31. Nakresl katy réowne katom, ponizej podanym (rys. 9).

S

Rys. 9.

32. Dany kat podziel na polowe.

Azeby podzieli¢ kat dany na polowe, wystarczy zrobi¢ go
katem przy wierchotku w tréjkacie réwnoramiennym.

W tym celu (rys. 10) z wierzchotka A danego kata przy pomocy
cyrkla zataczamy dowolnym promieniem tuk, ktéry przetnie ramiona
kata, nprz. w punktach C i B. Nastepnie z punktéw przeciecia
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C i B opisujemy jednakowym promieniem tluki, przecinajace sie
nprz. w punkcie D. (Jakiej dlugo$ci powinien by¢ ten promien,
azeby tuki sie przeciety?). Wreszcie laczymy punkt D z punktem A.

Prosta AD dzieli dany kat na polowg. Wyjasnij dlaczego?

Gdy punkty C i B polaczymy prosta, wéwczas otrzymamy dwa
tréjkaty réwnoramienne (dlac¢zego rownoramienne?) CAB i CDB,
majace wspélnag podstawe; dla obydwuch tych trojkatéw prosta AD
bedzie wspélna osig symetrji i dwusieczna kata A.

33. Nakresl kat ostry i podziel go na polowe. Nastepnie
z dowolnego punktu nprz. M dwusiecznej AD (rys. 11) poprowadz
prostopadte MN i MP do ramion kata.

Poréwnaj diugos¢ odcinkéw MN i MP. Wytnij cala figure, -
zegnij ja wzdluz dwusiecznej AM. Co zauwazysz?

Rys. 11.

Kazdy punkt dwusiecznej jest jednakowo odlegly od ramion kqta
i dwusieczna AM dzieli figure PANM na dwie symetryczne czeci.

Z tego powodu dwusieczng kqta nazywamy osiq symetrji kqta.

34. . Dany kat podziel na 4, 8, 16 réwnych czesci.

35. Nakresl katy przylegte i podziel kazdy z nich na polowe.
Jaki kat utworza dwusieczne tych katéow: prosty, ostry czy roz-
warty? Dlaczego?

36. Nakresl trojkat réwnoramienny, ktéry mialby podstawe
rowng 6 cm i kat przy podstawie rowny 35° Dzielac kat przy
wierzchotku tego tréjkata na polowe, wyznacz jego o symetriji.

37. Nakresl trojkat prostokatny, majacy przyprostokatne réwne
odpowiednio 3 cm i 4 cm; nastepnie nakresl trojkat symetryczny
do niego wzgledem jednej z przyprostokatnych, jako osi symetrji.
Jaka figure utworza obydwa tréjkaty razem?
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38. Nakresl dowolny trojkat i zewnatrz niego prosta, a naste-
pnie nakresl tréjkat symetryczny do poprzedniego wzgledem danej
prostej, jako osi symetriji.

39. Wykonaj kilka modeli tréjkatéow, z ktérych kazdy mialby
boki réwne trzem odcinkom danym, nprz. 3 cm, 4 cm i 5 cm. Po-
16z nastepnie modele tréjkatéw na sobie. Co zauwazysz?

Z trzech odcinkéw nie mozna zbudowaé réznych tréjkqtéw, wszy-
stkie bowiem tréjkqty, z nich zbudowane, pokrywajq sie zupelnie, ina-
czej, ze sq przystajgce, czyli réwne.

40. Nakre$l trojkat, ktory mialby dwa®boki réwne dwom od-
cinkom danym i kat utworzony przez te boki réwny katowi danemu.

A%

(¥a)

Rys. 12.

W tym celu (rys. 12) budujemy kat EFG réwny katowi dane-
mu p.; na ramionach / EFG odmierzamy odcinki FK i FL, réwne
odcinkom AB i CD. Laczac odcinkiem punkty L i K, otrzymamy
zadany trojkat.

Nakres$l jeszcze jeden trojkat, ktéry mialby 2 boki, rowne tym
samym 2 odcinkom, i ten sam kat. Wytnij modele obydwu tréjka-
tow i kladac je na sobie, sprawdz, czy te tréjkaty pokryja sig.

Przekonywamy sie, ze dwa tréjkqty, majqce po 2 boki odpowie-
dnio parami réwne i po jednym réwnym kqcie, zawartym pomiedzy
temi bokami, sq przystajgce, czyli réwne.
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41. Nakresl trojkat, majac dany bok i dwa katy przylegte do
tego boku.

A

M

Rys. 13.

W tym celu (rys. 13) na dowolnej prostej MN odmierzamy
cyrklem odcinek CD = AB; poczem budujemy przy punktach C i D
z jednej strony prostej MN katy: ~ ECD= / ni ~ EDC = / m.
Ramiona tych katow CE i DE przetng tak w jednym punkcie E.
Troéjkat CED jest zadanym tr6jkatem.

Wyjaénij, czy na podstawie tych samych katéw i boku dane-
go mozna zbudowa¢ tréjkat, odmienny od poprzedniego.

Dwa tréjkgty, majqgce po jednym boku i po dwa kqty, przylegle
do tego boku, parami réwne, sq przystajqce.

42. Nakre$l trojkaty, majac dane boki: 1) 4 cm, 3 crr;, 2 cm;
2)5cm, 3 cm, 4 cm; 3) 8 cm, 3 cm, 5 cm; 4) 1 cm, 2 cm, 3 cm.
Co spostrzegasz? Czy wszystkie zadania sa wykonalne? Czy moz-
na wykre§li¢ trojkat, jezeli suma 2 bokéw jest rowna lub mniejsza
od boku trzeciego?

Kazdy chociazby najwickszy, bok tréjkqta musi byé mniejszy od
sumy dwu innych bokéw, kazdy bok tréjkgta musi byé wiekszy od
réznicy dwu innych bokow.
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43. Czy mozna nakresli¢ trojkat, ktérego boki wynosityby:
1) 10 cm, 4 cm, 9 cm; 2) 6 cm, 4 cm, 2 cm; 3) 6 cm, 1 cm, 2 cm?

44. Oblicz boki tréjkata réwnoramiennego, jezeli obwad jego
wynosi 25 cm, a roznica pomigedzy jednem z ramion i podstawa wy-
nosi 1,7 cm,

45. Nakreél trojkaty, ktéreby mialy wszystkie boki réwne,
nprz. 1) 3 cm, 2) 4 cm, 3) 6 cm, 4) 2 cm.

Tréjkqt, majgcy wszystkie boki réwne, nazywa sie rownobocznym.

46. Nakresl dowolny tréjkat ré6wnoboczny, i wyznacz jego osi
symetrji.

Ile osi symetrji ma trojkat réwnoboczny? Poniewaz kazdy z
wierzchotkéw trojkata réwnobocznego mozna przyjaé za wierzcho-
tek tréjkata réwnoramiennego, przeto kazdy tréjkat réwnoboczny
mozna ftrojako uwaza¢ za trojkat rownoramienny; zatem tréjkat
ré6wnoboczny ma... osi symetrji?

Z powyiszego wynika rowniez, Ze wszystkie kqty w trojkqcie
réwnobocznym, sq sobie réwne.

47. Wyznacz osie symetrji tréjkata réwnobocznego o boku
= 5 cm.

48. Nakresl tr6jkat réwnoramienny, majacy podstawe réwna
4 cm i rami¢ rowne 6 cm i wyznacz jego o§ symetrji.

49, Nakresl tréjkat rownoboczny o boku rownym 8 cm i wy-
znacz jego osie symetrji.

50. Nakresl kolo i w niem cieciwe, nastepnie poprowadz w
temze kole $rednice prostopadia do cieciwy. Wrytnij kolo i model
przegnij wzdluz srednicy. Co zauwazysz?

Srednica prostopadta do cieciwy dzieli jq i tuk, przez niq pod-
party na polowe. Dlaczego?

51. Nakresl tréjkaty, majac dane 2 boki i kat, przyczem kat
winien by¢ przeciwlegtym do jednego z tych bokéw. Rozwaz 2 wy-
padki: .

1) dany kat jest przeciwleglym do wigkszego z danych bokéw,

2) dany kat jest przeciwleglym do mniejszego z danych bokéw.

Co zauwazysz?

Zawsze moZna nakreslié¢ tréjkqt, majgc dane 2 boki i kqt, lezq-
cy naprzeciwko wigkszego boku.

52. Nakresl trojkat, w ktérym jeden z katéw bylby rozwarty.

Troéjkat taki nazywamy rozwartokgtnym.

53. Nakresl trojkat, w ktérym jeden z katéw bylby prosty.
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Troéjkat taki nazywamy prostokgtnym, przyczem bok, lezacy na-
przeciw kata prostego, nazywa sie przeciwprostokqtng, a boki, two-
rzace kat prosty, przyprostokqtnemi.

54. Nakreél ré6wnoramienny tréjkat prostokatny i wyznacz je-
go o$ symetrji.

55. Nakresl dowolny tréjkat i przez jeden z wierzchotkéw
poprowadz réwnolegla do przeciwlegtego boku (rys. 14).

Rys. 14,

Jak nazwiesz katy: 1) 1 i 2 razem; 2) 3 i 4 razem?

Jaka znasz wlasnosé tych katéw?

Poniewaz /£ 1=2, £ 3= /£ 4, katy zas 2, 5, 4 razem tworza
kat potpelny, wiec suma kqtéw tréjkata wynosi 2d, czyli 180°.

56. Majac dane 2 katy tréjkata, nakresl kat trzeci. Czy za-
danie jest zawsze wykonalne?

57. Nakresl dwie proste rownolegle i trzecia przecinajaca je
i poprowapz dwusieczne 2 katéw wewnetrznych jednosironnych.
Jaki kat utworza te dwusieczne: ostry, prosty czy rozwarty?
Dlaczego?

58. Czy moznaby nakresli¢ takie trojkaty, ktére mialyby:
1) dwa katy proste, 2) dwa katy rozwarte? Dlaczego?

59. Jeden z katéw tréjkata ma 102°, drugi za§ — 17°. Oblicz
kat trzeci.

60. W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych zawiera 570.
Oblicz pozostate katy.

61. a) Oblicz katy w trojkacie rownobocznym. b) Podziel kat
prosty na trzy czesci rowne.

Wskazéwka. Na ramieniu kata prostego budujemy dowolny
trojkat rownoboczny, ktorego jednym z wierzchotkéw bedzie wierz-
chotek kata prostego.
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62. Czy moznaby nakresli¢ takie trojkaty, ktore mialyby na-
stepujace katy: 1) 17°, 20°, 98°; 2) 45°, 1379, 54°,

63. W tréjkacie réwnoramiennym kat przy podstawie = 36°.
Oblicz pozostate katy.

64. W tréjkacie rownoramiennym kat przy wierzchotku = 22° 30'.
Oblicz pozostale katy.

65. Opisz graniastostup tréjkatny prosty, majacy za podstawe:
1) tréjkat prostokatny, 2) tréjkat réwnoboczny, 3) tréjkat réwnora-
mienny, 4) tréjkat prostokatny réwnoramienny.

Nakresl siatki kazdego z poszczegdlnych graniastostupéw i zbadaj
odpowiednie modele (rys. 15).

Rys. 15.

66. Opisz graniastostup, w ktérym krawedzie boczne sa po-
chyle wzgledem podstawy i ktérego podstawy sa kwadrami (gra-
niastostup kwadratowy pochyty).

Ile $cian ma graniatostup kwadratowy pochyly?

Czy wszystkie $ciany sa jednakowe?

Ktore sciany sa jednakowe?
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Jakie jest polozenie wzajemne $cian przyleglych i przeciw-
legtych?

Ille wierzchotkéw i krawedzi ma ten graniastostup?

Ile ‘krawedzi zbiega si¢ w jednym wierzchotku?

Czy i jakie krawedzie s3 jednakowe?

Wskaz krawedzie prostopadle, pochyle, wichrowate, réwnolegte.

Czy $ciany boczne majg takie same katy, jak kwadrat lub
prostokat?

Jak sa skierowane wzgledem siebie przeciwlegle boki scian
bocznych?

Sciany boczne graniatostupa pochylego kwadratowego maia
ksztalt nizej podany (rys. 16).

3 ¢

; o

Rys. 16.

Czworokat (rys. 16), majacy dwie pary réwnoleglych bokow,
nazywa sig réwnoleglobokiem.

Zmierz katy rownolegloboku i por6wnaj je ze soba: co zauwazysz?

Kaqty, lez"qce naprzeciw siebie sq réwne, a przylegle do jednego
boku sq spetniajgce sie (czyli, ze suma ich wynosi 180°).

Z czterech listewek (dwu jednakowych dtuzszych i dwu jedna-
kowych krétszych) wykonaj model prostokata, laczac listewki, nprz.
gwozdzikami. Nastepnie zmien polozenie listewek tak, by one nie
tworzyly katéow prostych. Otrzymasz réwnoleglobok.

Czem sie rézni rownoleglobok od prostokata®?

Ktore boki réwnolegloboku sa réwne?

Czy prostokat jest rownoleglobokiem?

67. Nakresl rownolegtobok, majacy:

1) boki réwne 0,9 cm i5 cm i kat przez te boki utworzony = 55°.

2) boki réwne 13 dmi 0,6 dm i kat przez te boki utworzony = 30°.

70. a) Nakresl rownolegtobok, ktéry mialby wszystkie boki
réwne 4 cm i kat rowny 60°.

Réwnoleglobok, ktéry ma wszystkie boki réwne, a zaden kat
nie jest prostym, nazywamy rombem lub ukos$nikiem.

b) Jakie wlasnosci maja katy rombu?
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c) Jeden z katéw rombu zawiera 50°. Oblicz pozostale katy.

d) Zapomoca cyrkla i linijki zbuduj romb, majac dany bok i kat.

e) Nakre§sl romb, ktéry mialby wszystkie katy proste Czy
mozna nakresli¢ taki romb?

Jak nazywa sie taki romb?

f) Czy moznaby nakresli¢é romb, ktéry mialby: 1) wszystkie
katy ostre, 2) wszystkie katy rozwarte?

Kwadrat, prostokgt, romb sq réwnoleglobokami, gdyt przeciwlegle
boki sq réwne i réwnolegle.

68. Czworokat, majacy tylko jedna pare bokéw réwnoleglych,
nazywa sie ftrapezem (rys. 17). Réwnolegle boki nazywamy pod-
stawami trapezu.

v
/

Nakresl kilka trapezow.

Nakre$l kilka trapezéw, z ktorych jeden z nieréwnoleglych
bokéw jest prostopadly do podstaw.

Trapez taki nazywamy prostokgtnym.

Nakresl kilka trapezow, ktérych nier6wnolegle boki sa réowne.

Trapez taki nazywamy réwnoramiennym.

69. a) Nakresl osie symetrji odcinkéw:4 cm, 7 cm,8 cm, 9 cm.

Zmierz odleglosci jakiegokolwiek punktu osi symetrji od kon-
c6w danego odcinka. Co zauwazysz?

Jakikolwiek punkt osi symetrji danego odcinka jest jednakowo
odlegly od koricéw tego odcinka.

70. Nakresl dowolny tréjkat ostrokatny, t. j. tréjkat, ktorego
wszystkie katy sa ostre (rys. 18); nastepnie wykresl osie symetrji
dwu bokéw, nprz. AC i BC.



Rys. 18,

Czy punkt O przecigcia sig tych osi bedzie jednakowo oddalony od
wszystkich wierzchotkéw tréjkata, t. j. od punktéw A, BiC? Dlaczego?

Poniewaz punkt przecigcia si¢ osi symetrji bokéw AC i BC
jest jednakowo odlegly od punktéw A i B (koricéw odcinka AB),
przeto o§ symetrji boku AB przechodzi réwniez przez ten sam
punkt O, wigec wszystkie 3 osie symetrji bokéw trojkqta przecinajq sie
w jednym punkcie, ktéry jest jednakowo odlegly od wierzcholkéw tréjkqta.

B
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Jezeli przeto, polaczymy punkt przeciecia si¢ osi symetrji bo-
kow trojkata z ktorymkolwiek z wierzchotkow tego tréjkata nprz.
O z C (rys. 19) i z punktu O promieniem réwnym odcinkowi OC
zakreslimy okrag, wowczas okrag ten przejdzie przez wszystkie
wierzchotki tréjkata.

Moéwimy, ze okrqg ten jest opisany na tréjkqcie, lub tez, ze
trojkat jest wpisany w kolo.

71. a) Opisz kolo na tréjkacie réwnobocznym, ktérego bok
=1) 4 cm, 2) 5cm, 3) 6 cm, 4) 3 cm.

b) Opisz kolo na tréjkacie prostokatnym.

c) Opisz koto na tréjkacie rozwartokatnym.

d) Opisz koto na tréjkacie réwnoramienym; w kazdym z po-
wyzszych wypadkéw sprawdz pomiarem, ze punkt przecigcia sie
osi symetrji bok6w jest jednakowo odlegly od wszystkich wierzchotkéw.

Rys. 20. S

72. Nakresl o symetrji kata: 1) 40°, 2) 55°, 3) 135°. Jaka
wlasno$é ma o§ symetrji kata?
73. Nakresl dowolny trojkat nprz. A ABC. (Rys. 20).

Nastepnie poprowadz dwusieczne 2 katéw B i A: Czy punkt
przeciecia si¢ tych dwusiecznych jest jednakowo odlegly od wszyst-
kich bokéw tréjkata? Dlaczego?

Poniewaz punkt przeciecia sie¢ dwusiecznych katéw A i Bjest
jednakowo odlegly od ramion kata (bokéw CA i CB), przeto dwu-
sieczna kata C (osi symetrji kata C) przechodzi réwniez przez ten
sam punkt O; wiec wszystkie osie symetrji kqtéw tréjkqta przecinaiq
sie w jednym punkcie, ktéry jest jednakowo odlegly od bokéw tréjkqta.
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Jezeli, przeto, z punktu O przeciecia sie osi symetrji katow
trojkata, spuscimy prostopadla na jeden z bokéw (rys. 20) i z punktu
O promieniem réwnym OD zakre§limy okrag, wéwczas otrzymany
okrag zwie si¢ okregiem wpisanym w tréjkqt, o tréjkacie mowimy,
2e jest opisany na kole.

a) Wyznacz punkt przeciecia si¢ osi symetrji katow w tréjkacie:
1) ostrokatnym, 2) prostokatnym, 3) rozwartokatnym.

b) Sprawdz pomiarem w kazdym z poszczegélnych wypadkow,
ze odlegtosé tego punktu od wszystkich bokéw tréjkata jest jedna-
kowa. Nastepnie wpisz w tréjkat kolo.

74. Nakresl dowolny tréjkat: 1) réwnoboczny, ”2) réwnora-
mienny, 3) prostokatny, 4) réznoboczny.

Na kazdym z tych trojkatéw opisz kola, nastepnie w te same
trojkaty wpisz kola i' zauwaz, gdzie w kazdym z tych tréjkatow
leza srodki két wpisanych i opisanych.

Tylko w trojkacie rownobocznym srodek kota opisanego i wpi-
sanego w trojkat jest ten sam.

Tréjkat rownoboczny, ktéry jest jednoczesnie rownokatnym na-
zywamy tréikatgm foremnym.
75. Nakresl dowolny kwadrat (rys. 21).

a) Wykresl w kwadracie tym osie symetrji obu par przeciw-
leglych bokéw i udowodnij, ze osie te s3 do siebie prostopadle i ze
odcinki osi, zawarte wewnatrz kwadratu sa sobie réwne.

A
v

Rys. 21.

Rachunki — Czgsé VI 10
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b) Wykresl przekatna kwadratu i udowodnij, ze przekatna ta
dzieli kwadrat na 2 tréjkaty réowne. (Jakie to beda tréjkaty?).

Uwaga. Przekqtng nazywamy odcinek, lqczgcy przeciwlegle
wierzcholki czworokgqta.

c) lle przekatnych ma kwadrat?

d) Wykresl obydwie przekatne kwadratu i udowodnij, ze obie
przekgtne sq réwne, sa do siebie prostopadte i dziela si¢ na polowy.

e) Wykresl osie symetrji katéow kwadratu.

W jakim punkcie przecinaja si¢ osie symetrji katow kwadratu?
Czy w tym samym, co i przekatne?

f) Sprawdz, czy osie symetrji bokéw, tudziez osie symetrji
katow sa takze osiami symetrji calego kwadratu.

Wskazéowka. Zbadaj model i przegnij wzdluz osi.

Ile osi symetrji ma kwadrat?

Rys. 22.

g) Nakresl okrag, ktéryby przechodzil przez wszystkie wierz-
chotki kwadratu, (opisaé¢ okrag na kwadracie).

h) Wpisz koto w kwadrat.

i) Jakie cechy wspolne ma tréjkat réwnoboczny i kwadrat,
(boki réwne, katy rowne, srodek kola opisanego i wpisanego jest
ten sam).

Kwadrat jest czworokatem foremnym.

76. Nakresl dowolny romb, (rys. 22).

a) Wykresl przekatna rombu i udowodnij, ze ona dzieli romb
na 2 trojkaty réwne.

b) Wykres§l obydwie przekatne rombu, udowodnij, ze: 1) prze-
katne te dziela si¢ na polowy i 2) sa do siebie prostopadte.

c) Wykresl osie symetrji katow rombu. Co zauwazysz?

d) Sprawdz: 1) czy mozna wpisa¢ kolo w romb i 2) czy
mozna opisa¢ kolo na rombie.

Jezeli mozna, to jak znalezé $rodek i promien kota?
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77. Nakresl prostokat i oznacz w nim osie symetrji.

Ile osi symetrji ma prostokat?

Sprawdz: 1) czy mozna opisaé kolo na prostokacie i 2) czy
mozna wpisa¢ kolo w prostokat.

Znajdz $rodek i promien.

78. Nakresl dowolny réwnoleglobok, wytnij go i sprawdz na
modelu, czy o$ symetrji boku i 0§ symetrji kata jest jednoczesnie
osig symetrji rownolegloboku?

[le osi symetrji ma réwnolegtobok?

Czy mozna: 1) opisa¢ kolo na réwnolegloboku i 2) wpisaé
koto w réwnoleglobok ?

79. a) Nakresl trapez rownoramienny i na modelu sprawdz,
czy trapez rownoramienny jest figura symetryczna wzgledem osi.

Czy na trapezie rownoramiennym mozna opisa¢ koto?

Znajdz $rodek i promien?

b) Czy trapezy nier6wnoramienne sa symetryczne wzgledem osi?

Wiasnosci przekatnych w réwnoleglobokach.

W réwnolegloboku przekatne dzielg sic na polowy i kazda
z nich dzieli réwnoleglobok na 2 czeéci rowne, przyczem w kwa-
dracie i rombie kazda z przekatnych jest osig symetrji dla drugiej
(prostopadle wzgledem siebie), osia symetrji katéow i osia symetrji
calej figury.

W prostokacie i kwadracie przekatne sa sobie réowne.

Kota mozna opisa¢ na czworokatach, w ktérych suma przeciw-
legtych katéw wynosi 180", t.j. na kwadratach, prostokacie i trapezie
ré6wnoramiennym, przyczem S$rednica kola jest punkt przeciecia sie
osi symetrji bokow.

Kola mozna wpisaé w czworokat, ktérego dwie pary przyle-
gtych bokéw sa rowne, a wiec w kwadrat, romb i deltoid, przy-
czem srodkiem kola wpisanego jest punkt przecigcia si¢ osi sy-
metrji katow.

80. a) Procz trojkatow i czworokatow istnieja figury, majace
wiecej, niz trzy (cztery) boki. Figury te zaleznie od ilosci katéw
(bokéw) nazywamy pigciokatami, szesSciokatami i t. d. Ogélnie za$
nazywamy te figury wielokgtami.

Odcinek, laczacy dwa wierzchotki wielokata, nie lezace na
jednym boku, zowie sie przekgtng,
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b) Nakresl dowolny pigciokat i poprowadz wszystkie przekatne
z jednego wierzchotka.

Ile przekatnych mozina poprowadzié w pieciokacie z jednego
wierzchotka? Na ile trojkatow podzielony zostal pieciokat?

81. Nakresl dowolny: 1) szesciokat, 2) siedmiokat, 3) osmiokat,
i poprowadz z jednego wierzchotka wszystkie przekatne.

Ile przekatnych mozna bylo poprowadzi¢ w kazdym z poszcze-
gélnych wypadkow?

Na ile tréjkatow podzielony zostal kazdy z wielokatow?

Zauwazyles, ze z jednego wierzchotka w czworokacie mozna
poprowadzi¢ jedng przekatng (o trzy mniej, niz bokéw), w pigcio-
kacie dwie przekatne (o trzy mniej, niz bokéw) i t. d. A wiec wo-
gole: W wielokgcie z jednego wierzcholka mozna poptowadzié tyle
b;;ekqtnycb, ile dany wielokqt posiada bokéw mniej trzy. Ilosé zas
tré6jkatéow, na jakie zostanie podzielony wielokat przez przekatne,
poprowadzone z jednego wierzchotka wynosi o dwa mniej, niz liczba
bokéw wielokata.

82. a) Wielokat, ktory widzisz na rys. 23 nazywa sie wielo-
katem wypuktym.

b) Wielokat, ktory widzisz na rys. 24 nazywa sie wielokatem
wklestym.

W dalszym ciggu moéwiac o wielokatach, bedziemy mieli na
mysli wielokaty wypukle.

Suma bokéw wielokatéow nazywa sie obwodem.

c) Nakresl odcinki réwne obwodom ponizszych figur (rys. 23—27).

Rys. 23. Rys. 24.
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Rys. 25.

Rys. 26

Rys. 217,

d) Oblicz obwéd kwadratu o boku =8 m.

e) Pole ma ksztalt prostokata, ktérego dlugosé wynosi 17 m,
za$ szeroko§é 7 m. Oblicz obwéd tego prostokata.

f) lle trzebaby zaplaci¢ za oparkanienie ogrédka, majacego
ksztalt prostokata o wymiarach 15,5 m, i 7,5 m, jezeli metr biezacy
parkanu kosztuje obecnie... z1.?

g) Obwéd tréjkata rownoramiennego wynosi 14,6 m, jego ramie
ma 5,3 m. Oblicz podstawe?

h) Obwéd kwadratu wynosi 18 m. Oblicz boki?

i) Obwéd tréjkata réwnobocznego wynosi 7,2 dm. Oblicz
jego baoki.

j) Obwéd trapezu réwnoramiennego wynosi 5,08 m; podstawy
jego maja 2,4 m i 1,04 m. Oblicz pozostate boki.
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83. Nakresl siatki i zbuduj modele graniastostupé6w prostych,
w ktérych podstawa bylby: 1) kwadrat, 2) prostokat, 3) romb,
4) trapez rownoramienny, 5) pieciokat, 6) szesciokat.

84. Nakresl dowolny czworokat i podziel go zapomoca prze-
katnej na trojkaty.

a) Na ile tréojkatéow podzielony zostal czworokat?

b) Oblicz sume¢ katéw czworokata. Poniewaz katy obydwu
trojkatéw, na jakie dzieli czworokat przekatna, zarazem tworza
wszystkie cztery katy czworokata, suma za§ katéw w trojkacie =
180° przeto suma katow czworokata bedzie:

180°.2 = 360°

c) Oblicz sume katéw pieciokata.

Rozwiazanie.

Przekatne, wyprowadzome z jednego wierzchotka, dziela piecio-
kat na 3 trojkaty (o 2 mniej, niz liczba bokéw), przeto bedzie:

180°.3 = 540°

d) Oblicz sume katéw: 1) 6-kata, 2) 7-kata, 3) 8-kata, 4) 12-kata,
5) 24-kata.

e) Oblicz poszczegélne katy: 1) 6-kata, 2) 7-kata, 3) 8-kata,
4) 12-kata, 5) 24-kata foremnego.

85. Nakresl kat majacy 120°? Na ramionach tego kata,
odmierz jednakowe odcinki, nastgpnie, uwazajac konce tych odcin-
kéow za wierzchotki nowych katéw, nakresl na nich znowu dwa
katy po 120°, i odmierz na ich ramionach odcinki réwne poprze-
dnim. Uwazajac kofice tych nowych odcinkéw za wierzchotki katow,
zbuduj na nich katy po 120° i t. d. Otrzymasz szesciokat, ktérego
wszystkie boki i wszystkie katy sa rowne. Sze$ciokat taki nazy-
wamy szesciokqtem foremnym (rys. 28).
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Wogéle wielokqtem foremnym nazywamy wielokqt, w ktérym
wszystkie jego boki i wszystkie kqty sa réwne.

86. Nakresl: 1) 7-kat, 2) 8-kat, 3) 12-kat foremny.

87. a) Opisz kota na kazdym wielokacie, podanym w Nr. 86
i wpisz w kazdy z nich koto.

b) Czy wielokaty foremne sa figurami symetrycznemi wzgle-
dem osi?

c) Znajdz punkt przecigcia si¢ osi symetrji bokow?

d) Znajdz punkt przeciecia si¢ osi symetrji katéw ?

Osie symetrji bokéw i kqtow wielokqta foremnego przecinajq sie
w jednym punkcie, ktéry jest sSrodkiem kola wpisanego w wielokqt
foremny i opisanego na nim.

88. a) Podziel okrag na 4 i na 8 réwnych czesci.

b) Polacz kolejno punty podzialu. Czy cigciwy te sg sobie
rowne, oraz czy wielokaty w ten sposéb otrzymane sg foremne?

c) Niech cigciwa AB (rys. «29) bedzie bokiem kwadratu.
Nakresl: 1) bok 8-kata foremnego, 2) 16-kata foremnego.

89. a) Podziel okrag na: 1) 6, 2) 3 czesci rowne.

b) Polacz kolejno punkty podzialu. Czy cigciwy te sa sobie
réwne oraz czy wielokaty w ten sposéb otrzymane s3 foremne?

Wszystkie wielokqty, kreslone przy pomocy podzialu okregu na
czesci réwne sq wielokqtami foremnemi, wpisanemi w kofo.

A i)

Rys. 29.

Uwaga. Ze sérodka kola O poprowadz promien OC prosto-
padly do cieciwy AB. Nastepnie przegnij figur¢ OBCA wzdluz
OC. Co zauwazysz? (p. Nr. 50).
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90. Niech MN (rys. 30) bedzie bokiem 6-kata foremnego.
Nakre$l: 1) bok 12-kata foremnego, 2) 24-kata foremnego. (p. Nr. 50).

Rys. 30.

91. a) Nakre$l siatke i zbuduj model graniastostupa prostego,
ktérego podstawa bylby szeéciokat foremny.

b) Na podstawie powyzszego graniastostupa opisz kolo.

c) Nakres$l siatke i zbuduj model graniastostupa, ktérego pod-
stawa bylby 12-kat foremny, wpisany w to samo kolo, co i pod-
stawa poprzedniego graniastostupa.

d) Nakres$l siatke i zbuduj model gramastoslupa, ktérego pod-
stawa bytby 24-kat foremny, wpisany w to samo kolo, co i podstawa
poprzedniego graniastostupa.

Budujac graniastostupy o coraz wiekszej liczbie bokéw, mo-
znaby zbudowaé graniastostup, ktéry mialby w podstawie wielokat,
nie wiele réznigcy sie od kola.

Graniastostup, ktérego podstawa jest kolo, nazywa sie¢ walcem
prostym — kolowym.

e) Wskaz przedmioty majace ksztalt walca (monety metalowe,
okragle stupy, okragle oléwki i t. p.).

f) Nakresl siatke walca prostego kolowego i zbuduj jego model.

Uwaga 1. Siatka walca sklada si¢ z prostokata (powierzchnia
boczna walca), ktérego szeroko$§é¢ réwna sie wysokosci walca,
a dlugos¢ rowna sie obwodowi kota, (ktéry nazywa sie w tym
wypadku podstawa walca) i z 2 réwnych kél, dotykajacych przeciw-
legtych bokéw prostokata (rys. 31).
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Uwaga 2. Aby zmierzyé obwéd podstawy walca (kota), opasz
nitka szczelnie walec raz wkolo przy podstawie. Dlugo§é kawatka
nitki wyrazi obwod kota.

Gdy za$§ zmierzysz $rednice podstawy i nastepnie podzielisz
dtugosé¢ obwodu kota przez dlugosé jego $rednicy, przekonasz sie,
ze obwdd kota stanowi %? $rednicy. Postepujac w ten sam sposéb
z innemi modelami walcéw, zapomoca rachunku przekonasz sie, ze
obwéd jakiegokolwiek kola stanowi %’ jego $rednicy.

g) Nakre$l na papierze kilka két o réznych promieniach; zmierz
ich s$rednice i obwody (zapomoca nitki) i przekonaj sie zapomoca
rachunku, ze obwédd kaidego z két stanowi %? $érednicy (lub tez
3,14 —z dokl. do 0,01).

Uwaga. Przy szczegélowem badaniu przekonasz sie, ze liczbe,
wyrazajaca, ile razy obwdd kola jest wigkszy od jego srednicy,
mozna obliczyé tylko z pewna dokladnoécia. Matematyk holenderski
Ludolf van Ceulen (1540 — 1610) pierwszy przeprowadzil doklad-
niejsze badania w tej sprawie i obliczyl, ze stosunek dtugosci okregu
do $rednicy = 3,14159. Liczba ta nazywa sie ludolfing i oznacza
si¢ na pisémie grecka litera n(pi), jako poczatkowa litera greckiego
wyrazu ,perymetr”, co oznacza obwad.

Po raz pierwszy wyliczenie n zostalo dokonane przez Archi-
medesa (286 — 212 przed Chr.), ze 1 jest wieksze od 3}{ i mniej-
sze od 31

Z powyiszego wynika, ze: aby obliczyé obwod kola, nalezy po-
mnozyé jego $rednice przez m.

Oznaczajac obwéd kola przez s i promien jego przez r, mo-

Zemy napisaé:
! s = 2nr.
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h) Przekonaj si¢, ze 1 jest wieksze od 3, a mniejsze od 4.

Wskazéwka. Obwod kola jest mniejszy od obwodu kwadratu
opisanego na tem kole, a wickszy od obwodu szesciokata wpisanego.

92, Oblicz dtugos¢ okregu kola, majacego promiefi r ==:
1) 4 cm, 2) 055 m, 3) 2,3 cm, 4) 5,6 m.

93. Oblicz dtugosé okregu kota, majacego promien r=: 1) 7,6 cm,
2) 45 m, 3)4dm 5cm, 4) 2 m'3 cm.

94. Oblicz dlugosé okregu kota, majacego promieri r=: 1)34 cm,
2) 2'{5'1' m, 3) 3§ dm, 4] 43 cm.

95. Kolo, ktérego srednica = 2 m, obrécilo si¢ na pewnej
drodze 400 razy; oblicz dlugos¢ tej drogi.

96. Przednie kola wozu, majace promien = 1 m 35 cm obraca
sie 25 razy na tej samej drodze, na ktérej tylnie kolo obraca sie
18 razy. Oblicz obwod tylnego kota.

97. W kwadrat, ktérego bok = 12,4 dm wpisano kolo. Oblicz
réznice pomiedzy obwodem kwadratu, a obwodem kota.

98. Oblicz obwéd kola, . opisanego na szesciokacie foremnym
o boku = 14 cm.

99, Oblicz srednice kola roweru, jezeli koto to przy 120 obro-
tach na minute w ciagu 12,5 minut zrobilo 1570,8 m.

100. Nakresl okrag, ktoérego obwod: 1) bylby 2 razy wiekszy
od obwodu okregu danego, 2) bylby 6 razy mniejszy od obwodu
okregu danego.

Rys. 32.
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101. a) Nakresl kolo (rys. 32) dowolnym promieniem i odetnij
dwa rowne tuki AB = CD; nastepnie polacz korice tych tukéow
promieniami ze $rodkiem kola O, promienie OA i OB, OC i OD
utworza katy, zwane $rodkowemi.

Kagt, ktérego wierzcholek lezy w srodku danego kola i ktérego
ramiona sq promieniami tego kola, nazywa si¢ kqtem $rodkowym.

Wytnij w powyzszy sposéb utworzone katy: AOB i COD i po-
16z je na sobie. Co zauwazysz? Katy srodkowe sa réwne.

Wiec:

W tem samem kole réownym lukom odpowiadajq kqty srodkowe
réowne i odwrotnie.

b) Przypomnij, jak mierzymy katy? Katy mierzymy wielkos$cia
kata, przyjetego za jednostke miernicza katéw. Jednostka taka jest
kat bedacy 360-ta czescia kata pelnego, ktéra zowiemy stopniem
kgtowym i oznaczamy, piszac 1°; iy czes¢ stopnia nazyv{'amy minutq
i oznaczamy piszac 1'; ;' cze$é minuty nazywamy sekundq i ozna-
czamy pisza 1”". Mozemy wiec napisaé:

1°=60"'= 3600".

c) Jezeliby$ podzielit okrag kola na 360 réwnych czesci i na-
stepnie polaczyl punkty podzialu ze'srodkiem kola, to coby sie wow-
czas stalo z katem $rodkowym pelnym?

Luk, odpowiadajacy stopniowi katowemu, nazywa sie stopniem
{fukowym.

Jezeli wiec kat srodkowy ma np. 30° stopni katowych, wéwczas
katowi temu odpowiada luk, majacy 30° stopni tukowych i t. p.

d) Nakresl dwa kota, majace wspélny $rodek i rézne promie-
nie; (kola majace wspélny srodek i rézne promienie nazywamy
wspolsrodkowemi); nastepnie nakre§l kat srodkowy, ramiona tego
kata odetna na obydwu okregach wspétsrodkowych pewne tuki.

Czy ilosci stopni lukowych, zawartych w kazdym z tych tu-
kow beda jednakowe? A dlugosci ich?

Luk, odpowiadajqcy danemu kqtowi bez wzgledu na alugosé
promienia, ma tyle stopni lukowych, ile stopni kqtowych ma dany kqt;
dlugosé zas luku zalezy od wielkosci promienia kola i od wielkosci
kgta, ktérego ramiona odcinajq na okregu dany luk.

Azeby obliczyé dlugosé takiego tuku, postepujemy w nastepu-
jacy sposoéb.
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Nprz. znalezé dlugos¢ tuku 42° okregu, nakreslonego promie-
niem (r), réwnym 35 cm.
Rozwiazanie:
Obwéd kola wynosi:
20r =2 . 3,14 . 35 = 219,8 cm;

poniewaz obw6d kola odpowiada katowi érodkowemu pelnemu, t. j.
majacemu 360°, wiec katowi §rodkowemu majacemu 1°, odpowiada

19,8

luk dtugosci 2360 cm, za$ katowi Srokowemu 42° — tuk dlugosci
219,8.42 whi) ¥T09i9 et
—360 ' 2P0 skréceniu “30 .7 = 2564 cm.

102. Oblicz dtugos$é tuku, odpowiadajacego katowi srodkowe-
mu, majacemu: 1) 60° w kole o promieniu 1,8 cm (n= 3,14);
2) 72° w kole o promieniu 3} m (nm = %§3); 3) 172°30' w kole
o promieniu 0,24 dm (mm = 3,14); 4) 24°22'30" w kole o promieniu
19,2 m (m = 3,14).

103. Oblicz promiefi kola: 1) jezeli dlugosé tuku jego, maja-
cego 105°, wynosi 15,4 dm (1 = %?); 2) jezeli dlugo$é lukujego, maja-
cego 22°30', wynosi 4,71 m (n = 3,14).

104. Oblicz, ile stopni, minut i sekund zawiera luk, réwno-
wazny promieniowi.

Wskazéwka. Oznaczajac przez / dlugosé tuku, przez r pro-
ot 180/ : (4 : : 180

mieft, mamy x = - =, poniewaz za$ ! = r, wiec bedzie x = {2

105. O ile cm powiekszy sie dlugo§é okregu o promieniu
= 32 cm, jezeli powiekszymy promien o 12 cm?

106. Promien kola = 3,6 m; co sie stanie z !dlugoscia okregu,
jezeli zmniejszymy promienn 3 razy? Oblicz dlugosé okregu.

107. Mala wskazéwka zegara na wiezy koscielnej ma 0,8 m

dlugosci. Jaka droge przebiega koniec tej wskazéwki w ciagu:
1) 1 godziny, 2) 3 godzin, 3) w ciagu doby?

108. Dlugosci 2 okregéw wspolsrodkowych wynosza: 25 m
i 12,56 m. Oblicz szerokosé¢ pier§cienia wspotsrodkowego.

Uwaga. Pierscieniem wspoélsrodkowym nazywamy figure ogra-
niczong obwodami két wspélsrodkowych (rys. 33).



// y
I
i

/)
iy
7/ /) ////,//
4 /// )
////Z,;/ W

7/ 7 7
Rys. 33.

109. Dlugo$¢ zewnetrznej scianki zbiornika, majacego ksztalt
walca, wynosi 19 m, wewnetrznej za$ §cianki — 17 m. Oblicz
grubo$é $cianki.

110. Obwdd kuli ziemskiej wynosi okoto 40000 km. Oblicz
$rednice i promien ziemi.

111. Oblicz dtugoéé 1° na réwniku ziemi.

112. Pewne miasto lezy pod 42°20' péinocnej szerokosci, dru-
gie za$ na tym samym poludniku pod 51°5' tej szerokoéci. Oblicz
w km dlugos¢ pomiedzy temi miastami.

113. a) Z czego sie sklada siatka walca?

b) Jaka powinna byé szerokosé i dlugosé prostokata, z ktérego
sklada sie siatka walca?

¢) Czy mozna wykreslié¢ odcinek réwnowazny danemu okregowi?

Uwaga. Wykreslenie odcinka réwnowazinego okregowi nazywa
si¢ rektyfikacjq okregu.

Rozwiazanie tego zagadnienia nie da sie uskutecznié¢ dokladnie,
gdyi,?ak wiadomo, $rednica nie mozna dokladnie wymierzyé obwodu
kota (inaczej méwiac liczbe m, wyrazajaca, ile razy obwéd kola jest
wiekszy od jego érednicy, mozna obliczyé tylko z pewna dokladnos$cia).

114. Nakres§l siatke i zbuduj model walca, jezeli promien
podstawy ma 4 cm, a wysokosé 20 cm.

115. Nakre$l siatke i zbuduj model walca, jezeli promien
podstawy ma 6 cm, a wysoko§¢ 24 cm.
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116. Jaka figurg bedzie przekroj, gdy przetniesz walec prosto-
padle do podstawy: 1) wzdluz cigciwy podstawy; 2) wzdluz $red-
nicy podstawy.

117. Jaka figura bedzie przekréj walca, réwrolegly do podstawy?

Pola wielokatow i kofa.

118. a) Oblicz powierzchni¢ kwadratéow o bokach: 1) 5 cm,
2) 6 dm, 3) 8 m, 4) 2 cm 5 mm, 5 2 m 6 cm, 6) 0,42 m, 7) ¥ m,

b) Co sie stanie z powierzchnia kwadratu, jezeli bok jego po-
wiekszymy: 2, 3, 4 razy i t. d. Wyjasnij na przykladzie.

119. Oblicz dlugosé¢ boku kwadratu, ktérego powierzchnia
=1)1dm? 2)1 m2 3) 4 dm? 4) 9 cm? 5) 16 mm? 6) 25 m?
7)1 m? 21 dm? 8) 1 m® 60 mm?

120. Obwdd ogrodu, majacego ksztalt kwadratu, wynosi 180 m.
Oblicz powierzchnie¢ ogrodu.

121. Ile dkm?® zawiera plac, majacy ksztalt prostokata, jezeli
obwéd jego wynosi 30 m 5 dm, a szerokosé¢ 6 m 25 cm?

122. Obwadd placu, majacego ksztalt prostokata, wynosi 330 m.
Oblicz powierzchnie placu, jezeli dlugos¢ jego jest 2 razy wigksza
od szerokosci.

123. Obwéd ogrodu, majacego ksztalt prostokata, wynosi 480 m.
Dlugosé ogrodu jest 5 razy wigksza od szerokosci. Jaka jest war-
tos¢ tego ogrodu, liczac wedlug cen biezacych.. za 1 ar? )

124. Szerokos¢ placu, majacego ksztalt prostokata, wynosi
18 m. Oblicz dilugos¢ tego placu, jezeli jego powierzchnia wy-
nosi 7382

125. Przemalowanie 4 $cian izby szkolnej, majacej 7 m dlu-
gosci i 6 m. szerokosci, kosztowato 87,36 zi., liczac 0,8 zl. za 1 m*
Oblicz wysokos$é izby.

126. Oblicz powierzchnie szescianu, ktérego krawedz wy-
nosi 2,2 m.

127. Wymiary prostopadloscianu sa: 9 dm (dlugos¢), 4 dm

(szerokos$é¢) i 2 dm (wysokoé¢). Oblicz: 1) powierzchnie boczna,
2) powierzchnie caltkowita.

128. Ile trzebaby kartonu, aby zbudowaé¢ model graniasto-
slupa prostego kwadratowego, ktorego krawedzie maja 3 cm i 6 cm
dtugosci?
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129. Jak zmieni sie pole prostokata o bokach: a = 12 cm
i b =4 cm, jezeli: 1) bok a zmniejszymy: 2, 3, 4, 6 razy; 2) bok
b powigkszymy: 2, 3, 4, 6 razy?

Jaka wiec istnieje zalezno$é pomiedzy: polem prostokata i jego
bokami?

130. a) Nakresl dowolny prostokat; wytnij model jego i na-
stepnie przetnij model ten wzdluz przekatnej. Co otrzymasz?

b) Z 2 otrzymanych trojkatéw uléz tréjkat réwnoramienny.

Czy trojkat réwnoramienny i prostokat beda zajmowaly taka
sama powierzchnie? Poniewaz tr6jkat réwnoramienny i prostokat
skladaja sie z takiej samej ilosci (2) tréjkatow rownych, wiec zaj-
muja , jednakowa powierzchnig, t. j. ze sa figurami réwnowaznemi
wogole.

Dwa wielokqty nazywamy rownowaznemi, jezeli mozna je podzielié
na jednakowq liczbe czesci odpowiednio réwnych.

Czy figury réwne sa réwnowaznemi? A odwrotnie? Sprawdz.

131. Podziel dowolny kwadrat na 4 tréjkaty i z otrzymanych
trojkatow utoz kilka figur.

132. Zro6b to samo (zagadnienie Nr. 131) z prostokatem.

133. Nakresl dowolny réwnoleglobok, wytnij jego model i za-
mien go na réwnowazny mu prostokat. (p. rys. 35).

Rys. 35.

Uwaga. 1) Rownoleglobok ABCD sklada sie z tréjkata ABE
i trapezu EBCD; z takich samych czesci sklada sie prostokat EBCF.

2) OdcinekiBE, oznaczajacy prostopadla odleglosé bokéw réwno-
legtoboku, nazywa sie wysokosciq réwnolegloboku.

Prostokat BECF i réwnoleglobok ABCD (rys. 35) maja te sama
wysokosé i jednakowe podstawy.

A poniewaz pole prostokata = iloczynowi liczb, oznaczajacych
podstawe i wysokos¢ jego, wigc i powierzchnia réwnolegloboku = ilo-
czynowi liczb, oznaczajgcych podstawe i wysokosé réwnolegloboku.
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134. Oblicz pole réwnolegloboku ; majacego podstawe = 48,5 cm
1 wysokosé = 12,7 cm.

135. Za 6900 zi. kupiono lake, majaca ksztalt réwnolegloboku,
w cenie 125 zb. za 1 ar. Oblicz podstawe réwnolegloboku, jezeli
jego wysoko$¢ wynosi 48 m. '

136. Oblicz: 1) powierzchnie boczna, 2) powierzchnie catko-
wita graniastostupa prostego., ktérego podstawa jest romb o wyso-
kosci = 7 m, i podstawie = 8 cm, jezeli krawedz boczna graniasto-
stupa ma 1,4 m.

137. Romb jest rownowazny prostokatowi, ktérego powierzchnia
wynosi 750 dm?. Wysoko$¢ rombu = 6 m. Oblicz podstawe rombu.

138. Nakresl dowolny romb; wytnij jego model i zamien go
na ré6wnowazny prostokat (p. Nr. 132).

139. Ogrod, majacy 13,42 a powierzchni, ma ksztalt rombu,
ktérego obwdod wynosi 114 m. Oblicz wysokosé rombu.

140. Nakresl dowolny tréjkat, wytnij jego model i zamien go:
1) na réwnowaziny mu réwnoleglobok; 2) na réwnowainy mu pro-
stokat (p. rys. 36).

Wskazéwka. 1) AD = DC, DE || AB, BE || AC; 2) MP | KN,
MQ || QP. W pierwszym wypadku otrzymasz réwnoleglobok ABED,
ktory sklada sie z takich samych czegsci, co idany tréjkat, przytem
wysokos$¢ jego = wysokosci trojkata, a podstawa = § podstawy tréj-
kata; za§ w drugim wypadku otrzymamy prostokat KRSN," ktéry
sklada si¢ z takich samych czesci, co i dany tréjkat, przytem pod-
stawa jego = podstawie tréjkata, a wysokosé = 4 wysokosci trojkata.

b) jak oblicza sie pole prostokata?

c) Jak oblicza si¢ pole rownolegloboku?
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d) Co trzeba zmierzyé w tréjkacie, aby méc obliczy¢ jego pole?

e) Jak wiec obliczyé¢ pole tréjkata?

Pole tréjkqta réwna sie polowie iloczynu wartosci liczebnych
podstawy i wysokosci tréjkala (wzgledem tej samej jednostki mier-
niczej).

f) Wyraz powyziszg regule zapomoca wzoru.

g) Od czego zalezy wielkosé¢ powierzchni tréjkata? Pole troj-
kata zalezy (jest funkcja) od podstawy i wysokosci.

Poniewaz pole tréjkata jest 4 iloczynoéw wysokosci i podstawy,
zatem, jezeli jeden z czynnikéw (podstawa lub wysokosé) sie nie
zmienia i pole ma zostaé¢ to samo, to nie moze sie zmienié¢ dany
czynnik (wysoko$¢ wzglednie podstawa), innemi stowy:

Tréjkaty réwnowaine, majqce podstawy réwne, majq wysokosci
odpowiednio réwne, lub tei tréjkaty rownowazine, majqce wysokosci
réwne, majq podstawy odpowiednio rowne.

h) Dany tréjkat zamieri na inny réwnowazny mu jo tej samej
podstawie (rys. 37). :

A

Rys 37.
141. Zamien roéwnoleglobok na réwnowazny mu tréjkat.

142. Zamien trojkatdany naré6wnowazny mu tréjkat prostokatny.
143. Dany tréjkat zamien na réwnowazny mu tréjkat réwno-
ramienny.
144. Oblicz pola trojkatéow, majacych:
a) podstawe 14 cm iodpowiednia wysokos§¢ 7 cm;
b) I 15 cm 5 it 5 cm;
c) . 3dm 5 cm 5 - 14 cm.
145. Przyprostokatne trojkata prostokatnego, maja: 17 m i 24 m.
Oblicz powierzchnie trojkata.
146. Pole trojkata wynosi 1344 m® Oblicz jego wysokosé,
jezeli podstawa wynosi 42 m.

Rachunki. — Cze4é VI. 11
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147. Oblicz podstawe tréjkata, réwnowaznego réwnoleglobo-
kowi o wymiarach (wysoko$é¢ i podstawa): 124 m i 87,6 m, jezeli
wysoko$é trojkata = 96 m.

148, Zamien tréjkat o podstawie =8 cm i wysokosci=5 cm,
na ré6wnowazny mu tr6jkat o podstawie dwa razy mniejsze;j.

149, Zamien tréjkat o podstawie =15 cm i wysokosci=4 cm,
na ré6wnowazny mu tréjkat o wysokoéci dwa razy wiekszej.

150. Jak si¢ zmieni powierzchnia tréjkata:

a) jezeli jego wysokosé powigckszymy 2 razy, a podstawe —
3 razy?

b) jezeli jego wysokosé powiekszymy 6 razy, a podstawe zmniej-
szymy 2 razy?

151. Nakresl siatke dowolnego graniastostupa prostego, maja-
cego za podstawe:

a) trojkat prostokatny c) tréjkat réwnoboczny

b) i ,» rownoramienny d ., réznoboczny.
Zbuduj model kazdego z poszczegélnych graniastostupéw i oblicz:
1) powierzchnie boczna, 2) powierzchni¢ calkowita kazdego z nich.

152. Nakresl kwadrat, poprowadz przekatne i wykaz, ze pole
kwadratu réwna sie polowie iloczynu wartosci liczebnych obu prze-
katnych.

Wskazéwka. Przekatne kwadratu s3 do siebie prostopadte.

153. Nakresl romb, poprowad? przekatne i wykaz, ze pole
rombu réwna sie polowie iloczynu wartosci liczebnych obu prze-
katnych.

Wskazéwka. Jaka jest wlasnosé przekatnych rombu?

154. Oblicz powierzchnie kwadratu, jego przekatna ma 2% m.

155. Oblicz pole rombu, ktérego przekatne=0,4 mi 0,7 m.

156. Pole rombu wynosi 15,3 m?, jedna za$§ z przekatnych =
= 1§ m. Oblicz dlugosé¢ drugiej przekatne;j.

Rys. 39.
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157. a) Nakre$l trapez (rys. 39); nastepnie polacz wierzchotek
B ze srodkiem F boku CD i przedtuz BF do przeciecia sie z prze-
dtuzona podstawa AD w punkcie E.

Z jakich czesci sklada sie trapez ABCD?

Z jakich czesci sktada sie A ABE?

Czy czesci skladowe trapezu i tréjkata sa sobie réwne?

Poniewaz dany trapez i tr6jkat ABE podzielonz s3 na jedna-
kowa ilo§¢ czesci réownych, wigc sa réwnowazine, przytem tréjkat
ma taka sama wysoko$é, jak trapez, podstawa za$ jego réwna sig
sumie podstaw trapezu (dlaczego?).

b) Co nalezy zmierzyé w trapezie, aby méc obliczyé jego po-
wierzchnie?

Pole trapezu réwna sie polowie iloczynu z sumy podstaw przez

wysoko$é.
c) Nakresl dowolny trapez i polacz zapomoca odcinka $rodki

bokow nieréwnoleglych (rys. 40) (odcinek ten nazywa sie $radkowq)

Rys. 40,

Wykaz, ze §rodkowa = § sumy podstaw trapezu.

Pole trapezu = iloczynowi srodkowej przez wysokosé.

158. Oblicz pole trapezu, w ktérym podstawy=3} cm i 4,5 cm,
wysoko$é¢ zas =3 dm.

159. Ile nalezaloby zaplaci¢ za grunt, majacy ksztalt trapezu,
w ktérym podstawy =127,4 m i 186,6 m i wysoko§é =18,5 m, jeze-
li cena 1 ha wynosi 1650 zi?

160. Wysokosé trapezu =56 m. Trapez ten jest rownowazny
kwadratowi, ktérego bok jest rowny wysokosci trapezu. Oblicz pod-
stawy trapezu, jezeli jedna z nich jest 3 razy mniejsza od drugiej.

161. a) Kazdy wielokat foremny ma punkt, ktéry jest jedaa-
kowo odlegty od wierzchotkéw jego, jako tez i od bokéw.

Punkt ten jest srodkiem kola opisanego na wielokacie, a za-
razem $rodkiem kola wern wpisanego (rys. 41).
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Jezeli punkt ten polaczymy z wierzchotkami danego wielokata
zapomoca prostych, wéwczas rozlozymy, wielokat na szereg tréjkatow

Kys 41,

réwnoran.liennych, przystajacych (dlaczego), a wigc i rownowaznych,
bedzie ich tyle, ile bokéw ma dany wielokat.

Aby wiec obliczyé¢ pole danego wielokqta foremnego, wystarczy
obliczy¢ pole jednego z tych tréjkqtéw i nastepnie ofrzymane pole
wziqé tyle razy, ile dany wielokat ma bokéw.

Wyraz zapomoca wzoru pole foremnego: 1) 5-kata, 2) 6-kata,
3) 8-kata.

c) Nakresl dowolny wielokat: 1) 6-katny, 2) 8-katny i oblicz
jego pole. '

Rys 42.

162. Azeby zmierzyé powierzchni¢ dowolnego wielokata, pro-
wadzimy najwieksza przekatna (rys. 42) i dzielimy wielokat zapo-
moca prostopadlych, wykreslonych z wierzchotkéw jego do tej
przekatnej, na tréjkaty prostokatne i trapezy. Nastepnie zmierzywszy
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odcinki: AH, HG, GY, KY, KD, jako tez prostopadte BH, GF, CK,
YE i zapomoca rachunktt znajdziemy warto$é¢ powierzchni kazdej
ze skladowych czesci danego wielokata.

Sposéb ten stosuje sie czgsto w miernictwie, gdy chodzi o zmie-
rzenie pola wielokatnego.

Mozna jednakowoz zmieni¢ dany wielokat na réwnowazny
trojkat (rys. 43).

Niech bedzie dany nprz. pieciokat ABCDE; prowadzimy prze-
katng AC i do niej przez wierzcholek B rownoleglta az do prze-
cigcia si¢ jej z przedluzeniem DC w punkcie F. Poprowadziwszy
nastepnie odcinek AF, otrzymamy czworokat AFDE réwnowazny
danemu 5-katowi. (Dlaczego?)

W ten spos6b zamienilismy 5-kat na réwnowazny mu czwo-
rokat. W podobny sposéb mozemy zamieni¢ czworokat na réwno-
wazny mu trojkat.

Rys. 43.

Pomiar figur nieforemnych mozna uskutecznié réwniez zapo-
moca przezroczystego papieru (kalki), pokrytego siatka milimetrow
kwadratowych. Mianowicie zakrywamy ta siatka cala figure i rachu-
jemy, ile kwadracikéw milimetrowych miesci si¢ na polu danej
figury.

163. Nakresl dowolny: 1) 5-kat foremny, 2) 8-kat foremny
i oblicz pole wielokata zapomoca rachunku, nastepnie zmierz pole
kalka i por6wnaj obydwa wyniki.
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164. a) Nakreél koto dowolnym promieniem; wpisz w to koto
6 kat foremny, oblicz obwo6d tego wielokata i obwéd kota, nastepnie
oblicz réznice pomiedzy obwodem kota, a obwodem 6-kata. Co
zauwazysz? !

b) W to samo kolo wpisz 12-kat foremny i jak poprzednio
oblicz réznice pomiedzy obwodem kota, a obwodem 12-kata. Naste-
pnie poréwnaj te¢ réznice z poprzednio otrzymang. Co zauwazysz?

Wpisujac w to samo kolo wielokaty: 24-kat, 48-kat i t. d.
i poréwnywujac, jak poprzednio réznice pomiedzy obwodem kota,
a obwodami wielokatéw, przekonywasz sie, ze boki wielokatow,
coraz to $cislej przylegaja do danego kola, i ze rdznica, tak pomig-
dzy obwodem kola i obwodem wielokatéw, jak i wielkoscia pol
kola i wielokatéow jest tem mniejsza, im wigecej bokéw ma wielokat.
Mozemy wigc z pewnym przyblizeniem powiedzieé, ze kolo jest to
wielokat foremny o bardzo wielkiej ilosci bokéw i ze obwéd tego
wielokata stanowi w przyblizeniu obwé6d kota. Wskutek tego mo-
zemy obliczaé pole kota tak, jak pole wielokata foremnego.

Zatem pole kola réwna sie polowie iloczynu obwodu kola przez
promien
rnr

P—TZITP?

165. Oblicz pole kola, majacego promien!= 1,4 m.

166. Oblicz pole kola, majacego s$rednice = 1,2 m.%

167. Promien dna zbiornika, majacego ksztalt walca wynosi
1,2 m. Ile bedzie kosztowaé wycementowanie dna, jezeli za wyce-
mentowanie 1 m? placi sie 4,8 zL?

168. Oblicz pole kota, ktérego dlugosé okregu = 4 m.

Rys. 44.
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169. Oblicz pole pierscienia kolowego, utworzonego przez
kola o promieniach: 5 m i 23 m,

170. Oblicz powierzchnie kola réwnowaznego sumie kot o pro-
mieniach: 25 dm i 7 m.

171. a) cze$¢ kola ograniczona dwoma promieniami i lukiem
nazywamy wycinkiem kolowym (rys. 44).

Bardzo maly wycinek kotla mozna uwazaé¢ z pewnem przybli-
zeniem za trojkat rownoramienny, ktérego podstawa jest luk a wy-
sokoscia promien. Wigkszy za$§ wycinek mozemy uwazaé jako
sumg takich malych wycinkéw. Aby wiec obliczy¢ pole wycinka,
nalezy obliczyé sume p6l wszystkich tréjkacikéw réwnoramiennych,
z ktoérych sie sktada wycinek. Oznaczajac przez a podstawy tych
trojkacikow, a promien kola przez r, bedziemy mieli:

: L A L
pole wycinka = 5 + 2 -+ > + ...
lub tez:
pole wycinka =.% (@+a+a+...).

Lecz suma wszystkich podstaw tréjkacikéw réwnoramiennych
at+a+a-+... w przyblizeniu stanowi dlugo$é¢ tuku. Zatem pole
wycinka réwna sie iloczynowi dlugosci tuku przez polowe promienia

W (pole wycinka) = 1_21' (¢ dlugosé tuku).

A%

)
? B
Rys. 45.

b) Oblicz pole wycinka, utworzonego przez dwa promienie, na-
chylone do siebie pod katem 75° i réwne 5 cm.



== -168%w=

c) Z wierzchotka O kata AOB = 50° zakresl dwa luki promie-
niami 3,1 m i 1 m, przecinajacemi ramiona kata w punktach A i B,
C i D. Oblicz pole figury ABCD (rys. 45).

d) Oblicz pole odcinka kolowego, jezeli kat srodkowy, odpo-
wiadajacy cieciwie, odleglej od $rodka o 3,46 cm ma 60°, przyczem
promienn kota ma 4 cm,

e) Oblicz pole wycinka kolowego o srednicy = 1,2 dm, ktére-
go kat srodkowy ma 120°.

172. Oblicz calkowita powierzchnie szescianu o krawedzi:
1) 0,6 dm, 2) 64 mm. Nakresl siatke.

173. Oblicz boczna i calkowita powierzchnie graniastostupa
prostego kwadratowego, jezeli:
a) bok podstawy 3 cm i krawedz boczna 4,6 cm
b) 2 2,5 cm . » 7,5 cm
c)a ) o 0,8 dm £ o 5 cm

Nakresl siatki.

174. Oblicz boczna i calkowita powierzchnie prostopadloscia-
nu o wymiarach:

a)2m,15mi4m; b)05dm, 45 cmi 12 cm; c¢) 1,4 dm,
254 cm i 7 cm.

175. Nakresl siatke i oblicz powierzchnie boczna graniastostu-
pa szesciokatnego foremnego, ktorego krawedz u podstawy = % m,
a krawedz boczna 1,5 m. Nakresl siatke i zbuduj model.

176. Nakresl siatke i oblicz powierzchnie boczna graniasto-
stupa foremnego pigciokatnego, ktérego krawedz u podstawy = 2 cm,
a krawedz boczna 3 cm.

177. Nakresl siatke i oblicz powierzchnie boczna graniastostu-
pa foremnego 8-katnego, ktérego krawedz u podstawy = 8 cm,
a krawedz boczna 6 cm.

178. Wiadomo, ze walec prosty jest ograniczony dwoma ko-
tami jako podstawami i powierzchnia krzywa (powierzchnia boczna,
inaczej pobocznica), a siatka walca sktada sie z prostokata, ktérego
podstawa jest obwdd kola (podstawy) a wysokoscia — wysokosé
walca i z 2 rownych kél.

Wiec powierzchnia walca, podobnie jak powierzchnia grania-
stostupa, sktada sie: z 2 podstaw i pobocznicy. A poniewaz po-
bocznica walca jest prostokatna, ktérego pole réwna sie iloczynowi
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obwodu podstawy (kola) = 2nr i wysokosci walca (b), podstawa za$
walca jest kolo, ktérego pole = rr®, wiec calkowita powierzchnia
walca P:

P = 2nr% + 2ur . b.

179. Oblicz powierznie boczna walca (pobocznice), a nastep-
nie powierzchnie catkowita, jezeli promien podstawy = 5 cm, wyso-
ko$é walca 4,2 dm.

180. Ile nalezaloby zaplaci¢ za pomalowanie kolumny, maja-
cej ksztalt walca o wysokosci = 7,5 m i érednicy podstawy = 0,9 m,
jezeli za pomalowanie 1 m? ptacono 1,1 z.?7

181. Wysokoéé zbiornika, majacego ksztalt walca, ktérego
$rednica podstawy = 7 m wynosi 1,5 m. Ile nalezaloby zaplacié
za wycementowanie wewnatrz zbiornika, liczac 1,6 zl. za. 1 m3?

182. Oblicz promiefi podstawy i calkowita powierzchni¢ wal-
ca, jezeli wysoko§é¢ walca = 2 dm i powierzchnia boczna = 33 dm?

183. Ile m? trzebaby blachy na obicie walca o $rednicy = 1 m
i wysokosci = 15,7 m.

J
Rys. 46.

184. Nakresl tréjkat (1) réwnoboczny o boku = 4 cm (rys. 46);
na kazdym boku tego tréjkata nakresl tréjkaty réwnoramienne o
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ramionach = 6 cm. Otrzymasz ’siatke bryly, zwanej ostrostupem
trojkatnym. Obracajac trojkaty 2, 3 i 4 naokoto bokéw, wspélnych
z tréjkatem (2) dotad, dopéki wierzchotki tych tréjkatéw nie zbiegna
si¢ w jednym punkcie S, otrzymasz model ostrostupa.

Ile $cian ma ostrostup trojkatny?

Ile krawedzi i wierzchotkéw ma ostrostup? ’

Krawedzie, zbiegajace si¢ w jednym punkie (S), zwanym wierz-
chotkiem ostrostupa, nazywamy krawedziami bocznemi, pozostale zas —
krawedziami u podstaw.

Sciany boczne 'ostrostupa sa [zawsze [trojkatami. |Podstawa
ostrostupa moze byé¢ trojkat, czworokat i wogole wielokat, zaleznie
od ilosci bokéw podstawy, méwimy o ostrostupie tréjkatnym, czworo-
katnym i wogéle wielokatnym.

185. Nakresl siatke ostrostupa tréojkatnego, ktorego podstawa
jest trojkat réwnoboczny o boku =6 cm, a pozostale sciany troj-
katami réownoramiennemi o ramieniu = 10 cm. Zbuduj model ostro-
stupa.

186. a) Nakresl dowolny tréjkat: 1) réwnoboczny, 2) réwno-
ramienny, 3) ré6znoboczny i w kazdym z nich naznacz s$rodek kola
wpisanego. Nastepnie ustaw pionowo w srodku precik o dtugosci
nprz. 10 cm. i polacz jego goérny koniec z wierzchotkami tréjkata
przy pomocy nitek. Zmierz dlugosci tych nitek. Co zauwazysz?
Jakiemi trojkatami beda tréjkaty, ograniczone przez kazda pare
nitek i bok podstawy? Czy nitki wszystkie sa sobie réwne?
Ustaw precik pionowo w innym punkcie tréjkata, poprowadz nitki
i zmierz ich dlugosci. Czy nitki beda réwne?

b) Nakresl siatke ostrostupa, ktérego podstawag bytby kwadrat
a $ciany boczne jednakowemi tréjkatami réwnoramiennemi i zbuduj
model ostrostupa.

c) Nakresl siatke ostrostupa, ktérego podstawg bylby romb,
a $ciany boczne tréjkatami réwnoramiennemi. Czy mégtbys$ zbu-
dowaé model ostrostupa?

Krawedzie boczne ostrostupa tylko wtedy sq rowne, a wiec
Sciany boczne tylko wtedy sq !réjkqtami réwnoramiennemi, jezeli
wierzcholek ostroslupa lezy na linji pionowej, przechodzqcej przez

srodek kola opisanego na podstawie. (Na rombie kola opisa¢ nie

mozna).

Ostrostupy takie nazywamy prostemi.

Na szczegolnag uwage zasluguja ostrostupy proste, majgce za
podstawe wielokgty foremne. Ostrostupy takie nazywamy foremnemi.

'
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187. a) Nakresl siatke i zbuduj model ostrostupa szesciokatnego
foremnego.

Oblicz powierzchnie boczng i catkowita.

b) Na podstawie powyzszego ostrostupa opisz kolo.

c) Nakres$] siatke i zbuduj model ostrostupa, ktérego podstawa
bylby 12-kat foremny, wpisany w to samo kolo, co i podstawa po-
przedniego ostrostupa.

d) Nakresl siatke 'i zbuduj model ostrostupa, ktérego podstawa
bylby 24-kat foremny, wpisany w to samo kolo, co i podstawa ostro-
stupa o 12-katnej podstawie.

Budujac ostrostupy o coraz wiekszej liczbie bokéw, moznaby
zbudowaé ostrostup, ktéry mialby w podstawie wielokat nie wiele
rézniacy si¢ od kota.

Ostrostup, ktérego podstawa jest kolo nazywa sie stozkiem
kolowym.

e) Wskaz przedmioty, majgce ksztalt stozka.

f) Na rys. 47 widzisz siatke stozka kolowego. Siatka sklada
si¢ z wycinka kolowego i kola, przyczem obwéd kota, zwanego pod-
stawa stozka, rowna si¢ dlugosci luku wycinka kolowego.

188. Nakresl siatke i zbuduj model stozka, ktérego promien
podstawy = 5 cm, promieri pobocznicy (wycinka kolowego) = 10 cm,
a kat srodkowy = 180°.

Rys. 47.

189. Nakresl siatke i zbuduj model stozka, ktérego promien
dodstawy =4 cm, promien pobocznicy = 16 cm, a kat srodkowy = 90°.
190. Nakresl siatke i zbuduj model dowolnego stozka (p. Nr. 187).
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191. Przetnij stozek w kilku miejscach wzdluz osi jego (t. j.
wzdtuz linji, przechodzacej przez jego wierzcholek i srodek pod-
stawy. Jaka figura bedzie kazdy przekrdj?

192. Przetnij stozek w kilku miejscach réwnolegle do pod-
stawy., Jaka figura bedzie kazdy przekrdj?

193. Nakresl trojkat prostokatny, ktérego jedna z przyprosto-
katnych = 4 cm i wytnij jego model; nastepnie nakresl kolo o pro-
mieniu = 4 cm, i przy!6z model tréjkata do kota przyprostokatna = 4 cm
prostopadle tak, by wierzchotek kata prostego padt na srodek kota;
obracaj trojkat dokola pionowej przyprostokatnej. Co zatoczy koniec
przyprostokatnej = 4 cm. Co zatoczy przeciwprostokatna?

194. Nakresl prostokat i wytnij jego model. Obracaj prosto-
kat dookota jednego z bokéw. Co zatoczy przeciwlegly bok? Co
zatoczy bok przylegty?

Uwaga. Promiern wycinka kolowego, z ktérego sie sklada
siatka stozka, nazywa sie tworzgcq stozka, a kolo (podstawa) kie-
rownicq.

Linja, przechodzaca przez srodek kota i wierzcholek stozka,
nazywa sie osiq.

Jezeli o$ jest prostopadia do podstawy, stozek jest prosty.

Prosta, przechodzaca przez s$rodki podstaw walca, jest osiq
walca; odcinek, lezacy na pobocznicy walca réwnolegle do osi —
nazywa sie tworzgcq walca.

Jezeli o§ walca jest prostopadia do podstawy,-—walec nazy-
wamy prostym.

195. a) Czestokroé, majac dane: promienn podstawy i wyso-
kos¢ (0$) stozka kolowego prostego, trzeba obliczyé tworzaca stozka.
Wykonaé to mozemy zapomoca rachunku na podstawie nastepu-
jacego zwiazku pomiedzy temi trzema dlugosciami.

Wiemy, ze promienn podstawy, o$ i tworzaca stozka kolowego
prostego — przecinajac sie tworzg trojkat prostokatny, w ktérym
promienn i 0§ sa przyprostokatne, a tworzaca — przeciwprostokatna.

Niech bedzie tréjkat prostokatny ABC (rys. 48), ktérego przy-
prostokatne: AC=>b (promient podstawy stozka)=4 cm i AB=rc (0§
stozka) = 3 cm, BC = a przeciwprostokatna (tworzaca stozka).
Nakresl na przyprostokatnych i przeciwprostokatnej kwadraty; po-
dziel kazdy z nich na kwadraty centymetrowe i oblicz, z ilu kwa-
dratéw centymetrowych skladaja sie te kwadraty (inaczej oblicz
pole kazdego z kwadratow). Gdy dodasz ilosci kwadratéw centy-
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Rys. 48.

metrowych, z ktérych skladaja si¢ kwadraty. zbudowane na przy-
prostokatnych i poréwnasz otrzymana sume z liczba kwadracikow
centymetrowych, z ktérych sklada sie kwadrat zbudowany na prze-
ciwprostokatnej, co zauwazysz?

Kwadrat zbudowany na przeciwprostokatnej (a) jest réwnowa-
iny sumie kwadratow, zbudowanych na przyprostokatnych (b i c).

Jest to t. zw. twierdzenie Pitagorasa®) (580 — 500 przed Chr.).
Wyrazamy je zapomoca wzoru, piszac:

at = b + ¢t
Poniewaz zas§ liczby a, b i ¢ sa jednoczesnie odpowiednio warto-
$ciami liczebnemi dlugosci: przeciwprostokatnej i przyprostokatnych
trojkata prostokatnego (wzgledem tej samej jednostki mierniczej),
zatem:

W trojkqcie prostokqtnym kwadrat wartosci liczebnej przeciw-
prostokatnej wzgledem pewnej jednostki, réwna sie sumie kwadratow
wartosci liczebnych przyprostokgtnych wzgledem tej samej jednostki.

Zwykle wyrazamy si¢ krocej, méwiac w tréjkacie prostokatnym,
kwadrat przeciwprostokatnej = sumie kwadratéow przyprostokatnych.

°) Pitagoras z Samosu (580 — 500 przed Chr.); zalozyt szkole w Krotonie.
Pitagorejczycy pierwsi nadali geometrji charakter teoretyczny; odkrycia ich sa
bardzo liczne (dowiedli, ze suma katéw tréjkata — 2d) rozwinegli nauke o pro-
porcjach i t. d.
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b) Nakresl trojkaty prostokatne, o przyprostokatnych: 1) 6 cm
i8 cm; 2)5cmil12cm; 3) 7cmi 24 dm; 4) 1} i 4 (wzgledem
tej samej jednostki) i przekonaj sie o prawdziwoéci powyzszego
twierdzenia (jak w a).

c) O stusznoséci twierdzenia Pitagorasa mozemy sie przekonaé
m, i. w nastepujacv sposéb:

Krgélimy (rys. 49) kwadrat ABCD o boku (b+ ¢); odcinamy
na kazdym boku tego kwadratu odcinki b i ¢ jak na rys. 48 i laczy-
my przylegle punkty podzialu E, F, G, H odcinkami; jaka bedzie
figura EFGH?

Nastepnie kreslimy taki sam kwadrat RPMN (rys. 50) o boku
(b+c); odcinamy na kazdym boku tego kwadratu odcinki b i c,
ak na rys. 49 i laczymy przeciwlegle punkty podziatu SiK, LiJ.

D L3 c

A & 8
Rys. 49.

Poniewaz w obu wypadkach tréjkaty: HGD, GCF, FEB, AHE,
LPK, LKO, SOM, OMI wszystkie sg sobie rowne jako majace jedna-
kowe przyprostokatne), kwadraty za§ ABCD i RPMN réwniez sa
réwne, wiec gdy w kazdym z tych kwadratéw odrzucimy po cztery
rowne tréjkaty, wowczas pozostana reszty rowne, zatem:

EFGH = RLSO + OKIN
czyli
a’® = b® 4 ¢

196. a) Z pomoca twierdzenia Pitagorasa mozna wykresli¢
kwadrat, ktérego powierzchni¢ mamy dang, a nie znamy dlugosci
boku.

Niech trzeba bedzie nakresli¢ nprz. kwadrat, ktérego powierz-
chnia =2 cm?
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W tym celu kreslimy tréjkat prostokatny rownoramienny o przy-
prostokatnych =1 cm (rys. 51).

b

le
e

=N
o

Rys. 51.

Kwadrat zbudowany na przeciwprostokatnej BC tego trojkata
bedzie =2 cm?

Budujac tréjkat prostokatny o przyprostokatnych, jednej=1 cm,
drugiej za$ réwny odcinkowi BC poprzednio wykre$§lonemu i wy-
kreslajac kwadrat na przeciwprostokatnej tego tréjkata, otrzymamy
kwadrat = 3 cm?.

b) Nakresl kwadrat, ktérego powierzchnia ma: 1) 5 cm? 2)
6 cm? 3) 7 cm? 4) 8 cm®

c) Nakresl kwadrat, ktérego powierzchnia ma: 1) 10 cm?
2) 11 em? 3) 17 cm?

Uwaga. Kwadrat = 10 cm? mozemy uwazaé¢ jako sume kwa-
dratéw: 9 cm®* i 1 cm® i t. d.

197. Oblicz przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego o przy-
przyprostokatnych: 1) 3 cm i 4 cm, 2) 12 cm i 5 cm.

Uwaga. Do rozwiazywania takich zagadnien trzeba: 1) obli-
czy¢ iloczyny dwu danych jednakowych czynnikéw oraz 2) znalezé
czynnik, majac dany iloczyn dwu tych czynnikéw.
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lloczyn z jednakowych czynnikéw nazywa si¢ druga potega
(wogdle iloczyn kilku czynnikéw jednakowych nazywa sie potega)
dzialanie, zapomoca ktérego otrzymujemy potegi, nazywa sie¢ podno-
szeniem do potegi.

Dzialanie, zapomoca ktérego znajdujemy czynnik, gdy dany
jest iloczyn jednakowych czynnikéw, nazywa sie pierwigstkowaniem.
Znakiem jego jest V' . Nprz. chcac zaznaczyé, ze x jest liczba,
ktérej druga potega = 64, piszemy:

x=Ve4

Mamy wiec znalezé taka liczbe, ktéra podniesiona do kwadratu
(drugiej potegi) daje 64.

Liczba ta bedzie 8, gdyz 8 = 64.

Liczbe 8, nazywamy pierwiastkiem kwadratowym (drugiege
stopnia) z liczby 64.

Zatem wyciaganie pierwiastka jest dzialaniem odwrotnem wzgle-
dem podnoszenia do potegi.

198. Oblicz z dokl. do 1 przeciwprostokatna tréjkata prosto-
katnego o przyprostokatnych: 1) 4 cm i 5 cm, 2) 7 cm i 9 cm,
3) 12 cm i 15 cm, 4) 20 cm. i 25 cm.

199. Oblicz z dokl. do a) 1%, b),l; przeciwprostokatna tréj-
kata prostokatnego o przyprostokatnych: 1) 4 cm i 5 cm, 2) 7 cm
i9cm, 3) 12 cmi 15 cm, 4 20 cm i 25 cm.

200. Oblicz przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego o przy-
prostokatnych: 6,6 cm i 5 cm.

201. Oblicz przyprostokatna tréjkata prostokatnego, jezeli prze-
ciwprostokatna = 28 cm i przyprostokatna = 5,6 cm.

202. Oblicz wysokosé tréjkata ré6wnobocznego o boku = 3 cm.
203. Oblicz przekatna prostokata o wymiarach 2,4 cm i 5 cm.
204. Obwéd kwadratu wynosi 8,4 cm.” Oblicz jego przekatna.

205. Podstawa tréjkata réwnoramiennego wynosi 6 cm. i wy-
sokos¢ = 4 cm. Oblicz obwéd tréjkata.

206. Przekatne rombu maja: 09 m i 0,56 m. Oblicz ob-.

woéd rombu.

207. Promieri kola wpisanego w kwadrat wynosi 0,5 dm.
Oblicz przekatna i pole kwadratu.

208. a) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w kolo
o promieniu = 0,8 dm.




209. Pole trojkata prostokatnego wynosi 32 m? a jedna z przy-
prostokatnych 1,6 m. Oblicz przeciwprostokatna.

210. Oblicz wysokosé trojkata, rownowaznego kwadratowi
o boku = 1} dm, jezeli podstawa tréjkata = 24 dm.

211. Oblicz bok kwadratu, rownowaznego tréjkatowi o pod-
stawie = 31 cm i wysokosci = 9,6 cm.

212, Oblicz pole kwadratu, jezeli jego przekatna = 2,4 dm.

213. Pole kwadratu wynosi 2,89 dm® Oblicz jego przekatna.

214. Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, jezeli wysoko$é
jego = 3 cm, a rami¢ = 5 cm.

215. Oblicz pole tréjkata rdéwnoramiennego -0 ramionach
= 0,5 dm i podstawie 0,6 dm.

216. Pole tréojkata rownoramiennego = 2 m?% a podstawa
= 0,4 m. Oblicz pozostale boki i wysokosé.

217. Oblicz obwéd rombu, jezeli jedna z przekatnych = 73 m
i pole = 10,4 m?.

218. Oblicz pole i bok kwadratu wpisanego w kolo o promie-
niu =7 dm 2 cm.

__21. ‘Oblicz promiefi kola, ktérego powierzchnia wynosi 3,75 m?

220 ‘Oblicz obwod kola, ktorego pole wynosi 0,5 dm?

—

221 Podstawq gramastoslupa prostego jest tréjkat réwnora-
mienny, ktérego obw6éd wynosi 5 dm 8 cm, a jedno rami¢ ma 1 dm
5 cm dlugosci. Oblicz calkowita powierzchni¢ graniastostupa.

222. Oblicz powierzchnie catkowita graniastostupa [prostego,
" ktérego podstawa jest szesciokat foremny o boku =% m i wyso-
kosé = 1,5 m.

223. Oblicz: 1) powierzchnie boczna, 2) catkowita ostrostupa
foremnego tréjkatnego, jezeli bok podstawy =6 cm. i wysokosé
ostroslupa = 4 cm.

Nakresl siatke i zbuduj model.

224. Oblicz powierzchnig: 1) boczna, 2) calkowita ostrostupa
tréjkatnego foremnego, ktérego krawedz boczna = 2,5 dm i wysoko$é
$ciany bocznej = 1,5 dm.

225. Oblicz calkowita powierzchnie ostrostupa czworokatnego
foremnego, jezeli bok podstawy = 20 cm i wysoko§¢ $ciany bocz-
nej 26 cm.

Rachunki., — Czeé¢ VI. 12
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226. Oblicz catkowita powierzchnig ostrostupa czworokatnego
foremnego, jezeli wysoko$¢ ostrostupa =5 cm i wysokosé $ciany
bocznej 13 cm.

227. Powierzchnia boczna ostrostupa szesciokatnego foremnego
= 28 dm® i wysokos$¢ $ciany bocznej =5 dm. Oblicz wysokosé
ostrostupa i bok podstawy. &5

228. Oblicz powierzchni¢ catkowita ostrostupa szesciokatnego
foremnego, jezeli bok podstawy =3 dm i krawedz boczna 6 dm.

229. a) Wiadomo (Nr. 187), ze powierzchnia catkowita stozka
sklada si¢ z jednego kola i powierzchni bocznej, ktéra po rozwi-
nigciu przedstawia si¢ jako wycinek kolowy, przyczem obwod pod-
stawy stozka jest rowny dlugosci tuku wycinka kolowego, a promie-
niowa wycinka tworzaca stozka, zatem powierzchnie boczna stozka
otrzymamy mnozac dlugosé polowy obwodu podstawy przez two-
rzaca stozka, co wyrazamy piszac:

S = % .t = nrt
(r = promienn podstawy, ¢-—tworzaca stozka);
catkowita za§ powierzchnia stozka bedzie:
S1 = nrt +- nor?

b) Oblicz powierzchnie boczna, a nastepnie calkowita stozka,
jezeli promienn podstawy =12 dm i tworzaca = 1,4 m.

c) Oblicz powierzchnie boczna, a nastepnie calkowita stozka,
jezeli promienn podstawy =5 cm i tworzaca = 13 cm.

230. Tworzaca stozka =5 cm i wysoko$é = 3 cm. Oblicz
promien podstawy i powierzchni¢ boczna stozka.

231. Oblicz catkowita powierzchni¢ réwnobocznego stozka,
jezeli tworzaca = 0,8 m.

Uwaga. Stozek nazywa si¢ réwnobocznym, jezeli przecigcie
jego wzdluz osi jest tréjkatem rownobocznym.

232. Promienie rozwinigtej pobocznicy stozka, tworza kat
= 120". Oblicz catkowita powierzchnie stozka, jezeli tworzaca
jego = 15 cm.

233. Oblicz wysoko$é stozka rownobocznego jezeli jego po-
wierzchnia catkowita = powierzchni walca réwnobocznego o wyso-
kosci = 0,64 m.

Uwaga. Walec nazywamy réwnobocznym, jezeli srednica pod-
stawy = wysokosci walca, inaczej jezeli przecigecie walca wzdluz
osi jest kwadratem.
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Rys. 52.

234. a) Nakresl ostrostup trojkatny foremny, w ktérym bok
podstawy = 6 cm (rys. 52).

Podziel krawedzie boczne na 8 czeéci réwnych i odmierz na
kazdej z nich po 4 takie czesci; nastepnie przez punkty podzialu
D, E i F poprowadz przeciecie ostrostupa.

Jaka figure otrzymale§ w przecigciu?

Zmierz boki tej figury i poréwnaj je z odpowiedniemi bokami
podstawy ostrostupa (t. j. DF z AC, FE z BC, DE z AB), co zau-
wazysz? Czy istnieje jaki zwiazek pomiedzy bokami podstawy
i przeciecia, a odcinkami krawedzi bocznych?

Zmierz katy przecigcia i poréwnaj je z odpowiedniemi katami
podstawy. Co zauwazysz?

Jakie jest polozenie wzajemne odcinkéw AC i DF, BC i FE,

~ AB i DE?

W przecieciu otrzymale$ trojkat, t. j. figure taka sama, jaka
jest podstawa ostrostupa, boki przeciecia i podstawy, zawarte miedzy
temi samemi krawedziami, sg rownolegle i w tym samym stosunku,
co odleglosci wierzchotka S ostrostupa od wierzchotkow podstawy
i przeciecia (t. j. SA=SC=¥=AC=£=BC

SD SF SE DF DE FE

czyli, ze ile razy
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DF jest mniejsze od AC, tylez razy EF jest mniejsze od BC lub
DE od AB, co wyrazamy méwiac, ze boki tych figur s3 proporcjo-
nalne) i wreszcie odpowiednie katy przecigcia i podstawy sa sobie
réwne t. . ~ BAC= 2 EDF, 2 DFE = 2 ACB,  DEF = 2 ABC.
O takich tréjkatach méwimy, ze sa podobne (to znaczy ze A DEF
przedstawia A ABC w zmniejszeniu bez najmniejszej zmiany
ksztaltu).

Wogédle dwa wielokqty nazywamy podobnemi, jezieli katy ich
parami sq sobie odpowiednio réwne i odpowiednie boki proporcjo-
nalne.

Staly stosunek pomiedzy bokami wielokatéw podobnych nazywa
sie stosunkiem podobieristwa.

Wielokat podobny do danego moze byé wiekszy lub mniejszy
od niego; w pierwszym wypadku stosunek podobienstwa tych figur
bedzie wiekszy od jedno$ci, w drugim za$ mniejszy.

b) Nakresl tréjkat podobny do danego, jezeli stosunek podo-
bieristwa 2 bokéw odpowiednich = %.

W tym celu kreslimy A ABC; jeden z bokéw danego tréjkata,
nprz. AB dzielimy na 5 cze$ci rownych. Na dowolnej prostej bie-
rzemy DE réwne 2 takim czesciom; nastepnie budujemy kat D i E
réwne odpowiednio katom A i B danego trdojkata. Otrzymamy tréj-
kat DEF bedzie podobny do danego. Dlaczego?

c) Nakresl tréjkat podobny do dowolnego tréjkata: 1) rézno-
bocznego, 2) prostokatnego, 3) rownoramiennego.

235. Nakresl tréjkat, majacy boki: 3 cm, 4 cm i 5 cm; obok
nakresl trojkat podobny, w ktérym najmniejszy z bokéw miatby 6 cm.
Jaki jest stosunek podobieristwa? Oblicz pozostale boki.

236. Boki trojkata sa: 10, 4 i 9 cm. Oblicz boki tréjkata po-
dobnego, w ktérym najmniejszy z bokéw =25 cm.

237. Nakresl dowolny tréjkat i obok trojkat podobny do nie-
go, przytem taki, by stosunek podobienstwa =}. Nastepnie popro-
wadz w obydwu tréjkatach wysokosci odpowiednie; zmierz je, oblicz
stosunek ich i poréwnaj z danym stosunkiem podobienistwa. Co
zauwazysz ? ]

238. a) Nakresl figure podobna do danej, znajac stosunek po-
dobienstwa.

Niech bedzie dana figura BDFH, do ktérej nalezy narysowaé
podobna (rys. 53). W tym celu bierzemy dowolny punkt A na pta-
szczyznie i przez ten punkt prowadzimy przez wierzchotki wielokata

I e —— ..




Rys. 53.

danego promienia. Przypusémy, ze nowa figura ma by¢ zwiekszona
4 razy. Na kazdym z promieni wyznaczamy punkty, odpowiadaja-
ce wierzchotkom danej figury tak, by odlegloéci tych punktéw od
punktu A byly 4 razy wicksze od odleglosci wierzchotkéw odpo-
wiednich danej figury od punktu A. faczac w odpowiedni sposéb
punkty podzialu promieni, otrzymamy wielokat (powiekszony) po-
dobny do danego.

b) Nakres$l dowolny szesciokat, nastepnie obok nakresl wielo-
kat podobny i przytem taki, by stosunek podobienistwa = §.

239. Nakresl dwa wiolokaty podobne, oblicz obwody tych
wielokatéw i poréwnaj stosunek obwodéw ze stosunkiem podobieri:
stwa wielokatéow. Co zauwazysz?

Obwody wielokqtéw podobnych tak sie majq do siebie, jak boki
odpowiednie.

240. Boki wielokata maja: 5,.6, 7 i 8 cm. Oblicz obwéd wie-
lokata podobnego, w ktérym najmniejszy z bokéw ma 2 cm.;

241. Obwody wielokatow podobnych maja: 20 dm i 12 dm,;
przyczem jeden z bokéw wielokata o wiekszym obwodzie ma 5 dm.
Oblicz odpowiedni bok wielokata podobnego.

242. Oblicz boki trojkata o obwodzie = 16 cm, podobnego do
tréjkata, majacego boki: 33 cm, 2,4 cm i 1,5 cm.

243. Obwody dwu tréojkatéow rownoramiennych wynosza od-
powiednio: 31,7 m i 18,2 m. Podstawa tréjkata o wiekszym obwo-
dzie wynosi 2,7 m. Oblicz boki obydwu tréjkatéw.

244. a) Nakresl 2 tréjkaty podobne i oblicz powierzchnie tych
trojkatow; oblicz stosunek powierzchni i poréwnaj ze stosunkiem
podbobienstwa wielokatow. Co zauwazysz?

Stosunek powierzchni 2 podobnych wielokatéw jest réwny dru-
giej potedze stosunku 2 bokéw odpowiednich.
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To znaczy, ze jezeli bok jakiegokolwiek wielokata jest naprz.
3 razy wiekszy od odpowiedniego, mu boku wielokata podobnego,
to powierzchnia jego jest 16 razy wieksza od powierzchni drugiego
wielokata.

b) Powierzchnia danego trdjkata = 36 cm®. Oblicz powierz-
chnie tréjkata podobnego, ktérego boki sa: 1) 2, 2) 3, 3) 4 razy
wigksze (mniejsze od bokéw pierwszego).

245. Boki wielokata maja: 10, 8, 15, 12, 21 i 17 cm. Najwiek-
szy z bokéw wielokata podobnego ma 14 cm. Oblicz: 1) pozo-
stale boki, 2) stosunek powierzchni.

246. Odpowiednie boki 2 tréjkatéw podobnych maja: 7 dm
i 4 dm. Oblicz pole mniejszego z wielokatéw, jezeli powierzchnia
wiekszego wynosi 4,9 dm?

247. a) Sprawdz ze wielokaty foremne o jednakowej ilosci
bokéw sa podobne. 1L

b) Czy kwadrat i romb moga byé¢ figurami podobnemi?

c) Czy prostokat i kwadrat moga by¢ figurami podobnemi?

248. a) Nakresl dowolny ostrostup; nastepnie przetnij go plasz-
czyzna réwnolegla do podstawy; ostrostup zostanie podzielony na
2 czesci, z ktérych jedna bedzie ostrostupem calkowitym, a druga
tak zwanym ostrosfupem $cietym.

Opisz ostrostup $ciety foremny, nakresl jego siatke i zbuduj
model.

b) Jak obliczysz: 1) powierzchnie boczna, 2) powierzchnie cal-
kowita ostrostupa $cietego foremnego? :

: Powierzchnia boczna ostrostupa $cietego foremnego réwna sig
polowie iloczynu sumy obwodow podstaw przez wysoko$é $ciany bocznej.

249. Boki podstaw i wysoko$¢ §ciany bocznej ostrostupa tréj-
katnego foromnego maja odpowiednio: 6,2i2. Oblicz powierzchnie
boczna.

250. Boki' podstaw i wysoko$¢ ostrostupa tréjkatnego forem-
nego majg odpowiednio: 10, 4 i 1. Oblicz powierzchni¢ boczna.

251. Boki podstaw i krawedz boczna ostrostupa czworokatnego
Scietego foremnego maja odpowiednio: 6 cm, 2 cm i 3 cm. Oblicz
powierzchni¢ catkowita. Nakresl siatke i zbuduj model.

252. Boki podstaw i wysoko$é $ciany bocznej foremnego szescio-
katnego ostrostupa $cietego maja odpowiednio: 2 dm,0,4dm i 1 dm.
Oblicz powierzchnie boczna. :
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Mierzenie objetosci.

Kazda bryta jest wieksza lub mniejsza, czyli jak moéwia, zaj-
muje cz¢$¢ przestrzeni, inaczej, ma pewna objetosc.

Zmierzyé objetosé danej bryly, znaczy poréwnaé jej objetosc
z objetoscia, przyjeta za jednostke mierniczg, t. j. okresli¢, ile razy
jednostka miary lub jej cze$ci miesci si¢ w danej objetosci. Za je-
dnostke miary przyjmujemy szescian, ktorego krawedz rowna sie
1 m. Szescian taki nazywa si¢ mefrem szesciennym i oznacza sig
w pi$mie m?

Do mierzenia mniejszych objetosci stuza mniejsze szesciany, do
mierzenia za$§ wigkszych — wigksze, przytem nprz. sze$cian, majacy
krawedz = 1 dm, nazywa sie¢ decymetrem sze$ciennym, co ozna-
czamy — dm®; podobniez uzywamy do mierzenia objgtosci: cm”, mm?.

253. Wkiadajac wewnatrz modelu prostopadtoscianu o wymia-
rach nprz. 5, 6, 7 cm. szesciany, majace krawedzie réwne 1 cm,
zauwaz, jak zapomoca rachunku mozna obliczyé objetosé prosto-
padloscianu.

Aby znaleié objetosé prostopadioscianu, nalezy pole jego pod-
stawy pomnozy¢ przez wysokosc.

254. Krawedz sze$cianu = 1} dm, 2) 0,6 m, 3) 1,5dm. Oblicz
objetosé.

255. Oblicz objetos¢ graniatostupa prostego kwadratowego
gdy: 1) powierzchnia podstawy = 0,7 dm*® i wysoko$é = 0,5 dm;
2) bok podstawy = 0,8 m i powierzchnia §cian bocznych =2 m®.

256. Oblicz objetosé¢ prostopadloscianu o wymiarach: 2 cm,
4 cmi 1,5 cm.

257. Oblicz objetosé¢ prostopadloscianu, gdy jeden z bokéw
podstawy = 1,4 dm, pole podstawy 2,54 dm? i powierzchnia boczna
12 dm?.

258. Skrzynia ma ksztalt prostopadloscianu o wymiarach 5,
3 i 4 m (wysoko$é). Ile hl zboza miesci sie¢ w tej skrzyni, jezeli
zboze sigga do wysokosci 1 m 3 dm?

259. W zbiorniku, majacym ksztalt prostopadloscianu o wy-
miarach: 5,4 m; 12,8 m i 6,3 m (wysoko$¢), woda siega do 0,7 wy-
sokosci. Ile dm® wody moznaby wlaé do zbiornika?

260. Ile trzebaby wynaja¢ furmanek do wywiezienia ziemi
przy kopaniu rowu o wymiarach 14 m, 5 m i 6 m, jezeli 1 fur-
manka moze wywie$é 14 m?® ziemi?
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261. Szeroko$¢ sali, majacej ksztalt prostopadloscianu o obje-
tosci 377,4 m® wynosi 6 m a wysokosé 4,25 m. Oblicz dlugosé sali.

o 262. Objetosé prostopadloscianu z |kamienia wynosi 1,512 m3.
Wymiary podstawy wynosza: 2,1 m i 1,8 m. Oblicz wysoko$é pro-
stopadtoscianu.

263. lle- wazy prostopadloscian z zelaza o wymiarach 4,5 dm,
3 cm'i 4 mm, jezeli ciezar wlasciwy zelaza = 7,8?

264. Skrzynie, ktérej dlugosé wynosi 2,5 m. i szerokosé 1,25 m
napelniono zbozem do wysokosci 46 cm. Ile ‘wynosi wedlug cen
biezacych warto§é¢ tego zboza, liczac za 1 dkl...?

265. Ile wazy szescian z marmuru, majacy krawedz 2,5 dm,
jezeli ciezar wlasciwy marmuru = 2,8?

266. a) Zbuduj model graniastostupa prostego o podstawie pro-
stokatnej; nastepnie zbuduj kilka modeli graniastostupéw prostych,
majacych za podstawy: 1) tréjkat, 2) czworokat, 3) pieciokat, 4) sze-
$ciokat tak, aby wszystkie gdraniastostupy mialy podstawy réwno-
wazne i wysokosci rowne. Nastepnie napelnij jeden z nich piaskiem;
przesypujac piasek, napelniajacy te bryle, kolejno do kazdej z po-
zostalych, co zauwazyles?

Wszystkie graniastostupy, majace réwnowazine podstawy i rowne
wysokosci, majq jednakowaq objetosé.

Zatem, aby obliczyé objetos¢ dowolnego graniastostupa, nalezy
pole jego podstawy pomnozyc przez wysokosé. ¥

b) Ponfewaz walec uwazamy za graniastostup o podstawie ko-
lowej, przeto mozemy oblicza¢ objetos¢ walca w ten sam sposéb,
jak objetosé graniastostupa, zatem:

Aby obliczyc objetosé walca, nalezy pole jego podstawy pomno-
Zy¢ przez wysokosé.

c) Oznaczajac promien podstawy walca przez r i przez b jego
wysoko$é, wyraz zapomoca wzoru objetosé walca.

267. Oblicz objetosé graniastostostupa tréjkatnego foremnego,
jezeli bok podstawy = 0,8 dm i wysoko$é = 12 cm.

268. Oblicz objetosé graniastostupa tréjkatnego foremnego,
jezeli bok podstawy = 8 cm i powierzchnia boczna = 24 cm?

269. Wysokoéé graniastostlupa tréjkatnego foremnego wynosi
4 dm i objetos¢ 3 dm?. Oblicz: 1) bok podstawy, 2) pole podstawy.
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270. Oblicz objetosé graniastostupa prostego, majacego za pod-
stawe tréjkat réwnoramienny o podstawie == 2,5 dm, ramieniu =
= 3,25 dm, jezeli wysoko$é¢ graniastostupa = 2 dm.

271. Oblicz objeto$é i catkowita powierzchnig graniastostupa
prostego, majacego za podstawe romb, w ktérym bok = 7,5 m,
mniejsza przekatnego-= 9 m, a wysoko$¢ graniastostupa = % m.

272. Oblicz powierzchnie i objetos¢ graniastostupa prostego
o wysokosci = 5 m, majacego za podstawe trapez rdéwnoramienny,
ktérego podstawy maja: 10 m i 4 m, a pozostale boki =5 m.

273. Oblicz powierzchnie i objetosé graniastostupa szesciokat-
nego foremnego, w ktérym wysoko$é = 1,5 m i bok podstawy = Z m.

274. lle wazy kawalek zelaza, dlugosci 10 m, majacego ksztalt
graniastostupa prostego, jezeli podstawa graniastostupa jest tréjkat
réwnoramienny o podstawie = 3 cm i wysoko§ci = 18 mm
{ciezar wlasciwy zelaza = 7,8).

275. Podstawgq graniastostupa prostego, jest trojkat prostokatny.
Oblicz jego objetosé, jezeli przeciwprostokatna podstawy = 8,7 dm,
przyprostokatna = 47 cm, a wysoko$é graniastostupa 5,03 m.

276. Oblicz objetosé¢ i powierzchnie walca, jezeli promien pod-
stawy = 0,7 dm i wysokos¢ = 12 dm.

277. Promien podstawy walca = 3,5 cm, objetos¢ = 154 cm?.
Oblicz wysoko$é i powierzchnie boczna.

278. Oblicz objetosé¢ i powierzchnie walca, jezeli promien pod-
stawy = 2,4 dm i wysoko§é = 1 m.

279. Ile hl zawiera naczynie w postaci walca o érednicy we-
wnetrznej 1,3 m i wysokosci 2,8 m?

280. Ile m? muru potrzeba do ocembrowania okraglego zbior-
nika, glebokiego na 5,7 m, jezeli promierr wewnetrzny = 4,2 m, a ze-
wnetrzny = 4,5 m?

281. lle wazy drut miedziany, dlugosci = 1 m i grubosci =9
mm, jezeli cigzar wiasciwy miedzi = 8,9?

282. Oblicz wysokos¢ walca, jezeli pole podstawy = 5,5 m?
i objetosé = 4400 dm3.

283. Naczynie w postaci walca zawiera 62,75 |. Oblicz we-
wnetrzna wysoko$é naczynia, jezeli $rednica podstawy = 4 dm.

284. a) Zbuduj z kartonu 2 modele: dowolnego ostrostupa pro-
stego i graniastostupa prostego o réwnej wysokosci i o podstawie
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rownej lub rownowaznej podstawie ostrostupa. Nastepnie oderwij
dno w ostrostupie i jedna z podstaw graniastostupa, poczem naDel-
nij piaskiem ostrostup i przesyp go do graniastostupa.

Ille razy trzeba bedzie przesypaé piasek z ostrostupa do gra-
niastostupa?

Ostroslup, majqcy te samg (lub réwnowainag) podstawe i wyso-
kosc, co graniastostup, ma trzy razy mniejszq objetosé.

Zatem:

Aby otrzymac objetosé ostroslupa, nalezy pomnozyé trzeciq czesé
powierzchni podstawy przez wysokosé.

b) Poniewaz stozek uwazamy za ostrostup w ktorym pod-
stawa jest kolo, zatem:

Aby obliczyé objetosc stozka kolowego, naleiy pole jego pod-
stawy pomnozy¢ przez % wysokosci.

c) Oznaczajac promien podstawy stozka przez r i wysokosé
przez b, wyraz zapomoca wzoru objetosé¢ stozka.

285. Oblicz objetosé ostrostupa, jezeli podstawa ma 5,46 m®
a wysokosé¢ 2,4 m.

286. Oblicz objetos¢ ostrostupa tréjkatnego foremnego, jezeli
bok podstawy = 6 cm i wysoko$é ostrostupa = 4 cm.

287. Obwad poastawy ostrostupa czworokatnego foremne-
go=160 mm, a wysoko§¢ =2 cm 1 mm. Oblicz powierzchnig
boczna i objeto$¢ ostrostupa.

288. lle wazy kawalek srebra, majacy ksztalt ostrostupa czwo-
rokatnego foremnego, jezeli bok podstawy = 1,5 cm i wysoko$é¢ =
=3 cm? (cigzar wlasciwy srebra = 10,8).

289. Wysokosé¢ jednej z najwiekszych piramid w Egipcie
(riramida Cheopsa) wynosi 146 m, a bok kwadratowej podstawy
tej piramidy = 233 m. Oblicz objgtos¢ piramidy.

290. Oblicz powierzchnie boczna i objetosé ostrostupa czwo-
rokatnego foremnego, jezeli krawedz boczna =5 dm, a wysokosé
Sciany bocznej =4 dm.

291, Oblicz objeto$¢ ostrostupa szesciokatnego - foremnego,
jezeli bok podstawy =3 dm i krawedz boczna = 6 dm.

292, Oblicz wysokosé i calkowita powierzchnie ostrostupa
czworokatnego foremnego, jezeli objetosé ostrostupa =1 dm?, a bok
podstawy = 20 cm.
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293. [le bedzie wazy¢ nagrobek marmurowy, majacy ksztalt
piramidy czworokatnej foremnej, jezeli wysokos¢ =4 m 8 dm i bok
podstawy = 8 dm? (ciezar wlasciwy marmuru = 2,8).

294, Troéjkat prostokatny obraca sie dokola przyprostokatne;j.
Jaka bryle zakresli ten trojkat? \

295. Kwadrat obraca si¢ dokota swego boku. Jaka bryle
otrzymasz przez ten obrét?

296. Mamy tréjkat prostokatny. Jedna przyprostokatna = 4
cm, druga =5 cm.

a) réjkat ten obraca sie dokola przyprostokatnej =4 cm. Oblicz
objetos¢ tak otrzymanego stozka?

b) tréjkat ten obraca sie dokola przyprostokatnej =5 cm. Oblicz
objetos¢ tak otrzymanego stozka? Czy objetosci te sa rowne?

297. Trojkat prostokatny obraca sie dokota przyprostoka-
tnej = 3 cm. Druga przyprostokatna=2 dm 1 cm. Oblicz objetos¢
otrzymanego stozka?

298. Trojkat prostokatny obraca sie dokola przyprosto-
katnej = 60 cm. Stozek otrzymany ma objetosé =6160 cm?. Znajdz
dlugosé¢ drugiej przyprostokatnej?

299. W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne sg rowne
24 cm i 15 cm. Tréjkat ten obraca sie dokola boku =24. Znajdz:
1) objetosé tego stozka, 2) powierzchnie boczna, 3) powierzchnie
catkowita, 4) powierzchnie podstawy?

300. Kwadrat o boku = 4 cm obraca si¢ dokota swego boku.
Znajdz objetosé i powierzchnie boczna otrzymanej brylty?

301. Kwadrat, ktérego przekatna = V50 obraca sie dokola
boku. Znajdz powierzchnie calkowita i objeto$é otrzymanej bryty?

302. Oblicz objetos¢ stozka réownobocznego, jezeli $rednica
podstawy = 3,5 dm.

303. Kwadrat o boku=6 cm obraca si¢ dokota jednego boku.
Oblicz powierzchnie i objetos¢ bryly, otrzymanej droga obrotu.

304. Oblicz powierzchnig i objetosé¢ bryly, otrzymanej od
obrotu prostokata, majacego wymiary 4 cm i 8 cm dokola mniej-
szego z bokow.

305. Trojkat prostokqtm; o przyprostokatnej = 9,6 dm i prze-
ciwprostokatnej = 1,04 m obraca sie dokota: 1) mniejszej z przy-
prostokatnych, 2) wiekszej z przyprostokatnych. Oblicz powierz-
chnie boczne i objetosci bryl, otrzymanych od obrotu.
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306. Prostokat o wymiarach: 4 cm i 6 cm, obraca sie¢ dokola
osi, rownoleglej do wigkszego boku i odleglej od najblizszego boku.
o 5 cm. Oblicz objetosé bryly otrzymanej od obrotu.

Wielosciany foremne.

307. a) Jakie znasz wielosciany?

b) Czy wsréd znanych ci wieloscianéw istnieja takie, w kto-
rych wszystkie Sciany sa jednakowemi ré6wnemi wielokatami forem-
nemi?

c) Opisz szescian. Ile §cian szescianu schodzi sie¢ w jednym
wierzchotku? Jaka moze byé¢ najmniejsza ilo$¢ $cian, schodzacych
sie w jednym punkcie?

Figura, utworzona przez plaszczyzny kqtow scian wielescianu,
schodzqcych sie w jednym punkcie, zwanym wierzcholkiem, nazywa
sie kqtem brylowym.

d) Wskaz na modelu szescianu wszystkie katy brylowe.

e) Wskaz na modelu dowolnego graniastostupa katy brylowe.

f) Wskaz na modelu dowolnego ostrostupa katy brylowe.

g) Czy méglbys utworzyé kat brylowy z czterech kwadratéw?

h) Czy méglbys utworzyé kat brytowy z 3, 4, 5, 6 tréjkatow
réwnobocznych?

i) Kiedy katy plaskie, schodzace si¢ w jednym wierzchotku,
moga utworzyé kat brylowy?

Suma kqtow plaskich, tworzacych kat brylowy, musi by¢ mniej-
sza od 4 katow prostych.

j) Czy mozna utworzyé kat brylowy trojscienny, jezeli katy
przy wierzchotku bylyby: 759 100°, 130°?

k) Czy mozna utworzyé kat brylowy czworoscienny, jezeli katy
przy wierzchotku bylyby: 120°, 100° 108°, 96°,

308. Wieloscian nazywa sie foremnym, jezeli wszystkie jego
Sciany 5q wielokqtami foremnemi i rownemi.

a) wyjasénij, ile $cian, bedacych tréjkatami foremnemi, moze
sie schodzi¢ w jednym punkcie. Poniewaz suma katéw plaskich
kata brylowego musi byé mniejsza od 4 d, wiec, jezeli $ciany kata
brylowego maja. byé katami tréjkatéw réwnobocznych, w kacie bry-
lowym moze by¢ albo 3, albo 4, albo 5 $cian, gdyz 6 takich s$cian
daloby 360°.

b) Wigc ile gatunkéw wieloscianéw foremnych mozna utworzyé
z trojkatow foremnych?
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c) Ile gatunkéw wieloécianéw foremnych mozna utworzyé z kwa-
dratow ? :
d) 1) lle wynosi suma wszystkich katéw wielokata?
2) Ile wynosi suma wszystkich katéw pigciokata foremnego?
3) Ile stopni ma kat pieciokata foremnego?
4) Ile gatunkéw wieloscianéw foremnych mozna utworzyé
z pieciokatéw foremnych.
e) Ille gatunkéw wieloscianéw foremnych mozna utworzyé z sze-
Sciokatow foremnych?
f) Czy mozna utworzyé wieloécian foremny z 7-katéw foremnych?
g) lle wiec istnieje wszystkiego gatunkéw wieloscianéw fo-
remnych?
Nie moze istnie¢ wigcej, jak 5 gatunkéw wieloscianéw foremnych.
309. Nakresl siatke czworoscianu foremnego i zbuduj model.
W tym celu wykreslamy tréjkat réwnoboczny ABC (rys. 54) i 13-
czymy $rodki jego bokéw; otrzymamy cztery tréjkaty foremne:

(/

/N
LNL

Rys. 54.

1, 2, 3, 4. Obracamy tréjkaty 2, 3, 4 okolo bokéw wspélnych
z trojkatem 1 dotad, dopéki wierzcholki A, B i C nie zejda sie
w jednym punkcie; w ten spos6b otrzymamy model czworoscianu
foremnego.

Rys 55.

| 310. ‘Nakresl siatke os$mioscianu foremnego i zbuduj model.
W tym celu kreslimy 8 tréjkatéow foremnych, ulozonych, jak wska-
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zuje rys. 55. Nastepnie obracamy te tréjkaty okolo ich bokéw
dotad, az punkt A padnie na A!, B na B!, C na C! i D na D.

311. Nakresl siatke dwudziestoscianu foremnego i zbuduj mo-
del. Rysunek 56 przedstawia siatke 20-$cianu foremnego.

Skiada si¢ ona z 20 tréjkatéw réwnobocznych; dziesigé z nich
tworza réwnolegtobok ABCD, pozostale zas otrzymujemy, przediu-
zajac boki tych dziesieciu tréjkatéw. Zginamy trojkaty siatki tak,
aby punkt A padl na B, punkt C na D, oraz aby punkty 1, 2, 3,
4, 5 zlaczyly sie w jeden i punkty 6,1,8,9, 10 takze w jeden punkt.

Rys. 56.

312. Nakresl siatke szescianu i zbuduj model.

313. Nakresl siatke dwunastoscianu foremnego i zbuduj model.
W tym celu wykreslamy pieciokat foremny i na kazdym jego boku
wykreslamy znowu pieciokat foremny, nast¢pnie wykreslamy druga
figure, zlozona z 6 pieciokatéw foremnych i przylegly do pierwszej;
pie¢ 5-katéw obracamy okolo bokéw wspélnych z 5-katem srodko-
wym dotad, dopdki nie utworzy sie rodzaj pudetka; z pozostatych sze-
$ciu pieciokatéw utworzymy drugie pudetko; obracajac te dwa pudetka
okoto wspélnej krawedzi, doprowadzamy ich brzegi do przystania.

314. Rys. 57 przedstawia siatke polforemnego \wieloscianu,
t. j. wieloscianu, skladajacego sie wprawdzie z wielokatéow forem-
nych, ale o niejednakowej liczbie bokéw. Zbuduj model.

315. Nakresl siatke i zbuduj model czternastoscianu pétfo-
remnego, ograniczonego przez 6 kwadratéw i 8 pieciokatow.

Rys 57.
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Podobienstwo wielosciandw.

316. a) Nakre§l dowolny czworoscian i przetnij go plaszczyzna
réwnolegla do podstawy (rys. 58). Sprawdz, czy: 1) A ASB jest
podobny do tréjkata A1 SBi, 2) A ASC podobny do tréjkata
, Ai1SCi, 3) ABSC podobny do tréjkata BiSCi, 4) A ABC po-
' dobny do tréjkata AiBi Ci.

Dwa wielosciany nazywamy podobnemi, jezeli sciany ich sq figu-
rami podobnemi.

b) Czy: 1) dwa szesciany, 2) dwa czworosciany foremne sa wielo-
$cianami podobnemi? Dlaczego?

317. Niech dany bedzie czworoscian SABC (rys.59). Nakresl
czworoscian podobny do danego.

W tym celu laczymy dowolny punkt O z wierzchotkami danego
czworoscianu. Nastepnie na promieniach OS, OA, OB, OC obieramy
OS OB OA OC

takie punkty, aby zachodzila zaleznos¢ 0, — OB, — OA, — OCy

s

Rys. 58.

taczac punkt Si z punktami A, Bi, Ci otrzymamy czworo-
scian S A1 B: Ci.

1] Sprawdz, czy odpowiednie $ciany czworoscianéw SABC

i S1 A1 B1 Ci sa do siebie podobne.
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318. Nakresl siatke i zbuduj model prostopadioscianu o wy-
miarach 7 cm, 5 cm, 3 cm. Nastepnie nakresl siatke i zbuduj
model tegoz prostopadloscianu w skali'2: 1.

Oblicz objetosé¢ obydwu bryt i poréwnaj je.

Rys. 59.

Ile razy zwigkszyla sie objetos¢ bryly, gdy krawedzie powie-
kszyly sie dwukrotnie.

319. Nakresl siatke szescianu o krawedzi 6 cm i zbuduj jego
model.

Nakresl siatke i zbuduj model tegoz szescianu w skali 1:3.

Oblicz objetosé obydwu szescianéw i wyjasnij, jak sie zmie-
nia objetosé danego szescianu, gdy zmniejszymy jego krawedz 3 razy?

320. Oblicz powierzchnie prostopadloscianu o wymiarach 7 cm,
5 cm, 3 cm; nastepnie oblicz powierzchnie tegoz prostopadloscianu
nakreslonego w skali 2:1. Oblicz, ile razy zwigkszyla si¢ powierzch-
nia prostopadloécianu, gdy krawedzie jego powiekszyly si¢ 2 razy.

321. Oblicz powierzchnie szescianu o krawedzi = 6 cm; na-
stepnie oblicz powierzchnig¢ tegoz szes$cianu nakreslonego w skali
1:5. Oblicz, jak sie zmienita powierzchnia szescianu, gdy jego
krawedz zmniejszyla sie 3 razy.

Stosunek powierzchni dwu bryl podobnych, jest réwny kwadra-
towi stosunku krawedzi odpowiednich, innemi slowy powierzchnie
wieloscianéw podobnych sq proporcjonalne do kwadratéw krawedzi
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odpowiednich. Objetosci wieloscianéw podobnych sq proporcjonalne
do szescianéw krawedzi odpowiednich.

322. Odpowiednie krawedzie 2 wieloscianéw podobnych ma-
ja: 0,5 mi 2 m. Obliczyé objetos¢ drugiego, jezeli objetos¢ pier-
wszego = 1,25 m3,

323. Krawedz wielo$cianu réwna sie 0,25 m. Oblicz krawedz
wieloscianu podobnego, majacego objetos¢ 2 razy wigksza.

324. Jak si¢ zmieni objetosé¢ walca, jezeli zmniejszymy jego
wysokos¢ 3 razy, pozostawiajac promien podstawy bez zmiany?

325. Jak si¢ zmieni objeto$é i powierzchnia walca, jezeli po-
wiekszymy promien podstawy 2 razy, nie zmieniajac wysokosci?

326.. Promienn podstawy walca =3 m, a wysoko§¢=2 m.
Oblicz objeto$é i powierzchni¢ walca, majacego podstawe o pro-
mieniu = 4 m.

327. Jak sie zmieni objgtos¢ stozka, jezeli wysokosé jego po-
wiekszymy 6 razy, pozostawiajac promien podstawy bez zmiany?

328. Wysoko$é stozka = 4 m i promien podstawy = 3 m. Oblicz
obiQ_toéé stozka podobnego do danego, majacego wysoko§é =2 m.

Kula.

Poréownywujac kule z jakimkolwiek wieloscianem, odrazu zauwa-
zysz, ze kula posiada pewne sobie tylko wlasciwe wlasnosci.

Czy moéglbys naprz. owinaé kule kartka papieru tak, by papier
szczelnie do niej przylegalt?

Czy moglbyé nakreslié na powierzchni kulistej linje prosta?

Takie powierzchnie jak kula, powierzchnia boczna walca lub
stozka, w odréznieniu od powierzchni plaskich czyli plaszczyzn zo-
wiag powierzchniami krzywemi.

Powierzchnie kulista zwykle okreslamy jako miejsce punktéw,
jednakowo odleglych od jednego punktu zwanego $rodkiem,

Odlegtos¢ srodka kuli od jakiegokolwiek punktu powierzchni
kulistej nazywa si¢ promieniem.

Cze$é przestrzeni, ograniczona powierzchnia kulista, zowie sie
kula.

Odcinek, przechodzacy przez $rodek kuli i majacy kornce na
jej powierzchni, zowie si¢ §rednica.

Z powyzszych okreélern wynika, ze:

a) Wszystkie promienie i $rednice tej samej kuli sa sobie réwne.

b) Kule o réwnych promieniach s3 réwne.

Rachunki, — Czeé¢ VI. 13



— 9=

329. Zbuduj model pétkola i obracaj go okolo srednicy. Jaka
figure otrzymasz przez ten obrét?

330" a) Przetnij kulg plaszczyzna: jaka figure otrzymasz?

b) Przetnij kule plaszczyzna, przechodzaca przez s$rodek kuli;
jaka figure otrzymasz? | w jednym i w drugim wypadku w prze-
cieciach otrzymasz koto.

Kolo przechodzace przez s$rodek kuli jest najwieksze i zowie
sic kolem wielkiem (rys. 60).

Rys. 60.

Czy promien tego kota bgdzie réwny promieniowi kuli? «

Ile mozna poprowadzié¢ ko6t wielkich?

Czy wszystkie kota wielkie sa sobie réwne?

W jaki sposéb nalezaloby, poprowadzi¢ kota male, by one byly
réwne? )

Powierzchnie kuli oblicza sie zapomoca wzoru:

4 1 R?* (R promien kuli).

Wzor ten wskazuje, ze powierzchnia kulista jest 4 razy wigksza
od powierzchni kota wielkiego.

Obijetosé zas kuli obliczamy na podstawie wzoru:

4 1m RS,

331. Oblicz powierzchnie i objetosé kuli o powierzchni = 3 dm.

332. Oblicz powierzchni¢ i objetosé kuli, majacej $rednice
réwna 2,5 m.

333. Oblicz powierzchnie i objetosé kuli, jezeli dtugosé¢ okregu
wielkiego kota wynosi 18,84 dm.

334. Oblicz powierzchnie i objetosé kuli, jezeli pole wielkiego
kota wynosi 2,25 m?®.

335. Oblicz promien kuli, ktérej powierzchnia wynosi 1 m?

336. Oblicz powierzchni¢ i obwdéd kola wielkiego, jezeli po-
wierzchnia kuli = 8 cm?
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337. Jak sie zmieni powierzchnia i objetos¢ kuli, jezeli:
a) promien kuli powiekszymy 3 razy? .
b) A , zmniejszymy 4 razy?
338. Jak sie zmieni promien kuli, jezeli:
a) powierzchnie jej powigkszymy 64 razy?
b) . , zmniejszymy 9 razy?
339. Jak sie zmieni promien kuli, jezeli:
a) objetosé¢ jej powiekszymy 8 razy?
b) b ,» zmniejszymy 27 razy?
Powierzchnie kul sq proporcjonalne do kwadratow ich promieni,
a objetosci kul sq proporcjonalne do szescianéw ich promieni.

340. Polokragta kopula o promieniu =7 m. ma byé pokryta
blacha. lle m? blachy trzebaby kupié na pokrycie?

341. lle litrow wody moznaby wlaé do pétkolistego zbiornika
o $rednicy = 60 cm?

342. Srednica ziemi wynosi 12750 km. Oblicz jej objetosé,
oraz oblicz dlugo§¢ réwnika.

343. lle razy kula o promieniu = 4 cm jest wieksza od kuli
o promieniu = 2 cm?

344. lle wazy kula olowiana o promieniu = 8 cm, jezeli ciezar
wlasciwy olowiu = 11,3?

345. Zmierz w klasie promieni globusu i oblicz jego powierz-
chnie i objetosé.

346. Ile nalezaloby zaplacié za zlota kule o promieniu = 1 cm.
jezeli 1 kg zlota obecnie kosztuje... (cigzar wlasciwy zlota = 19,3).

347. Promien kuli = 2 m; oblicz powierzchnie przeciecia kuli
plaszczyzna, jezeli odleglo$é¢ jego od srodka wynosi = 1,5 m.

348. Promien przeciecia kuli plaszczyzng = 3 dm. Oblicz od-
leglosé tego przeciecia od biegunéw, jezeli promien kuli = 0,5 m.

Uwaga. Biegunami okregu, lezacego na powierzchni kuli, na-
zywaja si¢ korice jej $rednicy, prostopadlej do plaszczyzny okregu.

- 349, Powierzchnia kuli jest rownowazina powierzchni stozka

r(’)wn(hb'eznego,_‘_majacego tworzaca = 0,6 m. Oblicz promien kuli.

350. Powierzchnia kuli jest réwnowazna powierzchni walca,
majacego wysokos¢ = 2,6 dm i promieri podstawy = 1,4 dm. Oblicz
promieni kuli.

351. Oblicz promien kuli, ktérej objetosé jest 10 razy mniejsza
od objetosci kuli o promieniu = 20,5 cm.
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