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ADAM BIELECKI

Extension de la méthode du rétracte de T. Wazewski
aux équations au paratingent

Przeniesienie metody .retraktowej" T. Wazewskicgo na rownania paratyngensowe

TepenecenHe ,perpakTHoro’’ merona T. BaxeBcKOro Ha NapaTHICHTHblE YpPaBHEHHA

La théorie des équations au paratingent, qui n’est en réalité qu'une
modification de la théorie des inégalités différentielles ordinaires, initiée
par S. K. Zaremba |16, 1T et 18] et A. Marchaud [12], et étroite-
ment liée a la géométrie directe de G. Bouligand [8], est encore rela-
tivement peu développée bien qu'elle présente d’indiscutables avantages.
Le principal d’eux consiste en ce que les équations au paratingent, qui
sont une généralisation étendue, bien que naturelle, des systéemes d’équa-
tions différentielles ordinaires, conservent beaucoup de leurs propriétés,
particuliéerement importantes dans l‘étude qualitative de 1’allure des inté-
grales et de la structure de leurs familles. De plus, la théorie des équa-
tions au paratingent synthétise dans une certaine mesure la théorie des
équations et celle des inégalités différentielles, fournissant certains procédés
meéthodologiques qui peuvent étre appliqués avec succés dans ces théories,
en particulier dans le cas ou les intégrales d’'un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires ne satisfont pas a la condition d’unicité.

Dans un travail antérieur |2 et 3|, auquel je,vais renvoyer dans la suite,
j'ai appliqué la théorie des équations au paratingent a 1‘étude de l'unicité
des solutions des systémes d‘équations différentielles ordinaires et, en
méme temps aussi au méme probléme relatif aux équations au paratingent.
J'y ai exposé, de fagon assez systématique, un fragment de la théorie de
ces équations.
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Dans  le présent mémoire je me propose d’étudier la possibilité d'éten-
dre, en les adaptant convenablement, au domaine des équations au para-
tingent (et, par cela méme, aux équations différentielles ne satisfaisant
pas a la condition d'unicité) certaines méthodes d’étude qualitative de
l'allure des intégrales des équations différentielles, élaborées par 1'Ecole
mathématique de Cracovie, a savoir la méthode dite du rétracte de

T. Wazewski |14] et les variantes de cette méthode, données par d'au-
tres auteurs [1], [13].

La généralisation de ces méthodes a une classe d’équations beaucoup
plus étendue présente une difficulté que je n’ai pas réussi 4 surmonter
tout a fait: elle consiste en ce que, dans la méthode de T. Wazewski,
I'unicité des intégrales joue un role essentiel.. C'est pourquoi les familles
d’intégrales, remplissani des ensembles ouverts, ont localement une struc-
ture topologique identique a celle d'un faisceau de droites paralléles. Les
difficultés et les complications n'apparaissent qu’a la frontiere des domai-
nes. Dans le cas des équations différentielles ne satisfaisant pas a la con-
dition d’unicité, et a fortiori des équations au paratingent, les complica-
tions a la frontiére augmentent considérablement et, en méme temps, on
voit surgir des difficultés qualitativement tout a fait nouvelles. Méme dans
Pintérieur du domaine et localement, une famille d'intégrales d’une équa-

tion au paratingent ne rappelle pas, méme grossiérement, un faisceau de
droites.

C’est pourquoi I'idée s'imposait de facon naturelle, pour 1'étude en ques-
tion, de régulariser I’équation au paratingent en la remplacant par un sys-
teme régulier d’équations différentielles dans I'intérieur du domaine considé-
ré, en conservant toutefois le caractére local de 1’allure des solutions dans le
voisinage de la frontiére, dans la mesure nécessaire pour permettre 1’appli-
cation de la méthode du rétracte. Il a fallu pourtant imposer en méme temps
certaines conditions accessoires relatives a la frontiere.

L’idée de la régularisation exposée ici différe assez essentiellement de
la méthode, donnée par T. Wazewski dans la fin du travail ([14], p
313); dans les théorémes sur la régularisation (th. 1 et 2, chap. 5), qui
constituent le but principal de ce travail, ’équation au paratingent n’est
pas modifiée a la frontiére du domaine .

Les théoremes 3 et 4 (chap. 6), qui résultent de cette méthode de
régularisation, se rattachent de prés aux travaux relatifs 4 la méthode
du rétracte |14|, [1], |13], bien qu'ils ne soient pas des généralisations
des théorémes donnés dans ces travaux (la possibilité d'une generahsatlon
au sens strict semble problématique).
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Les démonstrations des théorémes énoncés dans ce travail sont assez
pénibles, un certain nombre d’elles n'a pu étre qu’esquissé. Les recherches
entreprises ici trouvent une certaine justification dans le fait que les ma-
thématiciens s’intéressent actuellement de plus en plus a l'étude des équa-
tions différentielles qui ne satisfont pas a la condition d’unicité, comme le
prouve p. ex. le volumineux travail, récemment publié, de P. Hartman et
A. Wintner |9]|. Les résultats acquis jusqu'a présent au moyen de la
méthode du rétracte de T. Wazewski permettent d'espérer qu’elle
pourra étre appliquée avec succes a des systémes d’équations différentiel-
les moins réguliers.

Les chapitres 1 et 2 sont consacrés a l'exposition de notions prélimi-
naires et de quelques lemmes. Je les ai traités d’'une manieére assez détaillée,
car la théorie des équations au paratingent est relativement peu connue.

Comme probléemes principaux, suggérés par ce travail et non résolus,
je considére les questions suivantes: 1° est-il possible, et dans quelle mesure,
de se débarasser dans le théoréeme 2 de I’hypothése que l’ensemble o—S
est un Fq, 2° le champ M" (P), figurant au théoréme 2, peut-il, et moyennant
quelles hypotheses, étre défini de sorte que les ensembles S et e ne
subissent pas de modification si 1'on remplace M (P) par M”(P), 3 M" (P)
peut-il étre défini de telle maniére que par chaque point de l‘ensemble S
il sorte du domaine B au plus une intégrale de ce champ. Aucun de ces
probléemes ne semble simple.

1. Champs de pinceaux de droites

Soient U et V deux ensembles contenus dans l'espace euclidien (réel)
E, 1 a n+ 1 dimensions, P et @ deux points appartenant a3 E, 1. Nous
désignerons par ‘U,V|=|V,U|, U,Q|=Q,U| et P,Q|=Q,Pi respecti-
vement la distance entre les ensembles U et V au sens de Hausdorff, la
distance inférieure entre le point Q et I'ensemble U') et la distance entre
les points P et Q. Les mémes notations seront utilisées dans le cas d’ensem-
bles et de points dans l'espace euclidien E, a n dimensions. L’ensemble
des points P¢E,  tels que |U,P|< ¢ sera désigné par K (U,¢) et sa fer-
meture par K (U,e), l'ensemble des points xeE, tels que |u,xr|<<e, ou
u(_ E,, sera désigné par k(u,¢) et sa fermeture par K (u, €).

Soit m (_ E, un ensemble non vide, borné, fermé et convexe de points.

L'ensemble M des droites menées du point fixe (—1,0,...,0)e E, | aux
points (0,x) =(0,x,...,Tn) € Exyy, ol xem, sera dit pinceau de droites, ou
bien pinceau, et l'ensemble m — sa trace, en symbole m = Trace (M).

') Cf. [10], p. 201 — 293
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Nous dirons que le pinceau M est contenu dans le pinceau M’ (resp. con-
tenu dans lUintérieur du pinceau M’) et nous écrirons M/ M’ (resp. M. M’)

i

lorsque m (_ m’= Trace (M’) (resp. lorsque m est contenu dans l‘intérieur
de m’). Le pinceau qui contient une seule droite (et dont la trace se réduit
a un seul point) sera dit élément linéaire. L’élément linéaire dont la trace
est le centre de gravité de m = Trace (M) s’appellera centre du pinceau M,
en symbole Centre (M). La distance entre deux pinceaux sera entendue
comme celle de leurs traces: |M, M’ = m,m’. L’ensemble de tous les pinceaux
(dans E..1) devient ainsi un espace meétrique. Le symbole k (M, ¢) désigne-
ra le pinceau dont la trace est k(m,e)?). >

Supposons que les ensembles m;e E,, i =1,2,...,p, soient bornés, fer-
més et convexes, et que

F -
] A
Ai 0,.]22‘1;‘-0,‘[4,-:-{4.
f=1 £
Soit, pour i=1,2,...,p, 'em; et considérons l'ensemble m des centres de
gravité
p
2 st
=1

de tous les systémes de points x',x?,...x", ot x'em,. Cet ensemble m est
borné, fermé et convexe et il sera dit agrégat des ensembles m,, en symbole

m= Agr (m,-, ﬁi).

=12, ...p
Pareillement
M = Agr (M, A;)) si Trace (M)= Agr (Trace (M), A.).
=2 =982, "5 5p
Le symbole
Nom
i 1‘7p

désignera ‘le moindre pinceau contenant tous les M;, i=1,2,...p, c'est-a-
dire le produit de tous les pinceaux contenant ’ensemble des droites
>M;.

=12, ..p
Une fonction M(P) qui fait correspondre un pinceau a tout point P

d'un ensemble D (_ E.;1 sera appelée champ de pinceaux ou champ tout

?) J’adopte dans ce Chapitre les définitions que j'ai déja ir-xtroduites dans un tra-
vail antérieur [2], p. 51, et qui ne différent pas essentiellement de celles introduites
par S. K. Zaremba [16) et [17].




Extension de la méthode du rétracte 41

court si la trace m(P)= Trace (M (P)) est dans D une fonction semi-con-
tinue supérieurement par rapport a I'inclusion?®), c’est-a-dire s'il existe pour
tout PeD et ¢ >0 un 6 = 0 tel que I'inégalité P,Q|<<4 entraine l'inclu-
sion M(Q)( k(M (P),e) pour tout QeD.

Si tous les pinceaux M (P), ou Pe¢ D, sont des éléments linéaires, le
champ M (P) peut étre identifié au champ d’éléments linéaires engendré
par un systéeme d’équations différentielles ordinaires
quti’=f,.it,x,, e 5 Endy 3 | P Elh ok 1,

(1)

dont les seconds membres sont continus dans D, car dans ce cas la semi-
continuité par rapport a l'inclusion implique évidemment la continuité.

Le champ M (P) sera dit borné dans D s'il est contenu dans un champ
constant: M(P)(_ M, pour PeD, il sera dit gras si, pour tout PeD, la
trace m(P) a des points intérieurs, enfin il sera dit continu dans D s’il
existe, pour tout PeD et & >0, un 6 >0 tel que I'inégalit¢ P,Q|-_¢
entraine l'inégalité M (P),M(Q)/ <<¢ pour tout QeD.

Si M(P) est un champ continu et gras dans D, alors Centre (M (P))
est un champ d’éléments linéaires (continu)’). Un champ défini dans un
ensemble D borné et fermé est borné®). Si M (P) est un champ défini dans
D et £(P) une fonction positive et continue dans D, k(M (P), e (P)) est
encore un champ défini dans D; lorsque M (P) est continu, ce champ l'est
aussi. =

Si les champs M;(P) sont définis dans D, alors M’'(P)= 3 M, (P) est

=1,....p
un champ défini dans D. L’agrégat M’ (P)== Agr (M (P), 4: (P)) lest aussi
lorsque les fonctions 4;(P) sont continues et non negatlves et 2}. (P):

=
dans D. La continuité des champs M;(P) entraine celle de M (P) et de
M” (P). Le produit
MP) = [ | mi(p)
i=1

est un champ dans D si la suite des champs |M;(P)] est décroissante,
C’est-a-dire si l'on a

M..1(P) M;(P) pour PeD et i=1,2,...

) Voir (8], p. 75.

‘| Cela résulte du fait que le centre de gravité d’'un ensemble convexe ayant des
points intérieurs est une fonction continue de cet ensemble, voir [6], p. 52.

%) Les démonstrations omises dans ce chapitre se trouvent dans les travaux cités
plus haut [16] et [2].
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Si [M;(P)} est une suite décroissante de champs dans D, alors on a

14 C—_
(2) [[MP C agr P aP)C X M(P).
1=1 =l..p =i |.0wp
Lemme 1"). Soient D un ensemble ouvert contenu dans E,.,, B et B’
deux ensembles contenus dans D et fermés par rapport @ D, M(P) un champ
défini dans B et M'(P) un champ gras et continu dans B’. Admettons que
M(P)(_ M’'(P) dans B.B’; dans ces conditions il existe une suite de champs

{M; (P)‘I continus et gras dans D telle que
M.y (P) C M;(P) dans D,
M(P)éMi(P) dans B,
M;:(P) i M’ (P) dans B’,

i

M*(P)=[ | Mi(P) est un champ défini dans
=l D et continu dans D —B,
M*(P)= M (P) dans B.

Ce lemme fournit, pour B= D, l'approximation d'un champ donné par
une suite décroissante de champs continus, et d’autre part, pour B # D, le

prolongement continu M*(P) d’'un champ donné M (P) au dela de son do-
maine d’existence.

2. Equations au paratingent

Considérons un ensemble Z(_ E,.; et un point fixe PeZ. Nous appel-
lerons paratingent de ’ensemble Z au point P I'ensemble Pt (Z, P) de toutes
les droites 1 issues du point (—1,0,...,0) ¢ E,;1 et satisfaisant 4 la condition
suivante: il existe dans ’ensemble Z deux suites de pcints {Qi} et |R;} con-
vergentes vers le point P, telles que Q:;# R;, pour i=1,2,..., et que la
suite des droites Q;R, converge vers une droite paralléle a I. Nous appel-
lerons contingent de l'ensemble Z au point P le sous-ensemble Ct(Z, P)(C
Pt(Z, P) que l'on obtient en posant @; = P pour tout i =1,2,... (Cf. |8], p.
65, 72). :

Soit M (P) un champ défini dans un ensemble D(_ E,_; et I un arc
contenu dans D et représenté par un systéme d’équations

(3) x:--:(pv(t), v=l,...,n

%) Cf. 2], p. 55.
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dont les seconds membres sont continus dans un intervalle /1. Il sera

commode d'écrire le systéme d’équations (3) sous la forme abrégée (vec-
torielle): .

(4) =glt).
Nous appellerons équation au paratingent la condition
(5) Pt(I,P)(_M(P) si Pel.

L’arc I, ou bien un systéeme de fonctions (3) satisfaisant a cette condition,
s’appellera intégrale de léquation au paratingent (5) ou intégrale’du champ
M(P)’). Si M(P) est un champ d’éléments linéaires, l’équation (5) est
équivalente 4 un systéeme d’équations différentielles ordinaires (1), ou les
fonctions f.(t,x) sont continues dans D.

Les intégrales de 1'équation au paratingent ont beaucoup de propriétés
analogues a celles des intégrales d’'un systéeme d’équations différentielles
(1). Nous allons en énoncer quelques unes®) et fixer la terminologie.

Admettons que I’ensemble D, dans lequel est défini le champ M (P), soit
ouvert. Par chaque point Qe D il passe alors au moins une intégrale du
champ M (P) et chaque intégrale peut étre prolongée bilatéralement jus-
qu’a la frontiere de D. Une intégrale qui ne peut plus étre prolongée
s’appellera saturée, une telle intégrale est définie dans un intervalle ouvert.

Nous appellerons demi-intégrale positive issue du point P,=— (t, x")=

(t,, 2%, ..., x?) toute intégrale x = ¢ (t) définie dans un intervalle
t,  t<ef  + 00 qui ne peut étre prolongée a droite et telle que x'=
=¢(t,). L'ensemble Z* (M (P),U, D) de tous les pnints situés sur les demi-
intégrales positives issues des points d'un ensemble U(_ D s’appellera
zone d’émission positive de U'ensemble U par rapport au champ M(P) et a
I’ensemble D. Un ensemble U(_ D sera dit saturé a droite par rapport a
M(P) et D lorsque U= Z~ (M (P),U,D). Nous appellerons zone d’émission
positive Z° (M (P),Q,D) d'un point Qe D celle d’un ensemble formé d'un
seul point Q. On définit pareillement les notions de demi-intégrale néga-
tive, zone d’émission négative et ensemble saturé d gauche. Deux demi-
intégrales, l'une positive et l'autre négative, issues d'un point forment
une intégrale saturée passant par celui-ci.

Toutes ces notions sont encore valables dans le cas d’un champ défini
dans un ensemble D qui n’est pas ouvert, mais il peut arriver que les
ensembles en question soient vides. C'est pourquoi il nous sera commode
d’adopter la convention suivante.

) Voir |16] ou bien [IT].
*) Les démonstrations omises ici se trouvent dans les travaux |[16] et [2].
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Convention. Si P,eD. Front D et s’il n’existe pas de demi-intégrale
positive (resp. négative) du champ M (P) issue du point P, 1'ensemble
composé d’un seul point P, sera appelé demi-intégrale positive (négative)
du champ M(P). En vertu de cette convention la zone d’émission d’un
ensemble non vide ne sera jamais vide.

Supposons que, pour i=0,1,2,..., I; soit un arc continu représenté
par l’équation (vectorielle)

r=¢'(t), ou a; - t < p
Nous dirons que la suite [I;] conberge vers I, presque uniformément dans
un intervalle (ay, B,) si, pour tout intervalle < a, ﬂ\(— (am Bo), il existe un

entier positif N tel que la suite (¢’ (t)} converge umformement vers ¢, (t)
i=N,! -r
dans <a,f$ ).

Cette définition s'applique aussi bien aux cas ou la fonction ¢, (t) est
définie dans un intervalle uni- ou bilatéralement fermé: (a,, B, , ¢ @4 fy)
ou \ a, ﬁ\) ,-’ b

Si les arcs I;, ou i=1,2,..., sont des intégrales du champ M (P), I'arc
limite I, ’est aussi. Soit, en effet,

Py=(t, ¢ (t)e€l,.
Pour un &£ >0 il existe un 6 -0 tel que

M(P)(_ k(M (P,),¢) dans K=K |(P,,J),

car le champ M (P) est semi-continu supérieurement par rapport a®’inclu-
sion. Fixons deux points

Q) (um ‘P" (uo)) et Rn eyl (vuv'l' (vo))) 07 Q-' # Rn T Pu,

tels que Q,¢K.I, et R,eK.I, De la condition de convergence il s’ensuit
qu’il existe un indice N et deux suites de points |Q;] et {R:}, ou i=
= N,N +1,..s, tels que

Qi¢K.Ii, Ri¢KIl, Q+*Ri, Q-—Q., R—R,

et que, pour i=N,N+1,... le s‘egment Qi R, de lintégrale I, soit con-
tenu dans K. Les cordes Q: R, ont leurs directions contenues dans le
pinceau k-(M(P..),e)") et il en est de méme pour la corde limite Q,R
Il s’ensuit que

Bt (Im Po) ~ k(M (P(.), 8)

pour P, eI, et ¢ >0 quelconques, d'ou Pt (I, P)'  M(P) pour tout Pel,.

") Comp. [16} et [17).
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Si D' est un ensemble non vide, borné et féermé, contenu dans l'en-
semble D, alors toutes les intégrales du champ M (P) contenues dans D’
remplissent uniformément la condition de Lipschitz, car dans D’ le
champ M (P) doit étre borné. On en déduit facilement, en s’appuyant sur

le théoreme d'Arzela, que, si une suite d'intégrales |I,| représentées
par les équations

r=¢'(t), @<t B, i=12,..
est contenue dans un ensemble fermé et borné D' (D et si

lim sup (fi —a:i) >0,

{ — oo
alors il existe une suite partielle {l;,| convergente presque uniformément
J=12, ..

vers une intégrale 1, du champ M (P) contenue dans D’.

Lorsque B est un ensemble borné et ouvert, contenu dans lintérieur
de l’ensemble ouvert D(_E.;+; et que U est un sous-ensemble fermé de
la fermeture B, il résulte immédiatement de la proposition précédente que
la zone d’émission Z=2Z" (M (P),U, B) est fermée et bornée.'’)

Si M(P)(_ M'(P) pour P¢D, il est évident que Z=2Z" (M(P),U,B)(C
(_Z*(M'(P),U,B). Si les champs M;(P), ou i=1,2,..., sont définis dans
D et satisfont aux conditions M;-1(P)(C M:(P) et M(P)=1IM;(P) et si

i=12. ...
e >0 et K(Z,¢)(C D, alors
Z- (M:(P),U,B)(_K(Z,¢).B

4 partir d’'un indice i suffisamment grand.
En effet, s'il n’en était pas ainsi, il existerait, pour tout i=1,2,...,
une intégrale I;:
r=¢'(t), a<t<hi

du champ M;(P), contenue dans K (Z,¢) et telle que
(ai, q" (al)) € U et (ﬁi; ‘P’ (ﬁl)) £ B :F = B = Front (K (zl 6)) [}

ou F désigne 'ensemble des points frontiéres de I’ensemble K(Z,¢). Les
I; seraient évidemment des intégrales du champ M, (P) et l'on aurait
Bi — ai >> . Donc une suite partielle I, convergerait presque uniformé-
ment vers une intégrale I, du champ M, (P). Comme les I;; seraient les
intégrales du champ M, (P), pour i(j) > k, l'arc I, devrait 1'étre aussi et,
par conséquent, I, étant une intégrale de tous les champs M(P), elle
serait aussi une intégrale du champ M (P), d’ou I, Z. Or, c’est impossi-
ble, car Iintégrale I, devrait alors joindre les ensembles Z et F.B.

19) Cf. convention, p. 44
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3. Points d’entrée et points de sortie

Admettons I’hypothése suivante qui sera valable dans tous les raison-
nements de la suite.

Hypothése H,. Le champ M (P) est défini dans un ensemble ouvert
QeEn.y, Uensemble B est ouvert et contenu dans f.

2ol S =PFront(B), & = Front(B,?)= Front(B). 22,
ou Front(B) désigne la frontiéere de ’ensemble B et Front (B, ) la fron-
tiere relative de B par rapport a .

Nous allons énoncer quelques définitions relatives a l'allure des inté-
grales du champ M (P)— nous les appellerons intégrales tout court — dans
le voisinage de I'ensemble @. Ces définitions ne seront que des modifica-
tions de celles introduites par T. Wazewski dans ses recherches sur
I’allure asymptotique des intégrales des systémes d’équations différentiel-
les ordinaires |14].

Soit P, un point de I'ensemble &. Nous dirons qu’'une demi-intégrale
positive (resp. négative) issue du point P, entre dans B (resp. sort de B)
s'il existe un segment de cette demi-intégrale composé du point P, et de
points de I'ensemble B. Les énonces: ,entre dans {2 — B“ ou bien ,sort
de B“ etc. auront un sens tout a fait analogue. En désignant par I
(resp. I"') une demi-intégrale négative (positive) quelconque, issue du point
P;,, nous convenons de dire que P,¢@® est un point d'entrée s’il existe
une I' entrant dans B—un point de sortie s'il existe une I sortant de
B — un point de glissement intérieur (extérieur) s'’il existe un I~ entrant
dans B (resp. dans Q — B) et une I sortant do B (resp. de £2— B). L'en-
semble des points d’entrée sera désigné par le symbole e (M(P), B, §2) ou
e tout court, les ensembles des points de sortie, de glissement intérieur
et de glissement extérieur seront désignés respectivement par s, g* et g.

Le point P,e@® sera dit point d’entrée (de sortie) forte si P,ee et au-
cune I ne sort de B (resp. si Pyes et aucune I' n’entre d:{ns B). Les
ensembles de tels points seront désignés respectivement par E et §, |4].

Le point P, sera appelé point de glissement intérieur (extérieur) strict
si toute I sort de B (resp. de — B) et toute I entre dans B (resp.
dans £2— B). Les ensembles correspondants seront désignés par G* et G.

Enfin, nous appellerons le point P,e @ point d’entrée stricte (de sortie
stricte) si I'on a P eE et si toute I° entre dans B (resp. P,eS et toute I~
sort de B). Les ensembles de tels points seront désignés par E et S res-
pectivement'?).

1) Ces définitions ne se recouvrent pas exactement avec les définitions dues a
T. Wazewski [14], cf. [4]
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Tout point de sortie stricte est un point de sortie forte, mais la pro-
position inverse serait en défaut, méme dans le cas ou tous les points
de sortie sont fortes (cf. |4], p. 494).

La classification que nous venons de faire n'est évidemment pas com-
plete. Dans la suite nous excluerons méme quelques unes des possibilités
déja discutées.

Convention

Nous admettrons, une fois pour toutes, la convention suivante. L'ensem-
ble 2 étant ouvert, il peut étre représenté sous forme d'une somme
dénombrable d’ensembles non vides et compacts Q,,i =1,2,..., remplissant
la condition Q;(_ Q; 1 pour tout i. Pareillement on peut admettre que

{

=1
i=1,2,... .

lLemme 2. Si tout point d’entrée est un point d’entrée forte, c’est-d-
dire si e=E, alors l'ensemble E est borelien du type Fo.

Démonstration. Soit k un entier positif fixe et désignons par E;
I’ensemble des points @ appartenant a l'’ensemble E et satisfaisant a la
condition suivante: il existe une intégrale joignant le point @ a un point
de l'ensemble B, et contenue dans B.Q, 4 l’exception du point @ appar-
tenant a la frontiere de B. On a évidemment

B= Y B;, ou les B, sont non vides et compacts et B, B; ; pour tout
{

E= Y E..
k=1

Les ensembles E; sont bornés; nous allons montrer qu’ils sont fermés.

Soit, en effet, pour un indice k fixe, une suite {@;} de points appartenant
a l'ensemble E, et convergente vers un point Qe Q. D’aprés la définition
de l'ensemble E il existe, pour tout i=1,2,..., une intégrale

x=¢'(t), a <tp

telle que

(', ' (@) =Qi, (B,¢'(B)eBr et (t,¢'(t)eB.

lorsque a'<<t - f'. Nous en extrayons une suite partielle d’intégrales
r=¢'Ul(t), o j=1,2,..., convergente presque uniformément vers une
intégrale

r=g(t),” Ta<t=<p
et telle que

BB eBr, (a,9(a))=Q=1imQi; et (t,@(t)eB.Q
jodes

lorsque a <.t < f. Désignons par t la borne supérieure de l'’ensemble des
nombres t tels que a <<t g et (t,p(t)) n’appartient pas a B. Le point
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Q' =(1,¢(7)) est un point d’entrée et par suite un point d’entrée forte.
Il s’ensuit que T=a et @ =Q¢E,. Nous avons ainsi démontré que
I'’ensemble E, est fermé.

lLemme 3. Si tout point de sortie est un point de sortie stricte et
s’il existe, pour tout point QeT =@ — S, une demi-intégrale négative
issue du point Q et appartenant localement - dans un voisinage assez petit
du point @ —a lUensemble (2 — B, alors ’ensemble T est un F,.

Démonstration. Désignons, en effet, par Tr un sous-ensemble
de T composé des points @ satisfaisant a la condition: Il existe une inté-
grale x=¢(t),a— 1/k <<t < a, contenue dans Q.— B et telle que
(a, p(a)) = Q. On vérifie sans peine que tous les ensembles T, ou k=1,2,.

sont bornés et fermés et que T = Y‘T,,
LE

Lemme 4. Si s=3S, e=E et (D~-S+ E -+ g, Uensemble g est un Fo.

Démonstration. On procéede comme dans la démonstration précé-
dente. On considére l'ensemble g, des points @ satisfaisant a la condition:
il existe une intégrale r=¢(t), a—1/k<'t- a-- 1/k, contenue dans
{»— B et telle que (a,¢(a))=Q. Cet ensemble est fermé et borné pour
tout k=1,2,... et g=k_§,’lgk.

L’ensemble E étant un Fg4, la somme T—E + g l'est aussi.

Exemple. Nous allons maintenant construire un exemple d'un sys-
téeme de deux équations différentielles ordinaires tel que l'ensemble T ne
soit pas un F,. Admettons, dans ce but, que Q =E,;, et que w, A,U,Vn,

n
Wm, I'n, et W désignent respectivement les ensembles de points détermi-

n n
nés par les conditions suivantes:

((U) x2<_t21

(A) x2=t=0,

) —l<xz<—1t?, t<0,

Vm 1 m

; )i) |3<x3<0 |x,—-;|<|x2|,
= A S e gy AL

(W) W=2Wl_r_n
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ou mn désigne partout une fraction irréductible de dénominateur n positif
et la derniére somme est étendue a tous les indices rationnels m/n.
On vérifie facilement que les ensembles W, sont disjoints deux a

n
deux et que I'n (_Wn, pour toutes les fractions mn.

n n

Admettons encore qu'une fonction f(t,x,,x,) soit continue dans Q

tout entier et posséde des dérivées continues du premier ordre dans 2 — A,
et que en outre

0 dans Q—W
— 4t sur I',L. '

ft,x,, x,)=

On démontre facilement qu'il existe une telle fonction en utilisant p. ex.
un théoreme de H. Whitney sur l'approximation et le prolongement
d'une fonction donnée par des fonctions analytiques dans un ensemble
ouvert [15].

Ceci posé, envisageons le systéme d'équations différentielles

dxr, dx,

w0 0, dt‘=f(t,x,,x2).

Il est clair qu'en dehors de 1'axe A les intégrales de ce systéme remplis-
sent la condition d'unicité et que toute intégrale saturée a droite aboutit
a la frontiére de l'ensemble w, si elle passe par un point de l'ensemble
w. Il est aussi évident que tout point de sortie par rapport au systéme
d’équations envisagé et aux ensembles w et  est un point de sortie forte
(et de sortie stricte a l’excepEion des points de sortie sur l'axe A). L’en-
semble de points de sortie S contient les points rationnels de l'axe A et
tous les points de la surface

t>0,  xy=—tt

L'ensemble T = Front (w,!))—§ se compose de points (t,x,,—t*), ou
t<<0 lorsque x, est un nombre rationnel et t < 0 lorsque x, est un
nombre irrationnel. L’ensemble T n’est donc pas un F,.

Dans la démonstration il est a remarquer qu'il n’existe que trois
especes d'intégrales: 1° les droites paralléles 4 l'axe des t, 2" les intégra-
les sortant de w par les points rationnels de A, 3° celles qui rencontrent
n'importe lequel des ensembles W, et, aprés l'avoir quitté, se prolongent

n

parallelement i l'axe de t dans le demi-espace x, << 0.
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4. Intégrales asymptotiques

Nous adopterons encore une notion due a T. Wazewski [14], a
savoir celle de demi-intégrale asymptotique positive, c’est-a-dire une demi-
intégrale positive du champ M (P) envisagé dans Q2 tout entier, saturée
par rapport a 2 et contenne dans l'ensemble B. L’ensemble des points
appartenant aux demi-intégrales asymptotiques positives sera désigné par
A" (M(P), B,Q2) ou par A' tout court.

11 nous sera commode d’admettre une nouvelle hypothése qui inter-
viendra dans tous les raisonnements de ce chapitre et dans le chapitre
suivant.

Hypothese H,. Tout point de sortie est un point de sortie forte,
Cest-i-dire s = S.

Lemme 5. Dans les hypotheses H, et H, lensemble A~ est fermé
par rapport d w.

Démonstration. Supposons que Pie A” pour i=1,2,... et limP,=

L ]
= P,e w. Pour tout i il existe une demi-intégrale I, asymptotique a droite:

r=g¢'(), a <t<<p <+o00,

telle que (a',¢'(a')) = P;. Soit m un indice tel que pour tout i=1,2,...,
PieQm. Pour tout l=m,m + 1,m+ 2,..., il existe une suite partielle

de demi-intégrales
x=¢g' V(1)

qui converge dans {2; presque uniformément vers une intégrale issue du

point P, et aboutissant a la frontiére de ©,. En utilisant la méthode de
la suite diagonale on peut définir une suite partielle de demi-intégrales
r=gt0(), FN<t<pPO, j=1,2,..
corvergente presque uniformément vers une demi-intégrale I :
x=¢%°t), a® <t<p°
issue du point P,. Cette demi-intégrale est saturée a droite et contenue
dans B. Si elle avait un point commun avec la frontiére relative @, ce point
devrait étre, d’aprés H,, un point de sortie forte et I, pénétrerait dans l'inté-
rieur de I'’ensemble 2 — B. La demi-intégrale I, issue du point limite P,
est donc asymptotique & droite et notre lemme est ainsi démontré.
Admettons encore I'hypothése suivante. :
Hypothese H,. I n’existe pas de demi-intégrales asymptotiques a
droite.

Posons
Z! =2  (M(P),B,B), Si=@-2;
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ou B désigne la fermeture relative de 'ensemble B par rapport a I’ensem-
ble ©2. On constate sans peine, en appliquant I’hypothése H,, que S=1738S.
=1

Nous allons montrer que les ensembles Z: sont bornés et fermés. Fixons,
en effet, I'indice i et supposons que ZI ne soit pas contenu dans ; pour

= 1,2,... Il existerait alors une suite d’'intégrales I;:

r=g¢/ (1), a/ <t g, j=1,2,...
contenues dans B et satisfaisant aux conditions: _
Q =(d,¢/(@)eBi, R,=(f,¢(B) eFront ().

En utilisant le procédé de la suite diagonale nous pouvons en extraire
une suite partielle d’intégrales I.() convergente presque uniformément
vers une intégrale issue d'un point de I'’ensemble B;, saturée a droite par
rapport a 2 et contenue dans B. En vertu de I'hypothése H, celleci ne
peut pourtant pas passer par des points de l’ensemble @. Donc I, B.
Mais ceci est impossible, car nous avons exclu les demi-intégrales asympto-
tiques a droite. Nous avons ainsi démontré que, pour tout i=1,2,..., il
existe un j(i) tel que ZF (T Q.

Les ensembles Z; étant bornés, il est déja évident qu’ils doivent
étre fermés. Or

Si=0-2}=(Q-3)-2;, =Y-(Q-Z=Y-2;

et, par suite, les S; sont des ensembles compacts.

Nous avons ainsi démontré le lemme suivant.

l.emme 6. Dans les hypotheses H,,H, et H, les ensembles Z7 et les
ensembles S; = Z; - ® sont bornés et fermés pour i=1,2,..., S= ZS. et
il existe une suite d'indices {j(i)| telle que Z; _ 23S S, 1 1—-1 2=

Remarque. Il s’ensuit que I'’ensemble S est un F,, (cf. lemme 2)

5. Théoremes sur la régularisation du champ M(P)

Théoréme 1. Si les hypothéses H,, H, et H, sont remplies et si l'en-
semble T =@ — S est un ensemblé borelien F,, il existe un champ M’ (P)
défini dans Q et satisfaisant aux conditions suivantes:

M (P)=M (P) dans Q2—B

M’ (P) est continu et gras dans B,

M(P)(_M'(P) dans B,

il n’existe pas de demi-intégrales asymptotiques d droite du
champ M’(P) par_rapport aux ensembles B et 2,

s(M’'(P), B, Q)—S(M (P).B,2)=S(M(P),B,Q) =

6 e(M(P),B,Q2)( T.

—

o

phnOOON
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Démonstration. Admettons que l'ensemble T soit la somme des
ensembles compacts Tk, ou k=1,2,..., et que Tx'_ Tk41. D'apres le lem-
me 1 (Chap. 1) il existe une suite décroissante {M;(P)} de champs gras
et continus dans Q telle que M (P) = ITM;(P). Nous allons construire une

=1
suite d'entiers positifs {p(i)}, i=1,2,..., telle que
a) p(i+1)>p()>1,
ﬂ) VA (Mp(‘)(P))Bl)B)(___Qp(l)—TlC!.)'—‘TI,

y) 2% (Mp(P),S:, B)C B—B..

Dans ce but, admettons que l'on ait déja défini les p(i) pour i=1,2,...,
m—1, et choisissons un ¢ =0 assez petit pour que les ensembles T, et
W=K(Zn,e), o0 Zm=2Z" (M(P),Bu, B), soient disjoints, (cf. lemme 6)
Soit U;=2Z" (M, (P), Bn,W - B).
Supposons que, pour tout j=1,2,..., il existe une intégrale I, du
champ M;(P):
r=¢/(t), o <t<p,

contenue dans W - B et telle que
(a/,¢' (/) e Bm et (§/,¢’ (8’)) e Front (W).

Les intégrales I;, étant intégrales du champ M, (P), remplissent unifor-
mément la condition de Lipschitz, puisque l'ensemble W -B est compact.
On peut donc en extraire une suite partielle {I;3],A=1,2,..., ayant un
arc limite I;:

= ey - o TSy

contenu dans W et satisfaisant aux conditions

(@, ¢" (@) €Bm, (B°,¢"(B") e Front (W).

Remarquons que les I; étant, pour j > p, des intégrales du champ M, (P),
l'arc I, en est aussi une. Mais p est arbitraire, il en résulte que I, est

une intégrale du champ [IMy(P)= M (P) et ceci entraine l'inclusion
p=1

1,(_ Z;. Par conséquent l'arc I, ne peut pénétrer jusqu’a la frontiére de W.
Nous sommes ainsi amenés a une contradiction. Il existe donc un indice
r tel que l'ensemble U, est contenu dans l'intérieur de 1'ensemble W, ce
qui entraine l'identité
U=2" (Mr(P), Bm, B),
d’ou
Z" (Mj(P),Bu,BY_ W(_Q;j—Tn

pour des valeurs de j > .
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Prenons maintenant un indice ! assez grand pour que l'on ait S,/ €
i
et B, Q:, et supposons que, pour tout j=1,2,..., il existe une intégrale J,

x=y/(t), <t
du champ M;(P), contenue dans B et telle que
Q= ,y () eSm et (8/,y/ (8’)) e Bn.

Si l'arc J; n’était pas contenu dans £, nous le remplacerions par son
segment qui joint dans ¢, le point Q; a la frontiére de ;. De méme
qu'auparavant nous en tirons une suite partielle Jjz ayant un arc limite

x=y™t), P <t

qui ne se réduit pas a un point et qui est une intégrale du champ M (P),
contenue dans B. De plus (y°,4°(»")) € Sm, ce qui contredit I'hypothése H,.
I1 existe donc un indice 7’ tel que les ensembles Z* (M;(P),Sm,B) et Bn
sont disjoints pour j > .
Posons
p(m)=max(p(m—1) +1,r,7);

les conditions a), f) et y) seront remplies pour i =m.
La suite |p(i)] étant déja construite, nous admettons que

0 —
M'(p)=|M(P) dans 2—B,
| Agr (Mien (P), 2 (P)) dans B,
ou 2;(P) sont des fonctions continues et non négatives dans B,4;(P)>0
dans B,— B;—1,4:(P)=0 dans B; 1+ (2 — B:.1) et B, désigne 'ensemble
vide. On aura évidemment

(6) M (P)(_ M’ (P)(_ My (P)

dans B—Bi, pour i=1,2,..., et les conditions 1" — 3° seront remplies,
mais on doit encore montrer que M’ (P) ainsi défini est semi-continu su-
périeurement par rapport a l'inclusion dans Q. Il suffit de le démontrer
pour un point Pye ®.

Soit, en effet, e = 0. Il existe un indice i tel que

M; (Po) (C k(M (Py), & 2)
et un 4 >0 tel que
M’ (P)(_ Mi(P)C k(M (Py),&2) si |P,P,|<é
d'ou
M'(P)( k(M(P,),e) =k(M'(P,),¢) si P,Py|<8é.
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La condition 4 résulte du fait que toute demi-intégrale positive du
champ M’(P) contenue dans B doit passer par un certain point de 1'un
des ensembles B;, de l'inclusion (6) et de la condition p).

Nous allons vérifier la proposition 5° . Soit

P0=(t0)x”)es(Ml (P),B,!)).

Il existe une intégrale x =g¢(t), a <t t,, du champ M’ (P) telle que
p(t)=2a" et (t,p(t)eB pour a< t-<_t,. 1l existe donc un indice i, tel
que (a,p(a)) € B; pour i > i,. Il s'ensuit que I'intégrale x = ¢ (t) est conte-
nue, pour i -1i,, dans Z7 (M'(P),B;, B) et, en vertu de la condition f),
cette intégrale est contenue dans Q—T;, d'ou Pye ®—T; pour i 1i,, mais

T;( Tiy, pour i=1,2,..., et T=ST,,
=1

donc POES(M(P), B, Q). Nous avons ainsi démontré que s(M’(P).B,(!))C§,
I'inclusion inverse est une conséquence immeédiate de la propriété 3° du
champ M’ (P). On a donc

s(M'(P),B,Q)=S.

Nons montrerons encore que P0=(t0,x")e.§ est un point de sortie
forte par rapport au champ M’(P). En effet, s'il existait une intégrale
x=1y(t), ou t, <t < B, telle que p(t,) =x, et (t,y(t))e B pour t, <t <,
alors deux cas pourraient se présenter:

Premier cas. Il existe un f’ tel que t,<<p’ B et (t,p(t)e®( (2—B
pour t® <"t f§".

Deuxiéme cas. L’intégrale x =y (t) a des points communs avec
les ensembles B; pour i suffisamment grand.

Or, dans le premier cas, l'intégrale x=y(t),t, < t< f serait une
intégrale du champ M (P), contrairement a I'hypothése H,. Dans le second
cas l'intégrale x=y(t) ne pourrait pas, en vertu de y), étre issue d'un
point appartenant a S;, lorsque i était trop grand. D’autre part

S:(_Sit,, pour i=1,2,...

donc P, ne pourrait appartenir i l'ensemble S= 3 Si. Tous les deux cas
=1

étant exclus, le point P, doit €tre un point de sortie forte.
1l reste a vérifier que la condition 6 est remplie. Supposons donc que

P,=(t,,x")ee(M’(P), B, Q).

La demi-intégrale positive issue du point P, doit rencontrer les ensembles
B:; pour i suffisamment grand. En utilisant la condition y) on constate
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sans peine que le point P, n’appartient pas aux ensembles SJ pour des
valeurs suffisamment grandes de i. Il en résulte que Pje®—S=T.
Nous avons ainsi achevé la démonstration du théoréme 1.
Corollaire. On peut remplacer dans 1’énoncé du théoréme 1 I'hypo-
thése que T est un F, par les conditions suffisantes du lemme 3 cu bien
par I' hypothése: s=S, e—=E et & =S+ E + g du lemme 4 (Chap. 3,
p. 48).
Théoreme 2''). Dans les hypothéses du théoréme précédent il existe
un champ M” (P) tcl que
1" M"(Py=M(P) dans 2 — B,
2" M"” (P) est un champ d’éléments linéaires analytique'*) dans B,
3’ ’ensemble A+ (M"‘(P), B, Q) est videz
4 s(M”"(P),B,Q)=S(M"(P),B.Q)_S(M(P),B,%),
5 e(M”(P),B,Q)(_T.
Démonstration. Posons's)
M* (P) = Centre (M’ (P)) dans B
et désignons par ¢(P), ou Pe¢ B, le nombre maximum tel que
k (M*(P), e (P)) (_ M’ (P)

Le champ M*(P) et la fonction ¢(P) étant continus dans B, il existe [15]
dans B un champ analytique d’éléments linéaires M**(P) tel que
M**(P)(_ k(M*(P),e(P))(_ M’'(P) dans B.
Posons
M**(P) dans B,
M (P) dans 2 — B.
M’ (P) étant contenu dans M’(P) est un champ dans Q.
La vérification des conditions 3’, 4’ et 5’ est immédiate.

Mu (p) i

6. Applications du théoreme 2

Hypotheése H,. Le champ M (P) est défini dans un ensemble ouvert
Q¢eE,. . L'ensemble ouvert w est contenu dans . L’ensemble U est contenu
dans o' =ow +s(M(P),»,Q) et il est fermé par rapport d@ cet ensemle:
At (M(P),w,2)_U; U est saturé d gauche par rapport au champ M (P) et d
U’ensemble w’;

) Dans le cas particulier ou M (P) est un champ d’éléments linéaires, on peut
obtenir ce resultat plus facilement, cf. [5].

1) c’est-a-dire représenté par des fonctions analytiques des variables t, x;, X, ..., Xn.

13) Cf. chap. 1, p. 40 et 41.
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B=w—U,
s(M(P),B,2)=S(M(P),B,Q) =S,

@ = Front (B, Q),

T—ad—S est un Fo,

Les hypothéses H,, H,, et H, sont contenues dans H,. L’ensemble B
est évidemment ouvert. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 2 aux
ensembles B et (2 et au champ M (P). Nous conserverons les notations du
chapitre précédent.

Soit @ un point de I'ensemble B. 1l existe une seule intégrale x = ¢(t).
a <t<_f, du champ M”(P) telle que

(a,9(a)) =@, R=(B,@(B))eS et (t,p(t) ¢ B
lorsque a<_t<_fi. Admettons, en outre, que R=—Q lorsque Qe.§. Le point R,
bien déterminé pour tout QeB+S‘, sera dit conséquent de @ par rapport
au champ M”(P) et aux ensembles B et {2, en symbole

R = Conséq (Q, M”(P), B, Q) =C(Q) ").
Lemme 9. La fonction C(Q) est continue dans B+§.
Démonstration. Soit Q,=1im Q et Qe B+S, ot i=0,1,2,....

1l s’agit de prouver que lim C(Q:)=C(Q,). Désignons, pour i=0,1,2,...,

par I; une intégrale ;
r=9¢(t), a <t <p

(a,¢'(a")) = Qi, (B, 9" () =C(Q)) et (t,¢'(t)¢B
lorsque a' << t<_f. Si Q,-e.§, alors I; se réduit a3 un seul point Q.. Re-
marquons d’abord que toutes ces intégrales sont contenues dans un £
pour un indice k suffisamment grand'®) et fixons un tel indice. On vérifie
ensuite que, {liy),4=1,2,..., étant une suite partielle quelconque, on
peut en extraire encore une suite [y}, ou ;=1,2,..., convergente
presque uniformément vers une intégrale I’ du champ M"” (P) (elle peut
se réduire a un seul point) joignant le point @, a un point R'e ®. On
a évidemment I'C_B- Q. Si I’ se réduit a un seul point, alors 1'=Q0e§.
Sinon, l’intégrale I’ est, en vertu de I'nypothése H,, contenue dans B
a l'exception du point R’. Mais ceci entraine les identités I'==1,, R'=C(Q,),

lil;n C(Qiua) =C(Q,)

telle que

et la fonction C(Q) est bien continue pour tout Qe B+.§.

)  Voir [14], p. 291.
15) Cf. la démonstration du lemme 6, p. 51.



Extension de la méthode du rétracte 57

Théoreme 3. Dans Uhypothése H, lensemble S est un rétracte par
déformation quasi-isotope de l’ensemble B+S dans B+S ﬁ')

Démonstration. Soit x=g(t), @ "t f, une intégrale du champ
M"(P) joignant dans B-+S le point @ =(a, ¢(a)) & son conséquent R==(8,¢(f)).
Posons

H(Q,0)= (a+0O(f —a), pla--O(f—a))), ou 0 O <1,

La fonction H(Q,®) est évidemment continue dans (B !-§),"( 0,1> et
elle satisfait aux conditions suivantes

H(Q,0) =Q pour Q¢B +S,
H(Q,0)=Q pour QeS, 0 @ <1,
H(Q,1)=C(Q)eS pour QeB+38,

si I'on fixe un ¥ tel que 0 << Jd <"1, la fonction H(Q,9) de la variable @
est une homéomorphie qui transforme ’ensemble B+S en un ensemble
contenu dans B+§. La fonction H(Q,®) remplit donc toutes les conditions
de la définition donnée par A. Plis [1§| et § est un rétracte par dé-
formation quasi-isotope de 1’ensemble B+S.

Theéoreme 4'7). Dans hypothése H,, si u est un ensemble contenu
dans B+S et si u.S est un rétracte |7| de S, alors u. S, est un rétracte de u.

Démonstration. Soit ¢(R) une fonction rétractant S en u. §; alors
0(C(Q) est une fonction rétractant u en u.S.

Corollaires et remarques. Soit M (P) un champ défini dans un en-
semble ouvert Q2 E,., contenant un ensemble ouvert , soit s==
=s(M(P),»n,),v' =0 + s et supposons qu’un ensemble s” (s soit fermé
par rapport a s, que 'ensemble Front (o, {)-—s soit un F, et que l'en-

"

semble s"=s 5" soit non vide et contenu dans S(M(P) w, 2). Posons
=0—5",etU=A"(M(P),w,Q) +2Z (M(P),s",o).

Ceci étant, on démontre sans peine que o. U =w. A7 (M (P), o, ).
En vertu du lemme 5 (chap. 4, p. 50) I'ensemble w.U est fermé par rap-
port & w et il s’ensuit que l’ensemble B=w— U (_ o est ouvert tan-
dis que I'ensemble U est contenu dans w’ et fermé par rapport a «’. Nous
voyons ainsi que I'hypothése H, est remplie dans ce cas.

16y Cf. [13| p. 416. Notre théoréme n’est qu'une modification du théoréme de
A. Pli$§ sur les rétractes; cf. [11], p. 75.

1) C’est une modification d'un théoréme ddt & T. Wazewski [14]. la métho-
de la démonstration est la méme.
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Supposons que u est un ensemble contenu dans o’ et tel que u-s' est
un rétracte de s"*mais u-s’ n’est pas un rétracte de u. Alors, en vertu
du théoréme 4, il existe une intégrale du champ M (P) issue d’'un point
de u-w et aboutissant en un point de I'ensemble s ou bien asymptotique
a droite. Si u n’a pas de points communs avec de demi-intégrales abouti-
ssant a l'ensemble s” et les intégrales asymptotiques par rapport a M(P),
o et Q, I'ensemble s" est un rétracte par une déformation quasi-isotope
de 'ensemble u + s’ (théoréme 3).

On peut donner ainsi aux théorémes 3 et 4 une forme analogue a celle
des théoréemes de A. P1i§ |13| et de T. Wazewski (|14|, p. 299),
mais les domaines de validité des nouveaux théorémes ne se recouvrent
que partiellement avec les domaines de validité des théorémes cités. Ici les
équations sont plus générales, la il n'y a pas de restrictions au sujet de la
structure des ensembles T et s".

Ces restrictions étaient indispensables dans les démonstrations, mais la
question se pose s'il était possible de s’en débarasser en utilisant d’autres
méthodes de démonstration. En particulier est-il indispensable d’admettre
que l'ensemble T soit un F,? La réponse ne semble pas simple, et on se
heurte déja a des difficultés essentielles dans le cas d’un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires si l'on n'impose pas la condition d’unicité
des solutions.
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Streszczenie

Uogoélnieniem daleko idgacym, lecz naturalnym, réwnan rézniczkowych
zwyczajnych s3 réwnania paratyngensowe |16, 17, 18 a takze 12|, bedace
w istocie rzeczy pewng odmiang zwyczajnych nieréwnosci rézniczkowych-
Rozwigzania réwnan paratyngensowych, zwane tu catkami, maja wiele
wlasnosci calek ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych (por. takze |2}),
dzieki czemu mozna przenies¢ na teren réwnan paratyngensowych — w
odpowiednio przystosowanej formie — metode ,retraktowa” T. Wazewskiego
badania przebiegu calek [14| i jej pozniejsze modyfikacje i odmiany |1, 13].
Umozliwiajg to podstawowe w tej pracy twierdzenia 1 i 2 (rozdz. 5) o re-
gularyzacji pola M(P) odpowiadajacego danemu réwnaniu paratyngesowe-
mu *). Twierdzenie 2 ma tre§¢ nastepujaca : y

Zakladamy, ze pole M(P) jest okreslone w otwartym podzbiorze (2
przestrzeni (n+1) — wymiarowej, zawierajacym w sobie zbior otwarty B,
® jest brzegiem B ze wzgledu na ©, nie istnieja catki pola M(P) prawo-
stronnie .asymptotyczne wzgledem B i €, oraz kazdy punkt vgyjécia —
ze wzgledu na M(P), B i 2 — jest punktem wyjscia mocnym; S oznacza
zbiér takich wlasnie punktéw. Zakladamy ponadto,**) ze zbiér T—=® —S
jest zbiorem borelowskim F,.

*) Por. n. p. [2], str. 96—98.

**) Zalozenie to, niezbedne przy stosowanej w pracy metodzie dowodu, mozna
zastapi¢ pewnymi silniejszymi lecz bardziej intuicyjnymi zalozeniami charakteryzuja-
cymi przebieg catek pola M(P) w otoczeniu punktéw brzegu @ (lemat 2, 3 lub 4,
rozdz. 3).
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Przy tych zalozeniach istnieje pole M’(P) okreslone w obszarze §?
1 spelniajace warunki:

1" M"(P)=M(P) w 2 — B,

2" M"(P) jest polem elementéow liniowych, analitycznym w B,

3’ niema calek pola M”(P) asymptotycznych na prawo ze wzgledu
na Bi Q,

4’ wszystkie punkty wyjscia ze wzgledu na M”(P), B i  s3 mocne
i s3 rownoczesnie punktami wyjScia (mocnymi) ze wzgledu na pole M(P)
i te same zbiory,

5’ wszystkie punkty wejscia ze wzgledu na M”(P), B i £ nalezg do T.

Catki asymptotyczne zostaly okreslone tak, jak w | 14|, punkt P, = (t,, x°)
nalezacy do @ nazywa sie punktem wyjscia (|14] str. 292), jezeli istnieje calka

=g{t), a It~ t,, taka ze ¢(t,) =x, i (t,p(t))eB, gdy a< t< t,— punk-
tem wyjscia mocnym, gdy oprocz tego nie istnieje catka wychodzgca
z punktu P; na prawo (t > t,) zawarta w domknieciu B.

Otrzymane przy pomocy twierdzenia 2 dalsze twierdzenia 3 i 4 (rozdz. 6)
nie sa, Sci$le rzecz biorgc, uogolnieniem twierdzen T. Wazewskiego
i A. Plisia (|14] tw. 1 i [13]|) gdyz wprowadzajg dodatkowe zalozenia
o strukturze topologicznej wystepujacych tam zbioréw, nie mniej jednak
rozszerzaja zakres mozliwych zastosowan metody retraktowej na dziedzine,
bardzo obszerna, réwnan paratyngensowych, obejmujgcych jako przypadek
szczegolny uklady rownan rézniczkowych zwyczajnych, ktérych catki nie
muszg spelnia¢ warunku jedynosci.

Pes3ome

JaJsleko MAyImuM, HO ecTeCTBEHHbIM 06001euHeM oObIKHOBEHHBLIX AUG-
depeHUMaNbHBIX YpPaBHEBUI ABJIAITCA NMapaTMHIeHTHbIE ypaBHeHusa [16,
17, 18, a Takxke 12|, KoTopble M0 CyleCTBY NpeACTaBIAAIOT HEKOTOPYIO pa3-
HOBUIHOCTb OOBIKHOBEHHBIX AuddepeHunanbHbIX HepaBeHCTB. Peluenus
rnapaTMHIeHTHbIX YpaBHEHMI, Ha3bIBaeMble 34eChb MHTErpajlaMu, MMeEIT
MHOTO CBOMCTB MHTErpaJjloB CUCTeM OBbIKHOBEHHbIX AMddepeHUMaIbHbIX
ypaBHeHuit (cp. Taxe |2|), Gnaronaps yemy MOXHO NepeHecT Ha obsacTb
NnapaTMHreHTHbIX YpaBHEHUMA — B COOTBETCTBEHHO MPUCHOCOBJIeHHOM
Buae — ,peTpakTopHbii’’ MeTond T. BajkeBCKOro MCCJIeNOBaHMA XOAa MH-
TerpasioB |14] M ero mno3gHeiMiuMe BUAOMIMEHEHMST M Pa3HOBUAHOCTH
[1, 13]. DTo cTaHOBMCTCA BO3MOXHBLIM 6OJarofiapsi OCHOBHBLIM TeopeMaM
npejnaraemoro Tpyaa 1 u 2 (ra. V) o perynapmsauum noas M(P), coot-
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BeTCTBYIOILIEr0 MAaHHOMY NapaTMHIeHTHOMY ypaBHeHuio *). Teopema 2
MMeeT cJefylollee coAepiKaHue:

IMonaraeMm, yto nose M(P) onpefesieHO B OTKPLITOM IOAMHOXKecTBe £
(n+1) — MepHOro MpPOCTPaHCTBa, coAepxKalieM B cebe OTKpbITOE MHO-
¥KecTBo B; @ obBo3HauaeT orpaHuMueHue B B oTHowleHum {?; He cylecT-
BYIOT MHTerpajnl mnoias M(P) nmpaBOCTOPOHHO aCMMNTOTUYECKME OTHOCH-
TeabHO B m O, a BcAkas To4Ka BbIXoja NMo oTHoweHuio Kk M(P), B u Q
ABJIAGTCA CMJILHOM TOYKOM BbIXOAa; S 0D03HayaeT MHOXKeCTBO MMEHHO
Takux Touyek. CBepx Toro mpeanosiaraeM “*), 4TO MHOXKeCTBO T—o—3
6openeBckoe F.

IIpu 9TUX mNpeAnosoXeHuAx cyuiectsyer mnose M(P) onpenenénnoe
B 0OJIACTM M MCMOJIHAIOLLEE YCJIOBMA :

1" M“(P)-=—=M(P) B 2—B,

2" M"(P) ectb mnoJie JMHEAHBIX 93JIeMEHTOB aHaJIUTU4YeCKoe B B,

3° HeT wuHTerpanoB noas M”(P) acMMOTOTMYECKMX BMpPABO B OTHO-
weHuu B u 2,

4’ Bce TOYKM BbIXoga B oTHoweHuu M''(P), B u {2 CyTb TOYKM CMJIb-
Hble ¥ OZHOBPEMEHHO 9TO TOYKM BbIXOAa (CMJIbHBLIE) B ‘OTHOLUGHMM TOJIA
M(P) n Tex caMbIX MHOXeCTB.

5’ Bce Touku BXoAa B oTHowuenum M’ (P), B u {2 npunagnexar k T.

ACMMNOTOTMYECKME MHTEerpajbl oOnpedeseHbl Tak, Kak B [13 u 14];
Touka P, (t,, x°), npuHagnexauaa K @, Ha3blBaeTCA TO4Koi BbiXoga (|14]
cTp. 292) ecam cyuiecTByeT MHTerpan I =g@(t), a < t< t, Takoif, 4TO
p(t)=2x" u (t, ¢(t)) ¢ B, Koraa a =~ t<_t, — CUJIBHOIO TOYKOK BBIXOAA, KO-
rAa CBepx TOr0 He CylUecTBYeT MHTerpaJl. BbIXOAALIMA U3 Touku P, Han-
paBo (t - t,), 3aKJIOYaloLIMiicA B 3aMblKaHuu B.

IMonyyeHHbIE C MOMOLUBIO TeopeMbl 2 JaJibHeMIUMEe TeopeMbl 3 M 4
(rn. 6) He sABnsAlOTCA, CTporo roBops, obobGlienmem Teopem T. BaxkeB-
ckxoro u A. Iauca (/14| Teop. 1 u [13]), Tak Kak, OHM BBOAAT HO-
6aBoYHbIE NPEANOCHLIIKM OTHOCHMTENLHO TOMNOJOrUYECKOM CTPYKTYPbl BbI-
CTYNaloLUMX TaM MHOKECTB, TEM He MEHEE OHM OJHAKO PaCILUMPAIOT KPYT
BO3MOJKHbIX NPUMEHEHMM PEeTPAaKTHOrO MeToga Ha O4YeHb OOMMPHYIO 00-
JlacTh TNAapaTMHTEHTHbIX ypaBHEeHMM, OOHMMalOIMX B KayecTBe YacTHOTO
cayyas CMCTeMbl OObIKHOBEHHBIX AuddepeHUMaNbHbIX YypaBHEHMM, KO-
TOPBLIX MHTerpajibl He 00A3aHBI MCMOJHATL YCJOBME €qMHCTBEHHOCTH.

*) Cp. [2] crp. 51, 60.
**) 31y NpeanochbIIKY, HEOOXOAMMYIO NPH [PHMEHsieMOM 3[eCh MEeTOAe AOKAa3aTeNbCTsa,
MOMHO 3aMeHHTb GOJee CHJIbLIbIM, HO, GbIThb-MOMET, GOsiee HHTYHTHBHBIM MNpedlloJoHeliHeM,

XapaKTEPH3YIOLIMM X0 HiTerpanoB nonsa M(P) B coceCTRe KPAaeBbiX TOYEK ¢ (nemma 2, 3
uad 4 ra. 1.






