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ADAM BIELECKI

Extension de la méthode du rétracte de T. Wazewski 
aux équations nu paratingent

Przeniesienie metody ..retrnktowej" T. Wazewskiego nn rôwnnnia pnratyngensowe 

Перенесение „ретрактного” метода T. Важевского на паратигентные уравнения

La théorie des équations au paratingent, qui n’est en réalité qu’une 
modification de la théorie des inégalités différentielles ordinaires, initiée 
par S. K. Zaremba 116, 17 et 18| et A. Marchaud [12], et étroite
ment liée à la géométrie directe de G. Bou ligand [8], est encore rela
tivement peu développée bien qu’elle présente d’indiscutables avantages. 
Le principal d’eux consiste en ce que les équations au paratingent, qui 
sont une généralisation étendue, bien que naturelle, des systèmes d’équa
tions différentielles ordinaires, conservent beaucoup de leurs propriétés, 
particulièrement importantes dans 1‘étude qualitative de l’allure des inté
grales et de la structure de leurs familles. De plus, la théorie des équa
tions au paratingent synthétise dans une certaine mesure la théorie des 
équations et celle des inégalités différentielles, fournissant certains procédés 
méthodologiques qui peuvent être appliqués avec succès dans ces théories, 
en particulier dans le cas où les intégrales d’un système d’équations diffé
rentielles ordinaires ne satisfont pas à la condition d’unicité.

Dans un travail antérieur |2 et 3|, auquel jejvais renvoyer dans la suite, 
j’ai appliqué la théorie des équations au paratingent à l'étude de l’unicité 
des solutions des systèmes d'équations différentielles ordinaires et, en 
même temps aussi au même problème relatif aux équations au paratingent. 
J’y ai exposé, de façon assez systématique, un fragment de la théorie de 
ces équations.
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Dans le présent mémoire je me propose d’étudier la possibilité d’éten
dre, en les adaptant convenablement, au domaine des équations au para- 
tingent (et, par cela même, aux équations différentielles ne satisfaisant 
pas à la condition d’unicité) certaines méthodes d’étude qualitative de 
l’allure des intégrales des équations différentielles, élaborées par l’École 
mathématique de Cracovie, à savoir la méthode dite du rétracte de 
T. Wazewski [U] et les variantes de cette méthode, données par d’au
tres auteurs [U, [13].

La généralisation de ces méthodes à une classe d’équations beaucoup 
plus étendue présente une difficulté que je n’ai pas réussi à surmonter 
tout à fait: elle consiste en ce que, dans la méthode de T. Wazewski, 
l’unicité des intégrales joue un rôle essentiel.. C’est pourquoi les familles 
d’intégrales, remplissant des ensembles ouverts, ont localement une struc
ture topologique identique à celle d’un faisceau de droites parallèles. Les 
difficultés et les complications n’apparaissent qu’à la frontière des domai
nes. Dans le cas des équations différentielles ne satisfaisant pas à la con
dition d’unicité, et a fortiori des équations au paratingent, les complica
tions à la frontière augmentent considérablement et, en même temps, on 
voit surgir des difficultés qualitativement tout à fait nouvelles. Même dans 
l’intérieur du domaine et localement, une famille d’intégrales d’une équa
tion au paratingent ne rappelle pas, même grossièrement, un faisceau de 
droites.

C’est pourquoi l’idée s’imposait de façon naturelle, pour l’étude en ques
tion, de régulariser l’équation au paratingent en la remplaçant par un sys
tème régulier d’équations différentielles dans l’intérieur du domaine considé
ré, en conservant toutefois le caractère local de l’allure des solutions dans le 
voisinage de la frontière, dans la mesure nécessaire pour permettre l’appli
cation de la méthode du rétracte. Il a fallu pourtant imposer en même temps 
certaines conditions accessoires relatives à la frontière.

L’idée de la régularisation exposée ici diffère assez essentiellement de 
la méthode, donnée par T. Wazewski dans la fin du travail ([14|, p. 
313); dans les théorèmes sur la régularisation (th. 1 et 2, chap. 5), qui 
constituent le but principal de ce travail, l’équation au paratingent n’est 
pas modifiée à la frontière du domaine œ.

Les théorèmes 3 et 4 (chap. 6), qui résultent de cette méthode de 
régularisation, se rattachent de près aux travaux relatifs à la méthode 
du rétracte |14|, [1], |13|, bien qu’ils ne soient pas des généralisations 
des théorèmes donnés dans ces travaux (la possibilité d’une généralisation 
au sens strict semble problématique).
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Les démonstrations des théorèmes énoncés dans ce travail sont assez 
pénibles, un certain nombre d’elles n’a pu être qu’esquissé. Les recherches 
entreprises ici trouvent une certaine justification dans le fait que les ma
thématiciens s’intéressent actuellement de plus en plus à l’étude des équa
tions différentielles qui ne satisfont pas à la condition d’unicité, comme le 
prouve p. ex. le volumineux travail, récemment publié, de P. Hartman et 
A. Wintner |9|. Les résultats acquis jusqu’à présent au moyen de la 
méthode du rétracte de T. Wazewski permettent d’espérer qu’elle 
pourra être appliquée avec succès à des systèmes d’équations différentiel
les moins réguliers.

Les chapitres 1 et 2 sont consacrés à l’exposition de notions prélimi
naires et de quelques lemmes. Je les ai traités d’une manière assez détaillée, 
car la théorie des équations au paratingent est relativement peu connue.

Comme problèmes principaux, suggérés par ce travail et non résolus, 
je considère les questions suivantes: 1° est-il possible, et dans quelle mesure, 
de se débarasser dans le théorème 2 de l’hypothèse que l’ensemble 0—S 
est un F„, 2° le champ M" (P), figurant au théorème 2, peut-il, et moyennant 
quelles hypothèses, être défini de sorte que les ensembles S et e ne 
subissent pas de modification si l’on remplace M (P) par M" (P), 3 M” (P) 
peut-il être défini de telle manière que par chaque point de l'ensemble S 
il sorte du domaine B au plus une intégrale de ce champ. Aucun de ces 
problèmes ne semble simple.

1. Champs de pinceaux de droites

Soient U et V deux ensembles contenus dans l’espace euclidien (réel) 
E„ i à n + 1 dimensions, P et Q deux points appartenant à E„ , i. Nous 
désignerons par j[7, V| = |V,17|, \U, Q| = |Q,C7| et ;P, Q| = |Q,P| respecti
vement la distance entre les ensembles U et V au sens de Hausdorff, la 
distance inférieure entre le point Q et l’ensemble U1) et la distance entre 
les points P et Q. Les mêmes notations seront utilisées dans le cas d’ensem
bles et de points dans l’espace euclidien En à n dimensions. L’ensemble 
des points Pe E„ t tels que \U, P\<e sera désigné par K (U, e) et sa fer
meture par K (U, e), l'ensemble des points xeE„ tels que |u, x|<e, où 
uQE„, sera désigné par k(u, e) et sa fermeture par k(u, e).

Soit mCE„ un ensemble non vide, borné, fermé et convexe de points. 
L’ensemble M des droites menées du point fixe (—1,0,..., 0)e E„ t aux 
points (0, x) = (0, x,..., x„) e En+\, où xem, sera dit pinceau de droites, ou 
bien pinceau, et l’ensemble m — sa trace, en symbole m = Trace (M).

') Cf. [10], p. 291 —293
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Nous dirons que le pinceau M est contenu dans le pinceau M' (resp. con
tenu dans l’intérieur du pinceau M') et nous écrirons (resp. A1Ç1W')
lorsque m Q m' = Trace (Aï') (resp. lorsque m est contenu dans l'intérieur 
de m'). Le pinceau qui contient une seule droite (et dont la trace se réduit 
à un seul point) sera dit élément linéaire. L’élément linéaire dont la trace 
est le centre de gravité de m = Trace (Aî) s’appellera centre du pinceau M, 
en symbole Centre (Al). La distance entre deux pinceaux sera entendue 
comme celle de leurs traces: [Al, M'[ — L’ensemble de tous les pinceaux
(dans £«+i) devient ainsi un espace métrique. Le symbole k(Al, e) désigne
ra le pinceau dont la trace est k(m, e)2).

Supposons que les ensembles m,eE„, i = 1, 2,... ,p, soient bornés, fer
més et convexes, et que

A,->- 0, .1= V â/>0,p, = -y.

Soit, pour t = l,2, ...,p, x'em, et considérons l’ensemble m des centres de 
gravité

p

i=i

de tous les systèmes de points x’,x2, ...xp, où x'em,. Cet ensemble m est 
borné, fermé et convexe et il sera dit agrégat des ensembles mi, en symbole 

m== Agr (m„â/).
(=1.2. ... p

Pareillement
M — Agr (Mi, A,) si Trace (Al) = Agr (Trace (Al,), Â,).

/«=1,2, ... p /=1,2,.../?

Le symbole

/=1.2. ...p

désignera‘le moindre pinceau contenant tous les Aî„ i = 1, 2,... p, c’est-à- 
dire le produit de tous les pinceaux contenant l’ensemble des droites 
2 Ali.
»=1.2, ...p

Une fonction Al (P) qui fait correspondre un pinceau à tout point P 
d’un ensemble D CZ E«+i sera appelée champ de pinceaux ou champ tout

’) J’adopte dans ce Chapitre les définitions que j’ai déjà introduites dans un tra
vail antérieur [2], p. 51, et qui ne diffèrent pas essentiellement de celles introduites 
par S. K. Zaremba [16) et [17].



Extension de la méthode du rétracte 41

court si la trace m (P) — Trace (Al (P)) est dans D une fonction semi-con
tinue supérieurement par rapport à l’inclusion8), c’est-à-dire s’il existe pour 
fout PeD et e>0 un <5>0 tel que l’inégalité P, Q|<<5 entraîne l’inclu
sion M(Q) Qk (M (P), e) pour tout QeD.

Si tous les pinceaux M(P), où PeD, sont des éléments linéaires, le 
champ M (P) peut être identifié au champ d’éléments linéaires engendré 
par un système d’équations différentielles ordinaires
,.. dæp-, . .
(1) -rr = /» t.æl...... x«)> v=l,...,n,a t »
dont les seconds membres sont continus dans D, car dans ce cas la semi- 
continuité par rapport à l’inclusion implique évidemment la continuité.

Le champ M (P) sera dit borné dans D s’il est contenu dans un champ 
constant: M (P) Q JW0 pour PeD, il sera dit gras si, pour tout PeD, la 
trace m (P) a des points intérieurs, enfin il sera dit continu dans D s’il 
existe, pour tout PeD et e > 0, un ô> 0 tel que l’inégalité P, Q j < <5 
entraîne l’inégalité \M (P), M (Q)| <Ze pour tout QeD.

Si M (P) est un champ continu et gras dans D, alors Centre (M (P)) 
est un champ d’éléments linéaires (continu)4). Un champ défini dans un 
ensemble D borné et fermé est borné5). Si M (P) est un champ défini dans 
D et e (P) une fonction positive et continue dans D, k (M (P), e (P)) est 
encore un champ défini dans D; lorsque M (P) est continu, ce champ l’est 
aussi.

Si les champs Mi (P) sont définis dans D, alors M' (P) = Z M, (P) est
'=i.... p

un champ défini dans D. L’agrégat M" (P) — Agr (M, (P), Ai (P)) l’est aussi
i=l,...,p p

lorsque les fonctions Â,(P) sont continues et non négatives et J'Â,(P)>0 
/=i

dans D. La continuité des champs AI, (P) entraîne celle de M'(P) et de 
M" (P). Le produit

M (P) = / ] M, (P)
i=l

est un champ dans D si la suite des champs jAl,(P)} est décroissante, 
c’est-à-dire si l’on a

• M,+i(P) Mi (P) pour PeD et i= 1,2,...

’) Voir (8), p. 75.
Cela résulte du fait que le centre de gravité d’un ensemble convexe ayant des 

points intérieurs est une fonction continue de cet ensemble, voir [6|, p. 52.
s| Les démonstrations omises dans ce chapitre se trouvent dans les travaux cités 

plus haut [16| et [2].
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Si jM,(P)( est une suite décroissante de champs dans D, alors on a

p .—.
(2) //M, (P)CAgr(M, (PU, (P))C 2 M,(P).

<=i /=i. ...p /=i....p

Lernnie 1'). Soient D un ensemble ouvert contenu dans En+,, B et B'
deux ensembles contenus dans D et fermés par rapport à D, M(P) un champ
défini dans B et M'(P) un champ gras et continu dans B'. Admettons que
M (P)ÇM' (P) dans B. B'; dans ces conditions il existe une suite de champs 

1 •
(IWifP)! continus et gras dans D telle que

Mi+i(P)QMi(P) dans D,
i

M(P)QMi(P) dans B,

Mi(P)QM'(P) dans B', 
i

CX>

M*(P) = l / M, (P) est un champ défini dans 
1=1 D et continu dans D — B,

M*(P) = M(P) dans B.

Ce lemme fournit, pour B = D, l’approximation d’un champ donné par 
une suite décroissante de champs continus, et d’autre part, pour B D, le 
prolongement continu M*(P) d’un champ donné M(P) au delà de son do
maine d’existence.

2. Équations au paratingent

Considérons un ensemble Z CZ E„+i et un point fixe P e Z. Nous appel
lerons paratingent de l’ensemble Z au point P l’ensemble Pt (Z, P) de toutes 
les droites l issues du point (—1, 0,..., 0) e E„+i et satisfaisant à la condition 
suivante: il existe dans l’ensemble Z deux suites de peints {Q,} et J R,j con
vergentes vers le point P, telles que Qi^Ri, pour i=l,2,..., et que la 
suite des droites Q, R; converge vers une droite parallèle à l. Nous appel
lerons contingent de l’ensemble Z au point P le sous-ensemble Ct (Z, P) Q 
Pt(Z, P) que l’on obtient en posant Qi = P pour tout i = l,2,... (Cf. |8|, p. 
65, 72).

Soit M (P) un champ défini dans un ensemble DQE„,| et I un arc 
contenu dans D et représenté par un système d’équations

(3) x,. — (pv(t), r = l,...,n

«) Cf. [21, p. 55.



Extension de la méthode du rétracte 43

dont les seconds membres sont continus dans un intervalle J. Il sera 
commode d’écrire le système d’équations (3) sous la forme abrégée (vec
torielle) :

(4) x=q>(t).
Nous appellerons équation au paratingent la condition
(5) Pt (I, P) CM (P) si Pel.
L’arc 1, ou bien un système de fonctions (3) satisfaisant à cette condition, 
s’appellera intégrale de l’équation au paratingent (5) ou intégrale'du champ 
M (P)7). Si M (P) est un champ d’éléments linéaires, l’équation (5) est 
équivalente à un système d’équations différentielles ordinaires (1), où les 
fonctions x) sont continues dans D.

Les intégrales de l’équation au paratingent ont beaucoup de propriétés 
analogues à celles des intégrales d’un système d’équations différentielles 
(1). Nous allons en énoncer quelques unes8) et fixer la terminologie.

Admettons que l’ensemble D, dans lequel est défini le champ M (P), soit 
ouvert. Par chaque point Q e D il passe alors au moins une intégrale du 
champ M(P) et chaque intégrale peut être prolongée bilatéralement jus
qu’à la frontière de D. Une intégrale qui ne peut plus être prolongée 
s’appellera saturée, une telle intégrale est définie dans un intervalle ouvert.

Nous appellerons demi-intégrale positive issue du point P„ = (tn,x°) =
(t0, x° , ..., x“) toute intégrale x = q> (t) définie dans un intervalle 

t0 t<^() t oo qui ne peut être prolongée à droite et telle que x° = 
= ç>(t0). L’ensemble Z (M(P), U, D) de tous les points situés sur les demi- 
intégrales positives issues des points d’un ensemble U Q D s’appellera 
zone d’émission positive de l’ensemhle U par rapport au champ M (P) et à 
l’ensemble D. Un ensemble U QD sera dit saturé à droite par rapport à 
M (P) et D lorsque U — Z+ (M (P), U, D). Nous appellerons zone d’émission 
positive Z+ (M (P),Q, D) d’un point QeD celle d’un ensemble formé d’un 
seul point Q. On définit pareillement les notions de demi-intégrale néga
tive, zone d’émission négative et ensemble saturé à gauche. Deux demi- 
intégrales, l’une positive et l’autre négative, issues d’un point forment 
une intégrale saturée passant par celui-ci.

Toutes ces notions sont encore valables dans le cas d’un champ défini 
dans un ensemble D qui n’est pas ouvert, mais il peut arriver que les 
ensembles en question soient vides. C’est pourquoi il nous sera commode 
d’adopter la convention suivante.

') Voir llfcj ou bien [t?J.
*) Les démonstrations omises ici se trouvent dans les travaux |I6| et [2].
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Convention. Si Poe D. Front D et s’il n’existe pas de demi-intégrale 
positive (resp. négative) du champ M (P) issue du point Po, l’ensemble 
composé d’un seul point Po sera appelé demi-intégrale positive (négative) 
du champ M (P). En vertu de cette convention la zone d’émission d’un 
ensemble non vide ne sera jamais vide.

Supposons que, pour i = 0,1,2,..., /, soit un arc continu représenté 
par l’équation (vectorielle)

x = ç,'(t), où

Nous dirons que la suite {!,-} converge vers lu presque uniformément dans 
un intervalle (ao,0o) si, pour tout intervalle <a, /OC(a„,/?„), il existe un

Z
entier positif N tel que la suite {ç/ (t)[ converge uniformément vers Toft)/=MAT+1,...
dans \a,/3)>.

Cette définition s’applique aussi bien aux cas où la fonction <p0 (t) est 
définie dans un intervalle uni- ou bilatéralement fermé: (a0, /%)>, 
ou \ u„, /1,, /.

Si les arcs où i= 1,2,...» sont des intégrales du champ M (P), l’arc 
limite Jo l’est aussi. Soit, en effet,

Po== (A» 9’ (*o))e A)-

Pour un e >. 0 il existe un à > 0 tel que

M(P)Ck(JW(P0),e) dans K = K(P„,ô),
car le champ M (P) est semi-continu supérieurement par rapport à^’inclu- 
sion. Fixons deux points

Q> — (ù0> <p" (ua)) et R» = (v0, (u0)), P„ Q,, =/= R(, =/= P„>

tels que Q0eK.I0 et RoeK. !„• De la condition de convergence il s’ensuit 
qu’il existe un indice N et deux suites de points }Q,j et jR,j, où i — 
= N, N1,...-, tels que

Q, f K. Ii, R, e K. Ii, Q; ^=- Ri, Q, —> Q,,, R/ *■ Rt,
«

et que, pour i = N,N + 1,... le segment Q, R, de l’intégrale J, soit con
tenu dans K. Les cordes Q, R, ont leurs directions contenues dans le 
pinceau k (M (P„), e)H) et il en est de même pour la corde limite Q„R„. 
Il s’ensuit que

Pt (I0,P0)Ck(M(P(,),e)

pour PQel0 et e > 0 quelconques, d’où Pt (/,„ P) Ml P) pour tout Pel„.

’) Comp. [16| et [17J-
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Si D' est un ensemble non vide, borné et fermé, contenu dans l’en
semble D, alors toutes les intégrales du champ M (P) contenues dans D' 
remplissent uniformément la condition de Lipschitz, car dans D' le 
champ M (P) doit être borné. On en déduit facilement, en s’appuyant sur 
le théorème d’Arzel a, que, si une suite d’intégrales |f,j représentées 
par les équations

x — (p‘(t), ai^t ' pi, »=1,2,... 
est contenue dans un ensemble fermé et borné D' Ç2 D et si

lim sup (pi — a,) > 0 ,/ —► ©O
aiors il existe une suite partielle jl/i»} convergente presque uniformément

7=1,2...
vers une intégrale l0 du champ M(P) contenue dans D'.

Lorsque B est un ensemble borné et ouvert, contenu dans l’intérieur 
de l’ensemble ouvert D Q E„+i et que U est un sous-ensemble fermé de 
la fermeture B, il résulte immédiatement de la proposition précédente que 
la zone d’émission Z — Z~ (M (P), U, B) est fermée et bornée.10)

Si M(P)CM'(P) pour PeD, il est évident que Z = Z+ (M (P},U,B)Q. 
(2Z+ (M’ (P),U,B}. Si les champs M, (P), où » = 1,2,..., sont définis dans
D et satisfont aux conditions M,+i (P) Q M,-(P) et M (P) = IJ Mi (P) et si

/=1,2. ...
e >- 0 et K (Z, e) Q D, alors

Z+(M/(P),U, B) CK (Z, c). B
à partir d’un indice i suffisamment grand.

En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait, pour tout »=1,2,..., 
une intégrale I, :

x = <p‘ (t), a, < t < (3,

du champ Mi (P), contenue dans K (Z, e) et telle que

(a/,ç,‘ (a/))eU et №, «p‘(/î„) e B • P = B • Front (K (Z, e)),
où F désigne l’ensemble des points frontières de l’ensemble K (Z, e). Les 
I, seraient évidemment des intégrales du champ M, (P) et l’on aurait 
/ù —a/>e. Donc une suite partielle 1,^ convergerait presque uniformé
ment vers une intégrale Io du champ M, (P). Comme les !/</) seraient les 
intégrales du champ AÎ*(P), pour i(j)^k, l’arc In devrait l’être aussi et, 
par conséquent, l0 étant une intégrale de tous les champs M*(P), elle 
serait aussi une intégrale du champ M(P), d’où I0QZ. Or, c’est impossi
ble, car l’intégrale Io devrait alors joindre les ensembles Z et F. B.

IO, Cf. convention, p. 44
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3. Points (l'entrée et points de sortie

Admettons l’hypothèse suivante qui sera valable dans tous les raison
nements de la suite.

Hypothèse HP Le champ M (P) est défini dans un ensemble ouvert 
QeE„+t, l’ensemble B est ouvert et contenu dans Q.

Soit
£ = Front (B), 0 = Front (B, fi) = Front (B). Q,

où Front (B) désigne la frontière de l’ensemble B et Front (B, Q) la fron
tière relative de B par rapport à Q.

Nous allons énoncer quelques définitions relatives à l’allure des inté
grales du champ M (P) — nous les appellerons intégrales tout court — dans 
le voisinage de l’ensemble 0. Ces définitions ne seront que des modifica
tions de celles introduites par T. Wazewski dans ses recherches sur 
l’allure asymptotique des intégrales des systèmes d’équations différentiel
les ordinaires [14].

Soit Po un point de l’ensemble 0. Nous dirons qu’une demi-intégrale 
positive (resp. négative) issue du point Po entre dans B (resp. sort de B) 
s’il existe un segment de cette demi-intégrale composé du point Po et de 
points de l’ensemble B. Les énoncés: „entre dans Q — B“ ou bien „sort 
de B“ etc. auront un sens tout à fait analogue. En désignant par F 
(resp. 2+) une demi-intégrale négative (positive) quelconque, issue du point 
Po, nous convenons de dire que Po t 0 est un point d’entrée s’il existe 
une 2+ entrant dans B — un point de sortie s’il existe une 1 sortant de 
B — un point de glissement intérieur (extérieur) s’il existe un 2+ entrant 
dans B (resp. dans Q — B) et une 1 sortant do B (resp. de fi— B). L’en
semble des points d’entrée sera désigné par le symbole e (M (P), B, fi) ou 
e tout court, les ensembles des points de sortie, de glissement intérieur 
et de glissement extérieur seront désignés respectivement par s, g et g.

Le point Po e 0 sera dit point d’entrée (de sortie) forte si Poe e et au
cune I ne sort de B (resp. si Poes et aucune 2+" n’entre dans B). Les 
ensembles de tels points seront désignés respectivement par E et S, |4|.

Le point Po sera appelé point de glissement intérieur (extérieur) strict 
si toute 1 sort de B (resp. de Q — B) et toute 2+ entre dans B (resp. 
dans Q — B). Les ensembles correspondants seront désignés par G* et G.

Enfin, nous appellerons le point Pof0 point d’entrée stricte (de sortie 
stricte) si l’on a P„eÊ et si toute 2+ entre dans B (resp. P„eS et toute 2“ 
sort de B). Les ensembles de tels points seront désignés par E et S res
pectivement11).

”) Ces définitions ne se recouvrent pas exactement avec les définitions dues à 
T. Wazewski [14], cf. |4|.



Extension de la méthode du rétracte 47

Tout point de sortie stricte est un point de sortie forte, mais la pro
position inverse serait en défaut, même dans le cas où tous les points 
de sortie sont fortes (cf. |4|, p. 494).

La classification que nous venons de faire n’est évidemment pas com
plète. Dans la suite nous excluerons même quelques unes des possibilités 
déjà discutées.

Convention
Nous admettrons, une fois pour toutes, la convention suivante. L’ensem

ble Q étant ouvert, il peut être représenté sous forme d’une somme 
dénombrable d’ensembles non vides et compacts fi„i = 1,2,..., remplissant 
la condition fi/Qfi, i pour tout i. Pareillement on peut admettre queex? i
B — J B„ où les B, sont non vides et compacts et B, ; B, i pour tout 

i=l i
i=l,2,...

Lemnie 2. Si tout point d’entrée est un point d’entrée forte, c’est-à- 
dire si e — E, alors l’ensemble E est borelien du type F„.

Démonstration. Soit le un entier positif fixe et désignons par E* 
l’ensemble des points Q appartenant à l’ensemble E et satisfaisant à la 
condition suivante: il existe une intégrale joignant le point Q à un point 
de l’ensemble B* et contenue dans B. fi*, à l’exception du point Q appar
tenant à la frontière de B. On a évidemment

oo
È = v Ek .

*=i
Les ensembles E* sont bornés; nous allons montrer qu’ils sont fermés.

Soit, en effet, pour un indice le fixe, une suite {Q,} de points appartenant 
à l’ensemble E* et convergente vers un point QeQ. D’après la définition 
de l’ensemble E* il existe, pour tout i=l,2,..., une intégrale

x = <p‘ (t), a‘ < t < /3'
telle que

(«>' («')) = Q„ Q3',ç/(/3'))*B* et (t, ?'(«)) eB.fi*
lorsque a' < t /3'. Nous en extrayons une suite partielle d’intégrales 
x = ç/t/)(t), où j= 1,2,..., convergente presque uniformément vers une 
intégrale

x = q>(t), a -<' t fi
et telle que

{fi, <T (/3)) e B* , (a,çp(a)) = Q = lim Q,(y) et (t, (t)) e B. fi*
j - ► 00

lorsque a t -< fi. Désignons par t la borne supérieure de l’ensemble des 
nombres t tels que a < t C fi et (t, tp (t)) n’appartient pas à B. Le point
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Q' — (t, q> (r)) est un point d'entrée et par suite un point d’entrée forte. 
Il s’ensuit que r — a et Q' = QeE*. Nous avons ainsi démontré que 
l’ensemble E* est fermé.

Lemme 3. Si tout point de sortie est un point de sortie stricte et 
s’il existe, pour tout point QeT = <P — S, une demi-intégrale négative 
issue du point Q et appartenant localement — dans un voisinage assez petit 
du point Q — à l’ensemble Q — B, alors l’ensemble T est un Fa.

Démonstration. Désignons, en effet, par T* un sous - ensemble 
de T composé des points Q satisfaisant à la condition: Il existe une inté
grale x — (p(t),a—l/Jc<t-<a, contenue dans Qk— B et telle que 
(a, <p(a)) = Q. On vérifie sans peine que tous les ensembles T*, où le = 1,2,...,
sont bornés et fermés et que T = J1 T*.

k--=l
Lemme 4. Sï s = S, e — E et d> = S + E-{-g, l’ensemble g est un F„.
Démonstration. On procède comme dans la démonstration précé

dente. On considère l’ensemble p* des points Q satisfaisant à la condition: 
il existe une intégrale ® = ç>(t), a—1/Ic <'t < a + 1/Ic, contenue dans

— B et telle que (a, <p (a)) = Q. Cet ensemble est fermé et borné pour
tout le = 1,2,... et g = Sdk- *=i

L’ensemble E étant un Fa, la somme T = E + g l’est aussi.
Exemple. Nous allons maintenant construire un exemple d’un sys

tème de deux équations différentielles ordinaires tel que l’ensemble T ne 
soit pas un Fa. Admettons, dans ce but, que Q = E2+1 et que a),A,U,Vm,

n
Wm,rm, et W désignent respectivement les ensembles de points détermi- 

n n
nés par les conditions suivantes:

(<w)

M)

(U)
(V.)

n

(Wm)
n

(En)
n

(W)

®2< —t2, 

æ2 = t = 0 ,

— 1 < æ2 < — t2, t < 0 , 

n J g < ®2 < 0 , j x j — I < I ®21,

W„=V„-U,
n n

®, = —, t 0, æ2 = — 212 > n

w = zwm,
n!6 ’
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où m/n désigne partout une fraction irréductible de dénominateur n positif 
et la dernière somme est étendue à tous les indices rationnels m/n.

On vérifie facilement que les ensembles W„, sont disjoints deux à 
__ _ n

deux et que /’„,GW,n, pour toutes les fractions m/n. 
n n

Admettons encore qu’une fonction / (t, x,, x2) soit continue dans fi? 
tout entier et possède des dérivées continues du premier ordre dans Q — A, 
et que en outre

/(t,x,,x2) = 0 dans fi?— W 
— 41 sur rm

On démontre facilement qu’il existe une telle fonction en utilisant p. ex. 
un théorème de H. Whitney sur l’approximation et le prolongement 
d’une fonction donnée par des fonctions analytiques dans un ensemble 
ouvert [15|.

Ceci posé, envisageons le système d’équations différentielles

dx,
dt = 0, dx2

dt = f(t,xl,x2).

Il est clair qu’en dehors de l’axe A les intégrales de ce système remplis
sent la condition d’unicité et que toute intégrale saturée à droite aboutit 
à la frontière de l’ensemble œ, si elle passe par un point de l’ensemble 
w. Il est aussi évident que tout point de sortie par rapport au système 
d’équations envisagé et aux ensembles w et fi est un point de sortie forte 
(et de sortie stricte à l’exception des points de sortie sur l’axe A). L’en
semble de points de sortie S contient les points rationnels de l’axe A et 
tous les points de la surface

t >0 , x2 = — t2.

L’ensemble T= Front (w,fi?)— S se compose de points (t, x,,— t2), où 
t < 0 lorsque x, est un nombre rationnel et t <0 lorsque x, est un 
nombre irrationnel. L’ensemble T n’est donc pas un F„.

Dans la démonstration il est à remarquer qu’il n’existe que trois 
espèces d’intégrales: 1° les droites parallèles à l’axe des t,- 2° les intégra
les sortant de w par les points rationnels de A, 3° celles qui rencontrent 
n’importe lequel des ensembles W,„ et, après l’avoir quitté, se prolongent

H
parallèlement à Taxe de t dans le demi-espace < 0.
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4. Intégrales asymptotiques

Nous adopterons encore une notion due à T. Wazewski |14j, à 
savoir celle de demi-intégrale asymptotique positive, c’est-à-dire une demi- 
intégrale positive du champ M (P) envisagé dans Q tout entier, saturée 
par rapport à Q et contenne dans l’ensemble B. L’ensemble des points 
appartenant aux demi-intégrales asymptotiques positives sera désigné par 
A4 (M (P), B, Q) ou par A4 tout court.

11 nous sera commode d’admettre une nouvelle hypothèse qui inter
viendra dans tous les raisonnements de ce chapitre et dans le chapitre 
suivant.

Hypothèse H2. Tout point de sortie est un point de sortie forte» 
c’est-à-dire s = S.

Lemme 5. Dans les hypothèses H, et H2 l’ensemble A+ est fermé 
par rapport à to.

Démonstration. Supposons que P,eA+ pour i = l,2,... et limP,=
i —>°°

— Poea>. Pour tout i il existe une demi-intégrale J, asymptotique à droite: 
X — (p‘(t'}, a'< t </}'<+oo,

telle que (a',99'(a‘)) = P,. Soit m un indice tel que pour tout i = 1,2,..., 
PifQm. Pour tout l = m, m -(- l,m + 2,..., il existe une suite partielle 
de demi-intégrales

qui converge dans Qi presque uniformément vers une intégrale issue du 
point Po et aboutissant à la frontière de Qt. En utilisant la méthode de 
la suite diagonale on peut définir une suite partielle de demi-intégrales

x = q>* W(t), te1 w •< t <j=l,2,... 
corvergente presque uniformément vers une demi-intégrale f„ :

x — <p° (t), a° < t < /3°
issue du point Po. Cette demi-intégrale est saturée à droite et contenue 
dans B. Si elle avait un point commun avec la frontière relative 0, ce point 
devrait être, d’après H2, un point de sortie forte et Jo pénétrerait dans l’inté
rieur de l’ensemble Q— B. La demi-intégrale f„ issue du point limite P„ 
est donc asymptotique à droite et notre lemme est ainsi démontré.

Admettons encore l’hypothèse suivante.
Hypothèse H8. Il n’existe pas de demi-intégrales asymptotiques à 

droite.
Posons

z? = z+iMiP),Bi,B), St = <i>-z7
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où B désigne la fermeture relative de l’ensemble B par rapport à l’ensem
ble fl. On constate sans peine, en appliquant l’hypothèse H2, que S = S Si.

<=i
Nous allons montrer que les ensembles Z+ sont bornés et fermés. Fixons, 
en effet, l’indice i et supposons que Z+ ne soit pas contenu dans fly pour

1,2,... Il existerait alors une suite d’intégrales If.

contenues dans B et satisfaisant aux conditions:
Qj = (a', (a')) e B,, Ry = (^, <f< (00) e Front (fl/).

En utilisant le procédé de la suite diagonale nous pouvons en extraire 
une suite partielle d’intégrales Ltz) convergente presque uniformément 
vers une intégrale issue d’un point de l’ensemble B,, saturée à droite par 
rapport à fl et contenue dans B. En vertu de l’hypothèse H2 celle-ci ne 
peut pourtant pas passer par des points de l’ensemble 0. Donc J0(ZB. 
Mais ceci est impossible, car nous avons exclu les demi-intégrales asympto
tiques à droite. Nous avons ainsi démontré que, pour tout i = l,2,...» il 
existe un j (i) tel que Z+ C P/IO •

Les ensembles Z+ étant bornés, il est déjà évident qu’ils doivent 
être fermés. Or

S, = 0 • Z+ = (fl ■ V). z+ = X ■ (fl • Z+) = 2-Z+ 
et, par suite, les S, sont des ensembles compacts.

Nous avons ainsi démontré le lemme suivant.
Lemme 6. Dans les hypothèses H,, Ha et Hs les ensembles Z+ et les

ensembles S, = Z^ sont bornés et fermés pour i = 1, 2,...» S = Z Sz et 
1=1

il existe une suite d’indices (j(i)J telle que Z^Qfl-(/); SzQSz+i, i= 1,2,...
Remarque. Il s’ensuit que l’ensemble S est un F„ (cf. lemme 2).

5. Théorèmes sur la régularisation du champ M(P)

Théorème 1. Si les hypothèses Hn H2 et Hs sont remplies et si l’en
semble T — <P — S est un ensemble borelien F„, il existe un champ M' (P) 
défini dans Q et satisfaisant aux conditions suivantes:

1' M'(P) = M(P) dans fl —B,
2° M' (P) est continu et gras dans B,
3° M(P)QM'(P) dans B,
4° il n’existe pas de demi-intégrales asymptotiques à droite du 

champ M' (P) par rapport aux ensembles B et Q,
5° s(M'(P),B,fl) = S(M'(P),B,fl) = S(M(P),B,fl) = S 
6° e(M'(P),B,fl)CT.
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Démonstration. Admettons que l’ensemble T soit la somme des
ensembles compacts T*, où fc=l,2...... et que T*GT*+i. D’après le lem-
me 1 (Chap. 1) il existe une suite décroissante {My(P)} de champs gras
et continus dans D telle que M (P) = 77My (P). Nous allons construire une

7=i
suite d’entiers positifs |p(i)}, i —1,2,..., telle que 

a) p(i + l)>p(»)>»,

0) Z+ (MpW (P), Bi, B) C ^(0 - T/ C » - T/, 
y) Z+(Mp(i)(P),Si,B)CB-Bl.

Dans ce but, admettons que l’on ait déjà défini les p(i) pour i= 1,2,...» 
m — 1^ et choisissons un e > 0 assez petit pour que les ensembles Tm et 
W = K(Zm,e), où Zm = Z ' (M(P), B,„, B), soient disjoints, (cf. lemme 6) 
Soit Uj = Z+(Mj(P),Bm,W-B).

Supposons que, pour tout j = l, 2,..., il existe une intégrale I, du 
champ Mj(P):

x = (t), aJ t <' 0J,

contenue dans W • B et telle que
(a',?'(a'))eB„, et (0l,^(0'))e Front (W).

Les intégrales Ij, étant intégrales du champ M, (P), remplissent unifor
mément la condition de Lipschitz, puisque l’ensemble W • B est compact. 
On peut donc en extraire une suite partielle {fyizjj, Â = 1, 2,..., ayant un 
arc limite l0:

x = <p' (t), a" < t < 0“
contenu dans W et satisfaisant aux conditions

(a°, ç>° (a0)) e B„,, (0a, e Front (W).
Remarquons que les Ij étant, pour j^>p, des intégrales du champ Mp(P), 
l’arc l0 en est aussi une. Mais p est arbitraire, il en résulte que lu est
une intégrale du champ IIMp(P) = M(P) et ceci entraîne l’inclusion 

p=i
Io G Z7n. Par conséquent l’arc f0 ne peut pénétrer jusqu’à la frontière de W. 
Nous sommes ainsi amenés à une contradiction. Il existe donc un indice 
r tel que l’ensemble Ur est contenu dans l’intérieur de l’ensemble W, ce 
qui entraîne l’identité

C7r = Z+(Mr(P), B,„, B),
d’où

z+ (Mj (P), B,n, B) c W c D,—t„, 
pour des valeurs de j>-r.
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Prenons maintenant un indice l assez grand pour que l’on ait Sm< Qi 
et Bm Qi, et supposons que, pour tout j — 1,2,..., il existe une intégrale J,

x = y^ (t), yJ < t < ôJ 

du champ My(P), contenue dans B et telle que

Qj = (yj, (/)) e S,„ et (Ô7, yij (ôJ)) e Bm .

Si l’arc J/ n'était pas contenu dans Qi, nous le remplacerions par son 
segment qui joint dans Qi le point Qj à la frontière de &. De même 
qu’auparavant nous en tirons une suite partielle Jj-щ ayant un arc limite

æ = V°(t), •

qui ne se réduit pas à un point et qui est une intégrale du champ M (P), 
contenue dans B. De plus (y° ,y>° (y0)) e Sm, ce qui contredit l’hypothèse H2. 
Il existe donc un indice r' tel que les ensembles Z+(Mj(P),Sm,B) et B„, 
sont disjoints pour j>r'.

Posons
р(тп) = тах(р(тп— 1) + l,r, r');

les conditions a),/J) et y) seront remplies pour i = m.
La suite )p (i)J étant déjà construite, nous admettons que

м'(Р)= <M(P) dans
I Agr (Mp(,+n(P),A,(P)) dans B,
/=1,2,...

où Л/(P) sont des fonctions continues et non négatives dans B,A/(P)>0 
dans B, — B/_i,A/(P) = 0 dans B, i + (Q — В,м i) et B„ désigne l’ensemble 
vide. On aura évidemment

(6) M|P)CM'(P)CMrt0(P)

dans B — B,, pour i=l,2,..., et les conditions 1 —3° seront remplies, 
mais on doit encore montrer que M' (P) ainsi défini est semi-continu su
périeurement par rapport à l’inclusion dans Q. Il suffit de le démontrer 
pour un point РоеФ.

Soit, en effet, e>0. Il existe un indice i tel que 

Mz(P0)Ck(M(P0),e/2)
et un ô> 0 tel que

M' (P) C Mz (P) С к (M, (Po), c/2) si IP, P„| < <5 

M'|P)Ck(M|P0),e) = k(M'|P0)lf) si !P,P0|<«5.
d’où
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La condition 4 résulte du fait que toute demi-intégrale positive du 
champ M' (P) contenue dans B doit passer par un certain point de l’un 
des ensembles B,, de l’inclusion (6) et de la condition /3).

Nous allons vérifier la proposition 5° . Soit

Po = (to,x°)es(M'(P),B)0).
Il existe une intégrale x = q>(t), du champ AT (P) telle que

ç>(t0) = x° et (t, (p(t)) t B pour Il existe donc un indice i0 tel
que (0,99(0)) e B, pour Il s’ensuit que l’intégrale x = ç>(t) est conte
nue, pour dans Z+(M' (P), B,, B) et, en vertu de la condition /3),
cette intégrale est contenue dans &—Ti, d’où Pof<P—Ti pour mais

TiQTt+J, pour i = l,2,et T=2Ti,
/=t

donc P„e S(M (P), B, Q). Nous avons ainsi démontré que s(M'(P).B,(Ü)CS , 
l’inclusion inverse est une conséquence immédiate de la propriété 3° du 
champ M' (P). On a donc

s(M'(P),B,G) = S.

Nons montrerons encore que Pu = (t0, x°) e S est un point de sortie 
forte par rapport au champ M'(P). En effet, s’il existait une intégrale 
x = ^(t), où t0<t </3, telle que v>(t0) = x0 et (t,y(t))eB pour ta<t</3, 
alors deux cas pourraient se présenter:

Premier cas. Il existe un/3'tel que t0</3' /3 et (t,vj(t))é— B
pour t° •< t /3'.

Deuxième cas. L’intégrale x = ^(t) a des points communs avec 
les ensembles B, pour i suffisamment grand.

Or, dans le premier cas, l’intégrale x = 91 (t), t0 -C t serait une 
intégrale du champ Af(P), contrairement à l’hypothèse H2. Dans le second 
cas l’intégrale x = ip(t) ne pourrait pas, en vertu de y), être issue d’un 
point appartenant à S,-, lorsque i était trop grand. D’autre part

SiQS/+l, pour i=l,2,...

donc Po ne pourrait appartenir à l’ensemble S = 2 Si. Tous les deux casZ = 1
étant exclus, le point Po doit être un point de sortie forte.

Il reste à vérifier que la condition 6 est remplie. Supposons donc que 

P0 = (t0,x°)ee(M'(P), B, G).

La demi-intégrale positive issue du point Po doit rencontrer les ensembles 
B, pour i suffisamment grand. En utilisant la condition y) on constate
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sans peine que le point Po n’appartient pas aux ensembles St pour des 
valeurs suffisamment grandes de i. Il en résulte que Po e — S = T.

Nous avons ainsi achevé la démonstration du théorème 1.
Corollaire. On peut remplacer dans l’énoncé du théorème 1 l’hypo

thèse que T est un Fa par les conditions suffisantes du lemme 3 ou bien 
par 1’ hypothèse: s = S, e = E et <2> = S + E + gdu lemme 4 (Chap. 3, 
p. 48).

Théorème 211). Dans les hypothèses du théorème précédent il existe 
un champ M" (P) tel que

1' M"(P) = M(P) dans G—B,
2' M"(P) est un champ d’éléments linéaires analytique''1) dans B, 
3' l’ensemble A+ (M'! (P), B, (2) est vide,
4' s (M" (P), B, fi) = S (M" (P), B, fi) C S (M (P), B, fi),
5' e(M"(P),B,fi)CT.

Démonstration. Posons13)
M* (P) = Centre (M'(P)) dans B

et désignons par e (P), où P e B, le nombre maximum tel que 
k (M* (P), e (P)) C M' (P)

Le champ M*(P) et la fonction e(P) étant continus dans B, il existe (15J 
dans B un champ analytique d’éléments linéaires M**(P) tel que

M**(P)Ck(M*{P),e(P))QM'(P) dans B.
Posons

M”(P) dans B,
M (P) dans fi — B.

M'(P) étant contenu dans M'(P) est un champ dans fi.
La vérification des conditions 3', 4' et 5' est immédiate.

6. Applications du théorème 2*
Hypothèse H4. Le champ M (P) est défini dans un ensemble ouvert 

QeE^,. L’ensemblè ouvert to est contenu dans Q. L’ensemble U est contenu 
dans m'— a) + s (M (P), m,Q) et il est fermé par rapport à cet ensemle: 
A+ (M (P), m, Q) Q U; U est saturé à gauche par rapport au champ M (P) et à 
l’ensemble a/;

") Dans le cas particulier où M (P) est un champ d’éléments linéaires, on peut 
obtenir ce résultat plus facilement, cf. [5].

12) c’est-à-dire représenté par des fonctions analytiques des variables t,x„x,.....xn.
”) Cf. chap. 1, p. 40 et 41.

M" (P) =
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B = œ —17,
s (M (P), B, Q) ==S(M (P), B, 12) = S,

0 = Front (B, Si),
T = <t> — S est un Fa,

Les hypothèses Hj, H2, et Hs sont contenues dans H4. L’ensemble B 
est évidemment ouvert. Nous pouvons donc appliquer le théorème 2 aux 
ensembles B et Si et au champ M (P). Nous conserverons les notations du 
chapitre précédent.

Soit Q un point de l’ensemble B. Il existe une seule intégrale x — y (t). 
a^t-^/3, du champ M" (P) telle que

(a,<p(a)) = Q, R — (f},<p((}))eS et (t,<p(t)) e B 
lorsque Admettons, en outre, que R = Q lorsque QeS. Le point R,
bien déterminé pour tout QtB+S, sera dit conséquent de Q par rapport 
au champ M"(P) et aux ensembles B et 12, en symbole

R = Conséq (Q, M"(P), B, 12) = C(Q) “).
Leinme 9. La fonction C(Q) est continue dans B+S. 
Démonstration. Soit Q„ = lim Qz et Q,eB + S, où i = 0,1,2,....

/_>oo

Il s’agit de prouver que lim C(Q,j = C(Q0). Désignons, pour i=0,l,2,...» 
par 1/ une intégrale

X — q>'(t),
telle que

(«',?'(<?)) - Qi, (P‘,= C(Qz) et (t,ç>'(t))t B
lorsque Si Q/eS, alors Jz se réduit à un seul point Q,. Re
marquons d’abord que toutes ces intégrales sont contenues dans un 12* 
pour un indice k suffisamment grand15) et fixons un tel indice. On vérifie 
ensuite que, {Izu>}, A = 1, 2,..., étant une suite partielle quelconque, on 
peut en extraire encore une suite {Izwo.»}, °ù p —1.2,..., convergente 
presque uniformément vers une intégrale f du champ M" (P) (elle peut 
se réduire à un seul point) joignant le point Qo à un point R' e <!>. On 
a évidemment l'QB12*. Si 1' se réduit à un seul point, alors I' = Q()tS. 
Sinon, l’intégrale V est, en vertu de l’hypothèse H2, contenue dans B 
à l'exception du point R'. Mais ceci entraîne les identités /' = /,„ R' = C(Q„), 

lim C(Qz(jt(/())) = C(Q„)

et la fonction C(Q) est bien continue pour tout QtB+S.

»«) Voir |14], p. 291.
ls) Cf. la démonstration du lemme 6, p. 51.
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Théorème 3. Dans l’hypothèse H, l’ensemble S est un rétracte par 
déformation quasi-isotope de l’ensemble B+S dans B+S ,B).

Démonstration. Soit x = <p(t\ a - ' t fi, une intégrale du champ 
M"(P) joignant dans B+S le point Q = (a,ç>(a)) à son conséquent B — (/3,<p(/S)). 
Posons

H(Q,0) = (a+0Q5— a), ç>(a+0(/l— a))), où 0+ 0 <1.

La fonction H(Q,0) est évidemment continue dans (B+§) X •( 0,1 )• et 
elle satisfait aux conditions suivantes

H(Q, 0) — Q pour QeB+S,
H(Q,0) = Q pour Qe§, 0 <0 + 1,
H(Q, l) = C(Q)eS pour QeB+S,

si l’on fixe un 0 tel que O + 0C1, la fonction H(Q,0) de la variable Q 
est une homéomorphie qui transforme l’ensemble B+S en un ensemble 
contenu dans B+§. La fonction H(Q,0) remplit donc toutes les conditions 
de la définition donnée par A. Plis |13| et § est un rétracte par dé
formation quasi-isotope de l’ensemble B+S.

Théorème 4”). Dans l’hypothèse H4, si u est un ensemble contenu 
dans B+S et si u.S est un rétracte [?] de S, alors u.S, est un rétracte de u.

Démonstration. Soit q{R) une fonction rétractant S en u.S; alors 
e(C(Q) est une fonction rétractant u en u.S.

Corollaires et remarques. Soit M (P) un champ défini dans un en
semble ouvert D En + i contenant un ensemble ouvert tu, soit s — 
= s(M (P), eu, L>), tu' = eu + s et supposons qu’un ensemble s" Q s soit fermé 
par rapport à s, que l’ensemble Front (m, Q)— s soit un Fn et que l’en
semble s—s — s" soit non vide et contenu dans S (M (P), tu, .Q). Posons

.Q' = Q — s", et U = A' (M (P), tu, fi) + Z~ (1W (P), s", tu').

Ceci étant, on démontre sans peine que m. U = m. A~ (M (P), eu, Q'). 
En vertu du lemme 5 (chap. 4, p. 50) l’ensemble eu. U est fermé par rap
port à tu et il s’ensuit que l’ensemble B = tu — U Q tu est ouvert tan
dis que l’ensemble U est contenu dans eu' ét fermé par rapport à tu'. Nous 
voyons ainsi que l’hypothèse H4 est remplie dans ce cas.

le) Cf. [13), p. 416. Notre théorème n’est qu’une modification du théorème de 
A. Plié sur les rétractes; cf. [11], p. 75.

”) C’est une modification d’un théorème dû à T. Wazewski [14], la métho
de la démonstration est la même.
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Supposons que u est un ensemble contenu dans w' et tel que u • s' est 
un rétracte de s' mais u • s' n’est pas un rétracte de u. Alors, en vertu 
du théorème 4, il existe une intégrale du champ M (P) issue d’un point 
de u • to et aboutissant en un point de l’ensemble s" ou bien asymptotique 
à droite. Si u n’a pas de points communs avec de demi-intégrales abouti
ssant à l’ensemble s" et les intégrales asymptotiques par rapport à M(P), 
to et Q, l’ensemble s est un rétracte par une déformation quasi-isotope 
de l’ensemble u + s' (théorème 3).

On peut donner ainsi aux théorèmes 3 et 4 une forme analogue à celle 
des théorèmes de A. Plié |13| et de T. Wazewski (|14|, p. 299), 
mais les domaines de validité des nouveaux théorèmes ne se recouvrent 
que partiellement avec les domaines de validité des théorèmes cités. Ici les 
équations sont plus générales, là il n’y a pas de restrictions au sujet de la 
structure des ensembles T et s'.

Ces restrictions étaient indispensables dans les démonstrations, mais la 
question se pose s’il était possible de s’en débarasser en utilisant d’autres 
méthodes de démonstration. En particulier est-il indispensable d’admettre 
que l’ensemble T soit un F„? La réponse ne semble pas simple, et on se 
heurte déjà à des difficultés essentielles dans le cas d’un système d’équa
tions différentielles ordinaires si l’on n’impose pas la condition d’unicité 
des solutions.
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Streszczenie
Uogólnieniem daleko idącym, lecz naturalnym, równań różniczkowych 

zwyczajnych są równania paratyngensowe |16, 17, 18 a także 12], będące 
w istocie rzeczy pewną odmianą zwyczajnych nierówności różniczkowych- 
Rozwiązania równań paratyngensowych, zwane tu całkami, mają wiele 
własności całek układów równań różniczkowych zwyczajnych (por. także 12]), 
dzięki czemu można przenieść na teren równań paratyngensowych — w 
odpowiednio przystosowanej formie — metodę „retraktową” T. Ważewskiego 
badania przebiegu całek [14] i jej późniejsze modyfikacje i odmiany [1, 13]. 
Umożliwiają to podstawowe w tej pracy twierdzenia 1 i 2 (rozdz. 5) o re- 
gularyzacji pola M(P) odpowiadającego danemu równaniu paratyngesowe- 
mu *). Twierdzenie 2 ma treść następującą:

Zakładamy, że pole Af(P) jest określone w otwartym podzbiorze L> 
przestrzeni (n + l)— wymiarowej, zawierającym w sobie zbiór otwarty B, 
0 jest brzegiem B ze względu na Q, nie istnieją całki pola 1W(P) prawo
stronnie asymptotyczne względem B i ii, oraz każdy punkt wyjścia — 
ze względu na M(P), B i Q — jest punktem wyjścia mocnym; S oznacza 
zbiór takich właśnie punktów. Zakładamy ponadto,**) że zbiór T = (l>—S 
jest zbiorem borelowskim F„.

*) Por. n. p. [2], str. 96—98.
**) Założenie to, niezbędne przy stosowanej w pracy metodzie dowodu, można 

zastąpić pewnymi silniejszymi lecz bardziej intuicyjnymi założeniami charakteryzują
cymi przebieg całek pola IW |P) w otoczeniu punktów brzegu (lemat 2, 3 lub 4, 
rozdz. 3).
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Przy tych założeniach istnieje pole M"(P) określone w obszarze £? 
i spełniające warunki:

1' M"(P) = M(P) w ii-B,
2' M"(P) jest polem elementów liniowych, analitycznym w B,
3' niema całek pola M"(P) asymptotycznych na prawo ze względu 

na B i <2,
4' wszystkie punkty wyjścia ze względu na M"(P), B i ii są mocne 

i są równocześnie punktami wyjścia (mocnymi) ze względu na pole M(P) 
i te same zbiory,

5' wszystkie punkty wejścia ze względu na M"(Pl, B i ii należą do T.
Całki asymptotyczne zostały określone tak, jak w 1141, punkt P0 = (t0,x°) 

należący do <P nazywa się punktem wyjścia (| 14j str. 292), jeżeli istnieje całka 
x — a<Ct<^ to, taka że <p(t0) = x0 i (t,<p(t))eB, gdy t0—punk
tem wyjścia mocnym, gdy oprócz tego nie istnieje całka wychodząca 
z punktu P„ na prawo (t t„) zawarta w domknięciu B.

Otrzymane przy pomocy twierdzenia 2 dalsze twierdzenia 3 i 4 (rozdz. 6) 
nie są, ściśle rzecz biorąc, uogólnieniem twierdzeń T. Ważewskiego 
i A. Plisia (|14| tw. 1 i |13|) gdyż wprowadzają dodatkowe założenia 
o strukturze topologicznej występujących tam zbiorów, nie mniej jednak 
rozszerzają zakres możliwych zastosowań metody retraktowej na dziedzinę, 
bardzo obszerną, równań paratyngensowych, obejmujących jako przypadek 
szczególny układy równań różniczkowych zwyczajnych, których całki nie 
muszą spełniać warunku jedyności.

Резюме

Далеко идущим, но естественным обобщеинем обыкновенных диф
ференциальных уравневий являются паратингентные уравнения [16, 
17,18, а также 12|, которые по существу представляют некоторую раз
новидность обыкновенных дифференциальных неравенств. Решения 
паратингентных уравнений, называемые здесь интегралами, имеют 
много свойств интегралов систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ср. таже |2[), благодаря чему можно перенести на область 
паратингентных уравнений — в соответственно приспособленном 
виде — „ретракторный“ метод Т. Важевского исследования хода ин
тегралов |14] и его позднейшие видоизменения и разновидности 
[1. 13]. Это становистся возможным благодаря основным теоремам 
предлагаемого труда 1 и 2 (гл. V) о регуляризации поля М(Р), соот
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ветствующего данному паратингентному уравнению *). Теорема 2 
имеет следующее содержание:

Полагаем, что поле 1И(Р) определено в открытом подмножестве А 
(п+1) — мерного пространства, содержащем в себе открытое мно
жество В; Ф обозначает ограничение В в отношении £2; не сущест
вуют интегралы поля М(Р) правосторонно асимптотические относи
тельно В и О, а всякая точка выхода по отношению к М(Р), В и £2 
является сильной точкой выхода; 5 обозначает множество именно 
таких точек. Сверх того предполагаем **), что множество Т — Ф— 3 
борелевское Ро.

При этих предположениях существует поле М"(Р) определённое 
в облясти и исполняющее условия:

1' М"(Р) = М(Р) в А-В,
2' М"(Р) есть поле линейных элементов аналитическое в В,
3' нет интегралов поля М”(Р) асимптотических вправо в отно

шении В и И,
4' все точки выхода в отношении М"(Р), В и 12 суть точки силь

ные и одновременно это точки выхода (сильные) в отношении поля 
М(Р) и тех самых множеств.

5' все точки входа в отношении М" (Р), В и 22 принадлежат к Т.
Асимптотические интегралы определены так, как в [13 и 14]; 

точка Ро(+, ж”), принадлежащая к Ф, называется точкой выхода (|14| 
стр. 292) если существует интеграл ж — </>(1), а 1 <+0 такой, что 
<р^0) = ж° и (1, у(1))еВ, когда а< + <10 — сильною точкою выхода, ко
гда сверх того не существует интеграл, выходящий из точки Р„ нап
раво (4 +■10), заключающийся в замыкании В.

Полученные с помощью теоремы 2 дальнейшие теоремы 3 и 4 
(гл. 6) не являются, строго говоря, обобщением теорем Т. В а ж е в- 
ского и А. Плися (|14| теор. 1 и |13|), так как.они вводят до
бавочные предпосылки относительно топологической структуры вы
ступающих там множеств, тем не менее они однако расширяют круг 
возможных применений ретрактного метода на очень обширную об
ласть паратингентных уравнений, обнимающих в качестве частного 
случая системы обыкновенных дифференциальных уравнений, ко
торых интегралы не обязаны исполнять условие единственности.

*) Ср. (2] стр. 51, 60.
**) Эту предпосылку, необходимую при применяемом здесь методе доказательства, 

можно заменить более сильным, но, быть-может, более интуитивным предположением, 
характеризующим ход интегралов поля 1И(Р) в соседстве краевых точек Ф (лемма 2, 3 
или 4 гл. III).




