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Sur une généralisation du probleme de Cauchy

O pewnym uogolnieniu problemu Cauchy’ego

O uexoropuiM 0606uienn npoGaema Kowm

§ 1. A partir de 1952, E. Hille [2] a publié une série de travaux dans
lesquels il a formulé d’une manicre générale le probleme de Cauchy pour
une équation linéaire et établi des relations entre ce probléme et la théorie
des semigroupes. Ses travaux ont 6té continués et généralisés par d’autres
mathématiciens, parmi lesquels citons R. S. Phillips [5], et plus récem-
ment par T. Kato [4] et E. Heyn [1].

Un exposé d’ensemble des résultats est donné dans le livre de E.
Hille [3].

Nous nous proposons de traiter un probléme analogue pour des systé-
mes de la forme

ou ’
M = dm, (i=1,3,..,m),

ot les A; sont n opérateurs linéaires, définis sur un domaine d’un espace
% de Banach ; pour plus de simplicité nous allons supposer que les domainee
des A4; coincident et nous ddésignerons par D = D(4;) ¢ # le domains
commun de définition; nous supposerons, de plus, que les opérateurs A;
sont indépendants de z; et que les domaines de leurs valeurs sont R(4;) c #.

§ 2. Le probléme & résoudre est le suivant:

Trouver une fonection wu(x) = u(x,, x5, ..., *,) ayant les propriétés
suivantes:

1. u est fortement absolument continue et continiiment différentiable
sur chaque intervalle fini & #» dimensions, contenu dans l’ensemble
E, ={a=(0y..., Ta): @ = 0,2 # 0};

2. Pour chaque ze¢E’,, u(x)eD(A) et satisfait & (1);
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§ 3. u, étant un élément donné de %, on a
(2) lim [ju(z) — ]| = 0.

£l

Nous allons désigner par P le probleme ainsi formulé. On peut alors
aisément adapter les définitions suivantes de E. Hille:

Une Z-solution de (1) est une solution non nulle correspondant
a 1’élément u, — 6e%H. Si le systéme (1) admet deux solutions différentes
u, et u, correspondant au méme élément initial «,, alors il admet une
Z-golution.

Une solution normale du type o = (w,, vw,, ..., ®,) est une solution
u(z) de (1) qui satisfait aux conditions:

@  lmeuploglu()| < o< oo, (=1,2,..,m),
POUT Xy, Tyyeuuy Ti_1y Tiygy ooy &y quelconques.

Pour que le probléeme P admette au plus une solution normale du
type o, il est suffisant que 1’équation de rang ¢ (i-quelconque) admette
au plus une solution du type normal w;, quand les oy, ..., @;_1,&sp 1, ..., Ln
sont fixés. D’autre part, le probléme de Cauchy pour cette équation
admet au plus une solution du type normal, si 4; est un opérateur fermé
et 8i son spectre ponctuel n’est pas dense dans un demi-plan 4, défini
par Rel > A, (voir [3] p. 619). On peut donc énoncer le

Théoréme 1. Si

a) les opérateurs A; sont fermés,

b) le spectre ponctuel de chaque opérateur A; n’est pas dense dans
un demi-plan Rei > A{"), alors pour tout u,e# le probléme P admet
au plus une solution du type 4, = (A, ..., A").

On peut alors démontrer, comme dans le cas d’une seule variable, le

Théoréme II. Siles opérateurs A; sont fermés, la condition nécessaire
et suffisante pour que le probléme P admette une Z-solution d’'un type
qui ne dépasse pas w est que le systéme
(4) Ay = 20

admette une solution u(A"),1?,...)# 0 bornée et holomorphe dans
tout demi-plan ReA® > w;4-¢, & > 0.
La démonstration est identique & celle d’un théoréme analogue dans [3].

Théoreme IIl. Si les opérateurs A; sont bornés et permutales sur
n
(Y R(A4;) ~ D, le probléme P admet une solution unique du type
Tl
o = (o) = (||44):

2 ziA{
iml

(5) u (x5 Yo) = € Ugy z =20,
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c’est-a-dire:

/ 1 ﬂ1 1 21 2 i
w(@y; up) =|\E+-ﬁ‘-2{ adi -+ -2—'(2’ a:;A;) +) U .

[ ]

Démdnstration.

a) En effet, on a:

1 v 1/ < 2 _
[lu (x5 uo) || < (1+ FZ/ x| Aqll + o (Z -’EtllAill) gl ) ||’“o‘|| < eFilldilly,

| O - i

d’ou
log |[ull < 3 @[l Aql+log |lugl;
1=
et il s’ensuit que

. 1

lim sup — log [[u|| < |44l

:c"—om xl'.

b) On a encore:
ou

6.1""

n

5 A¢(l+ %Zm‘Ai—{— ) uy = Aqu,.

{=1

¢) Enfin, la solution (5) est I'unique solution du type normal, puisque
llAgw— Aul| > (1A — | 4ll) 1wl
et, 8i on prend 1) |4/, ’équation:
A‘-u—lu =0

n’a pas de solution non nulle; donc le spectre de A; n’est pas dense dans
un demi-plan Rel) ||4 ||. Du théoréme II, il résulte que le systéme n’admet
pas de Z-solution du type normal, et par suite que la solution (5) est
nnique.

§ 3. En ce qui concerne la relation entre ce probléme et la théorie
des semigroupes & n parametres, rappelons la définition de ces semigroupes
([2] pag. 334).

Si E" est un espace vectoriel & n» dimensions et ¥ est un espace de
Banach, &(Y) l’ensemble des transformations linéaires, bornées de Y
en lui-méme et 7'(r)e&(Y) est une transformation qui dépend d’un para-
métre vectoriel zeE,, alors ’ensemble des transformations T'(xz) est un
gemigroupe 8i:

1. T(x) est définie pour chaque ze¢E", ou E’ désigne le domaine
Tyy Lgy ..., By => 0, & Pexception de l'origine, & valeurs dans &(Y);
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2. Pour z,,z,eF',,ueY, on a: T(z,+z,)u = T(z,) [T(x,)%];

3. Pour tout ue¢Y la fonction z—>T(r)u, & valeurs dans Y, est for-
tement mesurable sur E7}.

4. 11 existe une constante positive M telle que |T'(éu;)| < M, pour
k=1,2,...,m 0 < & <1, u, étant les vecteurs unités des axes;

5. Pour tout zeE" 1’ensemble | R(T(ar)) est dense dans Y.

a>0

Or, on peut alors démontrer le

Théoréme IV. Si les A; sont les générateurs infinitésimaux d’un
gemigroupe, le probléme P admet une solution unique pour chaque u%,eD.
L’existence d'une solution résulte de la relation générale ([2] p. 332)

d )
A [T'(éx)uo] = Ao(z) [T (§2) 0],
ol
Ay(x)u = lim —I—[T(nm)—l]u.
n-0 7]
‘n effet, on a:

T(§2)—-T(x) ~_ TUE &)1
E—¢ v E—¢

T(&x)u,,

d’od, en prenant & ==(1,1,...,1), & =(1,1,1+h,1,...,1), en tenant
compte du fait que T'(x) est bornée et passant ensuite & la limite pour
h—0, on obtient:

0‘1 [T (2) ] = Ao(u) T (@) tty = AT (2)1t.

On a encore

Im T (z)u, = u,,
T—0
puisque T'(z) tend fortement vers l'identité quand 0.
Démontrons enfin que la solution est unique. En effet, s'il y avait
deux solutions y,, ¥,, il existerait aussi une Z-solution 2 = y, —y,; pour
cette solution on a:

B T(@y @y ooy @i—E&y oooy Tn)2(Lyyeeey Tiny &y Diy1y ooy Tn)
L)

Il

0.

0z
= T(@yy Tgyeoey Ty— &y vuuy &) [a_f “Aiz]} =
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En intégrant par rapport & £, entre a et 8, 0 < a < f <z, on ob-
tient:

T(@yyeeeyTy=Pyerey@p)2(@ry ..oy Byoory Tn)

=T (@ ey ®Bi— @y aeay Tp)2(Thy ovey @y oony Tp)e

Prenant d’abord ¢ =1, x, = ... =z, = 0, et faisant a = 0, et z, = B,
on a: z(z,,0,...,0) = 0.
Prenant ensuite @, # 0, ©3 = ... =, =0, ¢ = 2 et faisant a = 0, et

z, = f, on obtient: z(x,,,,0,...,0) = 6.
En procédant de méme pour ¢ = 3,...,% = n, on obtient

2(®yy .0y @p) =0,

et nous avons ainsi démontré le théoréme énoncé.

On peut démontrer maintenant un théordme analogue & un théoréme
de R. S. Phillips [5].

Théoréeme V. Si

a) A;(t =1,2,...,n) sont n opérateurs linéaires fermés, définis
sur un domaine D dense et ayant des ensembles résolvants non vides,

b) pour chaque u,eD le probléme P a une solution unique, alors A;
sont les générateurs d’un semigroupe 7T'(z,, 5, ..., Z,) tels que

T(@1y @ayeeny Tu)thy = U(Tyy Tyy ooy Tnj o).

Pour établir ce résultat, nous démontrerons d’abord le lemme suivant:

Lemme. Si A4; sont n opérateurs linéaires fermés et si pour chaque
u,eD le probléme P admet une solution unique, alors pour chaque zeE" ,
il existe une constante C, telle que:

et wa) 14+ D) 1w (@; up) Il < Cu (ol + ) 1A gnall).
] 1

La démonstration est analogue & celle donnée par R. S. Phillips, dans
n

la Note citée: On introduit dans D la norme ||’ = |ju|l+ 3|l 4:u|, et
1

on désigne par D’ l'espace ainsi normé. Comme les A; sont fermés, D’
est un espace de Banach. On considére encore les fonctions fortement
continues sur E% & valeurs dans D’ telles que

n 1
ZU llu(0, ..., 0, 2, 0, ..., 0) ||'d-"3i) < +oo.
fml O
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Soit &’ 1’ensemble de ces fonctions. Introduisons dans cet ensemble
la métrique

olwy) = 3'gee vl

= 14—l
ol
n 1
el = ‘ZU 1400y +vvy 0y @, O, ..., 0) [ da) b [lull = sup (@)
=1 0 %(IIZIKH
=i L
pour n =1,2,..., 01 ||| = (3 |*)? Il est évident que &” est un espace
1l

métrique complet. Soit maintenant S la transformation qui fait corre-
spondre & u,eD’ la solution du probléme P, c’est-dire u(x; u,). L’unicité
entraine la linéarité de S sur D’; 8 est une transformation fermée. En
effet, soit {u,} une suite d’éléments de ’espace D’ telle que u, —~ uyeD’
et S(u,) —>ved’.
On a
ou(z; u,)

o, = A;u(w; u,).

Le second membre de cette égalité tend uniformément vers 4;v dans
chaque ensemble fermé contenu dans E%, puisque u(r; ) = S(u,) tend
vers v, et d’autre part, puisque A;v existe, A; étant férmé et &’ complet.
11 résulte encore que

n 1
a !
ZU (0,11 0,81,0, ., 03 ) —A(0(0,...,0,1,0, ..., 0) da:‘-)—>0
=1 % '
avec n — co.
Si 'on pose:
(6) (2, 0,...,0,u,) = ul)); u(x,, 25,0, ...,0,u) =] ...,

n-21 n-1l
U(Lyy By eooy Tnoyy 0y U ™) = 2™,

de D'égalité:

“(m;un) =
EN Tp
ou o
< u,.—{—f———(w,,0,0,...,O;'u,.)dw‘+ e + f —— (g g .o Ty un')da",
; 0z, p 0z,

on déduit comme conséquence, en répétant plusieurs fois le raisonnement
de R. 8. Phillips

g Tn
0(@) = up+ [ A4,0(2,,0,...,0)dz+ ... + [ Au0(zy,... 2,)dz,
1] 0
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ce qui signifie que v est une solution correspondant & u,. De I’hypoteése
d’unicité, on tire v(r) = u(zx; u,), c’est-d-dire S est fermé.

Du théoreme du graphe fermé on déduit que 8’ est continue. La con-
tinuité & Dorigine implique I’existence d’une constante C, telle que

llu(@; %) [In < Callwol’,

lue]| étant suffisamment petit; et comme les deux membres sont homo-
génes en u,, il résulte que cette relation est vraie pour chaque wuyeD’.
Passons maintenant & la démonstration du théoréme énoncé.
Définissons ’opérateur 7'(z) sur I, & valeurs dans lui-méme, pour
zeE", par égalité:
T (x)uy = u(x; up).

L’hypothése d’unicité conduit & la linéarité de T (x) sur D’, le lemme
énoncé plus haut implique que T(x) est borné et des conditions 1 et 2
du probléme P on déduit la continuité de 7'(x) sur D’ (comme fonction
de z), dans la topologie forte des opérateurs.

La linéarité conduit encore 3

U (L, + To; Ug) =u(w1;“(w2;uo)) "Duwz‘E:d“o‘Dv
c'est-d-dire & T(2'+2"") = T(z") T (z"').
Toujours & cause de 'unicité on constate, en utilisant le théoréme 3.1
de R. S. Phillips [5], que pour z, =23 = ... =, = 0 on a

I‘{&BI, 0’ ey 0) = Tl(wl)’
ou T'(x,) est le semigroupe engendré par 4,, que
T(0,,0,...,0) = Ty(z,)
est le semigroupe engendré par A,,etc., et enfin que
T(x) = T(21y Tay ey Tp) = Tp(20) Tpa (Tny) - -+ Til@);

en tenant compte des propriétés de T(x;), cela achéve la démonstration
du théoréme.
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Streszczenie

Zakladamy, ze wystepujace w réwnaniu (1) operatory liniowe A;,
t=1,2,...,n, niezalezne od z; 83 okreslone we wsp6lnym obszarze D
zawartym w przestrzeni 4 Danacha i zbiory ich wartodci R(4;) c &.
Problem P polega na poszukiwaniu rozwigzania u(x) = u(z,, T,y ... T,)
réwnania (1), okreflonego w obszarze F', = {z: 2, > 0,  +~ 0}, przyjmu-
jacego dla kazdego zeE’, wartoS¢ u(z)eD, bedacego funkcja mocno
absolutnie ciagla i majgca pochodne czgstkowe ciggle w kazdym skon-
czonym n-wymiarowym przedziale zawartym w E’, a przy tym spel-
niajacego warunek (2) gdzie uye#. Zgodnie z terminologia E. Hille’a [2]
nazywamy niezerowe rozwigzanie réwnania (1), odpowiadajace elementowi
zerowemu u, = 0%, Z-rozwigzaniem, a normalnym typu o = (w,, ..., w,)
— rozwigzanie «(r) spelmiajgce dla dowolnych x,, Zpy ooy &), &5y 1y o0ey Tn
warunek (3).

Twierdzenie 1. Jezeli operatory 4; s3 domkniete a spektrum zad-
nego z nich nie jest geste w pélplaszezyznie RelA > A}, to dla kazdego
1,e# problem P ma rozwigzanie normalne typu 4, = (A", AP, ..., AM).

Twierdzenie 2. Jesli A; sy domkniete, to warunkiem koniecznym
i dostatecznym istnienia Z-rozwigzania typu nie przekraczajacego w jest,
by rownanie (4) mialo rozwigzanie wu(A",A®,...) %= 0 holomorficzne
i ograniczone w kazdej péiplaszczyznie ReA® > w;+¢, &> 0.

Twierdzenie 3. Jezeli operatory A4; sa ograniczone i przeinienne na

n

zbiorze () R(A;) ~ D, to problem P ma dokladnie jedno rozwigzanie
=l

typu o = (w;) = (||4;]|), dane wzorem (5).

Twierdzenie 4. Jezeli operatory A; sa generatorami pélgrupy, to
problem P ma dokladnie jedno rozwigzanie dla kazdego wu,eD.

Twierdzenie 5. Jezeli operatory A; sg domkniete, okre§lone na zbio-
rze gestym D i maja niepuste resolwenty, oraz jedli dla kazdego wu,eD
problem P ma dokladnie jedno rozwigzanie, woéwczas A; sa generatorami
polgrupy T'(x,, x5, ..., x,) takiej, ze T (@, Tyy.cey Tn)Uy = U(Ty, Tgy .-y
Tn Ug)-

PeswoMme

Iloitaraem, 4To BhiCTylAWOUIHE B ypaBHeHUH (1) JIMuejiHble OllepaToOphHl
A;(¢ =1,2,...,n) HesaBHCUMBbIe OT &; ONMpeiCleHH B o0mel o6aacTu
D, zaxmouéunoii B npocrpancrtse # Banaxa, a MiOKecTBa UX 3HAYEHHH
R(A;) c #. TlpoGiema P coCTOMT B OTHLICKAHMM peulenus u(z) = u(zx,,
Zyy ..., T,) ypaBHeHus (1), onpenendunoro B obaactu K, = {r:x; >0,
r # 0}, npuHUMawIero A Kamaoro reF" 3Havenne wu(r)eD), apnAa-
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joeecA QyHKUed CHIbHO abCOJII0THO HeNmpephIBHOU M MMelolleil 4acTHhIe
NMpOU3BOJHLIE HepephIBHBIE BO BCAKAM KOHEYHOM 7 — MEpPHOM MHTepBaile,
3aKouéHHoil B E”., a mpM TOM MCNOJHAWLILEr0 yciaoBue (2), rae uye .

CoraacHo ¢ tepmunonorueii E. 'nana [2] nasviBaeM He-HyleBOe€ pelleHHe

ypaBHeHuA (1), oTBeyalollee HYJIeBOMY 3JleMeHTY u, = Oe%B, Z — pe-
LIeHUeM; a pelleHHMEeM HOPMAlbHBIM THNA © = (w;, Wy, ..., W;) — pe-
umeHue u(x), Mcnanauee yciaooue (3) MpU NPOMBBOIBHBIX &y, Tay .vvy Ti_y,
LigpngeeeyTus

Teopema 1. Eciu onepatopsl A; TOMKHYTH, a CHEKTP HMKAKOro M3
HUX He TycT B moaymiockoctd Rei > A" 1o naa Beaxoro u,e# npoGiaema
P umeer HopmaibHoe peuenue Tuma A, = (A", A%, ..., A(M).

Teopema 2. Ecam A; NOMKHYTBl, TO HeoGXOQMMBIM M JOCTAaTOYHBIM
yCIIOBHEM CYLLECTBOBAHMA Z — pelLleHUs, He NMPEBHIIAOIEro w, ABIAETCA
ycinoBue, 4ToGbl ypasHenue (4) umeno peuwenne u(AM, A% ...) = 0 ro-
noMopdHOe M orpaHMYeHHoe B Kaxkmo# mnomymiockoctd ReA® > w; ¢,
e > 0.

Teopema 3. Ecinu omepaTopnl A; orpaHM4YeHbl M IepeMeHHbl Ha MHO-
n

mectBe () R(A4;) » D, To npo6iema P MMeeT TOYHO OJHO peLIEHWEe THIA
=1

w = (o) = (/l4:[) nanxoe popmyioit (5).

Teopema 4. Ecan onepatopn A; cyThb reHepaTopnl MNoJyrpymmna, To
npo6iema P MMeeT ONHO pellleHMe NIA KamOAOro ugeD.

Teopema 5. Ecam omepatopsl A; MOMKHYTH, OmpejeleHbl Ha IyCTOM
MHO}KeCTBe ) M MMeNT HelyCThle PECOJbBEHTH, a TaKie eClM A BCA-
Koro u,eD npoGiema P uMeeT TOYHO OJHO pelleHHMe, Toraa A; cCyTb re-
HepaTopH NOXYrpynnul T (&, Ty, «..y ;) TAKOM, YTO T (Ty, Tgy ..., L)Y,
= U(Byy Tay «+ ey Tnj Ug)-

)
i0b

s
dBLEN
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