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Introduction. Notations.

Dans les travaux [1] et [2] nous avons introduit la notion d’orienta-
tion pour huit différents types de plans osculateurs [3] d’une courbe
donnée dans l’espace euclidien & 3 dimensions. Les plans osculateurs
orientés jouent un réle important dans la théorie de la courbure intég-
rale [4], [5], et aussi dans celle de la torsion intégrale des courbes. En
particulier, l’existence d’une torsion intégrale dépend des conditions
qu’impose a la courbe l'existence d’un plan osculateur d’un type déter-
miné. C’est pourquoi il semble assez important d’étudier les conditions
auxquelles doit satisfaire une courbe pour qu’elle admette un plan oscula-
teur orienté.

Dans ce travail nous établissons certaines propriétés d’une courbe
admettant un plan osculateur orienté de I'un des types I—VIII.

Dans ce travail nous utiliserons les notations et les notions définies
dans le travail [2]. Nous considérons les plans osculateurs de la courbe
(A#*B) au point Me(A+*B) n'étant pas le point intérieur d’un segment
de droite ou d’un segment de droite deux fois recouvert. La notion de
diédre [af, ), €], y jouera, de plus, un réle fondamental. Soit un
plan a et une droite I située dans ce plan, ! = a. La droite ! partage le
plan a en deux demi-plans a;f et aj. Les deux demi-plans ai et ff,
faisant un angle & <z, limitent dans ’espace un domaine convexe
fermé que nous désignerons par [a;, 8, ¢]. L’ensemble analogue ouvert
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sera noté (al , BT, €). Le vecteur ABc [af, BT, €], 8'il existe un vecteur

A'B’ = AB tel que A'el et B'e[a], BT, €]
L’ensemble de tous les vecteurs paratingents p(M ) d’une courbe

donnée (A*B) au point Me(A*B) sera désigné par Q(M ).

Les symboles a;(M), aj(M),..., ayyr(M) désigneront toujours le
plan osculateur orienté du type I, II,..., VIII, de la courbe (A*B) au
point Me{(A*B), tandis que a;(M), ary(M),..., ay(M) seront les
plans analogues non orientés.

Par U(M, ¢) sera désigné un voisinage (c’est-a-dire un arc ouvert)
du point M sur la courbe donnés, dépendant d’un parameétre e.

Propriétés des courbes

I. Théoréme I,. Pour que la courbe (A+*B) admette au point M un
plan a;(M) il faut et il suffit:

a) que pour tout ¢ > 0 et pour toutes les droites paratingentes p (M)
de la courbe (A*B)> au point M il existe un voisinage U(M, ¢) = (A*B>
et un diédre [a;;("lﬂr ﬁirt}_ﬂs e], tels que U(M,e¢)c [a}T(M)’ ﬁ;'{ﬂ'!}r e].

b) que le paratingent #(M) ne contienne pas de vecteurs p, et p,
tels que P, = —p,.

Démonstration. Supposons que les conditions a) et b) sont satisfaites.
Alors, un voisinage du point M est un arc simple de Jordan. Le paratin-
gent P(M) est un continu (cela résulte de [6] p. 164). Remarquons que a)
et b) entrainent I’existence d’une tantgente t* (M) de la courbe (M=*B)
au point M car 8'il existait deux vecteurs contingents I, et {,, il y aurait
au moins deux plans, passant par M et perpendiculaires au plan (¢,,?,)
qui couperaient (M=»B) en une infinité de points @, - M ([6], p. 113).
11 existerait alors un vecteur contingent #; contenu dans ’angle <t (i,, ¢,)
et le diedre [ag's, Bi,, €] ne pourrait contenir tout l'arc U(M, e).

D’une maniére analogue, 8i a; existait et si la courbe admettait deux
vecteurs contingents & droite, alors, puisque #, x#s # i, X, a; ne pourrait
exister.

La condition a) est nécessaire, car 8’il n’existe pas un diédre [y,
,d,i{,;,, ¢] contenant un arc U(M, ¢), alors la courbe couperait au moins
deux plans passant par ¢* (M) dans un ensemble infini de points.

La nécessité de la condition b) se déduit immédiatement: si p, = —p,,
les vecteurs p, x MP[|p, Xx MP| et p, X MP[|p, X MP| auraient des limites
différentes at le plan orienté a;(}) ne pourrait exister.

Les conditions sont suffisantes. Supposons, en effet, que (p,(M), MQ,)
—>a’y (p.(M), MQ,) — a'’ et a), b) sont remplis. Soit Q,, @, ¢(M=*B) et
8oit un arc (M»R) c (M*B) qui n’est pas un segment de droite. Si
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Py # Pa; P1yPa #tT (M), on a o' = a'’. Admettons dons que p, =
= 1" (M) = lim MQ,,. Alors on a (p,,p;) = a’.
Supposons que

(1) U(M,¢) < [ag,, Bpe] et U(M,e) < [ag,, B3, €]
d’ou
YIRS [‘71;17 Puys €14 Lan, s B,y €]
et évidemment
a'’ < [a,, B,y €1+ [ag,s By €],
@' < [az.:-u ﬁ::ls ]+ [ap,s By, €]
La courbe U (M, ¢) admet aussi les vecteurs paratingents: 3 = Ap,+

+ p#Pay
Par hypothése

(2)

(3) U(M,e) c [a,’,“,ﬂf,’,e] et p,,p;¢ ["-;-7 ﬂ;,e]—}-[a;, Bs, €l

Mais, si 4 - 0, (2) et (3) entrainerait, (a cause de a’ # a’’), pour &
assez petits

([“;,1 ﬂ;zv 6]’*‘[“;27 Bz, €1) M ([az, By €1+ (a5, Bz, €]) — P2
et, d’apres (3) et (1)
U(M,e) = p,

en contradiction avec I’hypothése.
Si maintenant Q,e{(A*B) et Q, ¢(M+«B), alors dans le cas ol i~ (M)

={"(M) ou I (M) #i" (M) la démonstration, en vertu du théoréme I,
et des résultats précédants, est évidente.

L’existence de a; résulte de fait que U (M, ¢) < [} (ary, Bt (anys €1

Le paratingent de la courbe (A*B) au point M ne contenant pas
tout le plan, on peut en appeler au théoréme I, et & [6] p. 81, et énoncer
le théoréme suivant: | '

Théoreme I,. Si la courbe (A*B) admet au point Me(A*B)> un
plan osculateur orienté du type I, a) on peut, en admettant le plan zOy
pour plan ne contenant pas de droites paratingentes, représenter la
courbe (A*B) dans le voisinage du point M (0, 0, 0) sous la forme

y=¢@) z=y(@
ou Agpl/Ax et Ay[Az sont bornés.
b) Dans le voisinage du point M la courbe (A#*B) est un arc simple
de Jordan et admet des tangents unilatérales au point M, ¢~ et ¢t tels
que It # —1°.
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¢) Si la courbe (4*B) admet au point intérieur M une tangente t( M),
alors t(M) est une tangente au sens strict.

II. Théoreme II. Pour qu'il existe un plan a;; au point M de la courbe
{(A=*B> il faut et il suffit:

a) que pour tout & > 0 il existe des arcs (PaM) c (A*xM), (M+P.>
c (M+B)> et des diédres [ap.r, B ar, €] et [aip-, Bizp-, €] tels que
(PaM) [ajrpn s fitps €]y (Ms*P,"y [asps Pitry €] pour tous les
P'e(P#M), P'e(M+P.'y, ou PP, > M pour ¢ > 0

b) que toutes les limites af et a;f des diédres [aigp-, Bayp-,e] et
lajzp s Bup -, €] respectivement soient contenues, pour & — 0, dans un
plan fixé a.

Démonstration. La nécessité de ces conditions est évidente, car s'il
existe un ¢ > 0 tel que ’arc (P« M) a des points situds de part et d’autre
de Vensemble [ajsp-, Barpy €1+ [apsp-y fup-y €] ou intérieurs & [axp,
Bapy €] et [ayp., Bup-, €] alors le plan ap; n’existerait pas.

Les conditions sont suffisantes. En effet, supposons que (P,, M, Q,)
—~>a', et (P,,M,Q))>a". Si a #a", les di¢dres [arra), s Pig),s €] et
[adig) s ﬁ,‘{,o;", ] n’auraient pas de limites situées dans un plan commun,

car ils ont des points non colinéaires en commun avec les plans (P,, M, Q,)
et (P, M,Q,). La contradiction avec I’hypothése prouve que a’ = a’.

On voit immédiatement que a;; est orienté. En effet, si y, désigne
le plan passant par P, M et perpendiculaire & aj;, I'arc (M=P,’') ne peut
pas passer d'un coté du plan y, 4 'autre (sinon 'arc (M+P,’> ne serait
pas contenu dans [a;t,p;, ﬂj,‘,p;, e]. Donec aj; est orienté.

III. Théoréme III,. Pour qu'il existe un plan a;;; au point M de la courbe
(AsB> il faut et il suffit:

a) que pour tout &> 0 il existe un voisinage U* (M, ¢) = (MsB)
et U™ (M, e)c(itﬂf), et un dieédre [aja, B, €] tels que H(Q")

< [apanys Poanys €1, Q") c [Gp(ms Ppianys €] pour tous les vecteurs para-
tingents B(M), B(Q"), B(Q") et @ <U~(M,¢),Q" <U*(M,e).

b) que le paratingent P(M) ne contienne pas de vecteurs p, et p,
tels que p, = —p,.

Démonstration. Remarquons que si la condition b) est vérifide, la
courbe est un arc simple de Jordan dans un voisinage du point M.

Des conditions a) et b) il résulte que la courbe (M+B) admet une
tangentes au sens strict au point M. En effet, de la condition a) il s’ensuit
que le paratingent des vecteurs au point M est plan. Comme }(M ) est
un continu [6], p. 164, si p, et p, sont les vecteurs paratingents en M,
le vecteur p, situé entre eux sera aussi paratingent. Mais alors le di¢dre
[az,, Pz, €] ne peut pas contenir simultanément les vecteurs p, et P,.
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D’une maniére analogue, si le plan orienté a;;; existe en M, la courbe
admet en ce point des vecteurs tangents unilatéraux au sens strict.

La nécessité des conditions a) et b) en résulte immédiatement.

Nous allons maintenant prouver qu’elles sont suffisantes. Soit
Q.c(M*+B) et Q, ¢(M+B). Lorsque p(M) # t* (M), alors {p(M), p(Q.)}
et {p(M), p(Q,} tendent vers une méme limite, qui est {i~ (M), i" (M)}.

Supposons que (t" (M), p(Q.)) > a’ et (t* (M), p(Qr)) — a” # a’. Alors
pour & =1/3 X (a’,a”) le diédre (usary, fii(myy€) ne peut avoir de
points communs avec les plans a’ et a’’ en méme temps. D’autre part,
8i a’ = ', et a’ # a’, les vecteurs 7(Q,) et p(Q, ) seront situés de part
et d’antre du plan y passant par t" (M) et perpendiculaire & a’, et on
arrive 3 une contradiction analogue. Evidemment le plan o’ se confond
avec (t~(M),t"(M)), car si les plans (" (M), p(Q,)) tendaient vers le
plan a’ # (t7 (M), t* (M), les dicdres [ayary, fnar, €] contiendraient tous
les P(Q), Qe(Mx*Q,> = (M+B), " (M) inclusivement, et lorsque p(M)
tend vers i* (M), le vecteur p(Q) se trouverait 3 ’extérieur du diédre
(aparys Buanyy €], en contradiction avec a). Evidemment {t= (), 1" (M)
— Lim {* (M), B(Qu)}-

QM

On prouve d’une maniére analogue que le plan & gauche est égal au
plan & droite, si t"(M) =t (M).

Théoreme III,. Si la courbe ¢(A+B) admet au point Me{A*B) un
plan osculateur orienté du type III, alors:

a) La courbe (A+B) admet au point M des tangentes, ¢~ (M) et
i"(M),i (M) # —1" (M), unilatérales au sens strict

b) son indicatrice sphérique par les tangentes aux points correspondant
aux tangentes {~ (M) et ¥ (M) admet des vecteurs tangents unilatéraux.
1V. Théoréme IV,. Pour qu’il existe un plan a;y au point M de la courbe
(M=»B) il faut et il suffit:

a) que pour tout £ > 0 il existe un voisinage U(M,¢) = (M=B) et
un diédre [akp, Bup, €] tel8 que Parc U(M,e) — (M*P) c [ayp, Brup, €]
pour tous les PeU(M, ¢).

Démonstration. La nécessité s’établit immédiatement: en effet, s'il
existe un ¢ > 0 tel que dans tout voisinage (M=*Q,) il existe des points
P, tels que 'arc (M+Q,)— (M=»P,) n’est contenu dans aucun diédre [ajp,,
Bup,, €], 1e plan orienté ary ne peut exister.

La condition est suffisante. En effet, remarquons que la courbe satis-
faisant a4 la condition a) admet une tangente en M car si les vecteurs ?,
et i, étaient des vecteurs contingents différents, le plan y passant par M
et par les points intérieurs de I'angle < (¢,,?,) et perpendiculaire au plan
(,, t;) couperait la courbe aux points Y, > M (en vertu de [6], p. 113),
et le diedre [a},yn, ﬂ},‘i,y", e] ne pourrait contenir en méme temps
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les points Y, et Y., MY, >t, MY, 1, pour ¢ fixé, suffisam-
ment petit.

Supposons que (M, P}, P) >a’ et (M,Q,Q.)->a", P, P/, @,
Q. «(M#*B). Soit ¢ = 1/5(a’, a’’). Evidemment

(M, P;n P;:) = [a?l'lP;" ﬂITlP;la e]+ [a;ﬂ’;’ ABI_UP;v €]
(M, Qny @) < Lok, Birg),» €1+ [ang),» Pma)s €]
Lorsque P,,Q, > M, on obtient & la limite

a' < [a[';,ﬂ[i,e]-{-[a,‘;, ﬂl-l":]

a’ < [ai:,ﬁi:,E]-f-[a;:,ﬂ;:,E]

et la définition de ¢ montre que cela est impossible, si U(M, ¢) n’est
pas un segment de droite.

On voit immédiatement que a;y est orienté. Sinon, les points P, e( M*B),
n =1,2,..., seraient situés des coOtés positif et négatif des plans y,
(si 8 est un point fixé sur a;v, n’appartenant pas 4 la tangente t(M),
on appelle positif le c6té du plan y, qui contient S) passant par MP,
et perpendiculaire aux plans (M, P, P,), P,e(M»P,), (M*P,) = (MsB).
Alors les diédres [aj{,p;, ﬂ;{,p;., €] seraient aussi situés de part et d’autre
de plan y,, ce qui est impossible, car si Qe U(M, £)— (M»P,) est contenu
dans [aj{,p;_, ﬂ',.*,p;‘, ¢], tout larc U(M,e)—(Mx»Q) est contenu dans
[“:!.P;'r ﬂzll’;" e].

Théoreme 1V,. Si la courbe (M*B) admet au point M un plan
osculateur orienté du type IV, alors:

a) elle admet en M une tangente;

b) le paratingent en M est plan;

¢) le paratingent des vecteurs en M et un voisinage de M sont situés
d’un méme c6té du plan y passant par la tangente en M et perpendicu-
laire & a;y(M).

d) l'existence de a;y n’entraine pas d’existence de aj.

V. Théoreme V. Pour que la courbe (M#*B) admette un plan ay au
point M, il faut et il suffit:

a) que pour tout ¢ > 0 il existe un voisinage U(M, ¢) = (M*B)> du
point M et un diédre [ajp, Bamp, €], Pe(MeB), tels que [axyp, fiip, €]
+ [axe, Bup, €] - a, lorsque ¢ >0 et P > M, et que {JT{Q) c [ako,
Bie, €] pour tous les QeU(M, ¢).

b) que si pour une suite partielle de P, lim [aisp, fup, €] = [a, a, 0],
tl:mnl: El_’/[—ﬁl =1, et M, |M| = 1, est un vecteur dont l'origine est sur ¢
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et ’extrémité sur [af, ¢f, 0], I = 0, alors Ix# = N, oh N est un
vecteur fixé.

Démonstration. Le plan (MQ, p(Q)) < [ako, Biro, 8]_+ [amo, Buq, €]
— a, donec de a) résulte ’existence de ay. I.’existence de ay résulte de b).

De l’existence ay il résulte a) et b) immédiatement.
VI. Théoréeme VI,. Pour qu'il existe un des plans orientés ayy, ayrr, @y
de la courbe (4=*B) au point M, il faut et il suffit

a) que pour tout & > 0 il existe un voisinage U(M, ¢) = {(A*B) du
point M et un diédre [a;Q), Bl €] tels que U(M,e) = [agq) Bray €]
pour tous les vecteurs paratingents p(Q) de 'arc U(M, ¢).

Démonstration. Les plans ayy, ayyr, ayiy, [2] étant équivalents,
nous établirons le théoréme pour ayy;.

La nécessité de la condition est évidente.

Pour montrer qu’elle est suffisante, considérons tous les diédres
(apx)) Poxys €1, € > & XeU(M,e¢), contenant U(M, ¢). Soit

[ag(X)’ ﬁqun e] = II [a;ixjs ﬂi;(X): &')

O

(c’est-a-dire 1’ensemble commun), et

SLUM),e] = [] (@) Boxys €]y
XU(M)

ou U(M)c U(M,é) est un entourage du point M. @[ U (M), ] sera un
ensemble convexe tel que U(M) =« @[U(M), ¢]. Evidemment @[ U, (M), €]
" @[UL(M), e] pour Uy(M) < U,(M). Soit K une sphére de centre M
et de rayon 7 > 0. Posons P [U(M),e] = P[U(M), ] ~ K.

Considérons D’arc (PP, >, P,e(AxM), P, ¢(M»B>. Soit Pg(c)
= im®@g[(P,*P,)), €] pour une suite convergente Pz [(P.*P.), ] (son
existence résulte d’un théoréme de Blaschke [8], p. 124). Evidemment
DPr[U(M), €] c Dk(c) et

Pk () = Lapnys Boguty €] =p(xl)iir;w)[aq’ix>, Poxy €]

(on peut extraire une suite partielle). (P,P, — M).

Par suite, & = lim Px(¢), ¢ — 0, est un ensemble coptenu dans tous
les plans y = ILT([aJ(M), Biimyr €1+ Laparys Baary £]) (on peut extraire une

suite partielle).

Remarquons que la courbe (M#B) admet une tangente t+(M) en M
(démonstration comme dans I,). Nous allons prouver que ¢+(M) est une
tangente au sens strict. Supposons que p(M,) > p(M) 7#* t+(M). Soit
(M*R) < [a;h(ﬂl,,)) .H;{M,,]! e] im MM, = t+(M), (M*R) c [a;(Mn)) ﬂ;ﬂn;
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e] = lim [apn,, Bom,)s €1 Puisque M e[,y Ppar,)s €] €6 que la courbe
(M=R) n’a pas de points communs avec le plan y passant par p(M) et
perpendiculaire au plan bissecteur de ’ensemble [, fpan, €] (sinon
la tangente t+(M) # p(M) en M n’existerait pas), ’arc (M+R) est contenu
dans un ensemble limité par le plan y et [ayay,), foo,), €], (car Mey
donc [a3n,), Bua,)s €] coupe y). Soit R, le point d’intersection de p(M,)
avec y. Comme < (R,M,,p(M)) — 0 et I’angle ¢, entre les demi-droites
rn et ry d’intersection de [, fo,) €] avec y tend vers 0, donc
JX(MR,, M,R,) > 0. Alors la courbe (M*R) est contenue dans le tri¢dre
[rh, 78, R,M,] qui tend vers une droite ou demi-droite et nous avons
obtenu une contradiction.

Nous allons montrer que {—(M) # —i+(M). Soit y(R’) un plan passant
par le point R’e(A»M) et perpendiculaire & ¢*(M). Supposons que
t+(M) = —i~(M). Désignons par R e(M#*B) le point d’intersection de
de y(R’) avec larc (MeB). Soit V(R') = [ayrys Pomys €] A [am))
Birys €)- Evidemment U(M,¢) = V(R'). Posons C(R’) = V(R') ~ y(R').
C(R’') est un quadrilatére convexe dont les angles aux sommets opposés
sont proches de ¢, donc C(R’) est un quadrilatére fermé si ¢ est assez
petit. Il en résulte que V(R’) tend vers t* (M) lorsque R’ — M, car p(R’)
et p(R’’) tendent vers t—(M) = t+(M). Par conséquant U(M, ¢) = t+(M)
et la contradiction ainsi obtenue prouve que {~(M) # —it(M).

De Dlinégalité &—(M) # —i+(M) il résulte que 1’ensemble Py
ne peut se réduire &4 une droite. Il n’existe donc qu’un plan y
contenant Og.

Si maintenant XeU(M,¢), YeU(M,¢), on a (p(X), Y)c [a;,(x,,

Boix)s €14 [opx), Bix), €] eb ag = lim  (p(X), Y) < [aiany By €]
PX) -l (M), Y- M

+ [ag(anyy Pir(ary» €]- Done, nous avons a, = y.

L’existence de ayj; est ainsi établie.

Le plan ayj; est orienté: cela résulte du fait que U(M,¢) < [agx),
Bix) €], XeU(M,e). En effet, lorsque p(X) > p(AM) les ensembles
(a3 x)) Ppix)s €] tendent vers ’ensemble [a;f ), fpar, €] contenant U (M, )
et le demi-plan ayy; du plan ayy. Si ayyp n’était pas orienté alors [ayx),
ﬂ,‘,(x), ¢] tendrait vers les diédres, dont 1’'un contient U(M e) et D'autre
ne contient pas U (M, ¢), car le produit vectoriel p(X) xXY/Ip(X) xXYl
tendrait vers N et —N, ce qui est imposible, puisque tous les [ap(x,,
Bix), €], donc aussi leur limite, contiennent U(M, ¢).

La contradiction achéve la démonstration du théoréme.

Théoréme VI,. Si la courbe (A*B) a au point M un plan osculateur
orienté de 'un des types VI, VII, VIII, alors

a) la courbe (A*B) admet au point M des vecteurs tangents uni-
latéraux au sens strict i+(M), i~ (M), et i—(M) #= —i+(M)
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b) l'indicatrice sphérique par les tangentes aux points correspondants
aux vecteurs {*(M) et i~ (M) admet des vecteurs tangents unilatéraux
au sens strict, donc est rectifiable dans un voisinage de ces points. ([7],
p. 101)
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Streszczenie

W pracy bada si¢ jakie wlasnoéci krzywej wynikajg z istnienia plasz-
czyzny §cifle stycznej zorientowanej okreslonego typu w sensie van der
Waaga. Plaszczyzny fcifle styczne sy okreflone przez wektory paratyn-
gensowe danej krzywej.

Pesome

B oaroit paboTte naiwrcA ycinoBMA HeoOXOOMMblE W JOCTATOYHBIE CY-
LIECTBOBAHUA OPEHTHPYEMBIX CONMPHKACAIOIIMXCA NIOCKOCTe!l HCMOJIb3yA
yros Me:Kay ABYMA IUIOCKOCTAMM.

JawoTca cBoiicTBAa KPMBHIX JONYCKAWINX OpeHTHpYyeMbie CompuKaca-
IOLMECH MJIOCKOCTH OMNpefesieHHble MmapaTeHreHlneil KpuBoOii.
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