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Uber die Grunskyschen Koeffizientenbedingungen!

Professor Zdzistaw Lewandowski zum 70. Geburtstag

ABSTRACT. We will derive a sharpend form of the Grunsky coefficient in-
equalities which guarantee for a given mapping € 3 the existence of a qua-
siconformal extension with an explicit dilatation bound.

1. Sei w(z) = z + % 4 --- in einer Umgebung von z = oo regulér bis auf
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die “Grunsky-Koeffizienten” ay;. Dann sind die “Grunskyschen Koeffizien-
tenbedingungen” (vgl. z.B [Po])
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erfullt fir alle natiirlichen Zahlen n und alle Systeme komplexer Zahlen x,
notwendig und hinreichend dafiir, dass w(z) fir |z| > 1 schlicht konform ist,
d.h. zur Klasse ¥ gehort.

Wir haben es hier mit einem schonen Beispiel des Zusammenhanges zwi-
schen globalen und lokalen Eigenschaften zu tun: Die globale Eigenschaft
der Schlichtheit wird in Zusammenhang gesetzt mit einer lokalen Eigen-
schaft, da in (2) nur das Verhalten von w(z) in einer beliebig kleinen Umge-
bung von z = oo eingeht.

2. Auf der “5th Conference on Analytic Functions” in Lublin August 1970
wurde gezeigt [Kul] (vgl. auch z.B. [Ku2|,[Po]), dass

n n 2
x
(3) Z R TETr| < K; | Z| )

k=1

erfillt fiir alle n und Systeme zj, mit x = % < 1 notwendig dafiir ist,
dass w(z) sogar nach |z| < 1 stetig und @Q- quasikonform fortsetzbar ist. Es

zeigte sich jedoch, dass hiervon die Umkehrung falsch ist [Kud4|: Es ist

(4) w(z) =2(1+¢z2)¥*ex, 0<qg<1,

Q = %g - quasikonform fortsetzbar nach |z| < 1, aber nicht mit einem

kleineren ), wohingegen (3) sogar mit einem k < % erfiillt ist.

3. So ergibt sich folgendes Problem: Man bestimme zu jedem festen k,
0 < k < 1, die Zahl

() Q" (k) = inf Q,

so dass alle w(z) € X, die (3) erfiillen, noch Q-quasikonform nach |z| < 1
fortsetzbar sind.

In [Po] (Theorem 9.14) wurde schon gezeigt, dass aus (3) mit x < 1
immerhin die Existenz einer quasikonformen Fortsetzung folgt, allerdings
ohne Angabe einer konkreten Dilatationsschranke. Hier soll eine solche
Schranke explizit angegeben werden, also eine Abschéatzung fiir Q*(k) (vgl.
unten Satz 2). Schon in [Kul] wurde

1+ 3k
1-3k

(6) Q" (k) <

bemerkt. Das ist natiirlich nur fir x < 1/3 sinnvoll.

4. Fur das Folgende ist wichtig diese Aussage (vgl. [Kud4], [Kub]; in [Sch]
schon fiir hinreichend glattes Bild von |z| = 1): Zu fester Abbildung
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w(z) € ¥ ist der kleinstmdgliche Koeffizient x in (3) (bei also beliebi-
gen Systemen zj) der reziproke Wert des Fredholmschen FEigenwertes A
von w(|z| = 1). Dabei wird dieser Eigenwert aufgefasst in der allgemeinen
Schoberschen Definition fiir beliebige Jordankurven - vgl. z.B. [Ku5]. Das
liefert - hier beilaufig bemerkt - die folgende Ungleichung von Ahlfors [Ah]:
Ist an der Jordankurve € eine Q-quasikonforme Spiegelung moglich, dann
gilt fiir den Fredholmschen Eigenwert A

(™) S<a
mit

_@-1
(8) =0T T

Dann kann man nach Ahnlichkeitstransformation € als Bild von |z| = 1 bei
einer Abbildung € ¥ annehmen, und eine ) - quasikonforme Spiegelung
an € gibt bekanntlich zu einer Q-quasikonformen Fortsetzung dieser Abbil-
dung € ¥ Anlass, so dass (3) mit k = % gilt. Dass in (7) nicht immer
das Gleichheitszeichen moglich ist, zeigt (4); eine genauere Diskussion des

Gleichheitszeichens in [Kru], [Ku7].

5. Fiir die angestrebte Abschétzung von Q* (k) bendtigen wir noch zu einem
Quasikreis € das Funktional

!/

(9) M = sup m.
m

Dabei bezeichnet m den konformen Modul des Inneren von €, wenn auf €
vier Punkte markiert werden. Dazu sei jeweils m’ der konforme Modul des
Ausseren von € mit den gleichen vier markierten Randpunkten. Und in
(9) ist das Supremum bei allen moglichen auf € gewahlten Quadrupeln zu
bilden.

FEs ist M > 1 mit Gleichheit genau dann, wenn € ein Kreis ist. (Fiir
M = 1 ist namlich stets m’ = m, und wenn man Inneres und Ausseres
von € auf die obere Halbebene schlicht konform abbildet, kann man fiir
die induzierte Randabbildung die Fixpunkte 0,1, co annehmen, was wegen
m’ = m nach sich zieht, dass alle Punkte der reellen Achse Fixpunkte sind;
es gibt demnach eine konforme Spiegelung an €).

Dann wurde in [Ku9] bewiesen

(10) M< ——.
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Danach ist fir Quasikreise € stets M < oo. Unten wird sich umgekehrt
nach (14) ergeben, dass M < oo nur fiir Quasikreise gilt.

Es folgt also aus (10) im Verein mit (7), wenn wir noch die Abkiirzung

A+1
="—>

(11) A 1 1
einfithren [Ku9]:
(12) M<A<Q.

Dabei kann man sich unter @ gleich die bei den Spiegelungen an € klein-
stmogliche Dilatationsschranke (“Spiegelungskoeffizient” von €) vorstellen.
Da - wie Beispiel (4) zeigt - A < @ moglich ist, ist also auch M < @ moglich.
Das war zuerst in [A/H] durch ldngere Konstruktion eines Beispiels fest-
gestellt worden; vgl. auch die Literatur in [Ku9] zur Diskussion des Falles
M = @, dazu noch [Ch] und [Ya] (dort §2 ist freilich in [Ku8] als Spezialfall
enthalten) und vor allem [St] zur genaueren Beleuchtung der Hintergriinde.

6. Fiir das Folgende benétigen wir noch die in [Le] (S. 15, (2.3)) definierte
“distortion function” A(K), die so definiert wird (X ist dabei nicht mit A
zu verwechseln). Dazu werden alle K-quasikonformen Abbildungen f der
Ebene betrachtet, die die reelle Achse in sich transformieren und die Fix-
punkte —1,0, 00 besitzen. Dann sei

A(K) = max f(1).

Die Funktion A(K) kann explizit durch elliptische Integrale ausgedriickt
werden [Le].

Fussend auf einem Resultat von M. Lehtinen (1984) ist nach [Le](S. 34,
Schluss von 5.3) zu einer gegebenen k-quasisymmetrischen Randabbildung
auf der reellen Achse eine quasikonforme Fortsetzung in die obere Halb-
ebene moglich, wobei die

(13) Dilatation < min (k%/2,2k — 1).

7. Nun sei eine Abbildung w(z) € ¥ gegeben, fiir die das Bild € von |z] =1
eine geschlossene Jordankurve ist mit dem durch (9) definierten Funktional
M < oo. Dann kénnen wir das Aussere und das Innere von € schlicht
konform auf die obere Halbebene abbilden, und die induzierte Randabbil-
dung der reellen Achse auf sich ist dann nach [Le|(S. 32 oben) k = A(M)-
quasisymmetrisch. Daraus entsteht somit eine quasikonforme Abbildung
der oberen Halbebene auf sich mit (13). Riickiibertragung bringt damit
eine quasikonforme Fortsetzung von w(z) mit gleicher Dilatation.
Damit haben wir den
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Satz 1. Liefertw(z) € ¥ als Bild von |z| = 1 eine geschlossene Jordankurve
¢ mit dem durch (9) definierten Funktional M < oo, dann existiert eine Q-
quasikonforme Fortsetzung nach |z| < 1 mit

(14) O < max <A3/2(M), 2A(M) — 1) .
Es gesellt sich also zu der Ungleichung (12) fir die drei Kurvenfunktionale
M, A, Q fir € die Ungleichung (14).

Nehmen wir nun noch die Ungleichung M < A entsprechend (12) hinzu,
wird @ auch durch A abschétzbar. Damit haben wir endgiiltig das folgende
Hauptresultat.

Satz 2. Ist fir w(z) € ¥ das Ungleichungssystem (3) fir alle n und Systeme
xr mit einem k < 1 erfillt, dann existiert zu w(z) eine Q-quasikonforme
Fortsetzung nach |z| < 1 mit

(15) Q < max <A3/2 (ﬂ)zx(ii) —1>.

Anders gesagt: Fir die in (5) gesuchte Funktion Q*(k) gilt

(16) Q*(5) < max <,\3/2 <1+“> 22 <1 + “) - 1) .

1—k 11—k

8. Die Abschétzung (16) ist sicher unscharf. Fiir kleine  folgt nach (16)
(17) Q*(k) < 1+ 13.14k + O(rK?),

wohingegen aus (6) bzw. [Kul] schon folgt

(18) Q* (k) < 1+ 6K+ O(k?).

In der anderen Richtung ergibt sich mit Hilfe des Beispiels (4) nach [Ku6]
* 3 9 )
(19) Q(li)>1+§\@/€+0(ﬁ):14—2‘12...5_’_0(& ).

Liefert dieses Beispiel (4) den exakten Wert Q*(k)?

9. In letzter Zeit wurden zahlreiche geringfiigige Verbesserungen der Ungle-
ichung (13) von M. Lehtinen gegeben, u.a. von Delin Tan, Zhong Li, D.
Partyka und J. Zajac, Jian Wang und Zhimin Gong, Zhiguo Chen, L. Re-
sendis und J. Zajac, Tianquan Jiang und Xueliang Zheng. Das kann man
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natiirlich jeweils zu einer geringfiigigen Verbesserung von (14) und (16) her-
anziehen.

Eine andere Frage ist, ob es giinstigere Abschatzungen fiir Q* (k) ergibt,
wenn man die Konstruktion quasikonformer Abbildungen aus den Rand-
werten statt in der oberen Halbebene sofort - was eigentlich auch nahe-
liegender und natiirlicher erscheint - in der Einheitskreisscheibe durchfiihrt.
Hier konnte an [Krz| angekniipft werden, wo J. Krzyz die Quasisymmetrie
flir den Einheitskreis formuliert.

Aber es scheint ziemlich sicher, dass sich iiber Verbesserungen von (13)
u.d. der exakte Wert fiir Q*(x) nicht gewinnen lésst. Hierzu miifite man
wohl eine neue Variationsmethode austiifteln. Dazu mifite man etwa die
Klasse der nicht (sic!) Q-quasikonform nach |z| < 1 fortsetzbaren Abbildun-
gen € X betrachten und in dieser Klasse inf % bestimmen. (Es ist natiirlich
sup + = 1.) Zu dieser (zunéchst obskur erscheinenden) Klasse existiert noch
keine brauchbare Variationsformel. Es hatte natiirlich keinen Sinn, in der
Klasse der Q-quasikonform fortsetzbaren Abbildungen eine (dort vorhan-
dene) Variationsformel zu verwenden, da dort % alle Werte zwischen 0 und
q entsprechend (8) annehmen kann.

10. Es sei bemerkt, dass H. Grunsky seine Koeffizientenbedingungen schon
in seiner klassischen Arbeit 1939 auch fiir mehrfach zusammenhéngende Ge-
biete angegeben hatte; in [Ku2] die Verallgemeinerung bei quasikonformer
Fortsetzung, als notwendige Bedingungen. Deshalb ist natiirlich wiederum
die Frage, inwieweit diese bei entsprechender Verschéarfung hinreichend fiir
quasikonforme Fortsetzbarkeit werden.

Bei der Frage der quasikonformen Fortsetzbarkeit ist es iibrigens so, dass
man schon beim einfach zusammenhéngenden Falle im Grunde genom-
men jedes einfach zusammenhangende Gebiet mit gleicher Berechtigung
als Grundgebiet zum Ausgangspunkt nehmen kann - im Gegensatz zum
klassischen konformen Grunskyschen Falle ist die Frage bei quasikonformer
Fortsetzbarkeit nicht durch konforme Hilfsabbildung auf das Kreisdussere
zuriickfithrbar.

Vom Autor wurde (zusammen mit H. Blaar und H. Baumgarten) u.a. der
Fall des Ausseren einer Ellipse bzw. des Ausseren zweier Kreise studiert.
Das wird hollisch kompliziert, erst recht, wenn man anschliessend die schar-
fen hinreichenden Bedingungen fiir quasikonforme Fortsetzbarkeit sucht.

11. Schliesslich sei bemerkt, dass in [Ku3] Bedingungen fiir die Laurent-
Koeffizienten einer in einem konzentrischen Kreisring schlichten konformen
Abbildung angegeben wurden. Die wieder entstehende anschlieende Frage
nach der Verallgemeinerung bei quasikonformer Fortsetzbarkeit ist noch
nicht studiert worden.

12. Abschlielend noch die Bemerkung, dass analog wie beim Grunskyschen
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Funktional auch bei verschiedenen anderen Funktionalen (z.B. Ableitung,
Schwarzsche Ableitung u.d.) das Problem besteht, aus ihrer Abschéitzung
(=notwendige Bedingung) fiir die quasikonform fortsetzbaren Abbildun-
gen € Y durch Verscharfung eine hinreichende Bedingung zu machen mit
bestmoglichem (=kleinstmoglichem) Wert fiir die Dilatationsschranke, an-
schliessend an die bekannten Arbeiten von L.V. Ahlfors/G. Weill, J. Becker,
J. Krzyz, 1.V. Zhuravlev.
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