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Wstep

Przedmiot analiza matematyczna (lub rachunek rézniczkowy i catkowy)
stanowi podstawe edukacji matematycznej na tych kierunkach studiow
wyzszych, ktore w swoim programie majg przedmiot matematyka wyzsza.

Literatura przedmiotu w zakresie tresci teoretycznych jak tez zbioréw
zadan jest bardzo obszerna. Jej najlepsze (naszym zdaniem), wspolczesne
pozycje podajemy w spisie na koncu naszej monografii. Moga one stuzy¢ do
uzupetienia wiedzy przedstawionej w prezentowanej pozycji.

Niniejszg monografie¢ pisaliSmy z mys$la o studentach kierunkow
niematematycznych, chociaz sadzimy, ze studenci matematyki czy fizyki
rowniez znajdg w niej wiele interesujacych tresci, dotyczacych rachunku
rézniczkowego 1 catkowego funkcji jednej zmienne;.

Celem naszym byto takie przedstawienie zagadnien teoretycznych oraz
licznych zadan, aby student latwo je zrozumiat i samodzielnie stosowat, uczac
si¢ na wielu zademonstrowanych przyktadach i licznych komentarzach.

Metoda poznawania wiedzy krok po kroku oraz udokumentowanie jej
nietrywialnymi przyktadami réznych probleméw pozwala doskonali¢
myslenie 1 techniki rachunkowe, tak istotne w tym przedmiocie. Ktadziemy
przy tym nacisk nie na ilo§¢ zadan, lecz na metodologi¢ ich rozwigzywania.

Problemy 1 zadania zaczerpn¢liSmy z naszej wieloletniej pracy
w wyktadaniu tego przedmiotu na uczelniach krajowych i zagranicznych oraz
z niektorych pozycji wymienionych w literaturze.

Chcielis$my, aby przedstawiona monografia, przy mozliwie minimalne;j

objetosci, traktowata rozwazane zagadnienia w miar¢ kompletnie i1 byta dla
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WSTEP

nich samowystarczalna. Konieczno$¢ rezygnacji z niektorych trudnych
zagadnien, jak na przyktad jednostajna cigglos¢ czy ciagi i szeregi funkcyjne,
zostata podyktowana ograniczong objgtoscig oraz programem studiow.
Pozwolito nam to potozy¢ wigkszy nacisk na dokladniejsze przedstawienie
innych zagadnien. Na przyktad, bez szczegotowej wiedzy o ciggach czy

szeregach funkcyjnych, pokazujemy jak wyznaczy¢ sumy szeregdw

(_1)n+1 (_1)n+1

2n-1

liczbowych takich jak Y4 n—lz CZY Yme1 oraz Yin-q

Pokazujemy rowniez, jak tatwo wyznaczy¢é sumy niektorych

n

interesujacych szeregow liczbowych, czy granice ciaggow e = (1+%) :
Y, = ZZ:l%_ In(n+ 1) innymi metodami, niz powszechnie stosowane. Ta

sama uwaga dotyczy nieréwnosci funkcyjnych oraz catkowych i ich
zastosowan (na przyktad do prostego ale dos¢ doktadnego oszacowania n!).

Tytul naszej monografii nawigzuje do ilo$ci godzin przeznaczonych na
realizacje rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej zmiennej,
przewidywang w programie studiow w jednym semestrze: 15 wykladoéw oraz
15 ¢wiczen po dwie godziny. Liczba zaprezentowanych zadan i problemow
znacznie przekracza 150 - chcielisSmy oczywiscie, aby takie ,,minimum”
pozwolito dobrze opanowac przedstawione zagadnienia.

Rozdziaty I 1 II oprocz nowych tresci zawierajg niektore zagadnienia
omawiane juz w szkole $redniej. Przypominamy je celem ugruntowania
wiedzy czytelnika i wprowadzenia do dalszej nauki.

Btedy 1 niedoskonato$ci wystepujace w tej monografii obcigzajg wytacz-
nie autorow. Wszelkie uwagi przyjmiemy z wdzi¢cznos$cia. Mozna je przesy-
ta¢ na adres e-mail: joanna.niewiadoma@kul.pl lub jan.szynal3@gmail.com.

Joanna Niewiadoma i Jan Szynal



Rozdziat I. FUNKCJE ,,PODSTAWOWE” ZMIENNE] RZECZY-
WISTE] ORAZ ROWNANIA I NIEROWNOSCI Z NIMI ZWIA-
ZANE. CZESC 1. WAZNE NIEROWNOSCI ELEMENTARNE

1.1 Funkcje ,podstawowe”

Przez funkcje ,,podstawowe” rozumie¢ bedziemy: funkcje potegowa
0 wykfadniku naturalnym, catkowitym 1 wymiernym, wielomiany
(W szczegblnosci funkcje liniowa i kwadratows), funkcje homograficzna,
funkcje wyktadniczg i logarytmiczna, funkcje trygonometryczne i funkcje do
nich odwrotne.

Funkcje te sg okreslone na catym zbiorze liczb rzeczywistych R, badz na
okreslonych przedziatach osi liczbowej i zaktadamy w catej monografii, ze
przyjmuja one wartosci rzeczywiste.

Dwa podstawowe sposoby podania funkcji to sposéb graficzny (wykres)
oraz sposéb analityczny, wzoremy = f(x), x EAcCR.

Na podstawie wykresu bedziemy analizowa¢ rozne wlasnosci funkcji.
W przypadku gdy mamy wzér y = f(x) badamy rézne wiasnosci funkcji,
aby potem podac jej wykres, cho¢by przyblizony.

Wszystkie funkcje, ktorymi bedziemy si¢ zajmowaé powstaly
historycznie z zagadnien praktycznych, a matematyka porzadkuje i uogélnia
ich wlasnosci oraz tworzy narzg¢dzia do ich badania.

Na przyktad, ponizszy wykres moze przedstawia¢ wielkos¢ produkcji
pewnego dobra w czasie (120 dni), ale rowniez poziom lotu samolotu od

startu do ladowania (2 h).



FUNKCJE ,PODSTAWOWE”... CZESC |

X

ol 20 90 120
Drugim przyktadem funkcji niech begdzie podatek liniowy, ktory jest
najprostszym zastosowaniem funkcji liniowej y = ax.
Inny przykiad to funkcja Térnquista pierwszego rodzaju
Tl(x)zﬁ, x>0, ab>0.
Podaje ona zalezno$¢ popytu konsumenta od jego dochodu na dobra
podstawowe. Jej wykresem jest czg$¢ hiperboli (rysunek nizej).

y ax Prosta y = a , to matematycznie

asymptota pozioma, a ekonomicznie

to tak zwany poziom nasycenia.

Majac podany wzor y = f(x)

0 X

zakladamy sensowno$¢ wystepuja-

cych w nim dziatan i okreslamy w ten sposob dziedzine funkcji:

(1.2 Df ={x € R: wzéry = f(x) masens}.
(Jest to tak zwana dziedzina naturalna).

Na przyktad:

1. gdy f(x) == to Dy = R\{0} = (=00,0) U (0, +0) ;
2. gdy f(x) =+vx to Dy = {x € Rix = 0} = (0, +0) ;
3. gdy f(x) =sinx, f(x) =x™, n€N to D =R.

10



FUNKCJE ,PODSTAWOWE”... CZESC |

Wyznaczenie dziedziny funkcji Dy sprowadza si¢ do rozwigzania
odpowiednich rownan, badz nierdwnosci, na przyktad:
1
Logdy f(0) = —
2. gdy f(x) =vV4—x%2to Df ={x € Ri4—x*>0}=(-2,2).
W przypadkach ciggow liczbowych: (a,), (N3 n - a, = f(n) € R),

to Dy = {x € Ril—x? 0} = R\(~1,1},

dziedzing bedzie odpowiedni podzbior zbioru liczb naturalnych N, , na

przyktad:

1 a,=(CD", Dy =Ny =NuU{0},
1

2 an=;, Df=N,

1
3. an:E, an>0, Df:N\{l,Z}
Trudniejszym problemem, ktéry bedziemy realizowaé etapami, jest

wyznaczenie zbioru wartosci funkcji Ry:

(1.2) Rf={y€]R:y=f(x), xEDf}.
Przyktady
Lfe) =1, 2.f(x) =2,

X

Dy = R\{0}, Ry = R\{0}. D= R, Ry =(0,+).

y y y=x
y=

0 X
0 X

R

11
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Wykres funkcji f(x) = x? (parabola o wierzchotku (0, 0) z ramionami
skierowanymi ,do gory”) jest znakomitg ilustracjg ,najwazniejszej

nieréwnosci” (elementarnej) w matematyce:

(1.3) V x220 A (x2=0& x=0).
x€ER

Zauwazmy w tym miejscu olbrzymig moc kwantyfikatora ,,dla kazdego”

( Z’R) , bowiem za x mozemy podstawia¢ dowolng liczb¢ rzeczywista.
X

Pozwala to kreowa¢ nowe, czgsto nieoczekiwane nieréwnosci. Podamy

dwa przyktady. Dalsze beda podane w nastepnych rozdziatach.
Przyktady
1. Nierownos$¢ (1.3) zachodzi gdy za x podstawimy na przyktad (x — 1).
Daje to:
x-1)220 © x*-2x+120© x*+1=>2x =
= x+ % =2 dlax > 0, czyli mamy nieréwnos$¢

1
(1.4) vox+t-22,

x>0

a znak rownosci ma miejsce tylko dla x = 1.
Nieréwnos¢ (1.4) moze by¢ interpretowana dwojako:

a) suma liczby dodatniej i jej odwrotnosci jest wigksza lub rowna 2, lub
b) najmniejsza warto$¢ funkcji g(x) = x +§ dla x € (0,+o0) jest
osiggnieta w punkcie x = 1 iwynosi ming(x) = g(1) = 2.

Interpretacja ta daje nam na przyszios¢ wskazowke odnosnie

potozenia wykresu funkcji y = g(x).

12



FUNKCJE ,PODSTAWOWE”... CZESC |

Rozwazmy teraz n-nieréwnosci postaci :
1 —tx1)?* 20, (72— tx2)*20,..., (v —tx,)* =0,
gdzie teR, x;,y;€ER, i=1,2,..,n.
Po podniesieniu do kwadratu, dodajgc wszystkie nierdwnosci

stronami, otrzymamy (po zgrupowaniu wyrazow) nieroOwnosc:
f +y5 + -+ y2) = 2ty + X, + o+ X Yp) +
+t2(x2+ x5+ +x2)=>0.

Traktujac powyzsza nieréwnos¢ jako kwadratowa ze wzgledu na t

stwierdzamy, ze jest ona nieujemna dla kazdego t € R, gdy:
A= 40ty + 25z + o+ XnYn)? — 40 + 43+ 4 x7)
"Gityit+o ) <0,

co daje nam bardzo wazng nierdwno$¢ matematyki wyzszej

- nierowno$¢ Cauchy-Buniakowskiego-Schwarza (CBS):

(1.5) Xi,J‘/vi,ER Chixy)* < CLixDEE v

i=1,2..,n

Uwaga. Zastosowalismy wyzej symbol sumy, oznaczenie, ktorego
bedziemy czesto uzywac, mianowicie jest to skrét dla skonczonej sumy
n kolejnych wyrazéw ciagu (a,).
Jezeli (a,), n € N jest dowolnym ciagiem, to oznaczamy:
Sp=a;+a,++a,=Y,a;, n€N (ustalona liczba),

(czytamy: suma od ,,i = 1” do ,,n”, a;).

13
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Znak sumy X jest duza grecka literg sigma. Wtasnosci symbolu X graja
role w przeksztalcaniu wzoréw. Oto niektore z nich:
Yp=1C QA =C 2poqr; Xp=1C=n-Cc,c ER,
k=1 = Xk=1 0k + Xk=ms1 G, M < 7.
Analogicznie dla iloczynu n liczb a;, i =1,...,n , stosujemy

oznaczenie: B, =a,-a,-..-a, =[[~;a;, n €N (ustalona liczba) .

1.2 Wazne nierownosci

Wiele zagadnien analizy wymaga zastosowania réznych nieréwnosci,
wsrod ktorych kilka jest szczegélnie waznych, ze wzgledu na liczne
zastosowania. Zapiszemy je w postaci trzech twierdzen, a dowody niektorych

z nich bedg podane w dalszych rozdziatach.

Definicja. Niech x € R . Wartoscig bezwzgledng liczby x nazywamy liczbe

(funkcje) f(x) = |x| okreslong nastepujgco

x gdyx>0
x| =4 0 gdyx=0 .
—-x gdyx <0

Twierdzenie 1. (nieréwnosci elementarne)
a) Nieréwnosci dla x* i |x| :
1. V x220ix?2=0 © x=0,
x€ER

2. V [x]|=Z20i|x]|=0 & x=0,
x€R

3. ‘v’e]R ||x| — |y|| <|x+y| <|x|+ |yl (nierownosé trojkgta).
xy

14
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b) Nierownos¢ Cauchy-Buniakowskiego-Schwarza (CBS):

4. \4 s 1x1y1)2 <L 1x12)(21 13’1

xpYi€ER
i=1,2..n

Twierdzenie 2. (nieréownosci Bernoulliego)

5. V. (1+a)""=21+na,
a>-1
nENO

6. ¥ (1+a)"=1+na +”(" Da2,
nEN

n(n 1) 2 +n(n 1)(n-2) 3

7. V. (1+a)"=>14+na+ -

a>—1
neN

8. aiE]R,Vai>—1 14+a)(A4+ay).A+a) =21+ (a; +a,+ - ay,).
i=1,2..n

Definicja. Dla dowolnego skonczonego ciggu liczb dodatnich a4, a,, ... a,,

n €N, n > 2, definiujemy nastepujqce srednie tych liczb:

4 ; +a,+-+
1. Srednia arytmetyczna: A, = 22—

n

2. Srednia geometryczna:. G, = '\Ja, a,"...a,,
r . . - — n
3. Srednia harmoniczna: H, = SN
a ap an

2 2 2
. . . a?+a+-+a
4. Srednia kwadratowa:. K, = /% .

Srednie te powigzane sa nastgpujacymi nieréwnosciami, ktore maja

zastosowania w dowodach wielu waznych, szczegolnych nierdéwnosci.

15
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Twierdzenie 3. (nierownosci dla srednich)
Dla dowolnych liczb dodatnich a;, k = 1,2,...,n idowolnegon € N ,

prawdziwe sq nierownosci:

(1.6) min(ay) <H, <G, <A, <K, < max(ay).
1<ksn 1<ksn

Znak rownosci we wszystkich nierownosciach ma miejsce wtedy i tylko

wtedy, gdy a; = a, =+ = a, .

Powyzsza uwaga jest bardzo istotna, bowiem gdy tylko dwie sposrod

liczb a; sa ro6zne, to w (1.6) mamy nierownosci ostre.
Symbole min (ay) (max (ak)) oznaczajg odpowiednio najmniejszg
1<ks=n 1<ks=n

(najwiegksza) sposrdd liczb ai, k = 1,2,..,n.
Dowdd relacji (1.6) mozna znalez¢ w wielu pozycjach literatury (np. [8]).

Dowod wykorzystujacy wypuktosé¢ funkcji bedzie podany w rozdziale VIII.

Uwaga. Nierownosci pomiedzy srednimi sg bardzo uzytecznym narzedziem
w  konkretnych sytuacjach. W szczegbélno$ci pozwalaja zbadad
monotoniczno$¢ ciggéw oraz wyznaczy¢ ekstrema globalne funkcji (to
znaczy wartos¢ najwigksza 1 naymniejsza funkcji) 1 rozstrzygna¢ problem dla
jakich wartos$ci x sg one osiggnigte. Jest to bardzo wygodne, bo nie potrzeba
wtedy stosowa¢ metod rachunku rézniczkowego. Podamy nizej kilka

konkretnych przyktadow.

16
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Przyktady

1.

Wyznaczy¢ minimalny obwod prostokata (dziatki) o powierzchni
1600 m?.
Jezeli wymiary prostokata oznaczymy przez x oraz y, to jego

obwdd jest rowny 2x + 2y = 2(x + y). Ale pole prostokata jest rowne

xy = 1600 skad y = % Nasz problem to: wyznaczenie min f(x) ,
x>0
gdzie f(x) =x+%, x>0,

Wykorzystujac nierownos¢ A, = G, mozemy napisac:

a2 1600
f(X)=2 2x =2 XT=240=80

Minimum jest osiggnicte gdy skladniki sg rowne, to jest gdy

X = % , czylidla x = 40 i stad y = 40. Zatem najmniejszy obwdd ma

kwadrat o boku 40 m.

Wyznaczy¢ najwigksza wartos¢ funkcji f(x) = dla x>0,

ax?+b
a,b>0.

ax?+b

> Vax?b = xvab czyli ax? + b > 2xVab ,

Mozemy napisac

X

x 1 . 1 ..
stad f(x) = ey czyli maic>]:)(x) = 57 1Jestono

osiagnigte, gdy ax? = b tojestdla x = \/g.

x™" 1

\4 < .
x>0  14+x+x24-+x2" T 2n+1
neN

Udowodnié¢, ze

1+x+x2+--+x2" -

Jezeli zapiszemy nasza nierdwnos$¢ w postaci ) >x",

to stosujac do lewej strony nierownos$¢ Asp4q = Gopyeq Orzymamy:

17
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T+x+x2 44 x2M 2n+1
L:—Z \/1-x-x2-...-x2"=
2n+1

2n+1 | 2n(2n+1)
2n+1 cniar
= M xlr2zF+2n = /x 2 =x"=pP.

Znak rowno$ci ma miejsce gdy wszystkie sktadniki sg rowne, to jest
gdy: 1 =x =x% =-.- = x?"*1 | co zachodzi tylko dla x = 1. Zatem
nierownos$¢ 3. jest udowodniona.

Oto prosty sposob oszacowania funkcji f(n) =n!=1-2-3-...-n.

Poniewaz czynniki sg nierowne, wigc znak nierdwnos$ci bedzie ostry.

Mamy:
Ynl=V1-2-.n<[G,<4,]< 1+2:'+n = n(::l-l) = nTH , czyli
< (M)
nZN v <( 2 ) '
nz2

Inny dowdd (Gaussa) tej nierownosci podamy w rozdziale I1I.
Nieréwnosci dla $rednich z n = 3 sg szczeg6lnie przydatne w trojkacie
dla pokazania réznych relacji pomigdzy jego elementami.

Podamy oszacowanie pola trojkata przez jego obwadd (tak zwany
problem izoperymetryczny), a nastgpnie przez sume¢ kwadratow dtu-
gosci bokow.

Stosujac wzor Herona na pole trojkata S w terminach dhugosci

a+b+c
2

bokéw a, b, ¢ (p = ) , otrzymujemy

S=yplp—a)p-b)p—c)=p-yp-a)@-bp—o0) <

<P {G—DG-DE-0 | <[6; < 4] <
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<5 \/(p—a)+<p;b)+(p—c)= Jp (3,,;2,,)3:

(\/—)3 i (2p)*> _ V3 2
\/_ N ARETY i 36(a+b+c) <
\/_ (a? +b2+cz) a?+b2+c? . aZ+bh2+c2
<[4; <K3] = - s oyl S <=

Znak rdwnos$ci ma miej sce tylko dla trojkata rownobocznego.

Uwaga. Stosujac twierdzenie cosinusow nietrudno udowodnié, ze
w dowolnym trojkacie ma miejsce rownos¢
a’?+b%+c?>=4S-(ctga+ctgf +ctgy).
Zatem powyzsza nieréwno$¢ dla pola trojkata daje nam rowniez
informacj¢ o nierowno$ciach dla katéw dowolnego trojkata,

mianowicie w dowolnym trojkacie zachodzi nierdéwnos¢

ctga+ctgB +ctgy =3,

ze znakiem réwnosci tylko dla trojkata rownobocznego.

1.3 Funkcja wykladnicza i potegowa

Dwie funkcje, majace ,,wzrokowo” podobny ksztatt i wywodzace si¢

Z pojecia potegi sg bardzo czesto mylone. Sg to funkcje: wyktadnicza

y = a* i funkcja potegowa y = x“.

Funkcja wyktadnicza y = a* jest zdefiniowana dla wszystkich x € R ,

przy zatozeniu, ze jej podstawa "a" (stata) jest liczbg dodatnia.

Naprzyktad: y =2*, y = (i) , ¥y = (1.025)* , itd

19



FUNKCJE ,PODSTAWOWE”... CZESC |

Jest to (po funkcji liniowej) najwazniejsza funkcja nie tylko
W matematyce, ale takze w naukach stosowanych (ekonomii, chemii,
biologii, itp.). Opisuje ona bowiem wiele zjawisk praktycznych (przyktady
beda podane w dalszym ciggu).
y Wykresem funkcji  wyktad-
niczej jest krzywa wykladnicza
y=a* y=a

0<a<i 2> 1 0 ksztalcie, jak na rysunku obok.

Rozwazamy dwa przypadki:

a>1, 0<a<l.

Przyjmujemy: 1* =1, x e R.

Fakt, ze év’R a* > 0, decyduje o jej zastosowaniach.
X

W funkcji potegowej y = x% zmienng jest podstawa, natomiast
wyktadnik a jest stalg. W zaleznoSci od wyktadnika a dziedzina funkcji
potggowej zmienia si¢, na przyktad dla a =n €N, D =R; a=-n,

1 1
n€N, D =R\{0}; a= =5, D= (0,+), a = -3 Dy = R\{0}.
Przypadki @ = —1,1, 2, 3, sg dla nas najwazniejsze.
1 1

W przypadku wyktadnika wymiernego na przyklad a =, - lub

a= —% i ogdlnie a = % , m,n € Z, funkcja potegowa staje si¢ funkcja
pierwiastkowa, ze wzgledu na definicje pierwiastka.
Mamy bowiem dla neN, n>2ia>0: Ya=b © a=>b"

I ogblnie

=
é‘
3
I
Q
3|3
I
—
Q
Sl
N
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Tak zdefiniowany pierwiastek rozszerza si¢ na wszystkie liczby a € R,
w przypadku n bedacego liczba nieparzysta. Np.3/—8 = —2 bo (—=2)3 = —8.
Nizej podajemy najczesciej uzywane przypadki funkcji potegowej:

1

a=1: y=x, Df =R, a=%: y =x2z =+/x, Dy = (0, +0),

1

a=2: y=x*, Df=R, a=§: y=x3=3x, Dy =R,

1 1 1

= : = x3 D =R = —= = = — =
a=3: y=x>, Dy , o« >t y=x2=7=,Df (0, +) .
y y y
y=x
— 43
0 y = x? y=x
X 0 X 0 X
y y y
y=vx _ 1
y=3x Y=
0 ’ 0 “ 0 X

Dla dowolnego @ € R, potege x%, x > 0, zdefiniujemy w nastgpnym

rozdziale.
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1.4 Funkcja homograficzna i jej wlasnosci

Jedna z najwazniejszych funkcji ,,podstawowych” jest funkcja
f@) =<, x € R\{0}.
Jej wykresem jest hiperbola, ktérej asymptotami sg osie ukladu
wspotrzednych. Hiperbola jest krzywa sktadajaca si¢ z dwodch czesci (gatezi).
Wihasnosci funkcji f(x) = % pozwalaja po prostych przeksztatceniach

poda¢ wykres funkcji homograficzne;.

Definicja. Funkcjq homograficzng nazywamy funkcje okreslong wzorem

y=fx)=

ax+b
cx+d ’

X E R\{—%}, a,b,c,d€R, ad —bc#0.

Jej wykresem jest hiperbola, ktorej asymptota pionowa jest prosta

d . .
X = —— , natomiast asymptotg poziomg prosta y = %

Przykiad. Niech bedzie dana funkcja
1

f) ===, Dy = R\{-2}.

Wykresem funkcji jest hiperbola o asymptocie pionowej x = —2
i asymptocie poziomej y = 2. Asymptoty te dzielg plaszczyzng OXY na
cztery czgsci. Aby wybra¢ wlasciwe polozenie gatezi hiperboli wyznaczamy
dodatkowo miejsce zerowe funkcji f(x) (wnaszym przyktadzie x = %)

lub punkty przeciecia z osiami uktadu wspotrzednych.
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Ly
|
]
X C2x—1
: y_x+2
:
------------ I———---———--———-
y =2 | !
X . /
Y 4 X
]
|
x ==2 E

Uwaga. Powyzsza funkcja jest przyktadem waznej w ekonomii tak zwanej
funkcji Tornquista drugiego rodzaju. Dla x 2% funkcja f(x) moze by¢
interpretowana jako zalezno$¢ popytu (y) od dochodu (x) na tak zwane dobra

wyzszego rzedu.

1.5 Okresowos¢ oraz parzystos¢ funkcji

Przypomnijmy w tym miejscu, trzy wazne wlasnosci funkcji.

Definicja. Funkcja f jest funkcjqg okresowg 0 okresie podstawowym T > 0 ,
jezeli:

%, fx+T) = f(x).

=
T>0 x€D
x+TEDf

Wykres funkcji okresowej wystarczy wykona¢ w przedziale o dlugosci T,

gdzie T > 0 jest okresem podstawowym.
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Przyklad

Ponizsza funkcja jest przyktadem funkcji okresowej o okresie T =1 .

I

Powtarzajace si¢ ornamenty architektoniczne w dekoracjach patacow,

zamkow, ogrodzen sg pigknym przyktadem okresowosci.

Jak pamigtamy funkcje trygonometryczne, sa funkcjami okresowymi,
a okresem podstawowym funkcji sinus i cosinus jest T = 2m , a funkcji
tangensi cotangens T=mn , to znaczy sin(x + 2m) = sinx;
cos(x + 2m) = cosx ; tg(x +m) = tgx ; ctg(x +m) = ctgx, x € Dy
Zatem wykresy tych funkcji wystarczy wykonac¢ odpowiednio w przedziatach

o dlugosci 2m oraz m.

Definicja. Zalozmy, ze zbior A € R jest symetryczny wzgledem x = 0, to
znaczy, na przyktad A = (—xg,x,), X9 > 0, lub A =(—b,—a) U (a,b),
0< a<bh, A=R,itp.

Funkcja f jest funkcjq parzystg (nieparzystq) jezeli:

Y fE0=f@, (F0)=—f@).

Powyzsze wzory majg oczywiste przetozenie na wykresy: wykres funkcji
parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY, a wykres funkcji nieparzystej
wzgledem punktu (0, 0). Zatem w obu przypadkach wystarczy poda¢ wykres
funkcji dla x > 0, natomiast czgs¢ wykresu dla x < 0 otrzymamy przez
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odpowiednie symetrie: wzgledem osi OY (funkcja parzysta), badz dwie
symetrie wzglgdem 0si OX i OY (funkcja nieparzysta).
Najlatwiej to przesledzié¢ na wykresach funkcji f(x) = x2 i f(x) = x3,
co jednoczes$nie usprawiedliwia nazwe funkcji parzystej i nieparzyste;.
Stwierdzi¢ fakt, ze dana funkcja jest parzysta czy nieparzysta jest czgsto

X

2
> Jjest funkcja parzysta, natomiast

sprawa natychmiastowa, np. f(x) = e

gx)=x +§ jest funkcjg nieparzystg. Znajomo$¢ symetrii ich wykresow,

pozwala je fatwiej analizowac, chociaz czesto sam wykres nie jest oczywisty.

Zadania, komentarze i uzupelnienia

Uwaga. W wielu obliczeniach pojawia si¢c wyrazenie postaci Vx2, x € R .
Pamictajmy o oczywistym wzorze Vx2 = |x| .

Zadanie 1. a) Rozwigzaé rownanie f(x) = 0, gdzie:

Df@)=x-1;  2f@=*—4; 3)f)=Va—1-2;

HFE) =2 5)f()=22—5x|+6; 6)f()=lx+2l—lx—2l;
7) f(x) = |sinx]|; 8) f(x) = sin|x|; 9) f(x) = sinx?; 10) f(x) = sin? x;

I+ D2+ /r—1)2=2;12%x+V2x —1+Vx —V2x —1 = 1.

b) Poda¢ przyblizone wykresy powyzszych funkcji, wykorzystujac wykresy
znanych funkc;ji ,,podstawowych”.
¢) Wykorzystujac wykres funkcji f rozwigzac¢ nierownos¢ f(x) > 0.
d) Rozwigzaé graficznie nieréwnos¢ f(x) < —3.
e) Zbada¢ parzystos¢ (nieparzysto$¢) funkcji f 1 okresowo$¢ funkcji
Z przyktadow 7-10.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ dziedzing Dy funkcji jezeli:

1

&) () ==+ b) fG) =VE-3-VI—x:0) f®) =x+3;

x+3
D F) = a8 fO) = D ) = 7ois

Zadanie 3. Analizujac podane nizej wykresy funkcji f odpowiedzie¢ na
pytania, uzasadniajac kazda odpowiedz krotkim zdaniem:

a) Jaka jest dziedzina funkcji f ?

b) Jaki jest zbidr wartosci f ?

c) Czy funkcja f jest funkcja parzystg ?

d) Gdzie funkcja f rosnie, a gdzie maleje ?

e) Czy funkcja f jest ograniczona w Dy ?

f) Czy wykres funkcji ma asymptoty ?

g) Czy istnieje najwigksza i najmniejsza warto$¢ funkcji w Dy ?

y YA

1) 2)
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YA D/ 2)’;;
\ 1 0 1/]2/: X
]

0 1&2 x 2 -
1

3) 4)

-1

Zadanie 4. Wykona¢ wykres funkcji y = f(x) danej ponizszym wzorem:

x> dla x€ (—o,1) —x—2 dla x€ (—o0,—1)
a)y={-2x+6 dla x€(15) ; b)y=4 ¥ dla xe(-11)
X
x—1 dla x€ (5 +x) — dla x€ (1, +)

Omoéwi¢ wihasnosci powyzszych funkcji: dziedzina, zbior wartosci,
parzysto$¢,  ograniczono$¢, monotoniczno$¢é, wartos¢  najwigksza

I najmniejsza, itd.

Zadanie 5. Niech f(x) = % Poda¢ wykres funkcji y = f(x) oraz
wykresy funkcji g(x) = [f(x)| i h(x) = f(|x|) . Jaka ogdlng wlasno$¢
wykresow funkcji mozna zauwazy¢ przy konstrukcji wykresow g oraz h?

Zadanie 6. Uzasadni¢, ze:

VY max(a,b) =l(a+b + |la—b|), min(a,b) =1(a+b— la —bl) .
a,beER 2 2

Zadanie 7. Poda¢ interpretacj¢ graficzng na plaszczyznie OXY zbioru D

okreslonego warunkiem:
a) D={(x,y):x*<y<1}; b) D ={(x,y): x*+y®=2};

¢) D={xy): lyl=—"; d) D={Cxy): [x|+lyl<1}.
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Zadanie 8. Przeprowadzi¢ dyskusje znaku rowno$ci w nieréwnosci trojkata

I nierownosci CBS (Twierdzenie 1).
Zadanie 9. Co oznacza przypadek ad — bc = 0 dla funkcji homograficznej?

Zadanie 10*. Udowodni¢ nieréwnos¢ G < As, to jest

3 a+b+c
\ abc < ,
a,b,c>0 3

z rdwnoscig tylko dla przypadku a = b = c.
Wskazowka. Podstawié w nierdbwnoéci G3 < As:a=x3, b =y3, ¢ = z5,
a otrzymane wyrazenie po przeniesieniu na jedng strone roztozy¢ na czynniki.

Wywnioskowac¢ stad przypadek znaku rownosci.

Zadanie 11. Stosujgc odpowiednie nierdéwnosci dla srednich, wyznaczy¢

max f(x) gdzie f(x) = |x|-Va®?—x?, a>0.

x€(—a,a)
Zadanie 12*. Wykorzystujac odpowiednie relacje dla $rednich, udowodnié¢
ponizsze nierownosci. Wyjasni¢ przypadek znaku rownosci.

Q) V (a+b+c)a®+b?*+c?) =9abc ;
a,b,c>0

) o (43 4 (o) =500y, (1) + (142) =2
a+b=1 neN

Zadanie 13. Stosujac odpowiednig nierowno$¢ dla s$rednich, do znanej
I waznej nierownosci dla katow dowolnego trojkata
1

. a ., .
SlTL—SlTLESlTlZ <
2 2 2 8

\4
a,B,y>0
a+pB+y=n
(ktorag mozna otrzymac na przyktad z twierdzenia cosinusow) udowodni¢, ze

dla katow dowolnego trojkata ma miejsce nierownos¢

1 1 1
5 a i ﬁ 27 2 12 .
sin 2z SlnzE Ssin 3
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Rozdziat II. FUNKCJE ,PODSTAWOWE” ZMIENNE]
RZECZYWISTE] ORAZ ROWNANIA I NIEROWNOSCI Z NIMI
ZWIAZANE. CZESC I1. OGOLNE WEASNOSCI FUNKC]JI

2.1 Réwnania i nierownosci algebraiczne

W  niniejszym rozdziale rozwigzywanie rownan 1 nierdwnosci
ograniczymy do tych najwazniejszych, to jest do prostych réwnan
i nierdownosci algebraicznych, potggowo-pierwiastkowych, wyktadniczych

i logarytmicznych.

Definicja. Rownaniem algebraicznym stopnia n-tego nazywamy rownanie

postaci:

2.1) Wo(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a;x + ag =0,
a;, x€eER, j=01,..,n,n€N, a, 0.

Potrafimy rozwigza¢ efektywnie tylko bardzo specjalne rownania,
a w szczeg6lnosci réwnania liniowe 1 kwadratowe. Dla rownan stopni
wyzszych podstawowg metodg rozwigzywania jest rozktad na czynniki,
ktérego dokonujemy grupujac wyrazy podobne, badz stosujac twierdzenie
Bézouta.

Przypomnijmy podstawowe fakty.

Definicja. Liczba x = a € R jest pierwiastkiem réwnania (2.1) (miejscem

zerowym wielomianu W, (x)), jezeli W,,(a) = 0.
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Twierdzenie 1. (Bézouta) Liczba x = a jest miejscem zerowym wielomianu

W, (x), wtedy i tylko wtedy, gdy W, (x) dzieli si¢ przez (x — ).

Whiosek. Jezeli wigc ,,zgadniemy” miejsce zerowe W, (x), to dzielac W, (x)
przez (x —a) obnizymy stopien wiclomianu o jeden i powtarzamy te
procedure, az dojdziemy do wielomianu (réwnania) stopnia drugiego.

A jak zgadna¢ pierwiastek rownania (2.1)? Metoda prob i bledow jest
to zbyt skomplikowane. Jeden z podstawowych i tatwych przypadkow to

zastosowanie nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Jezeli wielomian W,(x) ma wspolczynniki catkowite,
to catkowitymi pierwiastkami rownania (2.1) mogq by¢ tylko podzielniki

wyrazu wolnego a,,.
Przyklady. Rozwigza¢ rownania 1 nieréwnosci:

1. Wi(x) = x3—3x%+ 4 = 0. Zbior podzielnikow wyrazu wolnego ma 6
elementow {+1, +2, +4}.
Sprawdzamy: W(-1)=-1-34+4=0, zatem x=-—1 jest
pierwiastkiem rownania x3 —3x2+4=0.
Dzielimy W5(x) przez (x + 1):
(3 =3x2+4):(x+1)=x?—4x+4=(x—2)2.

—x3 — x?
= —4x*+4
4x® + 4x
= 4x+4
—4x — 4

Zatem (x —2)2=0 & x =2 i jest to pierwiastek dwukrotny.

Mamy wigc: x; = —1, x, = x3 = 2.
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Wy(x)=x*+4x—-1=0.
Rownanie wyglada bardzo prosto, ale nie ma pierwiastkow
wymiernych, bo W,(1) = 4, W,(-1) = —4.
Probujemy grupowania jak nizej
x2+1)?-2(x—-1)?2=0 &
e +1-V2(x- D} {x*+1+V2(x-1)}=0.

Powyzsze réwnanie zapisujemy w postaci dwoch  réwnan

kwadratowych:
x2=V2x+(V2+1)=0 i x*+V2x—-(V2-1) =0,

z ktorych pierwsze nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, a drugie ma

_ DV2-V42+2 Vzmz—Z,Z, x2=_ﬁ+— V‘}‘/—Z"'Zzolg_

1 2

Wi(x) =2x3—-3x2+3x—-2>0.

23 -1 —-3x(x—1)=2(x—-Dx?*+x+1)—3x(x—1) =
=(x—-1D2x?+2x+2-3x)>0
ox-1D2x2-x+2)>0.

Poniewaz trojmian kwadratowy w nawiasie ma wyrdznik A< 0, wiec
jest dodatni dla kazdego x € R.

Nasze rownanie ma zatem tylko jeden pierwiastek rzeczywisty
x=1istad (2x3-3x2+3x—-2)>0 © x—1>0, a zatem

rozwigzaniem nierowno$ci W5(x) > 0 sg liczby x € (1, +) .

Aby rozwigza¢ nieréwnos¢ W, (x) =0 rozwigzujemy najpierw

rownanie W, (x) = 0. Pierwiastki rOwnania wyznaczg przedzialy na osi

liczbowej. Rozktadamy wielomian W, (x) na czynniki, jak nizej
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(twierdzenie 5) i stosujemy tak zwang siatke znakoéw (lub jej uproszczona
wersje tak zwany ,,chinski mur”). Korzystamy przy tym z nast¢pujacych

trzech twierdzen.

Twierdzenie 3. Rownanie stopnian-tego W,,(x) =0, x E R,n € N,n > 2

ma co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych.

Twierdzenie 4. Kazdy wielomian W,(x),n € N, n > 2 rozklada sie

w zbiorze liczb rzeczywistych R na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Twierdzenie 5. Jezeli xq,%y,...,X, Sq miejscami zerowymi W,(x) to
wielomian ten zapisze si¢ w postaci.:

Wo(x) = an(x — %) (x = x3) ... (x = x) -

Przyklady. Rozwigza¢ rownania i nieréwnosci:

a) Rownanie Kartezjusza
W,(x) = x* — 4x3 — 19x% + 106x — 120 =0 .
Zbior podzielnikow liczby (—120) jest ,,obszerny”, wigc sprobujemy
grupowania wyrazow.
x3(x—4) —19x(x —4) +30x —120=0
(x—4)(x3-19x+30)=0 © x;, =4V x3—19x+30=0
x3—19x +30 = x® — 3x% + 3x%2 —9x — 10x + 30 =
=x?(x—3)+3x(x—3)—10(x—-3)=0
(x—3)(x?2+3x—10) =0 = x, = 3, nastepnie x3 = =5, x, = 2.

Czyli zbiorem rozwigzan réwnania Kartezjusza jest S = {-5, 2,3, 4} .

Chcac rozwigza¢ nierowno$é, na przyktad W, (x) < 0 zauwazamy, ze

Wy(x) = (x+5(x—2)(x—3)(x —4).
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Poniewaz mamy cztery czynniki to konstrukcje ,,chinskiego muru”

rozpoczynamy od gory.

; . [ [
[

—5 _

Z rysunku odczytujemy odpowiedz, ze:
W,(x) <0 x € (-52)U(34).

b) Ws(x) =x3—3x>0. Mamy W;s(x) = (x +V3)(x — 0)(x — V3).
Majac trzy czynniki liniowe, ,,chinski mur” konstruujemy od dotu, jak

nizej

+ +
- 43 0 — V3 X

Stad odpowiedz: W3(x) >0 < x € (—/3,0) U (V/3, +0) .

2.2 Monotonicznos¢ funkcji. Funkcje ograniczone

W rozdziale pierwszym omowilismy kilka funkcji ,,podstawowych” oraz
niektore wiasnosci ogoélne funkcji (dziedzina Dy, zbior wartosci Ry,
parzystos¢, okresowosc). Nizej podamy kilka nastepnych wtasnosci.

W dalszym ciggu bedziemy oznacza¢ A = (a,b) ,a <b .

Definicja. Niech A ¢ Dy € R . Méwimy, Ze funkcja f 0 wartosciach rzeczy-
wistych jest rosngca (malejgca) W A, gdy:

v x1<x, = f(x) <f(x) © f14

X1,X2€A

( v x1<x2=>f(x1)>f(x2)<:>fiA).

x1,X2€A
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Wazng jest rowniez funkcja stata w A , a mianowicie:

y = f(x) jest funkcjq stalgna A < ZA f(x)=c€eR.

Jezeliy = f(x) jest funkcjg rosngcg lub malejagcgna A € Dy to mowimy,
ze jest funkcja $cisle monotoniczng. W przypadku gdy w powyzszych
nierowno$ciach dla f(x) mamy nieréwno$ci stabe, méwimy o funkcji

niemalejgcej (nierosnagcej) na A.

Przyktad
Badanie monotonicznosci funkcji f z definicji jest trudne i1 da si¢ zrobic¢

tylko dla pewnych funkcji. Sprowadza si¢ to do zbadania znaku wyrazenia

[@2)= /) py, niektorych funkcji mozna to zrobi¢ efektywnie, na przyktad:

Xo—X1
1. f(x) = x3jestrosnagca w R. W tym celu wystarczy wykazaé, ze
fe2)=f(x1) S0

xl,XZER Xo—X1 Xo2—X1
X1FX2

G-xi 2 2
“——=x5 +x1x, +x{ >0,

Co jest oczywiste.

2. f(X) =X—§, Df = (_OO;O)U(O'-l_OO);

1 1
fan-re _ e -(55) _ 14t

X2—X1 X2—X1 X1'X2

>0 , zatem funkcja f jest

rosngca W obu przedziatach Dy.

Po wprowadzeniu poj¢cia pochodnej funkcji otrzymamy proste narzedzie

do badania monotonicznoSci.

Definicja. Funkcje [ o wartosciach rzeczywistych nazywamy ograniczong
na A c Dy, jezeli jej zbior wartosci f(A) jest ograniczony, to znaczy istniejq
liczbhy m,M € R takie, Zem < f(x) < M dla kazdego x € A.
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Przykiady

1. Mamy V —1<sinx<1 oraz V —1<cosx <1, cO 0znacza,
xXER XER

ze obie funkcje trygonometryczne f(x) =sinx i f(x) =cosx sa

ograniczone na R.

2. f(x)=

3. Nieréwnos¢ VR a* >0, oznacza, ze funkcja wykltadnicza jest
X€E

%2
1+x2

jest ograniczona z gory i z dotu bo Z’R 0<f(x)<1.
X

ograniczona z dotu na R , oczywiscie z gory nie jest ograniczona.

2.3 Pojecie funkcji odwrotnej

Niech A€ D;, BE Dy, Dy c R i niechf:A—>B.

W niektorych zagadnieniach musimy by¢ bardziej precyzyjni i1 okreslic,
czy odwzorowanie zbioru A realizowane przez funkcje¢ f jest na caty zbior B,
czy tylko na jego czesc.

Jezeli f(A) = B to mowimy, ze funkcja f odwzorowuje A na B . Na
przyktad f(x) = x? odwzorowuje R w R, ale odwzorowuje R na (0, +0).
Analogicznie f(x) = x3 odwzorowuje R na R.

Réwniez: f(x) = tg x odwzorowuje (—gg) na R,

f(x) = sin x odwzorowuje (—%,g) na (-1,1),
f(x) = a* odwzorowuje R na (0,+) .
Majac funkcje y = f(x) oraz jej konkretng warto$¢ y, € Ry pytamy,

jaki xo € D¢ jej odpowiada.
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Na przyklad dla funkcji y = x? wartoéci y, = 4 odpowiadaja dwie
wartosci: x; = 2, x, = —2.
Chcac aby odpowiednio$¢ odwrotna byta réwniez funkcja, funkcja

wyj$ciowa f musi spetnia¢ pewien warunek.

Definicja. Mowimy, ze funkcja f jest funkcjq réznowartosciowg na A c Dy,
jezeli:

V x1#x = f(x)#[f(x) (& fx)=1fx1)=>x=x1).

xl,xzeA

Uwaga. Oczywiscie, zgodnie z definicjami monotoniczno$ci 1 réznowar-
tosciowos$ci, warunkiem wystarczajagcym na réznowarto§ciowos¢ funkcji f

na zbiorze A c Dy jest jej $cista monotonicznos¢.

%) , wiec jest

Na przyktad f(x) = sinx jest SciSle rosngca na (—%,
roznowarto$ciowa na tym przedziale. Funkcja f(x) =x% jest rézno-

wartosciowa na kazdym z przedziatow (—0,0) i (0, +o0) oddzielnie.

Definicja. Niech f:A SBac R, B € R bedzie roznowartosciowa na
zbiorze A (czyli f(A) = B) . Wtedy funkcje g:B — A , nazywamy funkcjg
odwrotng do f i piszemy g = f~1.

Cylix=g(y)=f"(y) © y=f(x), x€A y€B.

Whniosek. Praktyczne wyznaczenie funkcji odwrotnej f~! sprowadza sie do

wyznaczenia z rownania y = f(x) , zmiennej x jako funkcji zmiennej y.
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Przyklady
1. fiy=2x—-1,A=R, f‘l:y=%x+%.
2. fiy=x2%,a) A=(0,+»), fliy=+x;
b) A= (-,0), f~Liy=—Vx.
3. fiy=x—=, x € (=0,0) U (0,+0).
Poniewaz funkcja f ro$nie w kazdym z przedzialow (—oo,0) oraz

(0, 4+) , wigc wyliczajac x z powyzszej roOwnosci otrzymamy dwa

rozwigzania:

=2+ TR E OFw) | x=1(—yTTE) € (0,0)

\) ’
f;y=x2 /,
/
7/
Jy=x
/
4
/7
fhy=+x

/ ’ / X X
s
’

Poniewaz wzor na f i f~! wynikajacy z rownania y = f(x) jest
formalnie taki sam, wigc zamieniamy litery x na y w funkcji odwrotnej (aby

miata ona posta¢ y = g(x), g = f71).
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W zwiazku z tg ,,zamiang liter” otrzymujemy bardzo wazna wlasno$é
wykresu =1, mianowicie wykres funkcji £~ jest symetryczny do wykresu

funkcji f wzgledem prostej y = x.

2.4 Funkcja wykladnicza o podstawie e. Logarytm naturalny

W szkole $redniej rozwaza si¢ funkcje wyktadnicza o podstawie a > 0:
firy=a*, a>0,a#1 xeR,
do ktorej funkcjg odwrotng jest funkcja logarytmiczna:
f7lr y=log,x © x=a”,a>0, a+1.
Celem uproszczenia rachunkow w matematyce wyzszej, rozwaza si¢

funkcje wyktadnicza y = e* 0 podstawie e, gdzie e jest statg zdefiniowana

wzorem

e= lim (1 + %)n ~2.718 ...

n—+oo
(Powyzszy ciag bedzie badany w nastgpnych rozdziatach).

Funkcje do niej odwrotng, logarytm o podstawie e, nazywa si¢
logarytmem naturalnym. Zapisujemy

y=log.x=Inx © x=¢’.

W zwiazku z powyzszym, wykresy obu tych funkcji sg jak nizej, a znane
wzory dla funkcji wykladniczej i logarytmu pozostaja bez zmiany, na
przyktad:

e®=1, In1=0, Ilne=1, Ilna+Inb=In(ab),

lna—lnb:ln%, ab>0.
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Wykresy funkcji y = Inx 1 y = e* majg postac jak nize;j.

Definicja. Niechx >0 i ¢ € R.

Funkcje potegowg o wyktadniku rzeczywistym a definiujemy wzorem:

a — ,alnx
(2.2) X" =e .

. L 1 sinx

Na przyklad: xX = eXinx 1 xSinx — gsinx-inx ’ (smx)xz — ex—2~ln(7) .
X

Przykiady. Rozwiaza¢ rownania i nierdwnosci:

x2-x . X241 _ 9 . x2-x .
a) 2 <1; b) e =2; c) e >e;

d) m(B3x*-1)=3; € Invx<s; f) Inx =2

Odnosnie przyktadow a) i €) mamy:
2 *<1=20 ox2—x<0ox(x-1)<0oxe(01),

1
ln\/zﬁéﬁx/}Seﬂ:)xSe.
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2.5 Funkcje cyklometryczne

W niniejszym paragrafie omowimy funkcje odwrotne do funkcji

trygonometrycznych, ktore nazywaja si¢ funkcjami cyklometrycznymi.
Znajac fakt, ze f Tyep, IUb flycp, 1 f:A “B , wiemy, ze istnieje
funkcja odwrotna f~1:B - A .

Dla funkcji y = sinx , Df = R, ale jest ona monotoniczna na ré6znych
przedziatach, naprzyktad y = sinx T dla x € A= (—%,%) i y=sinx!
dla x € (g,zn ) itd. Przyjeto umownie, Ze
Definicja. Funkcje odwrotng do funkcji y = sinx, x € (—%,%) nazywamy

arcsin (jeden wyraz) (czytamy arkus sinus). Czyli mamy:

f:y=sinx ; f~1; y=arcsinx ;

( nn) (-1,1) 5 (=11) > ( nn)
s (—=,=) > (=1,1); s (= > (—=,=).
f 212 L0 f ] ] 212

Zatem dziedzing funkcji y = arcsin x jest przedziat (—1,1).
Analogicznie definiujemy pozostate funkcje cyklometryczne (to jest

odwrotne do cos, tg, ctg).

Definicja.

LY =CoSX ; 1. vy = arccosx ;
fry f7ry
fi0,m) - (—1,1); T (=1,1) > (0,m);
fry=tgx; fl: y=arctgx ;
(T . 1. _T Ry,
FCEDow e (L),
fry=ctgx ; f~t: y=arcctgx ;
f: (0,m) > R; f7:R-(0,m).
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Uwaga 1. Najczegsciej uzywang funkcjg cyklometryczng jest funkcja
f(x) =arctgx, x € R, ktora jest funkcja odwrotng do funkcji

f(x)=tgx, x€ (—g,g) . Wynika stad jej dziedzina, nieparzystos¢,

ograniczonos¢, istnienie asymptot. Wykres funkcji f(x) = arctgx, x € R,

jest przedstawiony na rysunku nize;j.

Uwaga 2. Dla funkcji cyklometrycznych istnieje wiele wzorow, ktore

wynikaja z odpowiednich wzoréw trygonometrycznych, na przyktad:

arcsinx + arccos x = g , x €E(—1,1), arctgx + arcctg x = g , x € R.

2.6 Operacje arytmetyczne na funkcjach. Funkcje ztozone
Zatozmy, ze mamy dwie funkcje y = f(x), y = g(x) , o wspoélnej
dziedzinie, to jest Dy = Dy, .
Mozemy dla nich zdefiniowaé¢ sume, roznicg, iloczyn 1 iloraz (gdy

ma sens) wzorami: (f + g)(x) = f(x) £ g(x), (f - g)(x) = f(x) - gx),

f _f)
(5) (%) —@, g(x) #0, x € Dy.

Jest to metoda na tworzenie nowych funkcji, ktore czesto potrafig by¢ juz

bardzo skomplikowane.
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Na przyktad, jezeli f(x) = x%, g(x) =sinx, x € R ,to:

f(x)+g(x) =x%+sinx, f(x) gx) =x?sinx, @ _ 2

gx) sinx’
Bardzo wazna metodg tworzenia nowych funkcji jest podstawianie wzoru
na funkcje f do wzoru na funkcje g (o ile ma to sens). Operacje taka
nazywamy sktadaniem funkcji, a wynik funkcja ztozona.

Na przyktad dla f(x) = x?, g(x) = sinx, x € R, mozemy utworzyé¢
dwie funkcje ztozone: f[g(x)] = (sinx)? = sin’x i g[f(x)] = sinx?.
Oczywiscie ztozenie nie zawsze ma Sens, a moze nawet nie istnie¢.
Naprzyktad f(x) =+vx, x>0 , glx)=-1—-x%, x €R,

flg(x)] nieistnieje, glf(x)]=-1—x.

Definicja. Niech 4, B,C, D < R bedg niepustymi zbiorami i przy tym B c C.
Niech f:A - B, g:C — D. Zloieniem funkcji g i f nazywamy nowg
funkcje @ = go f: A > D, okreslong wzorem

P(x)=(g N =glf()], x€A.

Uwaga. Oczywiscie wiasnosci funkcji ,,sktadowych” g i f majg wptyw na
wlasnosci funkcji zlozonej, ale kazdy przyklad nalezy analizowac
oddzielnie. Na przyktad dla f(x) = —x?, g(x) =e*, mamy
d(x) =glf(x)] = e~ i jest to bardzo wazna funkcja w rachunku prawdo-
podobienstwa i statystyce. Funkcja g(x) jest rosngca, a ®(x) juz nie;
f(x) jest nieograniczona, natomiast funkcja ®(x) jest funkcjg ograniczong.

Po prostu, pewne wtasnos$ci dziedziczg sig, a inne nie.
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Definicja. Wszystkie funkcje, ktore powstajq z funkcji ,, podstawowych” przez
operacje arytmetyczne oraz operacje zloZenia (rowniez wielokrotng)
nazywamy funkcjami elementarnymi.

Istniejg funkcje nieelementarne (rowniez bardzo wazne w zastoso-

waniach), ale nie beda one tematem naszych rozwazan.

2.7 Funkcje sgnx i [x]

W matematyce celem krotkiego zapisu wzorow wprowadza si¢ funkcje,
ktére sa bardzo proste, ale ich zrozumienie na poczatku sprawia pewne

ktopoty (taka funkcjg jest na przyktad f(x) = |x|).

Definicja. @) Funkcja f(x) = sgnx (czytamy signum x) jest zdefiniowana
wzorem:

-1 dlax<0
sghx=4 0 dlax=0.
1 dlax>0

Jak wigc widzimy Dy = R, Ry ={-1, 0, 1}.
b) Funkcja f(x) = [x] (czes¢ catkowita liczby x € R).

Kazda liczbe rzeczywista x mozemy zapisa¢ jako sume liczby catkowitej
[x] iczesci utamkowej {x}, o ktorej zaktadamy, ze {x} € (0, 1). Czyli mamy:
x = [x] + {x}. Zatem cz¢$¢ calkowita liczby x € R , ktérg oznaczamy przez
[x] jest to najwigksza liczba catkowita nie przekraczajaca x, to znaczy:

Z’Rx—1<[x]Sx=>[x]Sx<[x]+1.

Stad mozemy napisa¢ wzor ,,jawny” dla [x]:

0 gdy x€{0,1)
1 gdy x€(1,2)
[x] =1 :
-1 gdy x€(-1,0)
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Zatem wykresem funkcji f(x) = [x] sa odcinki funkcji stalej

(schodkowej), ktorej warto$ci zmieniaja si¢ dla x = +k, k € Ny,.
Zadania, komentarze i uzupeinienia
Zadanie 1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji:

a) f)=—=—, b) fx)=vd—x+vx—3, ¢) f(x)=

Inx

x
x2-1 '

Zadanie 2. Uzasadni¢, ktore z podanych funkcji sg ograniczone, a ktore nie?

a) f(x) = e"™¥,b) f(x) =e™*,¢) f(x) =

Zadanie 3. Wyznaczy¢ warto$¢ najwicksza 1 najmniejsza funkcji,

sinx

=, X2 1,d)f(x) = sinx?.

x € Dy wykorzystujgc wlasno$ci znanych funkcji ,,podstawowych”.

a) f()=e™, b) f(x) =sinx+cosSx, ¢) f(x) =vV1—xZ2.
Zadanie 4. Uzasadni¢, ktore z ponizszych funkcji sa okresowe, a ktore nie:
a) f(x) =sin2x, b) f(x) = cos?2x , ¢) f(x) =tgVx.
Wskazowka. Przeanalizowa¢ potozenie zer funkcji f(x).

Zadanie 5. a) Stosujgc znane wzory trygonometryczne, wykazac, ze:

cos(arcsinx) =vV1—x?, sin(arctgx) =

x
1+x2

b) Obliczy¢: arcsin% , arccosiz, arctg(—1), arcctg+/3.

Zadanie 6. Dla ponizszych par funkcji f i g utworzy¢ funkcje ztozone (o ile
istniejg):  a) P1(x) = flg(x)], b) P(x) = g[f(x)].
Przeanalizowa¢ wlasnosci funkcji @, i @, (monotonicznos$¢, okresowosc,
parzystos¢, itd.) w zalezno$ci od wlasnosci funkcji f i g.

a) f(x) =arcsinx, glx) =x*2+1, b) f(x) =Inx, glx)=1+e7*.
Zadanie 7. Wykresli¢ funkcje

&) f)=[Vx] . b) FG) = sgn(l+x—[x]).
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Rozdzial IIIl. DWUMIAN NEWTONA. INDUKCJA
MATEMATYCZNA

3.1 Dwumian Newtona

Uogolnieniem znanych wzoréw (a + b)?, (a+b)3, a, b ER , na
dowolng potgge naturalng jest tak zwany dwumian Newtona.

Do jego zapisu niezbedne sg nastepujace pojecia.

Definicja. Niech n€eN. Funkcje (cigg) okreslong  wzorem
f(n)=1-2-3-...-n=n! nazywamy silnig.

Mamy:1!=1, 3!=1-2-3=6, 5!=1-2-3-4-5 =120, itd.
Z definicji mamy oczywisty wzor nl = (n—1)!-n, n€N.

Wynika z niego, ze mozna przyjac¢ 0! = 1, bo podstawiajac n = 1 mamy
L=1'=1,P=0!-1=0!.

Jest to bardzo szybko rosnacy ciagg, bo na przyktad 10! = 3 628 800.

Funkcja f(n) = n! jest elementarna w swojej definicji, ale jej wielkos$¢
jest nietatwa do oszacowania dla duzych n € N.

Oto kilka oszacowan dla n! , ktéorych dowody podamy na stronach 53-54.

n n
1Ly mr<nl< ("TH) (Gauss) ,
nz3

n n
2.V (3) <n!<(3) ,
neN 3 2
n=6

1

3. vV 2lapl< 22"
neN
n=3
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Definicja. Niechn > k = 0, n,k € Ny . Symbol Newtona (}) definiujemy

wzorem:

(3.1) () =

Mamy na przyktad:
ny _ n! _ ny _ n! __n(n-1) n\ _ n(n-1)(n-2)
(1) BT (2) T 2i(n-2)! 2 (3) - 6 '

Wprost z powyzszej definicji mozemy zauwazyc¢, ze:

® =) n=k, nkeNy; skad(M)=("=1,
(3.2)
™ O=C"H+G)n=k+1,nkeN,

Gdy n < k , to przyjmujemy (7) = 0.
Wykorzystujac powyzsze wzory mozna indukcyjnie udowodni¢ (Zadanie 3):

Twierdzenie 1. (Dwumian Newtona)

3.3 ~
= e @b =T (ath" T = Bhg(fa bt =
neN

= (§)a’p™ + (Da*b™t + (3)a®b™ 2 + -+ (1)a"b° .

Uwaga. Jak widzimy z powyzszego, dwumian Newtona mozemy napisac

bardzo szybko gdy policzymy (}) . Dla matych n dzigki wzorowi (**) z (3.2)

wspotezynniki () liczymy tatwo z tak zwanego trojkata Pascala:
po1czy k
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1 < (a+ b)*
1 5 10 10 5 1 < (a+b)°

Na przyklad (a + b)®> = b® + 5ab* + 10a?b> + 10a3b? + 5a*h + a° =
= a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b> + 5ab* + b°.

Uwaga. Fakt, ze dwumian Newtona jest prawdziwy dla dowolnych a,b € R,

implikuje, ze dobor konkretnych a, b daje r6zne wzory na wspotczynniki (Z)

Na przyktad ktadac a = b = 1, otrzymujemy:

(o) + () -+ () =2

Podstawiajac a = = —1 otrzymamy:

)

-G+ (s ()=,
B+ Q)= (@

czyli suma wspotczynnikow o ,,numerach parzystych”, jest taka sama jak

lub

suma wspolczynnikow o ,,numerach nieparzystych”.
Uwaga. Zacytujmy w tym miejscu wazng rowno$¢ zblizona w swojej idei do
dwumianu Newtona, ktérej dowod otrzymamy przez wykonanie mnozenia
i redukcj¢ wyrazéw podobnych.

(3.4) YV a®—-b"=

a,beR
neN

=(a-b)(@*+a"?b+a*3b%?+ -+ a’?b" 3 +ab™ % +p" ).
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Uwaga. Analogicznie jak oszacowanie silni, nieoczywistym jest oszacowanie
symbolu (7;) Podamy nizej clementarne, ale wecale nie oczywiste

0Szacowania.

Przyktady
K
Loy () =(@sn
nzk

Dowdd. Skorzystamy z definicji symbolu Newtona, prostych obserwacji

wynikajacych z nierownosci n > k > 1 oraz odpowiedniego zapisu

silni. Mamy:
(n) _ n! _ (n—k+1)(n-k+2)-...(n-n _
k) 7 ki(n-k)! 1-2:3-.-(k—1)k -
_ n(n-1)..(n-k+2)-(n—-k+1) _ k_ln;j k ﬁ
- k-(k=1)-..2:1 = Ij=o k—j =nv, bo —-j =n,
dla j =0,1,...,k — 1. Analogicznie Z—:j > % ,dla0<j<k-1.

2 % <2

nzk=2

3. v 2ml.lo (M) el
neN n n
n=2

3.2 Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna (zupetna) jest twierdzeniem dotyczacym
wiasnosci liczb naturalnych. Stosuje si¢ ja do dowodu rownosci, nieréwnosci,

podzielnosci liczb, wlasnosci ciggdw, itp., ktore sa rozwazane dlan € N.
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Podamy nizej kilka zastosowan zasady indukcji matematycznej.
Nastepujace sformutowanie jest jednym z najprostszych i ponadto

tatwym w stosowaniu.

Twierdzenie 2. (Zasada indukcji matematycznej)

Niech kazdej liczbie naturalnej n przyporzqdkowane bedzie zdanie
logiczne T (n). Jezeli:

@ {1° T (1) jest zdaniem prawdziwym

2° Z’N z prawdziwosci T (n) wynika prawdziwos¢ T(n + 1),
n

to (T) nZ’N T (n) jest zdaniem prawdziwym.

Uwaga. W konkretnych zadaniach czesto zamiast T'(1) startujemy z T(n,),

gdzie ny, € N jest okreslong liczba.

Przykitady. Udowodnié, ze:

2 4 ... gn-1 = 1290
1. nZN 1+4q+qg°+--+q 1_q,qE]R\{l},
n(n+1)(2n+1)

2. V. 12422+ +n?=

neN 6

3.V liczba (n® + 11n) dzieli sie przez 6 .

neN

Dowad 3.

Fakt podzielno$ci przez 6 mozemy zapisaé nastgpujaco: n® + 11n = 6s,
SEN (T(n)). Wtedy T(n+ 1) mapostaé: (n+1)3+11(n+1) = 6p,
peEN.Mamy:(n+1)3+11(n+1) =n3+3n?2+3n+1+11n+11=
=M3+11n)+(Bn?+3n+12)=65+3N?+n+4) =
=6s+3{nn+1)+4}=6s+6m=6(s+m)=6p, peEN.

liczba parzysta
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4. Udowodni¢, ze n,IZEN wspotczynnik dwumianowy (Z) jest liczba

nzk

naturalng.

Dowaod 4. Mamy na mocy definicji:

o0 () = k!(:ik)! oraz (i) =0, gdyn <k.

n,kENO
Przeprowadzimy prosty dowod indukcyjny wzgledem n. Gdy n =0

(wtedy rowniez bedzie k = 0) mamy

0! 1
(8)=ﬁ=ﬁ=1EN

Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnegon e N i k =0,1,...,n
(n = k).

(n+1)!
0l-(n+1)!

Gdy k=0 to (") = =1, natomiastgdy 1<k <n,tona

mocy wzoru (3.2)(**) ("*) = (,",) + (}) = suma liczb naturalnych, wigc
jest liczbg naturalna.

Awige V. (%) jest liczba naturalna.
k=0,1,...n

Uwaga. Stwierdzenie, ze (Z) jest liczba naturalng ma interesujgce

konsekwencje. Oto dwie z nich.

Whiosek 1. lloczyn dowolnych k kolejnych liczb naturalnych dzieli si¢ przez

k!, k € N. Mamy oczywistg rownos¢ dla dowolnegon € N :

(n+1)(n+2)..(n+k) _ (1-2:3-..n)(n+1)(n+2)..(n+k) _ rn+k
1-2:3-..Kk o k!(1-2:3-...1) - ( k ) €N,

zatem na mocy 4. lewa strona powyzszej rownosci jest liczbg naturalng.
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Whniosek 2. Wazna role w matematyce dyskretnej odgrywaja liczby Catalana
C, = — (Zn) n € Ny. Aby uzasadni¢, ze C, jest liczba naturalng (co nie

jest oczywiste wobec dzielenia przez (n + 1)), zauwazmy tozsamosc:
2n (@n)! 2n-1 2n+1
"_n+1( ) (n+1)'n'_4(n)_(n)’
skad wynika na mocy 4., ze istotnie C,, € N.

5. v 2">2n+1,

neN
n=3

1 1 1
6. v 2n+1-2< ﬁ+ﬁ+---+ﬁ<2vﬁ—1.

n22

Dowad 6.

Udowodnimy lewa strong nierdéwnosci. Mamy T(2): 1+ % >2V3-2 &

@fj;1>2\/§—2 o VZ+1>206-2vZ © 32 +1>2v6,

skad po podniesieniu do kwadratu otrzymuj emy nierowno$¢ prawdziwa.

Dla prawdziwosci T(n + 1): \/_ +=++=+—==>2Vn+2-2

\/_ \/— \/_
mamy wykaza¢ nierowno$¢ 2vVvn+1-—2 + \/ﬁ >2Vn+2—2, to jest

2+ 1) +1>2y(n+2)(n+1) © 2n+3)2>4(n+2)(n+1),
ktdra jest oczywiscie prawdziwa.

Analogicznie dowodzimy prawg stron¢ nierownosci 6.
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7. Nierownosci Bernoulliego i ich zastosowania

A v, 1+a)*=1+na.
nENO

Dowdd (A). T(0) daje rownos¢;
dlaT(1): 1+ a =1+ a, tezmamy rowno$¢;
dlaT(2: 1+a)?*=>1+2a © 14+2a+ad?>=>21+2a & a*=0,
czyliprawda. T(n) = T(n+ 1) oznacza (1+a)"*"1>1+ (n+ 1)a.
Mamy
L=0+a"1+a)=>2A+na)(1+a)=1+"n+ 1a+na? >
>1+(n+1a=P.

nn-—1
®) Y, (1+a)"21+na+%a2.

neN
Uwaga. Powyzsza nierdwnos¢ moze by¢ dowodzona indukcyjnie, ale wynika
ona natychmiast z dwumianu Newtona dla (1 + a)™ , bo sa to trzy jego

pierwsze wyrazy. Mozna w niej nawet wzia¢ dowolne k wyrazow dwumianu

(1+a)*,(1 <k <n) lubjedenznich,boa>0.

nn-1 nn—-1)n-2
V (1+a)*=1+na+ ( )a2+ ( S )a3.
a>-1 2 6
neNg
n=2

©

Dowdd indukcyjny powyzszej nierownosci pozostawiamy Czytelnikowi.
Ponizej przedstawimy dwa zastosowania nierownosci Bernoulliego.
1. . . 1 1\"
Jezeli podstawimy W (A) : a = ~, nE€ N mamy (1 + Z) > 2.
Jezeli podstawimy w (C) : a = —ﬁ ,m =2 mamy :
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1 n n nn-1) . 1 _ nn-1)(n-2) . 1 _
{1 + (_ _)} zl-T0t— (n+1)2 6 m+1)3

_2n+9n?+7n+6 _ 2nd+6n?+6n+2 _ 2(n+1)3 1

6(n+1)3 6(n+1)3 T e(n+1)3 3°

Al {1+ () = ) = ) = {tf = 04

n

skad otrzymujemy bardzo wazng nierdwno$¢

v zs(1+%)n<3.

neN

Na stronie 45 zacytowaliSmy trzy nieréwnosci dla n! Podamy teraz
trikowy (nie indukcyjny) dowdd oszacowania silni przez Gaussa.
Dowdd 1. (str. 45). Niech n € N. Zapiszmy funkcj¢ f(n) = n! jak nizej
n=1-2-3-...n-2)-(n—1)-n,
nn=n-n-1)-n—-2)-..-3-2-1.

Mnozgc przez siebie powyzsze rOwnosci 1 grupujac parami otrzymamy:

M2=10-nNR2 - n-1)B n-2) ...[k-(n—k+D]-..-
(n=2)-3)(n-1)-2)(n-1).
Kazdy czynnik ma posta¢ trojmianu kwadratowego wzgledem
k, [k-(n—k+1)], k=1,2,...,n. Oznaczajac g(k) = [k - (n — k + 1)],
k € {1,2,...,n}, otrzymujemy stad oczywiste relacje:

g0)=0, gn+1)=0, gl)=n=gn),

__0+(n+1) _ n+1

max g(k) = g(ko), ko =2 =1

2 2n
Stad n<g(k) < (%2) eyl nt< ()2 < (22), skad wynikaja

nierdbwnosci 1. ze strony 45.
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Dowéd 2. (str. 45). Dla n = 6 mamy: (2)6 =36 =729, (2)6 = 64,

6! =720, wiec T(6):64 < 6! <729 jest nierbwnoscig prawdziwa.
Aby udowodni¢ nierownos¢ T(n) » T(n+ 1), n > 6, to jest:

B <n<(@ = ()" <ormre

3 2
., L 1\"
wykorzystamy nierownos$¢ 2 < (1 + ;) <3,n€eN,

Zapiszmy powyzszg nier0wno$¢ w postaci 2 < (nnJF—i) < 3 inapiszmy
oczywisty cigg nierownosci oraz wykorzystajmy T'(n):
n+1\"+1 n+1\ (n+1\" n+1\ (n\" (n+1\" n+1
—_ = |— B = |— — B —_—nl- = |
(3) (3)(3) (3)(3)(n)<3 3=+,

Analogicznie

Zatem dowdd nieréwnosci jest zakonczony.

8. Na zakonczenie udowodnimy indukcyjnie wazny wzor dla ciagu bedacego

rekurencja liniowa rzedu pierwszego o stalych wspolczynnikach.

Twierdzenie 3. Rozwigzanie rownania

(3.5) Xp=0Q Xp_1+b,nEN, x4,a,b € R (stale dane),
dane jest wzorem
(3.6) xn=x*+(x0—x*)a",x*=1f;a,nEN,a¢1.

Gdy a =1 to x,, jest ciggiem arytmetycznym i mamy X, = X + nb.

Uwaga 1. Ciag (3.5) zawiera trzy podstawowe znane ciagi: cigg staty
(a = 0), cigg arytmetyczny (a = 1) i ciagg geometryczny (b = 0).
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Uwaga 2. Liczba x* jest to punkt staly odwzorowania liniowego
x = ax+b . W ekonomii x* nazywa si¢ rozwigzaniem rownania (3.5)
niezaleznym od czasu.
Dowéd. Mamy: x; = axy+b =x"+ (xg —x*)a.Roéwniezdlan = 2,
X, =ax;+b=alaxy+b)+b=a’x,+ab+b =
=a’x, —a’x* +a’x*+ab+b =

__ b(a?+1-a?)
- 1-a

+a?(xg—x*) = x* + (xo — x*)a?.
Zat6zmy teraz, ze dla dowolnego n € N ma miejsce wzor:
Xp = X"+ (xg —x")a™.
Wtedy x,41 =ax, +b =al[x" + (xo —x")a"|+b =
= (ax*+b) + (xg — x)a™! = x* + (xo — x*)a™*?.

Zatem udowodniliSmy na mocy zasady indukcji matematycznej, ze dla

dowolnego n € N rozwigzanie réwnania x, =a-x,_;+b dane jest

« . . b
wzorem: x, = x* + (xo —x")a", x = neN, a+1.

Przyktad. W tak zwanym modelu pajeczynowym popyt (D;) i podaz (S;),
t € N na pewne dobro dane s3 wzorami:

D,=22-3P,, S,=—-2+P, 4,
gdzie P, oznacza ceng w okresic t EN i Py =5,5.

Zaktadajac rownowage D, = S; wyznaczy¢ cene P; .
Rozwigzanie. Rownowaga D, = S; implikuje, ze rGwnanie na P, ma postac
1
Pt == (_E)Pt_1+8

Wykorzystujac oznaczenia z twierdzenia 3, otrzymujemy P* =6

t
i ostatecznie P, = 6—10,5- (— %) .
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Zadania, komentarze i uzupeilnienia
Uwaga. W dalszym ciggu uzywa¢ bedziemy wygodne oznaczenia dla tak

zwanej podwojnej silni, mianowicie dlan € N definiujemy (0!! = 1!l = 1):

Qnil=2-4-..-2n—2)-2n); Cn+ DN =1-3-..-2n—-1)-2n+1).
Zadanie 1. Poda¢ wyraz zawierajacy potege x* w dwumianie (\/} + W)g .

1000
Zadanie 2. Poda¢ wyraz nie zawierajacy x W dwumianie (x5 + 7) :
X

Zadanie 3. Stosujac zasade indukcji matematycznej udowodni¢ wzor na

dwumian Newtona (wzor (3.3)).

Zadanie 4. Poda¢ wzory na sume¢ n - kolejnych wyrazéw ciagu (a,),
n € N, (a, - dane), arytmetycznego (A) i geometrycznego (G), stosujac
zasade¢ indukcji matematycznej lub pewne elementarne rozwazania:

(a1 +ap)n
2

Sn = ®;  Si=ail, g1 (6.

Kolejne zadanie pokazuje jak z dwumianu Newtona przez odpowiedni

dobor a i b mozna uzyskac interesujace wzory dla wspotczynnikoéw (2) .

Zadanie 5. Korzystajac tylko z dwumianu Newtona oraz wlasnosci wspot-

czynnikow (Z) udowodni¢ wzory (nie stosujac indukcji matematycznej):

) ¥, () +2()+3() + () =n 2"

b)” (")——(")+ (3) + - 8 (")—1+ +- +—=Hn;

nEN
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Wskazowka. Obliczy¢ a, —a,_;, n € N, n > 2, stosujac ,,odpowiedni”

dwumian Newtona, a nastgpnie zsumowac roznice (a, — a,_1). Ciag
(3.7) Hy=1+S+-+—, n€N,

jest to tak zwany ciag harmoniczny, ktéry odgrywa wazng rol¢ w wielu

zagadnieniach matematyki wyzszej.

2 2 2 2

Q) V) () = ().

Wskazowka. Porownaé wspotczynniki przy x™ w wielomianach:
1+x)"=0+x)"(1+x)", x€ER, neN.

Zadanie 6. Udowodni¢ indukcyjnie:

n—-1 __sin(2n-1)t |
a) v, 142321 cos(2kt) = o
n=2
_ _q1 cos(2n-1)t
b) n‘gN 1+ Zzzzi(—l)k cos(2kt) = (—D)" 17.
n=2

Podamy dowod drugiej tozsamosci. Oczywista rownos¢ ma miejsce dla

n = 2. Nalezy wykaza¢ implikacje T(n) » T(n+ 1). Mamy kolejno

Lrueny = 1+ 2 Xy (~D¥ cos(2kt) = (—1)n1 <L2le 4

cost

+2(—1)"cos(2nt) = C” [—cos(2n — 1)t + 2 cos(2nt) cos t] =

cost

= &0t [— cos(2nt) cost — sin(2nt) sint + 2 cos(2nt) cos t] =

cost

o [cos(2nt) cos t — sin(2nt) sint] = (—1)

n n cos(2n+1)t
cost

cost

= PT(n+1)'

W dowodzie wykorzystalismy wzor na cos (a + f3) .
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Zadanie 7. Udowodni¢, ze dla kazdego n € N:

a) liczba (11™%2 + 1227*1) jest podzielna przez 133 ;

2 3
b) liczba (g + n? + %) jest liczba naturalng ;

* n U+l (n+k+1)! - n GeDl_ 1w
c) wlen 2im1 D = e O oYy Zi1(in S kR e
e . 1
) ngN 7=1](]+1)---(1+Q)=mn(n+1)...(n+q+1)_
q€N,

Zadanie 8. Stosujac indukcj¢ matematyczng udowodni¢ nierownosci:

a) XZR [y + 20+ x| < xql + |22 + -+ x5

i=12,..,n, n=2

n n—-1/ _n ny . * 1-3-5-...-(2n—-1) 1
b) a,IY>0 (@a+b)"<2" (a"+b"); 0 Y e <Tm
neN, n=>2

Zadanie 9. Udowodni¢ indukcyjnie, ze

1 1 1
-—=—+4+—+-4+— ,neN.
2n—1 2n n+1 n+2 n+n

* 1 1 1
a) Spn = 1—E+§—Z+“'+
b) Zapisa¢ powyzsza rdwnos¢ uzywajac znakow sumy.
¢) Obliczy¢ s, dla n=1,2,3,4.
d) Uzasadni¢ oszacowanie dla s,: % <s,<1,neN.
e)” Udowodni¢ indukcyjnie, ze s, > g =2
f)* Udowodni¢, ze s, < % , m=2.

Wskazowka: pogrupowac parami wyrazy rownoodlegle od poczatku i konca.
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Rozdzial IV. KRESY ZBIORU 4 c R . CIAGI NIESKONCZONE.
GRANICA CIAGU LICZB RZECZYWISTYCH

4.1 Kres gorny i dolny zbioru A c R

Na osi liczbowej R mozemy wyrdzni¢ wicele waznych podzbioréw, na
przyktad liczby parzyste i nieparzyste, przedziaty domknigte (a, b), otwarte
(a,b), pétdomkniete (a, b) lub {(a,b), a < b , itd.

Struktura tych podzbiorow moze by¢ bardzo skomplikowana,
w zaleznos$ci od ich wlasnosci (na przyklad zbidr liczb pierwszych, zbior
wyrazow ciagu a,, = Vn, n > 2, itd.).

Niech A c R bedzie dowolnym podzbiorem. Interesuje nas istnienie
najwickszego i najmniejszego elementu zbioru A. Na przyktad:

1. Jezeli A = (—2,4) to najwiekszym elementem zbioru A jest x = 4,
a najmniejszym x = —2. Jezeli natomiast A = (—1,5), to nie istnieje
ani element najmniejszy, ani najwigkszy tego zbioru.

2. Jezeli A=N=1{1,2,..,n}, to najmniejszy element tego zbioru to

n = 1, a najwigkszy nie istnieje bo E’N neN = n+1€eN.
X

W pierwszej kolejnosci wyrdéznimy zbiory A € R , ktdre nazwiemy
ograniczonymi.
Definicja. Niech A ¢ R. Mowimy, ze A jest zbiorem ograniczonym z gory,
jezeli:

3 V x<M.
MER x€A
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Definicja. Mowimy, zZe A jest zbiorem ograniczonym z dotu, jezeli:

3 V x=2m.
meR x€A

Zbior A € R nazywamy ograniczonym, gdy jest on ograniczony z gory
I z dohu.

Uwaga. W powyzszych nierowno$ciach moze by¢ uzyta nierowno$¢ ostra
(<,>). Zauwazmy, ze ograniczeh z dotu i z géry moze by¢ nieskonczenie
wiele. Na przyktad w przyktadzie 1., zbior A =(—1,5) ma jako
ograniczenie od gory nie tylko liczb¢ 5 & A. Kazda liczba wigksza jest
réwniez ograniczeniem z gory.

Podamy teraz uscislenie powyzszych faktow. Najpierw podamy definicj¢

kreséw zbioru A € R, ,,mniej abstrakcyjng” (bez kwantyfikatorow).

Definicja. Najwigkszqg (najmniejszq) liczbe zbioru A R (0 ile taka istnieje)
lub najmniejszq (najwigkszq) ograniczajgcq zbior A z gory (z dotu) nazywamy
kresem gornym zbioru A: sup A (kresem dolnym: inf A). (Czytamy
supremum i infimum zbioru A)

Powyzsza definicj¢ mozna zapisa¢ krétko za pomoca dwoch warunkow,
uzywajac odpowiednich kwantyfikatorow.
Definicja.

1° v x<M

— PN xX€EA
M =sup4 {2° vV 3 x'>M-—¢"’
>0 x/€A

1° VvV x=>2m

m=infA xeA )
f {2" v 3 x'"<m+e¢
e>0 xI1eEA

Latwe zrozumienie tych poje¢ daje rozpatrzenie zbiorow A = (—2,4)
i A=(-15).
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Przyktady
LoAa={1,12.}
mamy oczywiscie : inf A=0¢& A,supA =1 € A.
2. A={xeR:x=(-1", neN}={-1,1},
supA=1€A, infA=-1€A.
3. Az{x: xzi, nEN}z{l,E,E,...}.

n+1 2°3°4

Oczywiscie Vyey 0 < —— < 1, wige zbior 4 jest ograniczony.
Wykazemy, ze inf A = % €A i supA=1¢ A. Latwo udowodni¢,

7e clag a, = % jest rosnacy, wigc inf A =%. Udowodnimy, ze
supA=1.

Niech 0<e<1. Gdyby bylo # <1-—¢, to wyliczajac n
otrzymamy:n<n+1—-(n+1)e = (n+1)e <1 = n+1 <§,
=>n< é— 1= % , co jest niemozliwe bo n € N, wigc od pewnego

nyg €N, n> . ZatemsupA=1.

1-¢
£

4. A={xeR:x=e;{=(1+%)n,neN},

100
Cot +_9 _+ _16 + (ﬂ)
mamy- el - 2, ez - 4, e3 -_ 27' ---,6100 -_ 100 ) v s
Cigg ten jest bardzo skomplikowany 1 na razie poza faktem,
ze e} >0 dla kazdego n € N, nie mozemy nic powiedzie¢ o jego

kresach, chociaz wiemy juz, ze 2 < e, <3, n€N.

Definicja. W przypadku gdy zbiéor A € R nie jest ograniczony, to
przyjmujemy sup A = 4o, inf A = —co.
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Uwaga. Powyzsze rowno$ci mozna przyjaé za definicje symboli (+o0) oraz
(—0), co pokrywa si¢ z intuicjg wynikajaca z faktu, ze zbior N nie ma liczby

najwigkszej.

4.2 Ciag nieskonczony liczb rzeczywistych i jego wlasnosci

Funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych N (N, ) nazywamy
nieskonczonym ciggiem liczb rzeczywistych to jest:

V n-a,=f(mn)eR.

neN
Liczbg a, - nazywamy n-tym lub ogélnym wyrazem ciagu (a,).
Ten specjalny rodzaj funkcji ma rozliczne zastosowania i wymaga
oddzielnego potraktowania.
Ciagi, analogicznie jak funkcje zmiennej rzeczywistej mozemy
definiowac:

a) wzorem, na przyktad
1 2n

A, = — A, =
"n " n42’

1
ay = (_1)71' anp = (_1)n£;

e,}”=(1+%)n, a,=q" qg€ER, neN,
b) wypisujac kolejne wyrazy na przyktad 1, 2, 3, 5, 7, 11, ... ;
0,1,1,23,58,13, ..,
C) podajac relacje pomiedzy sgsiednimi wyrazami, czyli tak zwany wzér
rekurencyjny, na przyktad:
a, = %(an_l +a,;1), €N, qy,a; ER,
py1=a2—2,n€N, a; =3,
Fo,,=F,+F,,, n€N, Fpb=0, F,=1.
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Uwaga. ,,Najlepsza” postacia ciggu jest oczywiscie wzor jawny to znaczy
a, = f(n),n €N, jednakze czesto jest to niemozliwe do uzyskania.
Ponadto wzor jawny, moze mie¢ skomplikowang posta¢. Na przyktad ostatni
Z ciggdw, tak zwany cigg Fibonacciego ma dos$¢ nieoczekiwang jawng postac

dang wzorem

o= {5 () weme

Oczywi$cie na mocy definicji (F,) jest liczba naturalna.

Przyklady. Popatrzmy teraz na zachowanie si¢ ponizszych ciggow:

1 1 1 1.
l.a,=-,n€eN, a,=1, a, ==, a0 =—, @ =——, itd.
n n’ y 1 ] 2 2’ 10 10’ 1000 1000’

2. an=L,nEN, a, =

3
n+1 , Az ==, Q190 = 77

4

N |-
winN

1a2=

3. ap=n*n€N, a; =1, a = 2% = 4, a;9 = 10%, ay990 = 10°;

4. a, = (D", a;, =-1la,=1,...,a5, =1, azpy1 = —1, n,k €Ny,
1\" 3\ 2 11\10 .
5. a, = (1 +;) , nEN, a; = 2, a, = (E) , A9 = (E) , itd.

Ciag 1. jest malejacy i gdy n jest duze to jego wyrazy sg dowolnie
bliskie 0; ciag 2. jest rosnacy (wykazemy ponizej), ale jego wyrazy nie
przekraczaja 1; ciag 3. jest rosnacy, a ponadto jego wyrazy moga byc¢
dowolnie duze. Zbiér wartosci ciggu 4. jest zbiorem dwuelementowym
{—1,1} i nie jest to cigg ani rosngcy, ani malejacy. Cigg 5. to najwazniejszy
cigg w matematyce, ale swoje zrodto ma w finansach i nie wida¢ na razie czy
jest rosnacy (poczatkowe wyrazy mowia, ze tak) i1 jak duze sg wyrazy tego
ciggu. Wykazemy, ze istotnie jest to cigg rosnagcy. WykazaliSmy juz

(rozdziat Ill), ze a, <3, n €N.
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Z powyzszego wida¢ potrzebg wyrdznienia nastepujacych ciggdw:

Definicja. Cigg (a,), n € N jest rosngcy (malejgcy) gdy:

Vo ni1 >y (Anyr <ap).
neN

Whniosek. Ciagg rosngcy lub malejgcy nazywamy monotonicznym. Z definicji
widzimy, ze zbadanie monotoniczno$ci sprowadza si¢ do zbadania
nier6wnosci:

Ani1—ay >0(<0), n€N lubgdy a, >0, %>1(<1), neN.

Przyktady
. n . i +1 1

a) Ciaga, = — Jestrosnacy, bo: apy —a, = % — # = iDeD > 0.
: 2n . : n 2ntt gl 2

b) Ciaga, == jest malejaey, bo: aa: = o % =—<1l,dlan>2

Definicja. Jezeli ZN a, =c€R, to cigg (a,) jest ciggiem stafym lub
n

inaczej gdy ngN an+1 = a, (a; dany).

Definicja. Cigg (a,,) , n € N nazywamy ograniczonym, gdy:

1 V a<a,<A.
a,AER neN

A - nazywamy ograniczeniem z gory, a - nazywamy ograniczeniem z dotu.
Zdajmy sobie sprawe w tym miejscu raz jeszcze, ze ograniczen i z gory

i z dotu moze by¢ nieskonczenie wiele.
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Przyktady
1.Ciag an+1 =+/2 +a,, a; = V2, n € N, jest ograniczony i rosnacy.

Dowéd. Mamy a; =v2, a, =V2++2, a; =./2+\/2+\/§,....

Wida¢ wiec, ze ciag (a,) jest rosnacy, ale nalezy to udowodnic.
Udowodnimy najpierw indukcyjnie, ze cigg (a,) jest ograniczony

Z gbry przez 2 (co nie jest weale oczywiste). Zaktadajac, ze a,, < 2, mamy

Ans1 = \/ 2+ a, <V2+ 2 =2, czyli istotnie nasz ciag jest ograniczony
Z gory przez 2.

Wykorzystujac ten fakt, mozemy napisac:

Ani1 =+/2 + an > Ja, +a, =2a, > Ja,-a, =a, , czyli ciag

(ay) jest rosnacy, co byto juz wida¢ przez wypisywanie wyrazow.

. . r . o 1\"
2. Udowodnimy teraz monotoniczno$¢ i ograniczono$¢ ciagu a, = (1 + ;) ,

n € N . Metoda dowodu bedzie wykorzystanie nierownosci pomiedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng dla odpowiednio dobranych liczb.
Wykazemy jednoczesnie dwa fakty, ze:
) 1\" . . 1\**t1 | .
ciag a, = (1 + ;) jest rosnacy, a ciag b, = (1 + Z) jest malejacy.
Z dowodu bedzie wynikaé ograniczono$¢ powyzszych ciggow.

Zauwazmy najpierw, ze:

Y a,<b,,bho bn=(1+%)n+1=(1+%)n(1+%)=an(1+%).

neN

Zastosujmy nierowno$¢ G, < A, dla nastgpujacych (n + 1) liczb:

1
a1=1,a2=a3=---=an+1=1+;,nEN,nZZ.
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Otrzymamy:

2 14n(1+7)
< = —
n+1 n+1 n+1

K 1\" 1\t .
skad a, = (1 +;) < (1 +m) = a,4+q1 , CO OZnacza, ze ciag

(ay,) jest ciggiem rosngcym.

Analogicznie stosujac nierdownos¢ G, < 4, dla (n+ 2) liczb:

1
a,=1,a,=a3="=au4, =1 — otrzymamy:
n+2 1 \n+1 1+(n+1)-(1—ﬁ) n+1
Griz=" (1 (1=75)  <Awp=——p =10

Przeksztalcajac powyzsza nierownos¢ otrzymamy:
(1 + l)nﬂ > (1 + L)n+2 , czyli b, > b,,1 , co oznacza, ze ciag
n n+1
(b,,) jest malejacy. Biorac pod uwage, powyzsze dwa fakty, mozemy
napisa¢ nastepujacy cigg nierdwnosci:
2=a01<0, < <a, <Apyq - <bpy1 <b,<b,_1<-<b; =4,
Z ktorego wynika, ze ciag (a,) jest rosnacy i ograniczony z gory przez

4, natomiast ciag (b,) jest malejacy i ograniczony z dotu przez 2.

4.3 Granica ciagu.

Majac konkretne n, na przyktad n = 10; 175; 1020 itd. oraz wzor
jawny na ciag a, = f(n) mozemy wyznaczy¢ wyrazy ciggu 0 podanych

wskaznikach (numerach).
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Nas interesuje co$ wigcej, mianowicie jak zachowuje sie¢ ciag (a,)
(to znaczy jakie warto$ci przyjmuje a,), gdy n jest dowolnie duze, co
bedziemy zapisywac:

lim a,,
n—+oo

(czytamy: limes a,, , gdy n dazy do nieskonczonosci).

Definicja. Mowimy, ze cigg (a,) ma skonczong granice g, gdy n — +oo,
CO zapisujemy liT a, = g, jezeli:
n—-+oo

(4.0) vV 3V |a,—gl<e.

>0 ng(e) n>ng

Ciag majacy skonczong granice nazywamy zbieznym, w przeciwnym
przypadku rozbieznym.
Zrozumienie powyzszej definicji staje si¢ oczywiste, gdy wykonamy

wykres ciagu (a,).

Twierdzenie 1. Jezeli cigg (a,,) jest zbiezny, to ma tylko jedng granice.

Dowéd. Zalozmy przeciwnie, ze cigg (a,) ma dwie granice to jest:

lima,=9, 1 lima,=g,, ale g #g,.
n—+oo n—-+oo

Na mocy definicji granicy, stosujac nierownos¢ trojkata mozemy
napisac:

0<lg91 =921 =191—92+an—aul =(an—92) — (an— g <
|(a, — g2)| + |(a, — g1)| < € + & =2¢,dlan > n, . Bioragc za & (ktore jest

dowolng liczbg dodatnig), na przyktad &= él g1 — 92| otrzymujemy
0<]g1—921 < §|g1 —g,l =1 <§ , a wiec sprzecznos$¢, czyli musi by¢

g1 = 92-
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Mozna wykaza¢ nastgpujace dwa wazne, a prawie oczywiste intuicyjnie
twierdzenia.

Twierdzenie 2. (warunek konieczny zbieinosci ciggu a,,)
Jezeli cigg (ay,) jest zbiezny, 10 jest ograniczony.
Twierdzenie 3. (Warunek dostateczny zbieinosci ciggu a,,)
Jezeli cigg (ay) jest rosngcy (malejgcy) i ograniczony z gory (z dotu), to
jest zbiezny.
n
Przyklad. 7 powyzszych rozwazan wynika, ze ciag ef = (1 + %) jest

zbiezny jako rosnacy i ograniczony z gory.

Uwaga. Granice ciggu (e;') oznaczamy literkg e na cze$¢ jej odkrywcey

szwajcarskiego matematyka L. Eulera. Mamy wigc:

, n\*_
(4.1) lim (1+3) =e~2718...

Z powyzszego wynika oszacowanie dla liczby e :

n n+1
Xy (143) <e<(+3)
skad mozna juz dla nieduzych n otrzymac¢ do$¢ doktadne oszacowanie dla e.
Liczba e jest liczbg niewymierng i sluzy w matematyce wyzszej za
podstawe funkcji wyktadniczej y = e* ilogarytmicznej y = log, x = Inx.
Logarytmujac powyzsza nierdwno$¢ uzyskamy bardzo uzyteczng

nierowno$¢ dla logarytmu naturalnego

1 1
4.2) I S In(n+1) —Inn <.
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Twierdzenie 3 pozwala rozstrzygnac¢ istnienie granicy ciagu. W wigk-
szo$ci przypadkéw chcemy jednak znaé jej warto$¢. Ponizsze dwa
twierdzenia o arytmetyce granic oraz twierdzenie o trzech ciggach pozwalaja
wyznaczy¢ ja efektywnie w niektorych przypadkach.

Istotng role graja tutaj specjalne granice pojawiajace sie czesto

w decydujacym momencie.

Twierdzenie 4. Jezeli (a,), n € N, jest ciggiem staltym, tzn. a,, = c € R ,

dla kazdegon € N to lim a, = c.

n—-+oo

Twierdzenie 5. Zafézmy, ze ciggi (ap) i (b,), n€N sq zbiezne

i lim a,=a, lim b,=b, ceR.
n—-+oco n—-+oo

Wtedy zbiezne sq ciggi

(c-an), (@ntby), (an-by), (3)
| majq miejsce wzory:
limc-a,=c- lim a,, lim(a,tb,) =(@th),
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

. . an a
llT(an-bn)za-b, lim (—)z— b # 0.
n—->+oo

n—-+oo \b, b’

Twierdzenie 6. (o trzech ciggach)
Zatozmy, ze ciggi (a,,), (by)i(cy) ,n €N spelniajg nastepujgce warunki:

1. vV b,<a,<c,,
n>ng

2. lim b, = lim c, =g (liczba skonczona).
n—-+oo n—+oo

Wtedy cigg (ay,) jest tez zbiezny i liT a,=4g.
n—->—+oo
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Twierdzenie 7. Majg miejsce nastgpujgce wzory:

lim ¥Yn=1, lim Ya=1, a>0,

n—+oo n—-+oo
. 1\" ) n" 1
lim (1+—) =e, lim (1——) =_,
n—-+oo n n—-»+oo n e

( 1 gdygq=1
0 gdy q € (=11)
lim q™ = +o0 gdy q>1
o nie istnieje gdy q = —1 (ale (a,,) jest ograniczony)
nie istnieje gdy q < —1 (ale (a,) jest nieograniczony) .

Ma miejsce bardziej ogdlna wlasnos¢.

Twierdzenie 8. Niech k € N bedzie ustalong liczbg i x € (—1,1).

Prawdziwa jest réwnosé¢  lim nFx™ = 0.
n—-+o
Dowdd. Poniewaz |x| <1, wiec |y|= ol >1 i mozemy napisaé, ze

_ b n—L: 1
lyl=1+d, d >0 istad |x|* = S ra

Mamy nastgpujacg rownos¢ na mocy dwumianu Newtona
k k k

k.nil — n _ n n
0 < In™x™ = Z0am = s @+ (T )ae i ran < (7 )ae

gdyz kazdy sktadnik sumy w mianowniku jest dodatni.

ny _ n! _ n(n-1)(n-2)...(n—-k—-1)(n—k)
Ale (k+1) T (k+D!(n-k-1)! (k+1)! >k
Podstawiajac do powyzszej nierdwnosci otrzymamy
nk nk(k+1)! _ (+D)! 1 _
(r)ak+t  dktin(n-1)..(n—k+1)(n—-k)  dk+l (1_1)(1_3)__(1_ﬂ)(n_k) -
const 7 Zn Tl
= const - -0, boA4,—>1gdy n—> +o.

Ap-(n—k)

Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciggach, teza jest udowodniona.
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4.4 Symbole nieoznaczone

Probujac obliczy¢ granice ciggu (dotyczy to rowniez w przysztosci
granic funkcji) pierwszym krokiem jest obserwacja jak zachowuje si¢ dany
ciag (funkcja) po podstawieniu zmiennej do wzoru definiujgcego.

Na przyktad sensownie jest stwierdzi¢, ze:

lim (2n® +n? —5) = (+0) + (+®) =5 =+ ;

n-+oo
im (—2n* 3 = lim n*(-2+2+14+21)=
lim (=2n* 450 +n+1) = lim n ( 2+n+n3+n4)

= (+00)(~2) = —.
Ale juz w nastepujacych granicach (a > 1),

. a™ . 1 n . 1\" 400
lim —= lim —=a" =0-(+%) =7, czy lim (1+—) =17 =7,
n-+oo n! n—+oo n! n—+oo n

nie bardzo wiemy jak interpretowa¢ wyrazenia 0 - (+o0) czy 17,
Ponizsze uwagi dotycza zar6wno granicy ciggu jaki i pdzniej roznych

granic funkcji.

Definicja. Nastepujgce symbole (wyrazenia) wystepujgce przy obliczaniu
granic nazywamy symbolami nieoznaczonymi (jest ich siedem):

+

0o 0

;S0 (Fe), (+0) = (+o0); 17, 0%, (40O

(4.3)

H+

oo

Wyrazeniom tym nie mozemy przypisac¢ od razu wartosci liczbowej.
Pozostale dzialania na symbolach (4+oc0) uwazamy za oznaczone,
na przyktad (+o0) + (+®) = +00, (+®): (+0) =+,

+o0 gdy a>0

(+0)+a =+, a-(+00):{_00 edy a <0
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Gdy przy obliczaniu granicy spotkamy jeden z powyzszych siedmiu
symboli nieoznaczonych (innych nie ma), nalezy tak przeksztalci¢ dane
wyrazenie, aby pozby¢ si¢ wystepujacego symbolu nieoznaczonego,
a nastgpnie stosujac twierdzenia 1 - 8 obliczy¢ jego granice. Podamy nizej
cztery przyktady, pozostale wystapig w przyktadach przy obliczaniu ré6znych

granic ciggoéw (oraz funkcji w nastgpnych rozdziatach).

Przykiady. Obliczy¢ granice ciggow:

6

. 2n3-5n+6 + 2—=t—= 2 1
1- nl—l)’z-noo 7r—ln2+141}n3 = [+_: = nl—lzfnoo L‘ri2—+‘ri1-3 = Z = E !
n
5n+4 24 0
. + +oco . nn2
2. lim St =2 = um L2 =L =0,
n-o+oo —3n<+7 -0 n-o+oo _3+n_2 -3
3. nl—l;z-noo n(Vn? +2 —n) = [(+o) — (+0)] =
, (Vnz+2-n)(VnZ+2 +n) ) 2
= limn lim ———=1.
n-+oo Vn2+2+n n—-+oo VTl2+ +n n—-+oo 1+i+1
n2
4. lim SLZ” Granica ta nie przedstawia symbolu nieoznaczonego,
n—-+oo

bowiem licznik przyjmuje warto$ci z przedziatu (—1,1) , a mianownik
dazy do (4o0) . Nie mozemy tu zastosowac¢ wzoru na granice iloczynu,

bo nie istnieje granica lim sinn, natomiast mozemy napisa¢ oczywistg

n—+oo
nierownos¢:
1 i 1 . i . .
vV =<0 <> skad lim ==2=0 na mocy twierdzenia
neN  n n n n-+o
0 3 ciggach.
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4.5 Dalsze przyklady na obliczanie granic ciaggow

Przyktady

1. Udowodni¢, ze liczba g = % jest granica ciggu a,, = oy

Niech 1 > & > 0 bedzie dowolna liczbg. Zgodnie z definicja granicy
musimy znalez¢ (wyznaczy¢, obliczy¢) takie ny € N, ze dla kazdego

n>ng

3n-1 3
| - —| <e.
2n+5 2
Wyliczenie n, polega na rozwigzaniu powyzszej nierownosci
wzgledem n . Mamy

-10
2(2n+5)

| (3n—1)2-3(2n+5)

2(2n+5) | <E€e |

5
|<E S ——<ee
2n+5

§n+1>§ >n> G—l)g
Przyjmujac n, = E e - 1)] mamy koniec dowodu.

Na przyktad € = % daje ng = [29] = [22.5] =22.

2. Udowodni¢,ze V_ lim q"=0.
qeE n—-+oo
lgl<1
Dowdd. Skorzystamy z definicji granicy ciggu 1 nierdwnosci
Bernoulliego (A). Dla g = 0 powyzsza réwno$¢ zachodzi, niech wigc
0 < gl < 1.Niech € > 0 bedzie dowolng liczba.

Na mocy nierdwnosci Bernoulliego (A) mozemy napisaé

1<|q%=<1+(|qi|—1)>n>1+n(g1|—1)>n(g1|—1).

lq|
n(1-|ql)

lq|

n _— n — <
Zatem |q|" = |q"| < e(1-Iq])

<e,dlan> [ , co konczy dowdd.

73



KRESY ZBIORU A € R . CIAGI NIESKONCZONE. GRANICA CIAGU
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n
Udowodnié, ze V lim L-o.
a>0 n—-+oo n!
n-razy
aa..a
1-2-..1

Mamy a, = . Jezeli a > 0 jest ustalong liczbg, to istnieje
wtedy n, € N, takiezen, <a<ng+1.

Mozemy wi¢c napisaé

ng

aa..a a a a a™o a \*t o
0<ay= TET) (e oy (@) (e

No! Ng+1 mno+2 n No! No+1

=k-q", g=——<1.

Tl0+1

Na mocy faktu, ze li1+n q"™ = 0 i twierdzenia o trzech ciggach otrzymu-
n—+oo
jemy tezg.

Udowodnié, ze:

a) limYa=1,a>0; b)) IlimVn=1.

n—+oo n—+oo

Dowdd a). Niech a > 1 (dla a =1 twierdzenie jest oczywiste).

Na mocy nierownosci Bernoulliego (A) mamy
n
a=(1+(na—1)> >1+n(Va-1)>n(Va-1),
skad wynika, z2 0< Va—1< % , €O na mocy twierdzenia o trzech

ciggach daje tezg.

Przypadek 0 < a < 1 wynika z faktu, ze lim " % =1, bo % > 1,

n—+0o
skad teza.

Dowéd b). Wobec faktu, z2 YVn>1 dla n > 2 , mozemy napisaé
Yn=1+a,, gdzie a,>0.Dowodd bedzie zakonczony gdy wykaze-

my,ze lim a,=0.
n—-+oo
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Stosujac dwumian Newtona do ponizszego wyrazenia i nierownos¢
a, > 0, otrzymujemy tez¢ na podstawie twierdzenia o trzech ciagach,

mamy bowiem
n=N+a)" =1+ (’;)an + (;‘)arzl + 4 (Z)aﬁ > @a% :

skad 0 < a, < n>2 ,codae lim a,=0.

1
Vn—1 ’ - ! n-+oo

Obliczy¢ granice ciagoWw:

1
a) a, = V2" +nn, b) an ===+ + - +m,n€N.

n2+
Rozwigzanie. W przyktadach tych zastosujemy twierdzenie o trzech

ciggach mamy:

a) cp=m=Vn"<a,=V2"+r* <" +n"=n\2=bh,
czyli b, —2T a stad llT V2n+ =1,
n—+oo

b) Ciag a, w tym przykladzie jest sumg n-wyrazow, z ktorych
oczywiscie kazdy dazy do zera, gdy n — +oo . Nie mozemy jednak tutaj
stosowac¢ twierdzenia o sumie granic, bo gdy n — 400 , to liczba
sktadnikow tez dazy do +oco . Natomiast oszacujemy a,, z gory i z dotu

przez odpowiednio najmniejszy i najwigkszy sktadnik:

n 1 1 1
Cn = VnZ+n = VnZ+n + VnZ+n ot VnZ+n < n <
1 1 1 n
< Vn2+1 ol Vn2+1 Tt VnZ+1  VnZ+1 bn .

Poniewaz lim ¢, = lim b, = 1,zatemrowniez lim a, =1.
n—+oo n—-+oo n—+oo
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4.6 Granica ciggu zadanego wzorem a, ., = f(a,)

Wielu ciggdw nie da si¢ zapisa¢ w postaci jawnej a, = f(n) , a jedynie
przez wzory rekurencyjne, podajace zaleznos¢ kilku wyrazow.

Najprostsza z tych zalezno$ci ma postac:

(4.4) aner = f(ay), neN, gdzie a, lub a; sadane.

Naprzyktad a,,.; = %an +3, ape1 = a, +a?, itd.

Zaktada¢ bedziemy przy tym, ze funkcja f jest zdefiniowana na zbiorze
wartosci ciggu (a,). Aby obliczy¢ granice takiego ciggu probujemy
zorientowaé si¢ jakie ma on wlasnosci, wypisujac kilka poczatkowych
wyrazoéw. Daje to pewne sugestie co do stosowania warunku dostatecznego
(twierdzenie 3). Z jednoznacznoSci istnienia granicy ciggu otrzymujemy

Jim an, = lim any, = lim any =g,

co na mocy wzoru (4.4) daje rownanie na obliczenie granicy g:

(4.5) g=1@g).

Czgsto stosujemy najpierw ten drugi krok, aby mie¢ informacje
0 wartosci ewentualnej granicy ciagu (a,) .

Zatem praktycznie problem wyznaczania granicy polega na zbadaniu
monotonicznosci 1 ograniczonosci ciagu (a,) oraz rozwigzaniu rdéwnania

(4.5) 1 wybraniu wlasciwej warto$ci g . Pokazuja to ponizsze przyklady.
Przyktady. Obliczy¢ granice ciagu (a,) danego wzorem rekurencyjnym:

ap =3 ag = 2
1. 1 5 : 2.* 2 1 )
an+1=5(an+;);nEN0 an+1=§(an+a—%),neN0
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Rozwiqzania.

1. Z definicji mamy a, > 0 dla kazdego n € N, a ponadto:

2 _ 2 _ 2
Apn+1 = ants = (an—V5) +2VSan = ‘/g + _(anzaf) > \/g '

2a, 2a,
. 1 5 1 ) -
Nastepnic Gp41 —ap =0 +5——ap = 5— (5 —a;) <0, czyli ciag
n n

(a,,) jest malejacy i ograniczony z dohu przez v/5, wicc zbiezny. Mamy
lim a, =5.
n—-+oo

2. Oczywiscie ciag (a,) jest dodatni i ponadto mamy:

2 1\ _ 3 2(3 4 8
a=3(2+3)=3 a2 =5(3+5) =15~ 130,
Zobaczmy kiedy ciag (a,) maleje. Mamy:

anir _2(1 4 1 1.3 o Al :
—3(1+a%)<1<:>1+a731<2 © =3<; ©a, >3V2.

an
Mozna udowodni¢ indukcyjnie, ze ‘Z’N a, > 32 . Stad liT a, =32.
n n—->+oo
Uwaga. Wzory okres$lajace ciagi 1. i 2. uzywa si¢ do programowania

kalkulatoréw celem obliczenia odpowiednio v/5 oraz /2.

Zadania, komentarze i uzupelnienia

Komentarze. (A) Ciagi wzajemnie zbliZzajace sie (do siebie)

Definicja. Dwa ciagi rzeczywiste (a,) 1 (b,), n € N nazywamy
»,Wzajemnie zblizajacymi si¢” jezeli spelniaja nastepujace warunki:
1 (a)Ti (by),

2. VY <b
neNan n

3. lim(a,—b,) =0.

n—-+oo
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Uwaga. Warunek 2. jest konsekwencja warunkow 1. i 3. (uzasadnic).
UmiescilisSmy go w definicji gdyz ulatwia myslenie przy konstruowaniu
takich ciggow.

Nastepujacy wniosek jest kluczowy dlaczego takie ciggi rozwazamy
I jest intuicyjnie prawie oczywisty, ale jego dowod wykracza poza ramy tej

monografii.

Whiosek. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa ciagami wzajemnie zblizajacymi sig,

to sg zbiezne 1 majg t¢ samg granice to znaczy lim a, = lim b, =g .
n—-+oo n—-+oo

Ponadto ma miejsce nierdéwno$¢ VN a, < g <b,.
ne

Uwaga. Pojecie ciagdw wzajemnie zblizajacych si¢ do siebie jest czesto
uzywane w podrecznikach francuskich (np. [9]). Ich wazng zaletg jest nie
tylko konkluzja zbieznosci obu ciggoéw, ale rowniez mozliwos¢ dosé

precyzyjnego oszacowania ich wspodlnej granicy.
Przyktady
. : . 1\" . 1\+1
1. WykazaliSmy juz w rozdziale 11, ze a,, = (1 + Z) I b, = (1 + Z)
sg wzajemnie zblizajace. Wynika stad na przyktad, oszacowanie:
11710 111
259~ (5) <e<(%) ~285.

1
2. Nierownos¢ 6, rozdziat III, pokazuje, ze ciag H,’ () jest

k 1\/—
rozbiezny do +oo. Mata |, korekta” powoduje juz, ze ciagi
Ay [ 1\/_ vn+1 1 by = 1\/_ —2vn  s3 wzajemnie

zblizajace, bo oczywiscie mamy a,, < b, , n € N oraz
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1

1-2 2)(n+D+2n+2
an+1_an=m—2\/n+2+2\/n+1= (n+\/)n(%-1|-)+n+

©2n+3-2Vvn2+3n+2>0 gdyz 2n+3)? > 4(n? +3n+2),

wi¢c (ap) T. Analogicznie (b,) | poniewaz

Dot — by = = — 2V F 1 + 2y = 220D

>0

No=gl Vn+l
bo 4n’+4n<4n®+4n+1 . Zatem liT a, = liT b,=g9,
n—->+oo n—>+oo

gdzie g € (—2,—1) na mocy nierownosci 6 (rozdziat III, strona 51).
Dzigki powyzszemu wnioskowi mozemy napisa¢ wigcej, mianowicie
biorgc tylko n = 3 otrzymamy, ze g € (—1.72; —1.18).

Podobna idea znajduje si¢ w konstrukcji ciggow:

Vn = H,Sl) —In(n+1); I, = H,gl) —In(n), H,gl) = ’ﬁ:l% , n€N.

Mamy oczywistag nieréwnos¢ y, <[, ,m €N , a wykazemy,
korzystajac z nierownosci (4.2), ze ciag (I},) jest ciagiem malejacym.

Mamy bowiem

_ 1 _ L (@D
Topr —Tp = —=— In(n + 1) + In(n) = = — In (%=

)<o,

cooznacza, ze (I) | .
Analogicznie udowodnimy (rozdziat VIII), ze (y,) T.

Wspdlna granica obu ciggow limy, = lim I, =y = 0.577 nazywa
n—->oo n—-oo

si¢ stalg Eulera-Mascheroniego. Oszacowanie stalej y nie jest sprawag
tatwa, ale wykorzystujac powyzszy wniosek dla n = 3 otrzymujemy:
0.447 <y <0.743 .
Natomiast wykorzystujac warto$¢ H,gl) dlan=10in=10° ([5], [3]),
odpowiednio otrzymujemy
0.5311 <y < 0.6264; 0.577215 <y < 0.577216.
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(B) Podciagi i ich granice

Bardziej subtelna analiza wyznaczania granicy ciggu wymaga
zdefiniowania pojecia podciggu. Wynika to z faktu, ze klasyczny warunek
dostateczny (tw. 3) nie musi by¢ spetniony, a mimo to ciag (a,) jest zbiezny.

Przyktadem jest tutaj ciag
(4.6) an = (—1)”“% , NEN,

ktéry nie jest monotoniczny, a przeciez nl—l;Tm a, = 0.

Definicja. Niech bedzie dany cigg liczb rzeczywistych (a,), n € N , oraz
rosngcy ciqg liczb naturalnych kq, k,, ..., ky, ... . Nowy cigg
(bp): by=ay,, bp=ay,, .., bp=ay, (ky=n),

nazywamy podciggiem ciggu (a,) .

Dwa latwe przyktady, to podciagi o wskaznikach parzystych
I nieparzystych, czyli a,, i ay,_, oraz o wskaznikach 3k,3k + 1,3k + 2,
to jest ask, Asks1, Gzksz - Dla ciaggu  a, =(-1)"!', neN ,
aye = (1)1 =(=1) |, ay_;=(-1?**=1 . Dla ciggu (4.6)

1 1

1 1
Ark = (—1)2k+15 = —E y Aok—1 = (—1)2k _Zk—l = _2k—1 , keN.

Nastgpujace twierdzenia s3 podstawowymi dotyczacymi granic

podciagow.

Twierdzenie 9. Jezeli cigg (a,), n € N jest zbiezny do granicy g, to kazdy

Jjego podcigg jest zbiezny do tej samej granicy g .
Twierdzenie 10. Kazdy cigg ograniczony zawiera podcigg zbiezny.

Twierdzenie 11. Zatozmy, ze podciggi (a,,) 1 (azx4+1), N € N ciggu (a,)

sq zbiezne do tej samej granicy g . Wtedy rowniez liT an=4g.
n—>+0oo
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Dowod. Zastosujemy definicj¢ granicy ciggu. Mamy

limay,=9g © V. 3 V |laygp,—gl<e,

n-+oo >0 nqeENn>n,
llm a =g V 3 V|a <eg.
o 2n+1 = 9 o nZENn>n2| 21 — 9|

Zatem biorac ny = max(2n,4, 2n, + 1) mozemy napisac, ze

\4 vV |a <g&e lima,=g.
>0 noeNn>n | n gl n-+oo n 9

Whiosek. Ciag (a,,) zawierajacy dwa podciggi zbiezne do ro6znych granic jest
rozbiezny. Na przyktad a,, = (—1)™.

Przyktady

1. Jako zastosowanie podamy tatwy dowdd rozbieznosci ciagu

harmonicznego

HY =H, = klk—1+ +od et

_ 1 11
Mamy. HZn_ Zk n+1k m+m+ +—> n 2

Gdyby ciag ten byt zbiezny 1 liT H, = H, to rOwniez li1n H,, = H,
n—-+oo n—-+oo

wigc mielibysmy liT (H,, — H,) = 0, a zatem sprzeczno$¢.
n—-+0oo

xo = 1

* e g e L

2.* Zbadac¢ zbieznos$¢ ciagu: {xn+1 — 14+ L, ne N
n

Oczywiscie x, > 1, n € N, apoczatkowe wyrazy ciggu (x,) sa rowne:
Xo=1, X3 =2, Xy =2, Xg=; X, =2, X3 =2, X5 = =

0o— +» 2—2; 4" g 6_131 1= “> 3_3' 5_8'
Z definicji (x;,) wynika, ze jezeli lim x,, = g1 | lim xy_1 = g5,

n—+oo n—+oo

to musi by¢ g, =g, =g . Przechodzac z n - +o0  w réwnosci

1+v/5

Xpsr =1+ = otrzymujemy lim x, =g =
Xn n—+oo
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(C) Inna definicja liczby e

Wykazemy teraz, ze liczba e moze by¢ zdefiniowana jeszcze innym

wzorem niz (4.1). Niech 2<k<n, k,neN.

w=3(1-3(1-3 (-5

Rozwazmy ciag

Udowodnic¢, ze:

1

1
1. u, <= 2. u < U, —
k k+1 kel

k!’

3. uk+1+uk+2+---+un<—<m,

4. liczba e = lim (1 + 1) moze by¢ zdefiniowana relacja:
n—-+oo n

n 1
Dowad. Kazdy z czynnikow we wzorze definiujacym u; spetnia oczywistg

nierownos¢ (1 — —) <1,1<s<k-1,codowodzi nierownos¢ 1.

Aby udowodni¢ nierdéwnos¢ 2. zauwazmy, ze:

wen _ k0 (1-)(1-2) (15 (5) 1 . !
uzl T (k+1)! (1-D)(1-3) (1_k;1) =y g tolest upyy <upe—-

) Py

Aby udowodni¢ 3. oszacujemy kazdy skladnik wystepujacej tam sumy.
Na mocy nierdéwnosci 2. mamy:

1
U1 < U7

1 1 1 1 1
k+2 k+1 g 42 krs1 k+2 kg2 > > " k (k+1)n-k

Sumujac powyzsze nierownosci otrzymamy

1 1
Uppq T Uy + o+ u, < m [1 + (k+1) + r1)? + -4+ W] .
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Suma w nawiasie kwadratowym to suma (n—k) wyrazow ciagu
geometrycznego o pierwszym wyrazie 1 i ilorazie q = ﬁ < 1.Sumatajest

mniejsza od sumy nieskonczonej wyrazow (ma ona sens bo 0 < g < 1) tego

ciggu, ktora jest rowna

1 1 k+1
S:—: — = .
1-q 1—

k+1
—k 2 u"<— na mocy 1.

Stad upqq + Ugyr + 0 F Uy <m k k-k!’

Dowdd 4. przeprowadzimy korzystajac z rdwnosci
n
(1+%) =24 Uy + Uz + o U F Ugaq F Uz + o+ Up
i punktu 3. Mozemy napisaé

0<(1+ ) —2+uy,+uz+--+u) <—,namocy 3.

kk"

1 . . ‘7
Gdy n - oo (u = oo +00) otrzymujemy nierOwnos¢

ktora moze by¢ zapisana w postaci rownosci

e=Y¥ oo+ 0 €(0,1),

kk"

co implikuje, ze gdy k >+, to e = lim Yr_, %

n—-+oo

Zadania
Zadanie 1. Uzasadni¢, ktore z ponizszych zbioréw A € R sa ograniczone.
Co mozna powiedzie¢c o sup A 1 infA?

1
~+-
2 n+1

a)Az{xelR:sz nEN}; b)Az{xE]Rx—

nEN};
2n+1

c) A= {x ER: x=[1+(D"In+ 1—(7—11)

, nEN}.
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Zadanie 2. Obliczy¢ granice ciggow:

a) a, =V16n2 +5n+4 —4n; b) a, =V +n—-vVn+1;
C) ap = V4-3"+5-7"; d) a,="Ver+na"+57";

€) ay=Y3n+5;1) ay="/3+sin(n);9) ay ="/2-5" +3"sin’(n);

ma=(1-2)" a-E)" D -G

5n+1 nz-1

Zadanie 3.

Ciagi liczb rzeczywistych (a,), n € N okreslone sg nast¢gpujacymi wzorami

rekurencyjnymi:
3 . an .
Q) a1 =3, apy1 = ’Z+a”’ b) a;, =2, An+1 = grg
C) ap =3, an=§an_1—4; da, =0, apy1 =+6+a,, nEN.

Udowodnié, ze ciagi (a,) sa zbiezne i obliczy¢ ich granice.

Zadanie 4. Wykaza¢, ze podane pary ciggéw sa wzajemnie zblizajace.

1 1 )
a) Cln= 21:0;, bn=an+a,n€N0,

(_1)k+1

b) (Szk) | (Sak+1) Qdzie S, = XYi_4 P’ ;

an—1+bn_1

C) an: an—lbn—labn: ;nEN,0<a0:a<b:b0.
Uwaga. Wspolng granice u = li1n a, = liT b, nazywa si¢ Srednig
n—-+oo n—->+oo

arytmetyczno-geometryczna Gaussa. Wielko$¢ 4 wyraza si¢ za pomoca

nieelementarnej catki, tak zwanej calki eliptyczne;.
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Rozdziat V. GRANICA FUNKCJI W PUNKCIE x, € R ORAZ
W o0, CIAGLOSC FUNKCJI I WEASNOSCI FUNKC]JI
CIAGLYCH. ASYMPTOTY WYKRESU FUNKCJI y = f(x)

5.1 Granica funkcji i granice jednostronne funkcji w punkcie
skonczonym x,

Definicja. Zatozmy, ze x, € R jest ustalonym, skonczonym punktem na osi

liczbowej. Zbior Os(xy) = (xg — 6, x9 + 6),6 > 0 nazywamy otoczeniem

punktu x, . Natomiast sgsiedztwem punktu x, bedziemy nazywaé zbior:

Ss(xg) = {x:x € (xg — 6,x0 + 6)}\{x0}, gdzie § > 0 jest dowolng liczbg.

Zat6zmy, ze funkcja f jest okre§lona w pewnym sasiedztwie punktu x,.
Poréwnujac rézne zachowania si¢ funkcji f (to znaczy analizujac jakie
funkcja przyjmuje wartosci) w dowolnie matym sasiedztwie punktu x,
dochodzimy do pojecia granicy funkcji f w punkcie x, .

Definicja. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x, skonczong granice g
i piszemy: xli% f)=ge s‘zo 520 xes‘g’(xo)lf(x) —gl<e.

Gdy x € Ss(xg) | x>xy , to méwimy o granicy prawostronnej

(lim f(x)),agdyx € Ss(xo) i x < xo, to méwimy o granicy lewostronnej
X=X

(lim f(x)).
xX—Xxg

Whniosek. Granica funkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg granice

jednostronne 1 sg sobie rowne.
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Uwaga 1. Powyzsza definicja granicy funkcji to tak zwana definicja
Cauchy’ego. Wygodna jest rowniez definicja rownowazna - definicja
Heinego, okreslona za pomocg granicy ciggu, a mianowicie:

li =g \ li =x,=> li =g.
Jim fx)=g rytrnen, T, ¥n = Xo lm fla) =g

Uwaga 2. Dla granic funkcji, analogicznie jak dla granic ciggéow prawdziwe
sg twierdzenia o dziataniach na granicach skonczonych i twierdzenie o trzech

funkcjach. Granice liZ_Yl f(x) rozumiemy analogicznie, jak to byto
X—1T 00

W przypadku granicy ciagu.

Twierdzenie 1. Jezeli lim f(x) =g, i lim g(x) = g, , to majq miejsce
X—Xg X—Xo

nastepujgce wzory:
a) xlir;l[c-f(x)] = c-xlir;lf(x) , CER,
b) lm[f()£g()] =91t 92,
¢) lm[fCx)-g()]=91-92,

d) lim [£2] =2 g, %0,

x-xg9 LI (x) g2

Uwaga 3. Pojecie granicy rozszerzamy na przypadek gdy funkcja jest

nieograniczona w Ss(x,) (tak jak ma to miejsce na przyktad dla funkcji
fx) = i W S5(0)); sa to tak zwane granice niewlasciwe. Zapisujemy:

.1 L1 .
lim=-=+4o, lim==—o0 , itd.
x—-0t X x—-0" X

86



GRANICA FUNKCIJI

5.2 Praktyczne obliczanie granic funkcji

Idea postepowania przy obliczaniu granic funkcji jest prawie identyczna

jak przy obliczaniu granic ciggdw, a wiec:

1.

Podstawiamy x, do funkcji i okreslamy symbol z jakim mamy do
czynienia.

Przeksztatcamy funkcje w taki sposob, aby pozby¢ si¢ nieoznaczonosci,
stosujac przy tym rozne przeksztatcenia i dzialania (wzory skroconego
mnozenia, domnazanie przez odpowiednie wyrazenia, Wzory
trygonometryczne, itp.). Ewentualnie stosujemy twierdzenie o trzech
funkcjach.

Wykorzystujemy twierdzenia o granicach, analogicznie jak dla ciaggow

oraz stosujemy ,,bardzo wazne” granice:

lim (1+§)x=e , lim (1—1)x=l , limSiﬂzl,

x—+oo x—+oo X e x-0 X
. e*—1 . e* . Inx
= , —_—= , _— = .
lim 1 lim +o0 lim 0
x-0 X x—+oo0 X x—+oo X

Twierdzenie 2. (o trzech funkcjach)

Zatozmy, ze trzy funkcje f, g , h sq okreslone w pewnym sgsiedztwie
Ss(xo) punktu xq , oraz, zZe dla kazdego x € Ss(xy) majq miejsce
nierownosci: g(x) < f(x) < h(x).

Jezeli ponadto istniejq skonczone granice lim g(x) = lim h(x) =1,
X—Xg X—Xg

to réowniez lim f(x) =1.
X—Xg
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Przyktady

1 timis = lm G =,

2 tmim = [ S5l s e =

3. xl_i)zrnool%xz[g]zo,bo ¥ nx <Vx 1:>m7x<¢7: E_

88

Whniosek: lim (x —Inx) = lim x(l—lnTx)=+00, lirggrxlnx=0.
X—

X—+ 00 X—+ 00
o1=Nx 1-t 1
ill:'} 1-x [x = ]_till 1-tn t£1 (A—-t)(1+t+t2+-+t"=1)  n '
llm(x—\/1+x) Gdy x - —oo to mamy llm(x—\/1+x2)—
x—) o

—oo, ale gdy x —» +o0, t0 lim (x—V1+x)— ILTW
X—+00

lian sinx nie istnieje, bo wybierajac dwa ciggi x, =nm - +o
xX—+ 00

n

I X, = g + 2nm — 400 , otrzymamy sinx, = 0, sinx, =1 . Zatem

lim sinx nie istnieje, bo granica jest wyznaczona jednoznacznie.

X—+ 00

, . .. 1 cq - . .. .. . . .1
Roéwniez podstawiajac x = . widzimy, Ze nie istnieje granica ltlTBL sin .
Wykres ,,$ci$nigtej sprezyny” tzn. wykres funkcji f(x) = sin% pokazuje

graficznie zaistnialg sytuacj¢ w otoczeniu punktu x = 0.
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. 1
7. lim x%sin-= 0.
xX—+00 X
W tym przyktadzie nie mozemy stosowaé twierdzenia o iloczynie
granic bo granica lim sin—  nie istnieje. MoZemy natomiast napisa¢

x—0

nastepujaca nieréwnos¢, prawdziwg w dowolnie matym sgsiedztwie

punktu x =0,
2 . 1 2 . 1 2
0< |x sm;| = |x ||sm;| < x“,

skad na mocy twierdzenia o trzech funkcjach otrzymujemy teze.

5.3 Cigglosc¢ funkcji w punkcie
Definicja. Zalozmy, zZe funkcja rzeczywista f, jest okreslona w pewnym
otoczeniu punktu x, , to jest x € Os(xy) = (xg — 8, x9 + ), 6§ > 0.

Mowimy, ze f jest ciggla w punkcie x , jezeli istnieje granica lim f(x)

X—Xq
i lim f(x) = f(xy). Zatem, aby miata miejsce ciggtos¢ w punkcie x, muszq
X—-Xg

by¢ spetnione trzy warunki:

1. istnieje f(xo) , czyli xo € Dy,

2. istnieje lim f(x),

X—Xg
3. lim f(x) = f(xg) .
X—Xg

Jezeli jeden z powyzszych warunkow nie jest spelniony to méwimy, ze

X, jest punktem niecigglosci funkcji f.
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Uwaga 1. Punkty nieciaglo$ci moga mie¢ rézny charakter:

1.

90

X jest punktem nieciggtosci I rodzaju gdy:

lim f(x) =A, lim f(x) =B,aleA = B,np. f(x) =sgnx,x,=0.
X—Xg

xX—=xg

X jest punktem nieciggltosci I rodzaju, gdy co najmniej jedna z granic
jednostronnych jest niewtasciwa lub nie istnieje, na przyktad f(x) = ei
dlax->0%; f(x)=Inxdax->0"; f(x) =xx—_21 ,dlax - 1.
X, jest punktem nieciagtosci Il rodzaju, gdy istnieje f(x,) i istnieje
Lim f(x),ale f(xo) # Lim f ().

Jest to jedyny przypadek nieciagtosci funkcji f, w ktérym moze by¢
ona ,naprawiona”. Przyjmujac bowiem, ze

f(x) dlax+#xg
g(x) = {zim fG)  dlax = x, '

X—Xg

widzimy, ze g jest juz funkcja ciggla w punkcie x.

Na przyktad f(x) = 1+xx_1 nie jest okreslona dla x = 0, ale
Vvi+x—1
—— dlax#0
gx) = x
= dlax =0

jest juz funkcja cigglaw x = 0.
Analogicznie dla funkcji f(x) = % w punkcie x = 0. Moéwimy,

ze moze by¢ ona przedtuzona w sposob ciggly na x =0 , bo

liTr(% Sl:xz 1. W przysztosci bedziemy zawsze przyjmowaé, ze
xX—
sinx
=1.
X lx=0
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Uwaga 2. Definicja. Mowimy, ze funkcja f:(xy, xo+38) > R, § > 0 jest

prawostronnie ciggla w x, , gdy lim_f(x) = f(x,) (analogicznie
x0—>x0
definiujemy cigglosc lewostronng).

Uwaga 3. Warunek ciagglo$ci 3. mozna zapisa¢ rbwnowaznie
gli_t’(%f(xo +h) =f(x) © %%[f(xo +h)—f(xe)] =0.
Powyzsza rowno$¢ oddaje idee ciaglosci funkcji f. Gdy x zmienia sig¢
dostatecznie ,,mato”, w sasiedztwie punktu x, , to y = f(x) zmienia si¢

rowniez dostatecznie ,,mato” w otoczeniu punktu y, = f(xo).

Definicja. Mowimy, ze funkcja f jest ciggta w przedziale otwartym (a, b)
jezeli jest ciggta w kazdym punkcie tego przedziatu.
Natomiast f jest ciggta w przedziale domknietym {a, b) gdy dodatkowo
majq miejsce réwnosci: lim f(x) = f(a) i lirgl f(x) = f(b).
xX—-a X-D~
Z wlasno$ci granic otrzymujemy natychmiast:

Twierdzenie 3. Jezeli f | g sq ciggle w zbiorze ACR |, to c-f,

ceR, (ft9) (f 9 (i) sq ciggte w A (dla ilorazu poza punktami

x € A gdzie g(x) # 0). Ponadto funkcja ztozona f[g(x)] (gdy ztozenie ma
sens) jest ciggla w A.

Nastepujace twierdzenia podaja liste podstawowych wihasnosci funkcji
cigglych.

Twierdzenie 4. Jezeli f(x) jest funkcjg cigglg w xo 1 f(xy) > 0, to istnieje
takie Os5(xg), 6 > 0, zZe dla kazdego x € Og(x,) rowniez f(x) > 0.
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Twierdzenie 5. Wszystkie funkcje , podstawowe” sq ciggle w swoich
dziedzinach.

Twierdzenie 6. Jezeli f jest funkcjg cigglq i scisle rosngcg w (a,b),
f:(a,b) - (m, M), to istnieje funkcja odwrotnado £, f~1: (m, M) - (a, b),
ktora jest ciggla i scisle rosngca w (m, M), gdzie
m= inf f(x), M= sup f(x).
x€(a,b) x€(a,b)
Funkcje ciagle w przedziale domknietym maja bardzo wazne

wlasnosci.

Twierdzenie 7. Zatozmy, ze funkcja f jest ciggla w przedziale domknietym
(a,b).
Wtedy:

1. f jestograniczonaw (a,b) ;

2. 3 fly)= xgggg)f(x) =M, f(x)= xg(tcllg)f(x) =m, 1o

x1,X2€{(a,b)
Znaczy, ze f(x) przyjmuje w przedziale domknietym (a,b) swojg
Wartos¢ najwigkszq i najmniejszq (ekstrema globalne),
3. f przyjmuje w {a, b) wszystkie swoje wartosci posrednie pomiedzy
m i M, to znaczy mozemy napisa¢: f({a, b)) = (m, M).
Uwaga 1. Ostatnia wtasnos¢ (przyjmowanie wartosci posrednich - wlasnos¢
Darboux), oddaje intuicyjng wilasno$¢ funkcji ciaglej w przedziale
(uzasadniajac jej nazwe); wykres funkcji ciaglej w przedziale da si¢
narysowac bez odrywania otdwka - to znaczy jest linig ciggla. Intuicja ta jest

dobra na nasz uzytek w prostych przyktadach.
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Uwaga 2. Oba zalozenia: cigglos¢ f 1 domknigtos¢ przedziatu

w twierdzeniu 7 sg niezbedne. Wystarczy bowiem rozwazyC nast¢pujace
przykltady: f(x) = i, x € (0,1), do punktul. ; f(x)=x2x€(0,1)
lubx € (0,1), dopunktu 2. ; f(x) = sgnx, x € (—1,1) , do punktu 3.

Whniosek. Praktyczne znaczenie ma nast¢pujgca wersja wiasnosci 3.:
Jezeli f(x) jest ciagtaw (a,b) i f(a)- f(b) <O, to
3 f(xo) =0.

xo€(a,b)
Chodzi o to, ze wykres funkcji ciaglej majacej rozne znaki na koncach
przedzialu musi przecia¢ o$ 0X, to znaczy istnieje miejsce zerowe funkcji f,
Xo € (a,b), czyli f(xy) = 0.

Przyktad
Zlokalizowaé pierwiastki rownania x> + 3x% —x — 2 = 0 w przedzialach
0 dtugosci 1. Wyznaczy¢ x; € (0,1) z doktadnoscig do 0.1.

Funkcja f(x) =x3+3x2 —x —2 jest ciggla w R , a wiec rowniez
w dowolnym przedziale domknigtym. Mamy:

f(0)=-2<0, f(1)=1>0 =x, €(0,1),

f(-1)=1>0 = x, € (—1,0),

f(=4)=-14<0, f(-3)=1>0=>x3€(—4,-3).

Aby znalezé x; z doktadnos$cig 0.1 , dzielimy przedziat (0,1) na
dziesig¢ réwnych czesci 1 badamy znak funkcji f w punktach podziatu.

Mamy £(0.9) >0, £(0.8) < 0= x, € (0.8;0.9) .
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5.4 Zastosowanie granic funkcji - asymptoty wykresu funkcji

Definicja. Jezeli lim f(x) = too,toprostax = x, jest asymptotq pionowq

x—>x5
wykresu funkcji f(x). Funkcja f musi by¢ okreslona w pewnym Sg(xg) ,

przynajmniej jednostronnym.

Definicja. Jezeli liT f(x) =b ,toprostay = b jest asymptotq poziomgq
x—+ oo

wykresu funkcji y = f(x) w (Zoo) (obie granice liczymy oddzielnie).

Definicja. Jezeli istniejg skonczone granice:  lim 1D _ 4 oraz

xX—>+oco X

liz_n (f(x)—ax)=b , to prosta y =ax +b jest asymptotq ukosng
X—>100

wykresu funkcji w (£) .

Uwaga . W powyzszych definicjach nalezy rozwaza¢ wszystkie cztery

kombinacje znakow " £+ ".

Przyktady. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresow nastepujacych
funkcji (o ile istnieja):

Q) f0) =25, b) () =2, ©) fO) = e, d) fr) =T

x2—4
&) f) =x+-, f f) =2, 0) f(x) = x —VxZ T 4.
Mamy w a) Dy = (0, +0), llm B* - o , CO oznacza, ze wykres tej

X

funkcji ma asymptote¢ pionowa prawostronng x = 0; natomiast
Inx

liT - = 0 , co implikuje, ze wykres funkcji ma asymptote pozioma
X—+ 00
y=0w (+).
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2

W b) Dy =R\{—2,2}, a poniewaz llm

= +oo0 , wiec proste
M e, = T, ec p

x = 12 sg asymptotami pionowymi obustronnymi (skorzystaliSmy z parzys-

tosci funkcji f). Mamy ponadto  lim
X

~— =1, co oznacza, ze wykres
+o00 X°—4
funkcji ma asymptote poziomg y =1 w (£o) .

W) D = R, zatem wykres f nie ma asymptot pionowych. Natomiast

3

= 400 ,0raz lim GO liT [f(x) —x] =0, cooznacza,
x—)_OO

x—+oo x2+1 x—>too X
ze prosta y = x jest asymptota ukosng wykresu funkcji f w (£0).
Zadania, komentarze i uzupeinienia

Zadanie 1. Zbadac¢ cigglos¢ ponizszych funkcji i naszkicowac ich wykresy:

_(x*+1 dla x<0 . _ (0 dla x<0.
a)f(x)_{1+sinx dla x>0 b)f(x)_{e"‘ dla x>0

Q) F(x) = e d) fG) =el : e f(x) = [x]sinmx, x€ER:
_ x—zz dla x #0 . _(x*+1 dla x<0.
f)f(x)—{le_ et arw=futl g iSo
[1-x|
h)f(x)={m dla x€ODUL+w) . f(x)_|__x|
—1 dla x=1

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wykresy ponizszych funkcji, zadanych jako granica

ciggu, zaleznego od parametru x € R. Zbadac¢ ich cigglos¢.

a)f(x)—ll 2+4n, x€ER; b)f(x)—llm1+n,xER;
C)f(x)=lim%,x€]]%; d f(x)= lim Y1+x*, x>0.
n-+o 1+e n-+oo
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Zadanie 3. Dobrac stale a,b € R , tak aby ponizsze funkcje byly ciagte

w catym zbiorze liczb rzeczywistych:

_(a-sinx dla x>0, _(a++x dla x=0
a) f(x)_{ x24+b dla x<0'’ b) f(x)_{x3+1 dla x <0

Zadanie 4. Zlokalizowa¢ pierwiastki ponizszych rownan i wyznaczy¢ jeden
z nich z doktadnoscig do 0.1:
a) x>—3x—1=0; b) 2% = 4x ; c) x°—-5x+2=0.

Zadanie 5. Wykaza¢, ze réownanie e * =x ma dokladnie jedno

rozwigzanie xq > 0 .

Zadanie 6. Wyznaczy¢ asymptoty wykreséw funkcji:

3

) y=x*-3x; b)y=_5; 0 y=2;

d) y = xex; &) y=e™; y=";
g)y=%; h) y=x%Inx; ) y=(1-x)VI—=x2;
Dy=x+Vx2—-1; Kk y=x—arctgx; | y=arcsin1iiz.

Zadanie 7. Zat6zmy, ze funkcje f 1 g sa ciaglte w (a, b) . Uzasadni¢, ze

funkcje max (f,g) i min(f, g) sa rowniez ciggte w (a, b).

Zadanie 8. Uzasadni¢, ze funkcja f: R — R okre$lona wzorem:
v f(x) =[x] —x+ (x — [x])?
x€R

jest funkcja cigglana R .
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Rozdzial VI. POCHODNA FUNKCJI. INTERPRETACJE -
FIZYCZNA, EKONOMICZNA I GEOMETRYCZNA. CZESC 1.
PODSTAWOWE WZORY I ZASTOSOWANIA POCHODNYCH

6.1 Pochodna. Interpretacja fizyczna pochodnej funkcji
Definicja. Niech f: (a,b) » R, x, € (a,b) | xo +h € (a,b).
Wielkos¢ (funkcje zmiennej h)

By _ fGro+h)=f(xo) _ f(o+h)=f(xo)

(6'1) h - Ax (x9+h)—x¢ h

nazywamy ilorazem roéznicowym funkcji f w punkcie x, dla przyrostu h
(h moze by¢ liczbg dodatnig lub ujemng).

Celem praktycznego wprowadzenia pojecia pochodnej, podobnie jak to
zrobit historycznie Newton zechcemy zdefiniowaé predko$¢ chwilowa
punktu materialnego w chwili t,.

Zatozmy, ze droga S(t) przebyta przez punkt materialny jest funkcja
Czasu t.

Predkos$¢ srednia od momentu t, do t, + h jest okreSlona wzorem

S(to+h)—=S(ty) __ S(to+h)—S(to)
(toth)-to h .

(6.2) Ver(h) =

Definiujgc predkos¢ chwilowa V., (ty) W punkcie t, (to jest to co nasze
oko widzi na liczniku) jako predkosc¢ srednia w dowolnie krotkim czasie
(to znaczy h - dowolnie mate, czyli h — 0) , mozemy napisac

(6.3) Ven(tp) = lim =000,

h
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Jezeli teraz we wzorze (6.3) droge S(t) zastapimy dowolng funkcja f, to
analogiczng granice¢ (zakladamy, Ze ona istnieje i jest skonczona) nazywamy
pochodng funkcji f w punkcie x, i oznaczamy f'(x,) , czyli
Definicja.

/ _q. . flxe+h)—f(xo)
(6:4) () = lim LG

Uwaga 1. Oczywiscie f'(x,) jest liczbg rzeczywistg. Jezeli x, bedzie
dowolng liczbg x € (a,b) , to f'(x) jest nowg funkcjg otrzymang wedtug

wzoru (6.4).

Uwaga 2. Jezeli funkcja f ma skonczong pochodng w punkcie x, to mowimy,

ze f jest funkcjg rozniczkowalng w punkcie x.

Uwaga 3. Poniewaz f'(x,) jest specjalng granica postaci (6.4) to granica ta

istnieje, gdy istnieje granica prawostronna i granica lewostronna.

fi'(xo) = hl”gl+ w (pochodna prawostronnaw x,) ,
(6.5)

fl(xy) = hll?gl_w (pochodna lewostronnaw x,) ,

oraz ma miejsce rowno$¢ fy (xg) = fL(xo) & f'(xo)

Uwaga 4. Zgodnie z definicja (6.3) oraz (6.4) otrzymujemy interpretacje
fizyczna pochodnej

§'(to) = Ven(to)

czyli predkos¢ chwilowa w momencie t; jest pochodng ,,po czasie” drogi

W momencie t.
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Wzor (6.4) jest kluczem do otrzymywania wzorow na f'(x) w przypadku
tatwych granic.

Przyktady

1. f(x)=x3, xeR.

Wedlug (6.4) mamy
(x+h)3—x3
! _ 3\ — 7; —
f'(x) =(x*) —;gg—h
x4 3x?h + 3xh? + h3 — x3
= lim =
h—-0 h

= ;lin(')t(3x2 + 3xh + h?) = 3x2%,
czyli  (x3)" = 3x2.
2. Stosujac dwumian Newtona, analogiczne rachunki daja dla dowolnego

naturalnego n:

™) =nx""1', neN.
3. Oczywiscie z (6.4) wynika natychmiast, ze dla dowolnej funkcji statej

f(x) =c€eR, x € (a,b) mamy

. _Cc—cC .0
(o) =lim— =lim=-=0.
h—0 h h—0h

&

f(x) =sinx, x ER.

sin(x + h) — sinx B
- =

f'(x) = (sinx)' = lim
h—0

. h 2x+h
2 sin— cos

, 2 > . sing 2x+h
= lim——=—2— = lim—*- limcos—— = cos x ,
h—0 h h>0 = h-0 2

dzigki znanej nam granicy ;lmé% =1,czyli (sinx)’ = cosx.
-
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5.

6.

100

fG)=vx, x>0 (Df =(0,+)),
o r o Nx+h—vx x+h-x
f(x)—(\/;) —;ll_r)rg—h _gll—rf(%h( x+h+\/})_

1

. 11
T&\/x+h+\/i T oovx !
coyli (Vx) = % dlax € (0, +) .

Zauwazmy, ze Dy, = (0,+) # Dy = (0, +0) , co oznacza, Ze beda
istnie¢ takie funkcje dla ktorych Dy, # Dy.

Nastepujacy przyktad jest bardzo wazny, gdyz pokazuje obliczanie f'(x)
w przypadkach, gdy funkcja dana jest kilkoma wzorami.

1 dlax>0
—1 dlax<0°

W punkcie x, = 0 , gdzie zmienia si¢ wzor definiujacy, obliczamy
oddzielnie f/(0) i f(0) . Mamy

ey — ge FOER=FO) _ . h _
f+(0)‘,fi’5ﬁ—h = lim - =1,

Niech f(x) = |x| , wtedy mamy f'(x) = {

’ _ q.. f0+h)—f(0) ;. —h _
FO =T e =

czyli f{(0) =1+ f/(0)=—-1, zatem f(x) = |x| nie_jest funkcjg
rozniczkowalng w punkcie x, = 0.
Analogicznie dla funkcji f(x) = x?|x|, czyli
x3 dlax >0 ' { 3x% dlax >0
= - ,  Mmam = y
f&) {—x3 dlax <0 y F) —3x? dlax <0
aw punkcie x, =0, f'(0) liczymy oddzielnie, z definicji pochodnej:

' 3. 3R%-0
fi(0) = lLim

h

=lim3h=0,
h—-0*t

—3h2%-0
h

FO= o = = a3 =0,
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czyli f{(0) = f/(0) = 0 i mozemy napisac

e _ | 3x% dlax=>0
f(x)_{—sz dlax <0’

Tym razem widzimy, ze f jest rozniczkowalna w punkcie x = 0.

Zauwazmy, ze w obu przypadkach powyzsze funkcje sa funkcjami
ciggtymi w R.

Zalezno$¢ poje¢ ciggtosci i rézniczkowalnosci funkcji w punkcie x, € Dy

oddaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jezeli f jest funkcjq rozniczkowalng w punkcie x , 10 f jest

funkcjq cigglq w x.

Dowdd. Istnienie f'(x,) o0znacza istnienie granicy (6.4). Ciggto$¢ f(x)
w punkcie x, o0znacza istnienie granicy ;lirr&f(x0+h) = f(xo).

Piszac ostatnig rownos¢ jak nizej i wykorzystujac wzor (6.4), mamy

f(xo +h) — f(x0) =
A “h=

ff_{%[f(xo +h) = f(x0)] = ;}_Tf(%

T f(xo'l'h)—f(xo)' . — £ L0 =
—}ll_r)r&—h ;llir&h f'(x)-0=0,

co dowodzi ciagltosci f w punkcie x,.

Powyzszy przyktad funkcji f(x) =|x| pokazuje, ze twierdzenie
odwrotne nie jest prawdziwe, bo w punkcie x = 0, funkcja f(x) = |x]| jest
ciggta, ale nie ma w tym punkcie pochodnej, zatem wtasnosé
rézniczkowalnosci jest wlasno$cig mocniejszg niz cigglosc.

Na zakonczenie podamy tabelke dla pochodnych funkcji

»podstawowych”. Niektore ze wzorow mozna uzyskac z (6.4).

101



POCHODNA FUNKCJI. CZESC |

Tabelka pochodnych funkcji podstawowych

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
c = const 0 sinx cos x
x%, x>0 ax® 1 aeR cos x —sinx
L x#0 1 0 tg x 1
“ - T X
x x2 g cos?x
Ji, x> L x>0 t !
¥, x=20 2wE * ctgx sin?x
] 1
e” e* xa;c(s_tqa;) Vi-=2
’ x € (—1,1)
1
Inx, x>0 i, x#0 xa;c(c:m;a;) 1 — x2
’ x € (—1,1)
1
a*, a>0 a‘*lna, a>0 arctg x
1+ x2
log,x, x>0, , x#=0 1
¢ xina arcctg x -——
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6.2 Podstawowe wzory na obliczanie pochodnej. Przyktady

Obliczanie pochodnych z definicji nie jest sprawa tatwg, bo wymaga

obliczania granic funkcji bedgcych symbolem nieoznaczonym typu [g].
Jednakze znajomos$¢ twierdzen dotyczacych granic funkcji pozwala

udowodni¢ nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 2. Zalozmy, ze funkcje f 1 g sq rozniczkowalne w przedziale

(a,b), a < b . Wtedy rozniczkowalne sq funkcje: c-f, ftg, f-g, 5,

g # 0 i majg miejsce wzory.

(6.6) [c-f)]=cf'(x),cER
(6.7) () £g()] =f"(x)£g'(x)
(6.8) fOO _ f(0)gx) — f(x)g'(x)

- 92(0) , g(x) #0,x € (a,b).

g(x)

Ponadto jezeli ma sens funkcja ztozona f[g(x)], to mamy

(6.9) (flg@D" = f'lg] - g'(x) -

Przyk#ady. Obliczy¢ pochodne funkcji:
a) f(x) =x3+3sinx, b) f(x)=+vVx—-2Inx, ) f(x) = xe*,

e—x

d) f(x) =x*Inx, e) f(x) = f) f(x) =VxIn’x,

1+x2’

0) f(x) =sin32x, h) f(x) =sin*x+cos*x, |) f(x) = (sinx)t9*.
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Rozwigzanie. Na mocy wzoroéw z twierdzenia 2 otrzymujemy:

e (1+x%)-2x-e™*
(1+x2)2 ’

w przypadku funkcji ) f'(x) = -
w przypadku funkcji f) f'(x) = “ndx++x-3In’x-=

w przypadku funkcji g) f'(x) = 3sin?2x-cos2x -2 ;

w przypadku funkcji h) f'(x) = 4sin®x - cosx —4cos3x - sinx .

Definicja. Jezeli f(x) >0, x € (a,b) , to funkcje

' _
= i@

nazywamy pochodng logarytmiczng funkcji f. Mamy wtedy
fre) = f) - [Inf)] .

Uwaga. Stosujac pochodng logarytmiczng tatwiej oblicza si¢ pochodng
funkcji wyktadniczo-potegowe;:

)19, f(x) >0.
Na przyktad, jezeli

f@ = (tg 0™ x e (5,5), Info) = In(tg())™" = sinx - Intgx,
a rozniczkujac stronami otrzymujemy

£ _
) cosx-In tgx+ Sx,

el

Ponizsze twierdzenie podaje wzor na pochodng funkcji odwrotnej, o ile

skad  f'(x) = (tg x)s"* [cosx Intgx+

ona istnieje (na przyktad gdy f jest ciggta i §cis$le monotoniczna).
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Twierdzenie 3. Zalozmy, ze funkcja y = f(x) , odwzorowuje w sposob
roznowartosciowy przedzial (a,b) na (c,d) ijest funkcjg rozniczkowalng
oraz f'(x) #0 dla kazdego x € (a,b) , wtedy funkcja odwrotna

x =g(y) = f~Y(y) jest réwniez rézniczkowalna i ma miejsce wzor

g =lft,ml'=

1

11 le=p10yy

Np.gdy y=f(x)=tgx,x€ (—g,g) , to f71(y) = arctgy i mamy
I 2 _ 1 — 1 H I
(arctgy)’ = cos*x = 7% |y arergy T czyli (arctgx)' = —.

6.3 Interpretacja ekonomiczna pochodnej

Niech f bedzie dowolng funkcja o znaczeniu ekonomicznym (popyt,
podaz, dochéd, koszt catkowity, itd.).

Najlatwiej, naszym zdaniem, jest zrozumie¢ pochodng w ekonomii, na
przyktadzie funkcji kosztu catkowitego K.(x) wyprodukowania x - sztuk
(jednostek) pewnego dobra materialnego. Zauwazmy wczesniej, ze koszt

przecietny K,(x) wyprodukowania jednej jednostki dany jest wzorem
Kp(x) = =<2

Na mocy definicji (6.4) dla f(x) = K.(x) mozemy napisac

Ke(xo+h)~Ke(xo)

Ki(xo) = ;}_Tfol 3

Ekonomi$ci powyzszy wzor upraszczajg piszac  K.(xy) = p

h - mate, przy czym h - mate oznacza h = 1.
Mamy wiec

(6.10) Ki(xo) = Kc(xo +1) — Kc(xo)
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(ekonomisci pisza w powyzszym wzorze rownos¢, a matematycy napisaliby
znak réwnosci przyblizonej ,,~”).

Interpretacja wzoru (6.10) jest nastgpujaca: lewa strona to wielkos¢, ktéra
nas interesuje czyli K/(x,), a prawa to koszt produkcji jednej sztuki, ale nie
dowolnej (jak to jest w koszcie przecigtnym), tylko sztuki (xo + 1) - €].

Na przyktad, przy wyprodukowaniu stu par butow (x, = 100),
K.(100) = K.(101) — K.(100) = koszt catkowity wyprodukowania pary
101-¢j.

W ekonomii pochodng f'(x) funkcji f (x) nazywamy funkcjg marginalng
(krancowg). Zatem K.(x) jest to koszt marginalny (krancowy) kosztu

catkowitego.

Uwaga. Waznymi poje¢ciami w ekonomii, w ktorych wystepuje réwniez

pochodna sg
(6.11) o . _ xf'(x)
elastycznos¢ funkeji f(x): Ef = e
oraz
(6.11%) G _ _f'®
tempo wzrostu funkcji f(x): T e

Przyktad 1. Koszt catkowity wyprodukowania x sztuk pewnego dobra dany
jest wzorem: K(x) = x3 — 30x2 + 400x .

a) Jaki jest koszt przecigtny dla x = 10 ?

b) Jaki jest koszt krancowy dla x = 10 ?

K(11)—K(10)

c) Poroéwnac koszt krancowy z wielko$cia 1o

d) Pordéwnac wielkosci [K(xq + 1) — K(xo)] i K'(x) -
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Wszystkie wielkosci obliczamy wedtug podanych wzorow, na przyktad koszt
krancowy kosztu catkowitego dany jest wzorem K'(x) = 3x% — 60x itd.

2

2p°+8 jest funkcja podazy pewnego dobra,

Przykiad 2. Funkcja s(p) = 3’;2

2p%2-p+10
3p+2

afunkcja d(p) = jest funkcja popytu (p — cena). Okre$li¢ cene

rownowagi (tj. s(p) = d(p)) oraz elastyczno$¢ podazy dla ceny rOwnowagi.
Obliczenie ceny rownowagi jest oczywiste przez rozwigzanie
powyzszego réwnania, a elastyczno$¢ podazy jest dana jest wzorem

__ps'(p) _ p(3p?+4p-12) _201248-12) _ .
ST st Gpt2)(p2+4) Eg(2) = 58 = 0.25% .

6.4 Interpretacja geometryczna pochodnej

Wiemy juz co si¢ dzieje z wykresem funkcji f w takim punkcie x, gdzie
funkcja jest nieciggla. Zobaczymy teraz co oznacza dla wykresu funkcji f
fakt, ze istnieje f'(x).

Przeanalizujemy wzor (6.4) w malym otoczeniu punktu x .

y Ar
(1) )

\ y=fx)

—f(xo + 1)

=V

Xo+h

=
<
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Niech na wykresie funkcji f beda dane dwa punkty A = (x, f (x,)) oraz
B = (xo + h, f(xg + h)). Prosta przechodzaca przez punkty A i B nazywa
si¢ sieczng wykresu funkcji f. Tworzy ona kat a z dodatnim kierunkiem osi
0X. W powstatym trojkacie prostokgtnym ABC , ¥CAB = a, natomiast
BC _ f(xo+h)—f(xq)

tga = —

" P jest wspotczynnikiem kierunkowym siecznej AB.

Gdy h — 0, to punkt B zbliza si¢ dowolnie blisko do A = (xg, f(x0)),
a w granicy (zakladamy, Ze istnieje i jest skonczona) mamy
f'(xp) = é"%w = tgp = wspolczynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkcji y = f(x) w punkcie A = (x, f (xo)).

Zatem geometrycznie, istnienie pochodnej f'(x,) oznacza istnienie
stycznej (T) do wykresu y = f(x) w punkcie (xq, f(x)).

Styczna (T) jest wigc prostg o rOwnaniu

(6.12) (1) y = f(xo) + f'(x0) (x — x0).

Oczywiscie w takim punkcie wykres funkcji f nie moze si¢ rozerwac.

Przyklady
1. Wyznaczy¢ kat jaki tworzy styczna w punkcie (0,0) do wykresu funkcji
a) fG=x%, b) glx) =tgx.
Mamy f'(x) = 3x2, f'(0)=0; g'(x) = ——, g'(0) = 1.
a y—f0)=f(0)x-0y—-0=0-x=y=0/(s0X),
b) y—g(0)=g'(0)(x—-0)eoy—-0=1-x=>y=x.
Zauwazmy, ze w przypadku funkcji f(x) = x> styczna jest osig 0X

I przecina ona wykres funkcji w punkcie (0,0).
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2. Wyznaczy¢ kat pod jakim przecinaja si¢ krzywe y = sinx i y = cos x

- V3
w punkcie x, = +

Yy = C0SX a y=sinx

Yo =—t----

N
S

NI -

Xo =

INE

\ X
Przez kat pomiedzy krzywymi rozumie si¢ kat pomi¢dzy stycznymi
w punkcie przecigcia si¢ tych krzywych.

Mamy
xo=F =y = T_in®=L
0= Yo=Cosy=sing =7,
(sinx)’=cosx—>cos£=tga1=i,
4 V2
(cosx)’=—sinx—>—sin£=tga2=—i.
4 V2

Kat ostry pomiedzy prostymi:

Li:y=mx+b, m =tga,oraz l,: y=myx+b, m,=tga,,

1 1 2
_+_ [—
. my—m, vz V2 2 4 _ Az
dany jest wzorem tg a = |—1+ proos il P ey T _—% =5=5 = 242,

czyli a = arctg(2v2) .
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6.5 Pochodne wyzszych rzedow

Pierwsza pochodna f’ funkcji f, jako nowa funkcja, moze by¢

rozpatrywana dalej pod wzgledem mozliwos$ci obliczenia z niej pochodne;.

Definicja. Jezeli f' jest funkcjq rézniczkowalng, to pochodng tej pochodnej
nazywamy pochodng rzedu drugiego funkcji f 1 piszemy
£ = (F' ), x €Dy,
(czytamy f,, bis”).
Ogolnie n-ta pochodng funkcji f, n € N, definiujemy wzorem
f™e0 = [fr D]
Oczywiscie f™ ma sens gdy f™~D jest rézniczkowalna. Przyjmujemy,

ze fO)=f).

Przyktady
1. Niech f(x) =Ilnx, x> 0.
Mamy kolejno f'(x) == =x71, f"(x) = —x"2=——,

!

/ 1 2
100 = () = (-5) =—C2x3 =5,

' 2\
Yo = (@) = (5) =—2-37, ird

X

Latwo zgadna¢ ogdlnie (lub udowodni¢ indukcyjnie), ze
(Inx)® = (~pr1 28

X

2. f(x) =e*, x € R.Oczywiscie f'(x) = f"(x) = = fM®(x) = e*.
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3. f)=—=(1—-2"1, x#1.

1-x
Mamy f'(x) = (-DA-0?(-D=1-2)72, f'()=20-077,
Fr'x) =6(1—x)"*, .., f®x) =n! (1 —x)"®+D

Uwaga 1. W przypadku interpretacji fizycznej pochodnej predkos¢ chwilowa
w punkcie t, dana jest wzorem V., (t,) = S'(t,) .
Poniewaz przyspieszenie a(t) ruchu danego rownaniem S = S(t) jest

to zmiana predkosci w jednostce czasu, mamy wigc wzor

a(t) = (S'(®) =S"(¢) .

Przyklad. Punkt materialny porusza si¢ po prostej, a droga przebyta przez
niego w czasie t sekund dana jest wzorem: S(t) = %t‘* — 4t3 +16t2,t > 0.
a) Obliczy¢ predkos¢ punktu dla t = 4.
b) Obliczy¢ przyspieszenie tego punktu dla t = 6.
¢) Kiedy predkos¢ ruchu jest maksymalna?
d) Kiedy przyspieszenie ruchu jest minimalne?

e) W jakim przedziale czasowym predkos¢ zmienia swoj kierunek?

W naszym przykladzie mamy V(t) =S'(t) =t(t> —12t+32) =0
wtedy i tylko wtedy, gdy t; =4, t, =8. Zatem V(4) =0; V(t) <0 dla
t € (4,8) iw tym przedziale predko$¢ ma znak ujemny.

Przyspieszenie jest dane wzorem a(t) = 3t? —24t+32 i jego

minimalna warto$¢ jest osiagnig¢tadla t = 4 .

Uwaga 2. Czesto celem skrocenia dowodu, badz tatwiejszej interpretacji

czynimy mocniejsze zatozenia o funkcji niz ro6zniczkowalnoscé.
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Definicja. Niech f:(a,b) » R. Moéwimy, ze funkcja f jestklasy €' w (a, b)
piszgc  f € C'(a,b) , gdy jest ona rézniczkowalna w (a,b) i gdy jej
pochodna f' jest funkcjq ciggtq w (a,b) .

Analogicznie f € C%(a,b) gdy f jest dwukrotnie rézniczkowalna
w (a,b) i f" jestfunkcjg ciagtaw (a,b) .

Ogolnie: f € C™(a,b),n € N gdy istnieje £ oraz f™ jest funkcja
ciagla w (a, b). Mamy oczywistg relacje (na mocy twierdzenia 1)

fec™(ab)-feC*(ab), n€N.

Przyktady
1. f(x) = x? sin% , f(0) =0 , jest funkcja ciagla w R i réwniez
rézniczkowalng bo:

o1 1 1 1 1
f'(x) = 2xsm;+x2cos; (—x—z) =2xsm;—cos;, x # 0 oraz

£1(0) = limIB7O _ i p2sint = 0.
h—0 h h—0 h

Ale f ¢ C'(a,b) bo f'(x) niejest ciagglaw x = 0, gdyz nie istnieje

. . 1
granica limcos-.
x—0 X

2
2. Udowodnimy, ze funkcja f(x) = {* (l)"x Cclilli ifg jest klasy C?

w przedziale (0,+) ,ale f nie nalezy do klasy C? w (0, +c0) .
Oczywiscie dla x = 0 funkcja f jest dowolnej klasy, bo pochodne
istnieja jako iloczyn funkcji rézniczkowalnych. Problemem jest punkt

x=0.Dlax+0 mamy f'(x) =2xIlnx+x i lir(r)grf’(x) = (0. Zatem
X—

przyjmujac f'(0) = 0 widzimy, ze f € C* w przedziale (0, +0). Druga

cze$¢ konkluzji dowodzimy analogicznie.
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Twierdzenie 4. (wzor Leibniza)
Jezeli funkcje f i g majg skonczone pochodne do rzedu n-tego wigcznie
w punkcie x, € R, to ich iloczyn(f - g) ma tez skonczong pochodng rzedu

n-tego i zachodzi wzor:
(6.13) (f - 9)™ (x0) = Biemo()f "7 (x0) - 9% (x0) -

Powyzszy wzor znajduje tadne zastosowanie w teorii wielomianow

ortogonalnych definiujac je za pomoca, tak zwanego wzoru Rodriguesa.

Przyktady. Poda¢ wzor na n-tg pochodng nastepujacych funkcji:

1
a) f(X)—m, x#ab,a#b, abeR.
Zapisujac funkcje f w postaci

1 1

f@ =565

1

(n) Cn
1 zauwazajac, ze (E) =[(x —a)" 1™ = D!

Gt otrzymujemy

) — (-1)™n! 1 _ 1
f0) a-b ((x—a)"+1 (x—b)"“) '

b) f(x) = x2%e?*, p € N.
Na mocy wzoru Leibniza mamy

FO) = Xroo(F) ) B (eP1) k) =
= x2p"eP* + 2xnp™ teP* + n(n — 1)p"2eP*¥,

poniewaz wszystkie wyrazy o wskaznikach k > 3 sg rowne O .
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Zadania, uzupehienia i komentarze

Zadanie 1. Obliczy¢ f' i f" dla nastepujacych funkcji:

= x3 —3x2: b _i. _ _I_l
a)y_x X, )y_1+x2’ C)y_x x!
d) y = V% Q) y=e; y="2
g)yzé; h) y = x2Inx ; i) y=(1—-x)V1—x2;

y=x+vx?z—-1; K) y=x—arctg x; I)y=arcsin%;

m) f(x) =x3sinx; n f(x)=cos’x; 0) f(x)=et9*;

p) f(x) = ln\/%; Q) f(x) =Incos?x; 1) f(x) = (arcsinx)?;

1

9 F@ =m0 )@= W r@=iE e,

X

Zadanie 2. (uwagi i komentarze)

1. W przypadku gdy x, € Dy, ale nie istnieje f'(xp), to badz
f1(0) # f£(0) (liczby skonczone) lub f'(xy) = +oo . W pierwszym
przypadku mamy sytuacj¢ stycznej prawostronnej roznej od stycznej
lewostronnej, a w drugim stycznej prostopadiej do osi 0X. Oto dwa

przyktady.

2x
x

.z XE R. Stosujac twierdzenie 2 1 tabele

a) f(x)=arcsin—;

pochodnych obliczamy, ze
2

r ) 14x2

flx)=49"723

1+x2

dla x € (-1,1)
dla x & (—1,1) .
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Wtedy rownanie stycznej prawostronnej w punkcie (1,2) ma postac

y — g = —g(x — 1), a stycznej lewostronnej y — g = g(x —1),

bo f2(1) =3, fi()=-73.
Ponadto mozna wykazac, ze
—4x
(1+x2)2

@ ={"

(1+x2)?

dla x € (—1,1)
dla x ¢ (-1,1)

oraz,ze f' i f" nie istniejg w punktach (1, g) , (—1, —g) )

b) f(x)=W=x§, Dy =R.

2 21 2 1
f’(X)=§X 3=§‘%,X¢0,

33,2

’ s f(h)—f(O)_ . Vh T _
FLO) = i 5 = i S = g = e,
ey i FOF©@ . ¥RZ 1
fO) = lim === = lim 5 = lim g =~

Zatem w punkcie (0,0) mamy styczng prostopadla do osi OX (jest to
oczywiscie o$ 0Y) (rysunek nizej).

y=
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Zadanie 3. Stosujac wzor Leibniza obliczy¢ n-tg pochodng nast¢pujacych
funkgji:
1
a) f(x) =x"ex, x#0,n€N; b) f(x) =x*",neN.
W przyktadzie b) obliczy¢ n-ta pochodna jako pochodna funkcji

potegowej, a porownujac wynik ze wzorem Leibniza dla x2™ = x™ - x™ |

2
otrzyma¢ wzor dlasumy Yi_, (7).

Zadanie 4. Catkowity miesieczny koszt produkcji komputerow w pewnej

firmie zalezy od liczby x wyprodukowanych komputerow i dany jest

wzorem: K.(x) = 0,01x3 — 8x% + 8000x .

a) Znalez¢ liczbe sztuk wyprodukowanych komputerow, dla ktorej koszt
przecietny bedzie minimalny. Dla tej wielkosci produkeji obliczy¢:

b) koszt przecigtny, c) koszt krancowy, d) elastyczno$¢ kosztu catkowitego.

Poda¢ interpretacj¢ otrzymanych wynikow.

Zadanie 5. Niech f:R — R bedzie funkcja rézniczkowalng w punkcie a .

Obliczy¢ lim L L=YI®

x—a xX—a

Zadanie 6. Niech f:R\{0} — R bedzie okreslona wzorem
f(x) = min (x2 i) .

" x|

a) Zbadac¢ ciggtosc¢ i rozniczkowalnos¢ funkcji f .

b) Poda¢ wykres funkcji f oraz wyznaczyc¢ jej ekstrema lokalne i globalne.

Zadanie 7. Dana jest funkcja f(x) = x%-|x|, x €R.
Poda¢ zbior tych x , dla ktorych f nalezy do klasy C kK k=0,1,..,4.
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Rozdzial VII. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC II.
TWIERDZENIA O WARTOSCI SREDNIE]. EKSTREMA.
REGULA DE L’HOSPITALA

7.1 Ekstrema globalne i lokalne funkcji

Definicja. Niech f: (a,b) > R, a < b.

Wartos¢ najwigkszq: xren(gwg) f(x) i najmniejszq: xrer%cilrllj) f(x) funkcji f

w przedziale (a, b) nazywamy ekstremami globalnymi funkcji f w (a, b).

Jak wiemy z rozdziatu 1V, gdzie omawiane byly wiasnosci funkcji
ciggtych, w przypadku funkcji ciagle] w przedziale domknietym (a, b)
ekstrema globalne sa zawsze osiagnigte. Gdy taka sytuacja nie zachodzi to

mowimy o sup f(x) i inf f(x).

x€(a,b) x€(a,b)
Na przyktad gdy:

1L f)==,x€(01),

to sup f(x) =400 , inf f(x)=1.
x€(0,1) x€(0,1)

2. f(x) =22, x €(0,+») ,

x+1

to sup f(x)=2oraz inf f(x)=0= xer(rotilloo)f(x) :

x€(0,+00) x€(0,+00)
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Definicja. Niech f:(a,b) = R iniech x, € (a,b)orazé > 0.
Jezeli istnieje takie otoczenie Og(x,) punktu x, , Ze:

(7.1) V. o flxo)=f(x) (flxe) < f(0),

x€05(xq)

to méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x, maksimum (minimum) lokalne.
Oczywiscie gdy funkcja f ma w punkcie x, ekstremum globalne, to jest

to jednoczes$nie ekstremum lokalne.

Twierdzenie 1. (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego)
Jezeli funkcja f ma w punkcie x, ekstremum lokalne i jest w tym punkcie
rozniczkowalna, to
(7.2) f'(xg) =0.
Dowéd. Zatozmy, ze w punkcie x, funkcja f ma maksimum lokalne. Wtedy
istnieje § >0, ze dla |h| <& : f(xg) = f(xo+h). A wigc mozemy
napisac:

f(xo+h)—f(x) f(xo+h)—f(x)
h

<0 dla h>0 i ——————=20dla h<O0.
Przechodzac do granicy z h — 0 otrzymujemy z powyzszych
nierownosci
fix) <00 f2(x) = 0.
Ale f jest rozniczkowalna w punkcie x, , wige f{(xg) = fL(xo) = f'(x0) ,
zatem na mocy powyzszych nierownosci mamy f'(xg) = 0.

Przypadek minimum lokalnego dowodzi si¢ analogicznie.

Miejsca zerowe f'(x) nazywamy punktami stacjonarnymi funkcji f .
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x2 2

Przyktad. Oczywistym jest, ze dla f(x) = mamy V >0,

1+x2 xeR 14x% —
z rownoscig tylko dla x = 0. Oznacza to, ze w punkcie x = 0 funkcja f ma

minimum globalne, a wigc i lokalne. Zatem na mocy powyzszego twierdzenia

2x

f'(0) = 0, co istotnie ma miejsce bo f'(x) = T

Na odwrét oczywiscie tak by¢ nie musi, na przyklad dla f(x) = x3 ,
f'(x) =3x2=0&x =0, ale f nie maekstremum lokalnego w punkcie
x=0,bo f(0)=0, ale dla dowolnego 6 >0 mamy f(x) > 0 dla
x €(0,6) oraz f(x) <0 dla x € (—6,0).

Uwaga. W przypadku gdy funkcja f nie jest rozniczkowalna w punkcie x,,

ale xo € Dy, to w takim punkcie moze wystapi¢ ekstremum lokalne.

2
Przyktadem niech bedzie funkcja f(x) =x3 dla ktorej f'(0) nie
istnieje, ale w punkcie x, =0 jest minimum globalne (wigc roéwniez

lokalne), gdyz f(x) = 0 dlakazdego x € R oraz f(0) =0.

7.2 Twierdzenie Rolle’a

Omowimy cztery twierdzenia o wartosci $redniej (nazwa bierze si¢ stad,
ze wystepuje w nich punkt posredni przedzialu). Twierdzenie Rolle’a jest
najprostszym z nich, a dowody pozostatych sprowadzaja si¢ do niego, przez

odpowiednie triki rachunkowe.
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Twierdzenie 2. (Rolle’a)

Zatozmy, ze funkcja  fi{a,b) > R, a < b, spelnia nastepujqgce
warunki:

1. f jestcigglaw {(a,b),

2. f jest rozniczkowalna w (a, b) ,

3. fla)=f(b).
Wtedy

(7.3) 3 f'(c) = 0.

c€(a,b)

Dowdd. Gdy f jest funkcja stala, to konkluzja twierdzenia jest oczywista.
Zalozmy wigc, ze M = sup f(x) = max f(x) > f(a) . Na mocy ciggtosci
funkcji f istnieje ¢ € (a, b) takie,ze f(c) =M (c # b, bo f(a) = f(b)).

Na mocy poprzedniego twierdzenia jest f'(c) =0, c.n.d.

Przyktad. Niech W, (x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + ay, ag x €R,
k=0,1,..,n, begdzie wiclomianem majacym n zer rzeczywistych:
X < xp <x3 <.+ <x, . Udowodnimy, ze pomigdzy sgsiednimi zerami
wielomianu W, lezy zero pochodnej W,".

Jest to bezposredni wniosek z twierdzenia Rolle’a, bowiem jezeli
x"oraz x'', x' < x" sgsgsiednim zerami wielomianu W, (x) ,to

W,(x") =W, (") =0 i 3 W,(ty,) =0.

toe(x’,x'
Ogoélnie jezeli t;<t, <:+<t,_; s zerami W, (x) , to
X1<t1<xZ<t2<x3<"'<xn_1<tn_1<xn.
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7.3 Twierdzenie Lagrange’a i jego zastosowania

Opuszczajgc warunek f(a) = f(b) w twierdzeniu Rolle’a otrzymujemy

Twierdzenie 3. (Lagrange’a)

Zatozmy, ze funkcja f: {(a,b) = R, a < b, spetnia nastgpujgce warunki:
1. f jest ciggta w przedziale domknigtym {a, b) ,
2. f jest rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b) .

Wtedy ma miejsce wzor Lagrange’a:

(L) 3 fi(c) =L RT@

c€(a,b) b-a

Przyktady

1.

Stosujac twierdzenie Lagrange’a do funkcji f(t) = sint w przedziale
(x,y), x < yotrzymamy siny —sinx = (y —x) -cosc, ¢ € (x,).
Szacujac f'(c) otrzymujemy ze wzoru (L) odpowiednie nierdwnosci.
W naszym przypadku |cosc| <1 co daje

\4 siny—sinx|<|y—x]|.
g ISRy | <1y —x|

. Udowodnimy,ze V e*>x+1 .
x€R

Niech x > 0 . Stosujac twierdzenie Lagrange’a dla funkcji f(t) = et

X

_ 50
w przedziale (0,x), otrzymujemy E(E(I) ) x z = e® to jest
c X -

e*X—1=xe*>xoe*>1+x .

e

0_ex c
=€ c€(x0).

Gdy x <0 to w przedziale (x,0) mamy

Aledla ¢ <0 mamy e <1, skad wynika teza. Znak rownos$ci ma
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miejsce tylko dla x = 0, a interpretacja geometryczna nierbwnosci jest

oczywista, wykres funkcji f(x) = e* lezy nad styczna w punkcie (0, 1).

Sy b—-a b b—-a
3. Udowodni¢,ze V —<lIn (—) <—.
o<a<b b a a

Stosujac wzor (L) do funkcji f(t) =Int w przedziale (a,b),
0<a<b otrzymujemy: Inb—Ina==~-(b—a), gdzie c € (a,b),
skad wynika powyzsza nierownos¢.
Uwaga. Ktadac Z =1+x, x> 0 otrzymujemy:

x

<In(l1+x)<x.
x=0 x+1

Znak rownos$ci ma miejsce tylko dla x = 0.

Whiosek 1. Oznaczajac a = x, b =x + h , wzor Lagrange’a (L) mozna
zapisa¢ w postaci:

(L) GE(E(I),l)f(x+h)—f(x)=h-f(x+0-h).

Uwaga. Liczba 6 we wzorze (L) w ogolnosci zalezy od x , to jest

0 = 6(x). Na przyktad stosujac wzor (L) do funkcji f(t) =+t,
1

2/x+6(0)

Wyliczajac 8 z powyzszego wzoru mozna wykazac, ze i <0(x)< % .

w przedziale (x,x + 1), x > 0 otrzymamy Vx +1 —+/x =

Whniosek 2. Jezeli oznaczymy sup f' (inf f') = M'(m") to

x€(a,b)
(7.4) mb—-—a) <fb)—-f(a) <M b-a),
lub ogdlnie, gdy |f'(x)| < K dlakazdego x € (a,b) , to

(7.5) lf(b) = f@| <K(b—-a).

122



ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC I

Uwaga. Twierdzenie Lagrange’a jest najczgsciej stosowanym twierdzeniem
o wartos$ci $redniej. Wynika to miedzy innymi z faktu prostych i tatwych do
sprawdzenia zatozen. Dowdd twierdzenia Lagrange’a sprowadza si¢ do

wykorzystania twierdzenia Rolle’a dla funkc;ji:

900 = f(@) - f(0) + (x — @) - L2LE,

ktora jak fatwo sprawdzi¢ spetnia zalozenia twierdzenia Rolle’a.

Whniosek 3. Jezeli f'(x) =0 dla kazdego x € (a,b), a<b, to
f(x) =const w (a,b).

Whniosek 4. Jezeli f'(x) = g'(x) dla kazdego x € (a,b), a<b, to
f(x) = g(x) + const, czyli f(x) i g(x) réznig si¢ stala.

Przyktady. Wnioski 3. i 4. maja bardzo tadne zastosowania do dowodu

tozsamosci dla funkcji cyklometrycznych.

1. Udowodni¢ wzor:

(7.6) \4 arcsinx + arccos x = z.
x€(-1,1) 2

Oznaczajac  f(x) = arcsinx + arccosx , g(x) =g , widzimy, ze

’ _ 1 -1 _ . , _
fl) ==+ (\/1—x2) =0,x€(-1,1) i g'(x)=0, zatem

f(x) = g(x) +c ,dlawszystkich x € (—1,1) .

Dla x=0, mamy f(0) =arcsin0+ arccos0 =0 +§=§ ,
g(0) =§ , czyli ¢ =0 1 stad prawdziwos¢ wzoru (7.6), nawet dla

x € (—=1,1), bo rowno$¢ (7.6) dla x = +£1 sprawdzamy bezposrednio.
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Udowodni¢ wzor:

(7.7) . 2x
Y arcsin =
x€ER 1+ x2

m—2arctgx dla x=>1
=1 2arctg x dla x€(—1,1) .
—m —2arctgx dla x<-1

Oznaczajac: f(x) = arcsin 132 , g(x) =prawa strona powyzszego
wzoru, mamy
—— dla [x|<1 , —— dla [x|<1
frx) =975 s g =47 :
dla |x|>1 dla |x|>1
14x2 1+x2

natomiast w punktach x = +1 pochodne f' i g’ nie istniejg, czyli
f'(x) = g'(x) dlakazdego x € R\{+1}. Stad

xe]}RY{il} fG) =g +c.

Dla x =0 mamy f(0) =g(0) +c © 0=c = c =0, wigc wzor
srodkowy jest prawdziwy. Dla x — +oc0 mamy:
f(+) =xl_l;TOOf(x) =0, g(+00)=n—2§:0 = ¢c=0,
f(=) =xl_l;7_nmf(x) =0, g(—) = —n+2§= 0= c=0.
Zatem wzor (7.7) jest prawdziwy dla kazdego x € R\{£1}. Dlax = +1

prawdziwos$¢ wzoru sprawdzamy przez bezposrednie podstawienie.

Twierdzenie 4. Zatozmy, ze funkcja f:(a,b) = R jest funkcjq rozniczko-
walng w (a, b) . Wtedy

(7.
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Dowdd. Fakt, ze monotoniczno$¢ funkcji f implikuje E(V 0 ff(x)=0,
xe(a,

wynika z definicji monotonicznosci f bo:

fx+h)—f(x)

"(x) >
flap © chetap) GH—x 0 = f(x)=0.

Wzor Lagrange’a zapisany w postaci f(x,) — f(xq1) = f'(c)(xy — x7),
¢ € (x1,%x,) dlakazdego x1,x, € (a,b) i x; < x,, daje f(xy) > f(x1),
dzieki zatozeniu f'(c) > 0, zatem funkcja f jest rosnaca w (a, b).

Powyzsze twierdzenie oraz definicja ekstremum lokalnego daja

nastepujacy bardzo wazny wniosek praktyczny.

Whniosek. (warunek dostateczny na ekstremum lokalne funkcji)
Zatézmy, ze funkcja f spelnia nastgpujace warunki:
1. jest rézniczkowalna w pewnym otoczeniu (xo — 8,xy +6), § > 0;
2. f'(x) =0;
3. f'(x) marozne znaki w otoczeniach (xg — &,xy) 1 (xg,x9 + &) .
Witedy funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie x, (maksimum gdy f'

2

zmienia znak z ,,+” na ,,—” ; minimum gdy zmienia znak z ,,—” na ,,+”).
W przypadku gdy nie nastapi zmiana znaku f' w x, , ekstremum lokalne
nie istnieje.

Ponizszy szkic obejmuje wszystkie przypadki wspomniane wyzej.

+ - -+ + o+ - -

+ t t + t t + t t !
Xo—6 X9 Xo+8 x9—6 x3 xo+8 x—06 x9 x,+96 Xo—06 X x0+6f

N\ NS S NN

max lokalne min lokalne

f

brak ekstremum brak ellcstremurln
lokalnego w x, lokalnego w x,
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Przyktad. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji  f(x) = x* — 4x3 .
Mamy  f'(x) = 4x3 — 12x? = 4x?(x —3) =0 , zatem punktami
stacjonarnymi sg x; = 0 oraz x, = 3. W sgsiedztwie punktu x, , pochodna

2

f' zmienia znak z ,,—” na ,,+”, wiec w tym punkcie jest minimum lokalne.
Natomiast w sgsiedztwie punktu x; = 0, f' nie zmienia znaku, zatem w tym

punkcie ekstremum lokalne nie wystapi.

7.4 Twierdzenie Cauchyego i reguta de I'Hospitala

Uogolnieniem twierdzenia Lagrange’a na dwie funkcje jest twierdzenie
Cauchyego, ktore pozwala udowodni¢ tak zwang regule¢ de 1’Hospitala,

niestychanie wazng przy obliczaniu granic funkcji.

Twierdzenie 5. (Cauchyego)
Zatozmy, ze funkcje f 1 g sq:

1. ciggtew (a,b), a<b,

2. rozniczkowalnew (a,b) ,

3. g'(x) # 0 dlakazdego x € (a,b).
Wtedy ma miejsce wzor

(7.9) f)—f(a@) _ f'(c)
ce(ab) gb)—g(a)  gr(c)

Dowdd. Rozwazmy funkcje
() = [f(@) - F()] + [g(x) — ()] L2

gb)-g(a)
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Funkcja ta jest dobrze zdefiniowana w (a, b) oraz jak tatwo sprawdzi¢
spelnia zatozenia twierdzenia Rolle’a (g(b) — g(a) # 0 jest konsekwencja

faktu g'(x) # 0 itwierdzenia Lagrange’a dla funkcji g), zatem

B (=09,

co konczy dowod. W przypadku g(x) = x otrzymujemy wzor Lagrange’a.

Twierdzenie 6. (Reguta de I’Hospitala dla symbolu [g])

Zatozmy, ze funkcje rzeczywiste f 1 g spelniajq nastepujgce warunki:
1. sq ciggle w przedziale (xy,xq +6), § >0 ;
2. rozniczkowalne w przedziale (xy,x9+ 6), § > 0;

3. fxg) =9g(x0) =0,
4. g(x) #0 w (xg,x9 + &)

5. istnieje granica  lim, e

x-xg g (x)

Wtedy istnieje granica (skonczona lub nieskonczona)

() | ma miejsce wzor: lim 22 = im f, -
x—>x0 g(x) x—>x3' g’ (x)

(7.10)  lim —

x—>x+ g(x)
Uwagi.
1. Reguta de I’Hospitala (RH) pozostaje prawdziwa dla granicy funkcji

lim L2 i granicy lewostronnej lim 22

x—x0 9(%) x-xqg 9 g’

2. Reguta de I’Hospitala pozostaje prawdziwa dla symbolu E]
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3. Zalozenia (RH) 1 - 4 s3 natychmiastowo sprawdzalne, obliczen wymaga
tylko granica ilorazu pochodnych. Zatozenie 5 nie musi by¢ spetione,

a mimo to istnieje granica ilorazu funkcji. Przyktadem jest tutaj granica

. x? sm—
lim = lim (
x-0 sinx x—>0

)(xsin3)=1-0=0.

sinx
Reguty de I’Hospitala w tym przykladzie nie mozna stosowac, nie

. .. . . . f(x i szinl - cosl
istnieje bowiem granica lim = lim———~=&
x-09'(x)  x-0 cosx

Przykiady. Obliczy¢ granice nastgpujacych funkcji:

. V1l4+x-1 0 . N
a) lim =H=llm“+x=—;
x—0 X 0 x-0 1
nx™"1 n
b) lim= (mnEN mn>2)—[]—llm — ==,
x—)lx - x—-1mx m
e* +00 ex +00 e*
c) lim =|—|= lim —=|—|= lim —=+oo;
x—+00 X +oo x—+o00 2X +00 x—+o0 2
E 2
. x—tg x T 02 . cos“x—1 0
@) lim = 0] = i T = iy L (0]
x—0t xtgx x-0t tg x+x ( > ) x—0t sinx-cos x+x 0
CoS“ X.
. 2 cos x(—sinx) 0
lim ~ : =-=0;
x—0+ cos x-cos x+sinx(— smx)+1 2
. x—tgx +00 . cos? x—1 0-1 2.
e) lim =|[—=|= lim = =—=-=;
x_)g xtg x +00 x_)g sinx-cosx+x  1-0+7 T
l = 1
nx +00 ] > .
f) llm—( EN)—[—]lem X _= |lim —=0;
x> xn +00 xo400 nxN~1 x—+00 X"

9 lm (V1+xZ—x)=[(+0) — (+x)] = lim —— L 7 [+oo =

X—+00 x—+00 V1+xZ+x

lim (V1+x%2—x) = [(+%) — (—»)] =

X—>—00

czyli ten przypadek nie wymagat stosowania (RH) ;
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3 321
h) lim x3e™ =[(+®) 0] = lim === 1 —=0;
X—+ xX—+o0o € x—+oco €
. . In(2-x)
. . 1 lim Lln(z—x) lim ——==
i) lim(2—x)x1 =[1%] = e x-1*+*1 =ex1t ¥l =
x—-1+t
—1
lim 2=X
= p xo1t 1 _e—l;
. i ; i P lim sinx-lnx
i) lim x57* = [0°] = lim eS™* ¥ = gxoot =e=1,bo
x—-0% x-0%
I 1
nx . "
lim sinx - lnx = [0-(—)] = = lim —*—=
x-0t O Sinx x-0 SinszOSX
. sin®x . sinx .
=— lim —=cosx =— lim —sinxcosx=-1-1-0-1=0.
x-0t X x-0t X

7.5 Wzér Taylora

Wzor Taylora dla wielomianu
Rozwazmy wielomian stopnia n-tego (a,, # 0):
P(x)=ag+a;x +ax>+--+a,x", x€ER, a, €ER, k=0,1,..,n
Dla dowolnego x, € R wielomian P(x) mozemy rowniez zapisaé
wpostaci  P(x) = Ay + A (x —x¢) + A (x —x0)% + -+ A, (x — x0)",
gdzie wspoétczynniki A, mozna wyznaczy¢, zauwazajac, ze
P(x) = 4y
P'(x) = Ay +24,(x — xg) + -+ nA,(x —xo)" 1, P'(xg) =4, ,
P'"(x) =24, + - +n(n—1DA,(x —x)" 2 , P"(xq) = 24,
i 0gdlnie P, (x,) = n!4A,

Zatem dla dowolnego x, € R, wielomian P(x) przyjmuje postaé

P(x) = P(xp) + 2% (x — xo)" .

P(")(xo)
(x —xp) + -+ ——
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Jak wiec widzimy dowolny wielomian P(x) jest zadany w sposob
jednoznaczny przez wartosci P, P’,...,P™ w dowolnym punkcie x,.

Powstaje pytanie czy analogicznie nic da si¢ przedstawi¢ dowolnej,
odpowiednio regularnej funkcji f. Okazuje si¢, ze jest to mozliwe przy

pewnych ograniczeniach.

Twierdzenie 7. (Wzor Taylora z resztqg Lagrange’a)
Zalozmy, ze funkcja f:(a,b) - R spefnia nastgpujgce warunki:
1. maw (a,b) ciggte pochodne do rzedu n;

2. maw (a,b) pochodng rzedu (n+1).

Wtedy
(7.11) b-ap
CE(ab)f(b)_f(a)+ f (a) + —— ol f (a)+ -+
e a) f(n)(a) + R,(a,b), gdzie
(712) Rn(a, b) (b—a)™* f(n+1) (C)

(n+1)!

W szczeg6lnosci gdy a = 0, b = x , otrzymujemy tzw. wzor Maclaurina

fO) =F(O)+=f(0) + -+ f(”)(0)+ — D (6x), 6 € (0,1).

(n+1)!

Uwaga. Istnieje wiele postaci wzoréw Taylora dla funkcji klasy C™*1 .
Ogoblnie mozna je zapisa¢ w postaci f(x) = W, (x) + R,,, gdzie W, (x) jest
wielomianem jak wyzej, a R,, nazywa si¢ reszta wzoru Taylora i ma r6zng
posta¢ w zaleznosci od metody uzytego dowodu (reszta w postaci catkowej,
Cauchy’ego, itd. [3]).
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Wsrdd rozlicznych zastosowan wzoru Taylora podamy dwa: sa to

dowodzenie nierownosci oraz przyblizone obliczanie wartosci funkcji.

Przyktady

1.

Obliczy¢ warto$é e z doktadnoscig do 107* .

Zadanie sprowadza si¢ do oszacowania reszty R,, we wzorze Maclaurina

dla funkcji f(x) =e*orazx = % Mamy:
1 () 1\"
Ve=ez= 1+%+%+---+%+Rn.
Szacujac reszte w postaci Lagrange’a otrzymujemy Kkolejno

1
e (1)7“er Ve 1 2 1 1
n T ) \2 (n+1)!127+1 T (m41)120H1 T 27(n+1)! 10000

27(n +1)! > 10* .
Sprawdzamy bezposrednio, ze dla

n=3,23=8,4'=24; n=4,2*=16, 5!=120;

n=>5, 2> =32, 6! = 720. Zatem wystarczy wzigé sze$¢ wyrazow

wzoru Taylora aby z doktadnoscia 10™* otrzymaé warto$é Ve , czyli
@)

1 1
mamy: ﬁz1+%+---+%.

Udowodni¢ nierdwnos¢:

Nalezy napisa¢ wzor Maclaurina dla funkcji f(x) = V1 + x z reszta

R, oraz Rz iuwzgledni¢ znaki tych reszt.

Wzor Taylora pozwala udowodni¢ nastgpujacy ogoélny warunek

dostateczny na ekstremum lokalne funkgcji.
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Twierdzenie 8. (warunek dostateczny na ekstremum lokalne)
Zatozmy, ze funkcja [ speinia nastepujgce warunki:
1. funkcja f jestklasy C™ w otoczeniu punktu (xo —8,xo +6), § >0
2. f'(x) =f"(x0) == f""(x) =0 ;
3. f™(x) #0.
Wtedy w punkcie x, jest:
1. minimum lokalne funkcji f gdy n =2k i f™(xy) >0;
2. maksimum lokalne funkcji f gdy n =2k i f™(x,) <0;
3. nie ma ekstremum funkcji f gdy n=2k+1.

Dowéd. Ze wzoru Taylora z reszta Lagrange’a mamy

(n)
£ - £ = LDz,

Xo<c<xlubx<c<xg, x€(xyg—08,xy+596).

Prawa strona zalezy tylko od znaku f™(c) = f@)(c) oraz (x — x)3 .
Ciaglos¢ £ zapewnia nam ten sam znak f™ w punkcie ¢, co w punkcie

X , co konczy dowdd.

Whniosek. Przypadek n = 2 jest szczeg6lnie wazny, ze wzgledu na przyszita
analogie dla funkcji wielu zmiennych. Zatem, gdy funkcja f jest klasy C?
w otoczeniu (xo—6,x9+6), d >0 punktu x, i f'(xy) =0 oraz
f"(xq) # 0, tow punkcie x, funkcja f ma ekstremum lokalne (minimum

gdy f"(xg) > 0; maksimumgdy f"(x,) <0).
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Przykiad. Nawet tak zaawansowane kryterium nie rozstrzyga wszystkich

problemow istnienia ekstremow lokalnych. Na przyktad funkcja

1
flx) = {e_x_2 dla x#0
0 dla x=0

ma oczywiscie minimum lokalne (a nawet najmniejszg warto$¢) w punkcie
x =0 . Jest to funkcja klasy C* (to znaczy ma pochodne wszystkich
rzedow), ale dowodzi si¢ nietatwo, ze f'(0) = f"(0) =+ =0.

Zadania, komentarze i uzupeinienia

Zadanie 1. Stosujac regute de I’Hospitala obliczy¢ granice funkcji:

. x—sinx . x*+3x-4 . e¥-1-x |
a) il_rfol x3 b) chl_T)Tll x2-1 ' C) iL_T)Y(% 1-cosx '
. x—sinx\ ., . 1 1Y) . . 1 1\ .
d) il_trol (x'sinx) ! E) chl_T)Té, (sinzx B x_z) ’ f) ff_rf(} (e"—l N ;) ’
] X tgn?x . . 3\2X . , eX
0) lim(e97) " n tim (1+3); ) hm
Zadanie 2. Sprawdzi¢ czy funkcje
1—x% dla x<0 3
a = Z o b = Vx2,
) F () {1 —x3 dla x>0 ) [0 = Va2

spetniajg zatozenia twierdzenia Rolle’a w przedziale (—1,1).
Zadanie 3.* Uzasadni¢, ze kazda z nastepujacych funkcji g € C* (0, %):

X

8) g(x) =tgZ; b)gln) == 0 g) =2, o) () =T,

sinx x-sinx xtgx

Wskazowka. Obliczy¢ g(0), g(g), g'(0), g (g) (ewentualnie jako
odpowiednie granice) oraz g'(x).
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Na przyktad w punkcie d) mamy

_ —tgx T\ _ 4. x—tgx _ 2
g(0) = l =0, g(;)—llm—_——,

0+ x-tg x x—>§_ xtg x T

na mocy przyktadow d) i e) ze strony 128. Ponadto mamy
1

sin2x '

g(x)———

skad otrzymujemy g'(0) = lin(} gx)=- é , namocy reguty de I’Hospitala.
X

~(3—-x%) dla x€(0,1)

Zadanie 4. Niech f(x) = .
i dla x € (1,+»)

Zastosowa¢ wzor (L) do funkcji f w przedziale (0,2) i wyliczy¢ warto$¢

posrednig c .

Zadanie 5. Stosujac wzor Taylora - Maclaurina dla odpowiednich funkcji
udowodni¢ nierownosci:
2 x4—

. x3 [x]5 x
a) V [sinx—x+=—|<—; b) V |cosx—1+=—<=.
x€ER 6 5! xER 2 4!

Zadanie 6. Stosujagc odpowiednio wzor Taylora - Maclaurina dla funkcji

f(x) =+ x),x >0, udowodni¢ nierowno$ci

a) Vv x——+

x
v 3(1+)3_ln(1+x)<x——+? :

b) Ile nalezy wzig¢ wyrazow we wzorze Taylora - Maclaurina dla funkcji
f(x) = In(1 + x) , aby otrzyma¢ wartos¢ In 2 zdoktadnoscig do 0.001.

c¢) Jaka doktadnos¢ daja nierdwnosci z punktu a) dla wartosci In 2 .
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Rozdzial VIII. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC III.
DOWODZENIE NIEROWNOSCI

Jednym z najwazniejszych zastosowan pochodnych jest dowodzenie
nierownos$ci. Moga one mie¢ rozny zapis oraz by¢ zalezne od jednej, badz
wielu zmiennych.

Wyréznimy cztery metody 1 pokazemy kilka przyktadow na kazda z nich.

8.1 Metoda I. Zastosowanie monotonicznosci funkcji
Niech f i g beda ciagte w (a, b) i rdzniczkowalne w (a, b). Najbardziej
typowa nieréwnos$¢ ma postaé:

(8.1) v fx)=g0),

x€{(a,b)

co oznacza, ze wykres funkcji f(x) lezy nad wykresem g(x) w catym
przedziale (a, b). Punkty koncowe x = a i x = b sprawdzamy oddzielnie,
a ponadto wazng rzeczg jest przypadek rownosci w (8.1), ktory réwniez

powinien by¢ dyskutowany. Nierdéwnos¢ (8.1) zapiszmy w postaci:

(8.2) V  f(x)—gkx)=h(x) =0,

x€(a,b)
ktéra zachodzi (co tatwo wida¢ z ilustracji graficznej), o ile spelnione sa

nastepujace warunki:

83) (L h(a)=0
v )hl(x) >0 = h(.X') T(a,b) = xe;V(;J))h(X) > 0.

' x€(a,b

Nazwijmy te metode ,,metodg startujagcego samolotu”.
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Przyktady
1. Udowodni¢ nierownosci:

V sinx<x<tgx.
xe(o,g)

Nierownos¢ sinx <x  jest roéwnowazna  nieréwnosci

f(x)=x—sinx>0, x€ (0,%).
Mamy: f(0) =0, f'(x)=1—cosx>0 dla x€ (Og) co
implikuje f(x) >0 dla x € <o,§>.

Analogicznie: x <tgx © g(x) =tgx —x = 0,x € <0§) :

1 __1-cos?x _ sin®x

Mamy g(0) =0 i g'(x) = —-1=

cos?x cos? x cos?x

tg?x > 0,

x € (Og) co implikuije g(x) >0 dlax € <O§) Zatem obie
nierownosci 1 sg prawdziwe, a znak rownosci zachodzi tylko dla x = 0.

y y = tgx Interpretacja geometryczna nierOw-
nosci 1. oznacza, ze prosta y = x jest
styczng, do wykreséw funkcji y = sinx
i y = tg x w punkcie (0,0) , rozdzielajac
y=sinx przy tym te wykresy.

. Whiosek. Z prawej strony nieréwnosci 1.

<
Il
=

wynika, ze % >cosx,x € (0,%).

Uwaga. Czesto spotyka¢ bedziemy rozne ,,wzmocnienia” znanych
nierdwnos$ci. Na przyktad interesujacym wzmocnieniem nierownosci 1.

jest tak zwana nierownos¢ Huyghens’a:

136



ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC Il

V 2sinx+tgx =3x.
xe(O,%)

Istotnie, jezeli oznaczymy f(x) = 2sinx +tgx —3x,t0 f(0) =0
1
cos?

2 cos3 x—3 cos? x+1
-3 = > = [t =cosx] =
x cos? x

oraz f'(x) =2cosx+

3_qa42 —1)2 .
=28t @UDETD o 6 dla ¢ > 0, tojestdla x € (Og)

t2 t2

Zatem metoda ,,startujagcego samolotu” dowodzi prawdziwosci 2.

V x—2x2<In(l+x)<x.
x20 2

Znak réwnos$ci ma miejsce tylko dla x = 0.

Oznaczmy f(x)=In(1+x)—x+ %xz. Mamy: f(0) =0 oraz

- 2_ 2 . . .
Fl)=——14x="2E2*_ X S 0dlax >0, coimplikuje
1+x 1+x 1+x

f(x) = 0. Analogicznie, gdy g(x) = x — In (1 + x), to g(0) = 0 oraz

' —1__Lt __* i ikui
gx)=1 1+x—1+x>0dlax>0,00|mpllku1e gx)=0,x=0.

Przedstawiajac prawa strong nierownosci 3. W postaci

V Inx<x-1,
x>0

(ze znakiem rownosci tylko dla x = 1) mozemy z niej otrzymac inng
wazng nierownos$é. Otoz podstawienie x = ef, t € R daje:

Inet < e’ — 1, co oznacza prawdziwo$¢ nierdwnosci

V e*>x+1,
xER

ze znakiem réwnosci tylko dla x = 0.
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Uwaga. Pokazemy teraz, jak z nierownosci Inx <x—1 przez

odpowiedni dobdr x > 0 mozna otrzymac elegancki dowdd nierownosci

Cauchy’ego:
X1 +Xp+ 42X
v Gp = XXy oy S —2—T1 =4, .
xl,xZ,...,xn>0 n
nz2

Napiszmy nieréwnos$¢: Inx < x — 1, x € (0,+) dla:

X X X - .
x==2, x==2,..,x ==, gdzie x; >0,i =1,2,..,n.
An An An
X X X X X X
Otrzymamy: In-*<=2—-1, In2<=2-1,...,In-2<2L-1.
An  An Apn — An An — A4n

Dodajac stronami powyzsze nierdéwnosci oraz wykorzystujac prawa

dziatan na logarytmach i definicj¢ A4, otrzymujemy:

X X X X1 +x, +--+x
ln—1+ln—2+---+ln—nS ! 2 " ne
Ay Ap Ay Ay
Xq1Xo o+ X nA
@lnlzn =< n—n=0<:>x1x2~--xn£Aﬁ<:>
Ay Ay

n x1+x2+~-~+xn
o6, = 1/xlxz---anAn=—n ,

a znak rownosci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy:

X X X
1=_1=_2==_71 @x1=x2=...=xn_
An An ATL

Uwaga. Istnieje wiele dowoddéw nierownosci G, < A4,, , a przedstawiony
powyzszy dowod jest jednym z najprostszych. Pokazuje on z jednej
strony tadne zastosowanie nierownosci Inx < x —1 do otrzymania
nierownosci dla funkcji wielu zmiennych, a z drugiej strony rozstrzyga

wazny przypadek znaku rownosci.
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7. (a+b)P <aP + bP.
b>0

pe(0,1)

Nieréwnos¢ 7. jest oczywiscie prawdziwa dla p = 0, a przypadek

p = 1 daje znak rownosci, wiec mozemy zatozy¢, ze p € (0,1)
Zawsze mozemy zatozy¢, ze na przyktad a > b = boxe (0,1)

Dzielgc 7. przez aP otrzymujemy:

(1+§)p s1+(§)p o v (Q+0P<1P+ar,

pe(0,1)
Wykazemy, ze

= b _ P>
xe(o1) f(x)=1+xP-(1+x) 0,

stosujac ,,metodg startujacego samolotu”
Mamy

f(0) =0, f'(X) =pxP Tt —p(Q+ )P =pxPt -1+ 0P =

=p [xl v )1 p] Z ostatniej postaci f'(x) wynika, ze f'(x) > 0

dlax € (0,1) i p € (0,1), azatem istotnie f(x) =0 dla x € (0,1)

Szczegbdlnie waznym przypadkiem nierownosci 7. jest

1
pP=5
n € N, n > 2. Otrzymujemy wtedy nierdwno$é b<3Na+b.
8. v sina>sinﬁ ; tg_a<ﬂl
0<a<p<i @ B @ B

. oY) . . . sint
Powyzsze nierOwnos$ci oznaczaja, ze funkcja f(t) =

jest
funkcja malejacg, a funkcja g(t) = titt jest funkcja rosngca w prze-

dziale (o, g).
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cost-t—sint _ cost-(t—tgt)
t2 - t2

Mamy f'(t) = < 0 poniewaz tgt>t,

t € (0, g), skad wynika, ze f(t) = %nt jest funkcjg malejacag w (0, g)

. . tgt
Analogicznie dla g(t) = -2~ mamy:
1 1 sint . .
g'(t) = o2t tat _ UoZt cost _ tosintcost _ sint(1-cost) >0
t2 t2 t2cos?2t —  tZcos?t ’

skad wynika, ze g(t) jest funkcjg rosngcg w (O, g) to jest % > 92

a

na mocy definicji monotoniczno$ci funkcji.

8.2 Metoda II. Zastosowanie twierdzen o wartosci Sredniej

Najczesciej stosowanym twierdzeniem o wartosci $redniej do dowodu

nierowno$ci jest wzor Lagrange’a, dajagcy mozliwo$¢ nierownosci

,»dwupunktowych’:

Twierdzenie. (Lagrange’a)

Jezeli funkcja f jest ciggta w (a, b) i rézniczkowalna w (a, b), to ma miejsce

rownos¢ (wzor Lagrange’a):

(L) f®-f@ _ ¢
ce(a,b) b-a f (C) '
Oznaczajagc m'(M") = inf (sup f'(x)), mozemy napisa¢ nierbwno$¢:
x€(a,b)
(84) ml < f(b)-f(a) < M/ )
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Przyktady

1.

o Tie <arctgx < x.

Niech f(t) = arctgt , t € (0,x) , x> 0.Wzbr (L) daje:

OO _ L ce@x) . Ale1<l+c2<1+x? =
x—=0 1+c
1 1 x
< <
21>——=>—= > S=sarctgx=<x.

Dla x = 0 zachodzi znak rownosci.

2.V —<In(l+x)<x.
x=0 1+x

Niech f(t) = In(1+t), t €(0,x), x > 0. Wzbr (L) daje:

In(1+x)-In1 _ 1 ce (0, x), to jest In(1+x) _ L
x—0 1+c 1+c
1 .1 1 .
Ale <1l i —>— bo c € (0,x), skad otrzymujemy

nierownos$¢ 2. Dla x = 0 mamy znak rownosci.

Whniosek. Ktadac x = % , k €N, n>2 otrzymamy:

8.5 1 _ 1
(8.5) — <ln(k+1) —Ink) <+ .

Przyk#ady

1. Nierownos¢ (8.5) ma tadne zastosowanie do zbadania zbieznosci trzech
ciaggow:

_\n 1

1
H, = 75:1;1 Yon=H,—Inn+1), Sn = Xh=1s -
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Stosujac nierownosci (8.5) dla k = 1,2, ...,n otrzymujemy
~<n2-In1<1,
l<ln3—ln2 <3,
3 2
1 1
—<Inn+1)—-Inn<- ,
n+1l n
skad po dodaniu otrzymujemy

n 1 1
Hn+1—1=Hn—m<ln(n+1)<1+5+---+;=Hn_

Z powyzszych nierdwnos$ci wynikajg nastepujace wnioski.
1 Hy>In(n+1) © Tpy 7> In(n+1) = lim. Spiz =+, awie
ciag (H,) jest rozbiezny do (40) .
2. Z drugiej strony otrzymujemy y,=H,—In(n+1) >0 oraz

H,—In(n+1) < # < 1, co oznacza, ze ciag (y,) jest ograniczony

z gory przez 1. Wykazemy, ze ciag (y;,,) jest rosnacy.
Mamy: y, =H,—In(n+1) , Yps1 = Hpy1 —In(n+2).
Zatem ¥, —Vps1 =Hp,—In(n+1) —H,y; +Iin(n+2) =

=221 -y (1 + L) ——<0na mocy (8.5). Oznacza to, ze
n+1 n+1 n+1 n+1

Yn = Vn+1 < 0= Yn+1 > Yn = (Vn) T , @ WiQC cia}g (Vn) jako
rosngcy i ograniczony z gory jest zbiezny.
Oznaczajac lian Yn =¥, mamy y € (0,1). Stata y nosi nazwg statej
n—-+oo
Eulera-Mascheroniego i jej warto$¢ przyblizona wynosi y = 0.577 ....

Nie wiadomo czy y jest liczbg wymierng, czy niewymierna.
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i -1 .t L4 _yn
3. Niech Sp =~ +n+2+ t— = Dk=17% . Wykazemy, ze ciag

(sp) jest zbiezny oraz, ze nl_1>moo S, =1In2.

Podstawiajac do nierownosci (8.5) k=nn+1,..,2n—1, neN,

otrzymamy:
L <Ilnn+1)—Inn) < l

—<ln(n+2)—ln(n+1)<:

1 1
—— <In2n)-m2n—-1) < Py }
Sumujac powyzsze nierOwnosci stronami otrzymujemy
Sp < ln(%n) =In2 <sn+%,

skad wynika, ze lim s, = In2.Zauwazmy, ze s, = H,, — H,, .
n-+oo

Przyktady. Uogdlnieniem wzoru Lagrange’a jest wzor Taylora uwzgled-
niajacy pochodne wyzszych rzgdow niz jeden. Otrzymywanie odpowiednich
nieréwnosci sprowadza si¢ do okreslenia znaku reszty.

TL

1. Udowodni¢ nieréwnosé VO e*>1+x + + + =
X2

Wykorzystujac wzor Taylora - Maclaurina mozemy napisac:

2 3 n n+1
V oe*=1+x+>++ -+ 4. Z— |
x=0 2! 3! n! (n+1)!

6e(0,1).
Dodatnio$¢ reszty implikuje prawdziwos¢ nierdéwnosci.
2
2. Udowodni¢ VO 1+§x—%SV1+xS 1+%x :
X2

Napisa¢ wzor Taylora - Maclaurina dla funkcji f(x) = V1 + x i zau-

wazy¢, ze kolejne reszty Ry 1 R, majg rézne znaki.
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8.3 Metoda III. Zastosowanie teorii ekstremow

Zapisujac niektore nierdwno$ci w postaci: <Vb> m<f(x) <M,
x€{a,

widzimy, ze dowod powyzszej nierownosci sprowadza si¢ do wyznaczenia:

sup f(x) 1 inf f(x).

x€(a,b) x€(a,b)
Przyktady
1. v ExSsinxSx.
x2(02) ™

sinx

< <1.

RIS

Napiszmy nasza nier6wnos¢ w postaci: V

s X
x2(0,)

Niech £(x) = 222, x € (0 g) i F(0)=1.
Jak wykazalismy wyzej funkcja f(x) = % jest malejaca w (0, g)

i ciggla, gdy przyjmiemy f(0)=1. Stad max f(x) =f(0) =1
XE(O,E>

oraz min f(x) =f (E) =2 ¢o konczy dowod.
x€(0.%) 2/ m

P — x)P
x€(0,1) 2P~ 1_x +t@-0P<1.
p>1
Funkcja f(x) = xP + (1 — x)P jest ciagta w (0,1) i rézniczkowalna
w(0,1),aprzytym f(0) =1, f(1) =1.
Ponadto f'(x) =pxP™! —p(1 —x)P71 =

:p[xp—l_(l_x)p—l]:() ox=1—x c}x:%.
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Zatem f(;) fmin(x) = min_f(x) = (—) (l)p =2 —=—

x€(0,1)

Oczywiscie xrg(%alc)f(x) =1=f(0)=f(1).

Nieco ulepszong wersjg nierbwnosci [nx <x—1, x>0 jest
nieréwnos¢
V Inx<2Vx—2=2Hx—-1).
x>0
Mamy wykazaé, ze: f(x) = Inx —2/x +2 <0, x > 0, CO 0znacza,

ze wystarczy wykaza¢ nierownos¢

sup f(x) <0.
x>0
1 1—/x
Mamy f(1)=mn1-2+4+2=0 |, f(x)_;—F= =0

o x =1, stad mgoxf(x) =f(1) =0, bo limF f(x) = —o0 oraz
X —)

. . 3 nx B
xl_t)anmf(x) = xQTm(lnx 2Vx +2) = lim \/—( 2+ \/_) o0

X—+00

co konczy dowdd, a ilustracja graficzna jest podana nizej.

=lnx—2Jx+2

- - - -

punkt
----------- przegiecia
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8.4 Metoda IV. Zastosowanie wypuklosci funkcji

Definicja. Niech f bedzie funkcjg rzeczywistg okreslong w przedziale (a, b),
a < b . Méwimy, ze funkcja f jest wypukia w (a, b) (wypukia do dotu) jezeli

(8.6) v fAixg + A32) < A4f(x1) + 221 (x2) -

x1,X2€(a,b)
A1,A2€(0,1)
ll+12=1
Uwaga 1. Mowimy, ze funkcja f jest Wklesta w (a, b) (wypukia do gory), gdy

(—=f) jest wypukia.

Niech W, oznacza wykres funkcji y = f(x), x € (a,b) .

Uwaga 2. Terminy wypukta do dotu i wypukta do gory uzywac bedziemy ze

wzgledu na ksztalt wykresu Wy funkcji f, co bedzie rozwazane nizej.

Uwaga 3. W definicji (8.6) funkcji wypuktej nie ma mowy o zadnych innych
wtlasnosciach funkcji. Dla prostoty ilustracji graficznych zaklada¢ bedziemy

ciggtos¢ funkcji f W (a, b) , ma bowiem miejsce wlasnosé

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja rzeczywista f jest wypukfia w (a,b) , to jest

ona cigglaw (a,b).

Podamy teraz interpretacje geometryczng warunku wypuktosci (8.6). Jak
pamigtamy z twierdzenia Lagrange’a przy dowolnych punktach
X1,X, € (a,b) oraz 14,1, €(0,1), A, + A, =1, punktx; = A%, + A,x5,
jest dowolnym punktem przedziatu (a, b).
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Analogicznie A1f(x;) + A2f (x2) € (f (x1), f(x2)) .

e

Liczba f(x;) to warto$¢ funkcji f w punkcie x;, czyli punkt
M = (x;; f(x;)) nalezy do wykresu funkcji y = f(x) . Natomiast punkt
M' = (xp; 1f(x) + A,f(x;)) lezy na cieciwie laczacej punkty
My = (xq, f(x1)) 1 M, = (x5, f(x3)) . Nierownos¢ (8.6) oznacza wigc, ze
dla funkcji wypuktej f kazdy tuk wykresu Wy funkcji y = f(x) taczacy
punkty M; i M, lezy ponizej cigciwy taczacej te punkty.

Najlepszym przyktadem funkcji wypuklej w R jest funkcja f(x) = x?2 ,
ktorej wypukto$¢ mozna udowodnic¢ z definicji.

Warunek (8.6) mozna rozszerzy¢ na n - punktow x4, X5, ... X, € (a, b).

Nietrudny dowdd indukcyjny pozostawiamy czytelnikowi.
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Twierdzenie 2. (Nierownosé Jensena)
Jezeli [ jest funkcjg wypukig w (a,b) , to
(8.7) v f k=1 X)) < Zie=1 S (xic) -

X1,%X2,.,Xn€(a,b)
nz2, neN
Ag20, YRoq k=1
Uwaga. Znaczenie nierownosci Jensena jest nie do przecenienia, bowiem ma
ona miejsce dla kazdej funkcji wypuklej 1 rozszerza nierownos¢ (8.6) na
n-punktéw. Ponadto mamy mozliwo$¢ dobierania warto$ci parametrow A ,
ktére czgsto sa nazywane ,,wagami”. Ilustracj¢ pokazemy nizej na kilku
przyktadach.
Zamknijmy teori¢ funkcji wypuklych dwoma twierdzeniami
pokazujacymi  wlasnosci  funkcji  wypuklych  przy  zalozeniach
rézniczkowalnos$ci funkcji f, co daje dalsze mozliwosci zastosowan (nieco

mocniejsze zatozenia dotyczace f utatwia nam ilustracje graficzng - zreszta

we wszystkich przyktadach nizej, beda one spetnione).
Twierdzenie 3. Funkcja f klasy C(a, b) jest wypukta w (a, b) wtedy i tylko
wtedy, gdy jej wykres Wy lezy nad dowolng styczng do tego wykresu

w punkcie x, € (a, b) to znaczy, zZe jest spetniona nierownosc:

(8.8) V o y=fx)2=f(x)+ f'(x0)(x — x0).

x,x0€(a,b)

Twierdzenie 4. Funkcja f klasy C?(a, b) , jest wypukta w (a, b) wtedy i tylko
wtedy, gdy

n >
(8.9) ety | (x) =0,

i nie zeruje sie na zadnym podprzedziale przedziatu (a,b) .
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Whniosek. Warunek (8.9) daje analityczng charakteryzacje wypuklosci
szerokiej klasy funkcji (z definicji wypuklo$¢ jest trudna do sprawdzenia).
Stosujac wtedy twierdzenie 3 1 nierowno$¢ Jensena (twierdzenie 2) oraz
definicje funkcji wypuktej mamy mozliwos¢ uzyskania nieograniczonej
ilo$ci rozmaitych nieréwnosci.
Przyktady funkcji wypuktych:
a) f(x)=x",neN,n=>2,x€eR; b) f(x)=e*, xeR;
) fx)=—Inx, x>0; d) f(x) = —sinx, x €(0,m) .
Wypuktos¢ powyzszych funkcji stwierdzamy stosujac twierdzenie 4.
Kilka innych przykladow funkcji wypuklych poznamy nize;j,

W konkretnych nieréwnosciach.

Przyktady
1. Funkcjay = Inx, x > 0 jest wypukta do goéry w (0,+o0) bo f'(x) = %,

" 1 L .
f'(x)=- — < 0, wigc jej wykres lezy pod dowolng styczng dla x > 0.

Na przyktad styczna w punkcie (1,0) ma rownanie y — 0 = 1(x — 1),
to jest y = x — 1, czyli mamy nier6wnos¢

\4 Inx<x-1,
x€(0,+00)

zrownos$cig tylkodlax = 1.
Biorac styczng w punkcie (e, 1), ktorej rownanie jest nastepujace

y—1= é(x —e)= f —-1=y= f , otrzymujemy kolejng nierdéwnos$¢:

\4 Inx <= ,
x€(0,+) e

z rownoscig tylko dla x = e, itd.
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Biorac sieczng przechodzaca przez punkty (1,0) i (e, 1)
otrzymaliby$my odpowiednie oszacowanie od dotu dla f(x) = Inx dla
x €(1,e).
2. Wypuktos¢ do gory wykresu funkcji y
f(x) =sinx w (0, g) daje potozenie ! 'y':;n'x'" :
|
siecznej taczacej punkty (0,0) i (g, 1) y=1x |
2

pod wykresem funkcji y = sinx, co

oznacza wykazang wcze$niej nieroOwnos¢:

. 2
v L sinx ==X,
xE(O,E) n

3. f(x)=sinx, x €(0,m) jest wypukta do gory, bo f'(x) = cosx,
f"(x) =—=sinx <0, x € (0,m) , stad na mocy nierdwnosci Jensena

o n <_ym .

N AP Qr=1 Akxr) < = DpRoq AkSinxy .

n=2
Akz0, YR_i Ak=1

W szczegolnoscidlady =4, = - =1, = % mamy:

X1+xo++xp > Sinxq+sinxy+--+sinxy

sin
nz2 n n
X1,X2,..,Xn€(0,TT)
4. Rowniez nierownos$¢ Jensena zastosowana do funkcji wypuklej
f(x) =—Inx,x >0 daje uogdlniong nierownos¢ pomiedzy srednig

arytmetyczng i geometryczna.
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Mianowicie mamy

—In (o exy) < —Chei Aklnxy) ©

S In (Xk=1 exx) = Xk=1In x,i"‘ =lIn (x{11 X2 x;}”) &
(8.10) xfl -xglz S x,f” < Aixg +Ax + 0+ Auxy,

gdzie x, >0, i=12,..,n, 4, =0 oraz Y p_,; 4, = 1.
W szczegélnosci dla A, =14, = =1, = % mamy klasyczng
nieréwnos¢ G, < A,; natomiastbiorgc 4y =a, 1, =1—a, a € (0,1)

otrzymujemy z (8.10):
(8.11) xFxi < ax;+ (1 - a)x,.
Powyzsze uogdlnienie nierownosci G, < A, przez potozenie a = % ,

1 . :
l—a= ;b > 1 oraz zastgpienie x; = xP, x, = y9, daje znang

nierownos¢
1 1
V x-y<-xP+-y7,
(8.12) x,y>0 P q
p.q>1
1,1,
P q

wykorzystywana do dowodu nieréwnos$ci Holdera:

1 1
Vo Yroiagbe <(Zkoial)? - (Zhaa BT

ay,by>0
(H) k=1,2,..,n

n22
p.q>1;

1.1
—-=1
P a
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Nierownos¢ Holdera dla p = q =2 daje znang nierownos¢ CBS.

Z nieréwnos$ci Holdera mozemy otrzymacé tez nierownos¢ Minkowskiego:

M) a0 Cher(@ + 5P < (Bimy )P + (R b7

k=1,2,...,n
p>1

Udowodnimy teraz nierowno$¢ Holdera 1 pokazemy jej wykorzystanie

do udowodnienia nieréwnosci Minkowskiego.

Dowad. Zacznijmy od nierdwnosci (8.12).
Piszac nierownos¢ (8.12) dla x=—2%— j y=—"E
(Zk=1al)? (ZR=1b0)1

k=1,2,..,n isumujac otrzymamy

apby <

1 1
(Zk=1 ag)P (Zk=1 bZ)"

1 (ZE=1 aﬁ) 1 (Z};L:l bltcz) —

n p n q
14 k=1 ak q k=1 bk

1 1
= Yi=1 by < (22=1 a,’?)” ) (22=1 bZ)" < (H).
Zastosujmy teraz nieréwno$¢ Holdera (H) do dowodu nierdwnosci
Minkowskiego (M).
Mamy: (ak + bk)p = (ak + bk)p_l(ak + bk) =

= ar(ag + b)?™* + b(ap + )P =
“ (H)

n
Ly = Z ar(ay + b )Pt + z b (ay + b )Pt <
k=1

k=1

1 1 1 1
< (Bho1 )P (Shoa(ag + b P~ D)a + (B2 b )P (Thoq(ax + bp) 1P~ D)d

152



ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC Il

l+l:1
p q 1
=1- 112t = Qkoi(ag + b)P)a [(Zk 1ak) + (Xk- bg)ﬁ].
q p P
qp—1) =p

Czyli mamy kolejno

k=1(ax + bp)? < (X=q(ax + bk)p)pT?l [(Z;cl=1 ai); + (ZTI;=1 blzc))z] =

p-1

1 1 ,
=> (CRaa(a + b)) 7 7 < (Shoyaf)? + (S )7 = P

Zadania, komentarze i uzupeinienia

Zadanie. Stosujac dowolng metod¢ udowodni¢ nastepujace nierownosci,
aw przypadku jednej zmiennej podaé ich interpretacj¢ geometryczna.

Wyjasni¢ przypadek znaku réwnosci.

x—1
——< <x-Z+X. 1< .
a) XZ’O x In(1+x)<x + b) x\z’l 2x Inx < Nl
c) V x+1<e*<(e—1x+1; d V Imx<vVvx—-1;
x€(0,1) x=1
X3
e) V  tgx=x-——; f) V e¥>ex;
xE(O,TZ—r) 6 x€ER
x3 . x?
g V x—=<sinx<x,; hy V cosx>1—-=;
x=0 3 x=0 2
i) b tga—tgB<>L. j) v 2vx=3-1;
g g cos?a’ x=1 - x’

- <
0<p<a<y €08 B

x3 x3 2 —x2 1
kY V x—=<arctgx <x-——, 1) 1—-x*<e <—;
x€(0,1) 3 6 xE(O 1) 1+x

2k 2k—1 n 2k
m Xi <n X;
) i=1.2,..n OXERELY =1
x>0
keN
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Uzupelnienie. Uwagi dotyczace nierownosci logarytmicznych

W dowodzeniu wielu konkretnych 1 waznych nieréwnosci, nierownos$ci
logarytmiczne grajg szczegdlnie wazng role. Znajdujg si¢ one w tresci
wyktadu, jak rowniez w powyzszych zadaniach. Zauwazmy, ze dotycza one
funkcji f(x) = In(1 + x) lub g(x) = In x przedziatach (0, +0), (1, +0) i
kazda z nich ma swoja specyfike i1 nie zawsze transformuja si¢ elegancko z
funkcji f na g ivice versa. Kazda z nich czg¢sto mozna udowodni¢ kilkoma
metodami (monotonicznos$¢, wypuktos¢, wzor Lagrange’a czy Taylora).
Jedna z najwazniejszych nierownosci jest

1
X—E, keN

X 1 1
v mSln(1+x) <x =m<ln(k+1)—ln(k) <<
ktorej kilka zastosowan podalismy wyzej.

Chcieliby$Smy zwrocié jeszcze uwage na trzy proste nierdwnosci:

a) V Inx<+x-— - (zad. 1 (c)), ktora zastosowana dla x = 2,3, ...,n
x>0 Vx

daje niezte i proste oszacowanie dla (n(n!) :

In(m) < XiVk—Yi,

1

\m<(An<Kn)<

<n- /nTﬂ+2—2\/n+1<2+(n—2)\/n+1, n=2.

b) Vv <inx <%, ktora wynika z wiasnosci wypuktosci funkcji
x€(l,e) € e

f(x) =Inx w (1,e) (potozenie wykresu funkcji f(x) =Inx nad
sieczng taczacg punkty (1,0) i (e, 1) ipod styczng w punkcie (e, 1)).

<x<-— -
C) xeXm) m1+x)<x<-mn(1-x),

ktoérej dowod wynika wprost z wykresu 1 wlasno$ci wypuklosci.
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Rozdzial IX. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC IV.
OPTYMALIZACJA FUNKC]JI JEDNE] ZMIENNE]

Wyznaczanie wartosci ekstremalnych funkcji y = f(x) w danym zbiorze
A c R jest praktyczng ilustracjg zastosowania pochodnych. Podamy ponizej
kilka praktycznych zastosowan (z codziennego punktu widzenia), ktore
ilustruja w sposob przejrzysty do czego moze rdéwniez stuzy¢ rachunek
rézniczkowy. Nasze przyktady poprzedzimy punktem omawiajacym
podstawowe wiasnosci krzywych stopnia II na plaszczyznie, znajomosc

ktorych jest potrzebna kazdemu studentowi.

9.1 Krzywe stopnia Il na ptaszczyZnie
Ogolne rownanie krzywej stopnia I na ptaszczyznie kartezjanskiej 0XY
ma postac

(9.1) Ax+By+C=0, A>+B?2>0.

Jest to ogolne rownanie prostej (1) , dla ktorej wektor 7 = [A, B] # 0

jest wektorem normalnym (to znaczy 7n L 1).

Inne postaci rownania prostej (l) na ptaszczyZznie:

- kierunkowe y = mx + k , gdzie m = tg a nazywa si¢ wspotczynnikiem
kierunkowym prostej (1) , gdyz a jest miarg kata jaki prosta (1) tworzy
z dodatnim kierunkiem osi OX,

-odcinkowe =+> =1, gdzie 4 =(a0) i B=(0,b) sa punktami
przecigcia prostej (1) z osiami uktadu wspotrzednych,

sa znane czytelnikowi i w razie koniecznos$ci bedziemy je réwniez stosowac.
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Mozna udowodni¢ (kurs geometrii), ze:

Twierdzenie 1. Rownanie o wspotczynnikach rzeczywistych i zmiennych
x,y € R, majgce postac
(9.2) Ax*+2Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0, A2+B?>+C*>0,
przedstawia na ptaszczyznie 0OXY':
a) krzywe niezdegenerowane: okrgg, elipse, hiperbole lub parabole, lub

b) krzywe zdegenerowane: dwie proste lub prostq podwdjng, lub

C) punkt lub zbior pusty.

Przyktady

1. x?+y? =2 - okrago srodku (0,0) ipromieniu r =+/2.

2. x*+y?2—2x+4y—11=0 - okrag o $rodku (1,—2) i promieniu
=4.

<

3. % + y; =1 - elipsa o srodku (0,0) ipdtosiach a = 2, b =2, ktorej
osiami symetrii sg osie uktadu wspotrzednych.

4, x*—y? =2 - hiperbola rownoosiowa, ktorej osiami symetrii sg osie
uktadu wspotrzednych.

5. y? =4x - parabola o wierzcholku (0,0) i galeziach symetrycznych
wzgledem osi 0X.

6. x> —2y?2=0 © x =2y V x = —/2y - dwie proste przecinajace sic.

7. (x—2y)? =0 - prosta podwdjna y = %x :
8. x2+y?=0 - punkt (0,0).
9. x2+y%=—1 - zbidr pusty.
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Podstawowym naszym zainteresowaniem beda cztery krzywe
niezdegenerowane, dla ktorych bedziemy uzywaé réwnan w tak zwanej
postaci kanonicznej (celem prostoty obliczen, co nie bedzie zmniejszaé
ogolnosci rozwazan):

1. Okrag O((x0,¥0);7) o $rodku w punkcie (x, o) i promieniu > 0:
(x=x0)*+ (y —y0)> =712,
2. Elipsa € o potosiach a oraz b, ktorej osiami symetrii sg osie uktadu
wspotrzednych OXY :
JER

Yo _
§+b_2_1'

3. Hiperbola H o poétosiach aib , ktorej osiami Symetrii sa osie uktadu

wspotrzednych OXY :

4. Parabola P o wierzchotku w punkcie (0,0) i ognisku (g, 0):
y? = 2px .

Osig symetrii jest 0§ 0X , a parametr p jest dodatni gdy x > 0 (ujemny
gdy x < 0).

Wzory na parametry tych krzywych, takie jak mimos$rdd, ogniska,
asymptoty, kierownice itp. bedziemy podawaé¢ w konkretnych zadaniach, gdy
bedzie taka potrzeba.

Przypomnimy na zakonczenie bardzo wazne wtasnosci tych krzywych,

ktore stuza do uzyskania wyzej wymienionych rownan:

Definicja. Okrgg jest to zbior punktow na ptaszczyznie rownoodleglych
0 statqg wielkos¢ r > 0 (r-promien okregu) od ustalonego punktu zwanego

srodkiem okregu.
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Definicja. Elipsa jest to zbior punktow na plaszczyznie spetniajgcych
warunek, ze suma odlegtosci kazdego z punktow tej krzywej od dwoch

ustalonych punktow (ogniska elipsy) jest stata.
Definicja. Hiperbola jest to zbior punktow na plaszczyznie spetniajgcych
warunek, ze wartos¢ bezwzgledna roznicy odleglosci kazdego z punktow tej

krzywej od dwoch ustalonych punktow (ogniska hiperboli) jest stata.

Definicja. Parabola jest to zbior punktow na ptaszczyznie spetniajgcych
warunek, ze odleglos¢ dowolnego punktu krzywej od ustalonej prostej
(kierownica) jest rowna odlegtosci od ustalonego punktu (ognisko).

9.2 Przyklady praktyczne optymalizacji funkcji y = f(x)

Podamy nizej 10 przykladow optymalizacji funkcji y = f(x),
x € A c R, wynikajacych z potrzeb ,,praktycznych”.

Zadanie 1. Niech K.(x) = x® —5x + 250 bedzie kosztem calkowitym
wyprodukowania x jednostek pewnego dobra. Wyznaczy¢é wielko$é
produkcji dla ktorej koszt przecigtny jest najmniejszy. Dla tej wielko$ci
produkcji obliczy¢ warto§¢ kosztu krancowego 1 elastyczno$¢ kosztu

catkowitego. Podac¢ interpretacj¢ otrzymanych wynikow.

Kc(x) —
x

Rozwigzanie. Mamy K, (x) = f(x) = x? -5+ 2750 , x>0,

250 2x3-250

ffl=2x-"5F=0"—7 =0eox3=125=2x=5=>

= f(5) =minf(x) =70, K,(5) =70.
x>0
Koszt krancowy K/(x) =3x? -5, K'(5) =75 —5 = 70, a elastyczno$é

_ . KX) _ 70 _ )
Ef(K.(x)) = Xl =70 = 1% .
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Zadanie 2. Cisnienie krwi u pacjenta zmniejsza si¢ o wielkos$c
D(x) = 0.025x2(30 — x) po podaniu iloéci x pewnego leku. Jaka ilo$¢ leku
powoduje najwiekszy spadek cisnienia? Jaki spadek ci$nienia nastgpi wtedy

u pacjenta?

Rozwigzanie. Niech f(x) = x2(30 — x) = 30x% — x3, x € (0,30). Mamy
F(0) =0, f(30) =0 oraz D'(x) = 60x —3x2 =0 & x =0V x =20,
zatem max f(x) = f(20) = 400 - 10 = 4000 - D(20) = 100,

czyli dawka leku x = 20 spowoduje maksymalny spadek ci$nienia o 100.

Zadanie 3. Dwa kominy fabryczne A i B o tej samej wysokosci potozone

sa w odlegtosci 21 km. Laczne stgzenie zanieczyszczen emitowanych przez

. . . ) _ ks ko
te dwa kominy na odcinku AB dane jest wzorem: S(x) = — + a1
gdzie x jest odleglosciag od jednego z komindéw, natomiast k; i k, s3

dodatnimi stalymi zaleznymi od ilosci zanieczyszczen emitowanych przez
kazdy z kominow. W jakim punkcie x odcinka AB koncentracja zanieczysz-
czen jest najmniejsza? (dla uproszczenia przyja¢ k; = 8k, )

Rozwigzanie.

Mamy wyznaczy¢ najmniejszg warto$¢ funkcji S(x) = x% + m ,

dlax € (0,21).

S(X) =2t =

x3 | (21-x)%  x3(21-x)3 [x3 — 8(21 — x)3] -0

©x=2021—-x) >x=14,czyli Sy, =S(14) = min S(x).
x€(0,21)
Zatem w odleglosci x = 14 km od komina A stezenie zanieczyszczen

bedzie najmniejsze.
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Zadanie 4. Dokonano n pomiarow pewnej wielkosci i otrzymano wyniki
X1, X2, .. X . Przyjmuje si¢, ze ,najlepsza” wartos¢ przyblizenia daje taka
wartos¢ x , ktora realizuje najmniejsza wartos¢ funkcji
fO) = (x—x)? + (x —2)% + - 4 (x —x0)? .

Wyznaczy¢ x .
Rozwiqzanie.

Mamy f'(x) =2(x —x) +2(x —xy) + 4+ 2(x —x,) =0 &
Onx=x1+x,+ x, >x= %(xl +x, + 0 xy) .

Czyli $rednia arytmetyczna wynikéw pomiaréw daje minimum bledu

odchylenia kwadratowego, ktory reprezentuje funkcja f(x).

Zadanie 5. Ktora ze stycznych do hiperboli xy = 4 tworzy z osiami uktadu
wspoélrzednych trojkat o najmniejszym polu (rozwazy¢ czgs¢ hiperboli lezacg
w pierwszej ¢wiartce)?

Rownanie stycznej do krzywej

y y=f(x)= % ma postac
™ 4 4
B (XOlyO) y_i y—x—oz—g(x_xo)-
" Zatem punktami przecigcia stycznej
0 A
x z osiami uktadu sa:
A=(2%,0) i B= (o,xi‘o). Stad pole AOAB jest rowne

Proas = % - 2Xxg x% = 8 = stata. Zatem pole trojkata nie zalezy od potozenia

stycznej (to znaczy od punktu stycznosci) do hiperboli i ma dla kazdej

stycznej takg sama warto$¢ rowng 8.
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Zadanie 6. Firma budowlana ma zbudowa¢ zaktad produkcyjny C przy
drodze A'B’ potozony tak, aby 1laczne koszty transportu materiatu
budowlanego z A do C i koszty transportu z C do B (stacja kolejowa) byty

najmniejsze. Odpowiednie wielko$ci sg podane na ponizszym rysunku.

Rozwigzanie. B
8 km
A
2 km I x 15—x
A C B’

Koszty transportu begda najmniejsze, gdy dhugos¢ drogi (AC + CB)
bedzie najmniejsza. Z twierdzenia Pitagorasa dla A AA'C i A BB'C mamy
AC =+vVxZ+4, BC=,/(15—x)% + 64.

Zatem nasz problem to wyznaczenie najmniejszej wartosci funkeji:
f(x) =Vx2+4+.,/(15-x)2+64 dla x €(0,15).
Mamy f(0) =2++225+64=19; f(15) =+v229+8 = 23.1.

Obliczamy f'(x) irozwigzujemy rownanie f'(x) = 0 celem wyznaczenia

punktow stacjonarnych (podejrzanych o ekstrema lokalne) funkcji f(x).

Mam f,( )_ X 15—x -0 x 15—x o x=3
y X) = Vx2+4  [(15-x)2+64 - Vxz+a ~ J(15-x)2+64 xr=2

Latwo zauwazamy, ze f'(x) w otoczeniu punktu x = 3 zmienia znak

zminusa na plus, zatem w punkcie x =3 funkcja f(x) ma minimum

lokalne. Poniewaz f(3) = V13 + V108 =~ 18 jest to wiec rowniez minimum

globalne. Zatem zaktad C nalezy zbudowa¢ w odleglosci 3 km od punktu A’
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Zadanie 7.

A) Wyznaczy¢ boki prostokata o najwigkszym polu, ktory jest wpisany

. x2 y2
w elipse €: Pl 1.

B) Wyznaczy¢ elipse opisang na danym prostokacie, ktora ma najmniejsze

pole (pole elipsy S = mab).

Uwaga. W obu zadaniach zaktadamy, ze prostokat ma boki réwnolegte do osi

uktadu wspotrzednych.

Rozwiqzanie.

(%0, ¥0)

N
J

A) Niech (xq,v,) € € x,y > 0. Pole prostokata jest rtOwne P = 4x,Y,.

B)

162

x2 | y@ b .
Ale (xo,y0) EE>Z+0 =12y, =-/a’ — x2 , awiec
— b 2 _ 2 _4b 2 _ 2
P—4x0aw/a Xy 4axm/a x5 -
Mamy wiec wyznaczy¢ rg(glx)f(x) , gdzie f(x) =xVva?—x?.
X ,a

, _ 7 2x __ a?-2x? _a
Mamy f'(x) =vVa?—x —0<:>x—\/i

x =
Vaz-x2  Va?2-x2

skad y = % . Oczywista zmiana znaku f'(x) implikuje, ze w punkcie

_a

*=7

jest najwigksza warto$¢ f(x) , bo f(0) = f(a) = 0. Zatem

najwieksze pole ma prostokat o wierzchotkach (i %, + %)

Zadanie ma charakter dualny do (A). Rozwigzanie pozostawiamy

czytelnikowi.
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Zadanie 8. (patrz rysunek)

Ptak ma gniazdo na ladzie w punkcie G, ale zywno$¢ musi ,,przywiez¢”
z wyspy W potozonej 3 km od ladu, jak na rysunku. Wiadomo, ze predkosc¢
lotu ptaka nad ladem wynosi 10 km/h, a nad woda 6 km/h. Jaka droga
(ztozong z odcinké6w) powinien lecie¢ ptak, aby dostarczy¢ pokarm z wyspy

do pisklat w gniezdzie G w jak najkrotszym czasie?

Rozwigzanie

Oznaczmy LA = x .

Vi=10"", %, =6, d, =VxZ+9, d;=(20-x)

Vx2+9 20— ,
tw = x6+ , tl=(10x), t=t,+t; —» min=?

t=t(x) = %\/xz 9+ 1—10 (20 — x) , x € (0,20) . Obliczamy kolejno:

t(0) =-+2=25, t(20) = §\/409 ~ 337 ,

t(x)=-———L=05x=3Va2+9 >x=-.
6Vx2+9 10 4

t(z)ztminzé /%+9+%(20—E)=2.4h.

Najkrotszy czas lotu ptaka (2.4 h) bedzie realizowany wzdtuz drogi
(dy+d;) dla x =2.25km.
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Zadanie 9. Pojemnik metalowy o objetosci (307) m3 uzywany do transportu
odpadéw nuklearnych ma ksztatt walca zakonczonego dwiema poétkulami.
Koszt 1 m? metalu uzywanego na cze$¢ walcowa jest dwukrotnie mniejszy
od kosztu metalu uzywanego na potkule. Jakie powinny by¢ wymiary

pojemnika, aby koszt materiatu do produkcji pojemnika byl najmniejszy?

Rozwigzanie. h

Pojemnik sktada si¢ z walca i dwoch potkul (jedna kula). Oznaczajac

przez r promien podstawy walca 1 kuli oraz przez h jego wysokosc,
otrzymujemy V = 30w = nr?h + %m‘3 = mr? (h + gr) .
Koszt uzytego materiatu jest wprost proporcjonalny do powierzchni P

Z uwzglednieniem wspodiczynnika 2 na powierzchni kuli. Mamy wigc

P = 2(4mr?) + 2nrh = 2nr(4r + h).

. . 30 30
Ze wzoru na objetos¢ otrzymujemy: == h + %r =>h= == gr , stad

P=2nr(4r+%—§r)=4nr(i—§+4§).

. SN . .. 5 2
Mamy zatem znalez¢ najmniejsza wartos¢ funkcji  f(r) = 17+4%

dlar > 0. Obliczamy f'(r) = 0 & 2r = Y45 — h = 23/45 . Dla powyz-
szej warto$ci ¥ mamy najmniejszg wartos¢ funkcji f , zatem dlugos¢ czesci
walcowej pojemnika w przypadku ekstremum musi by¢ 2 razy wigksza od

srednicy, aby koszt materialu na jego budowe byt najmniejszy.
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Zadanie 10. (sptawianie drewna) Drzewa sg sptawiane do tartaku dwoma
prostopadtymi kanatami o szerokosci 3 i 6 m. Jakiej maksymalnej dtugosci
(z doktadnosciag do 1 m) drzewo da si¢ sptawi¢, aby nie nastgpita blokada

W punkcie potaczenia kanatow?

Rozwigzanie. Dhugos¢ splawianego

drewna to AE =AC+ CE. Stad

E

6m najdtuzsze drewno odpowiada najkrot-

oo o szemu odcinkowi (AC + CE) . Mamy:
f Dy paBc: 2B = sing > AC=—,
AC sin@
ED . T
3"KB z ACDE: C—E—sm(z—e)—cose
6
= CE = m,

. 3 6 1 2 . .
a wiec AE = e + i 3 (Sin 0 + = 9) . Mamy wigc wyznaczy¢

mér}t f(6),gdzie f(0) = ﬁ + COZS 5 Stosujac znane wzory otrzymujemy:
€l0,=

f,(g) _ 2sinf _ cos® _ 2sin30-cos3 6

1
— = =0 otg3==->
cos36 sinZ?0 cos36sin26 g 2

:Hozarctgi/gzo.794:> L _1+tg20:1+?;/%$

cos20
= cos? 6, ~ 0.783 = sin? 6, ~ 0.621 i ostatecznie
fmin = 3(

Zatem na pewno da si¢ sptawia¢ drzewa krétsze niz 12 m.

1 1
sin @ cos 6,

) ~ 12.48 .
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Zadania, uzupelnienia i komentarze

Zadanie 1. Wyznaczy¢ sup (max) f(x) i inf (min) f(x) dla:
X€EA

XEA

P

a) f(x) =x%e™, A=(0,+); b) f(x) =

¢) f(x) = xi (100 - %x)z , A=1(0,800);d) f(x) =x%—x*,4=(01);

» A=(2,+0);

2_2x
x+1

e) f(x) =x2lnx, A=(Le); ) f)=—%, A=(0,+w).

Zadanie 2. Koszt catkowity produkcji pewnego towaru dany jest wzorem
K(x) = 2x3 — 3x? + 400x , a dochdéd R(x) = 4000x — 33x? (x — ilo$¢
sztuk). Wyznaczy¢ wielko$¢ produkcji, ktora daje najwiekszy zysk.

Zadanie 3. Prostopadlo$cienny Kkontener ma mieé¢ pojemnosé 22,5 m3
i kwadratowa podloge. Koszt 1 m? blachy potrzebnej do wykonania jego
podtogi 1 pokrywy wynosi 20 zt a Scian bocznych 30 zt Jakie powinny by¢
wymiary kontenera aby koszt jego budowy byt najmniejszy?

Zadanie 4. Dwa miasta A i B lezg po przeciwne]j stronie rzeki A'B’
Z odpowiednimi odleglosciami jak na rysunku. W ktoérym punkcie nalezy
zbudowac stacje pomp aby koszt rurociaggu AS + SB byl najmniejszy?
A'B"=20km, AA'=8km, BB' =12km.

L

B

Zadanie 5. Ktory z prostokagtow majacych pole S ma najmniejszy obwod?
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Zadanie 6. Ktory ze stozkow wpisanych w kule o promieniu 7 ma najwigksza
objetosc?

Zadanie 7. Przez punkt P = (1,4) poprowadzono rodzing prostych (l) ,
Z ktorych kazda przecina osie uktadu wspotrzednych w punkcie A = (a, 0),
a>0oraz B=1(0,b), b >4 .Jaka prosta [ tej rodziny ma te wtasnos¢, ze
suma dtugosci odcinkow (AP + BP) ma warto$¢ najmniejsza? (Wykorzystac

réwnanie odcinkowe prostej [ ).

Zadanie 8. Wsrod trojkatow majacych podstawe o ditugosci a i kacie
przeciwlegltym a wyznaczy¢ ten, ktory ma najwieksze pole.

Zadanie 9. W jakim punkcie P = (x,,y,) € € nalezy poprowadzi¢ styczng
do elipsy E€: Z_z + i—j =1, aby dlugos$¢ odcinka AB tej stycznej, zawartej

pomiedzy osiami uktadu wspotrzednych byta najmniejsza?

2 2
Zadanie 10. Przez jaki punkt elipsy % + ’1’—8 =1 lezacy w I ¢wiartce, nalezy
poprowadzi¢ styczng, aby pole trojkata utworzonego przez odcinek tej

stycznej zawarty mi¢dzy osiami uktadu wspotrzednych i1 odcinkami jakie ta

styczna tworzy na osiach uktadu wspotrzednych byto najmniejsze?

Uwagi i komentarze

Konczac wyktady dotyczace rachunku rézniczkowego, chcieliby$Smy
zwroci¢ uwage na wazne psychologicznie, podawanie praktycznych
interpretacji rozwazanych zagadnien. Chodzi o udzielanie odpowiedzi na
ciggle pojawiajace si¢ pytania studentow: po co nam to? dlaczego wiasnie

taka funkcja jak np. —f(p) =plnp+ (1 —p)In(1 —p), p€ (0,1) ?
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Na przyktad, funkcja homograficzna jest istotna w zagadnieniach
dochdd-popyt (funkcje Tornquista), a wielomiany stopnia trzeciego opisuja
funkcje kosztow catkowitych. Wazng role odgrywa funkcja wykladnicza
(rosngca i1 malejgca) modelujgca zjawiska epidemiologiczne, badz rozpadu
promieniotworczego. W wielu zagadnieniach ekonomicznych, biologicz-

nych i ekologicznych (na przyktad rozwoj populacji wielorybow w danym
srodowisku) wystepuje funkcja logistyczna (np.[1]) f(t) = # ,
a>0,b>1,c>0; t=0, czy je dyskretny odpowiednik ciag (x;)
okreslony wzorem x;,; = ax;(1 —x;), t€N, a>0, x, € (0,1).
Uzytecznym dla dalszej edukacji matematycznej i statystycznej moze

by¢ zbadanie pewnych funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa,

1 _ 2 _x3
1erz,xE]R%,f(x)—x e ™,

W szczegolnoscei f(x) = e’ x€eR, flx) =

x = 0 (rozktad Weibulla), podajac do opisu jakich zjawisk sg uzywane.
Podkreslamy znaczenie ciggu geometrycznego w wielu miejscach tej
monografii (na przyktad w rozdziatach III, IV 1 XV).
Waznym jest historyczny fakt i sposdb pojawienia si¢ liczby ,.e”
W matematyce, ktora ma swoje zrodto w matematyce finansowej jako granica

D mmn np
100~m) =ewo, mneN, K,>0,

ciagu: lim K™ = lim K, (1+
m—-+oo

m—+oo
p > 0, gdzie K,(lm) oznacza wielko$¢ lokaty po n-latach przy m réwnych
okresach kapitalizacji i nominalnej stopie procentowej p w skali roku.
Wspomniane wyzej komentarze, a czesto tylko dygresje o praktycznym
1 historycznym znaczeniu rozwazanych probleméw matematycznych,
znacznie utatwiajg proces dydaktyczny, czego wielokrotnie do§wiadczyliSmy

W naszej pracy.
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Rozdzial X. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH. CZESC V.
KONSTRUKCJA WYKRESU FUNKCJI y = f(x)

Istotnym zastosowaniem rachunku rézniczkowego jest mozliwie jak
najbardziej precyzyjna konstrukcja wykresu funkcji danej wzorem y = f(x).

Przedstawiony plan ,,badania funkcji” ma na celu pokaza¢ praktyczne
(dynamiczne) powstawanie wykresu funkcji, jako wynik odpowiednich
rachunkéw; jest krotki 1 tatwy do zapamigtania. Sktada si¢ on z dwdch czgsei:
pierwsza zawiera dwa punkty i pozwala podaé przyblizony wykres, druga
(3 punkty) udoktadnia i uzupetnia wykres przez zastosowanie pochodnych.
Nazywac go bedziemy metodg ,,pinezek i strzalek™. Pinezki sg to: punkty nie
nalezace do dziedziny funkcji, miejsca zerowe, ekstrema, punkty przegiecia,
natomiast strzatki i ich ksztalt pokazuja monotonicznos$é, ksztatt wypuktosci
I potozenie wykresu funkcji w stosunku do ewentualnych asymptot.

Przedstawiona kolejno$¢ punktéw planu moze w konkretnym zadaniu
ulec zmianie, bo na przyklad juz przy wyznaczaniu Dy zauwazymy, ze
funkcja jest dodatnia w catej dziedzinie, a wigc problem istnienia miejsc
zerowych i potozenia wykresu jest wtedy rozstrzygniety.

W przedstawionych 12 przyktadach staraliSmy si¢ wskaza¢ wszystkie
niuanse, ktére mozna spotka¢ przy konstrukcji wykresu (na przyktad
ekstrema lokalne w takim punkcie, gdzie f'(x,) nie istnieje, ale x, € Dy; oraz
potozenie stycznej do wykresu w takim punkcie (x,, f (x,)).

Oto plan (stosowane bedg ,,skroty jezykowe” celem uproszczenia zapisu

i lepszego zrozumienia):
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Czes¢ A:
1. Dziedzina funkcji Dy i cigglto$¢ oraz wlasnosci dodatkowe, ktére mozna
tatwo wywnioskowaé¢ z obserwacji wzoru definiujacego y = f(x)
(na przyktad parzystos¢, ograniczono$¢, okresowos¢, miejsca zerowe,
znak funkcji itd.).
2. Granice funkcji i asymptoty wykresu funkcji.
W trakcie pracy nanosimy wszystkie znalezione fakty na uktad
wspotrzednych i na tej podstawie podajemy przyblizony wykres, po tej
czesci obliczen.
Cze$é B:
3. f(x) =01 f(x) >0 czyli miejsca zerowe i znak funkcji;
4. f'(x) =01 f'(x) > 0czyli ekstrema lokalne i monotonicznos¢ funkcji
(ewentualnie gdzie f'(x,) nie istnieje, ale x, € Df);
5 f"(x)=0if"(x) >0 czyli punkty przegiccia i ksztalt wykresu
funkcji (wypuktose).
Uwaga. Uwazamy za zbyteczne wykonywanie tabelki, bowiem otrzymane
informacje s3 prawie kompletne; mozna ewentualnie obliczy¢ kilka tatwych
warto$ci funkcji na przyktad punkty przecigcia z osig OY. Symbol gwiazdka
(*) oznacza ,kierunek” wykresu funkcji, a nie konkretny punkt na wykresie.
Gwiazdki umieszczane sg najczesciej przy asymptotach i w (£0) .
W przedstawionych przyktadach, odpowiednie obliczenia beda numero-
wane jak w powyzszym planie. Starali$my si¢ zademonstrowa¢ odpowiednig
redakcje, jaka powinien zaprezentowac student. Komentarze ograniczamy do

minimum, aby ich zwigztos¢ przyspieszyta konstrukcje wykresu funkc;ji.
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Przykiady. Zbada¢ przebieg zmiennosci oraz wykresli¢ funkcje y = f(x) .

Wykres powinien by¢ uzasadniony wyznaczeniem takich elementéw funkcji

jak: dziedzina, odpowiednie granice, asymptoty, miejsca zerowe, ekstrema

lokalne, punkty przegiecia, przedziaty monotonicznos$ci i wypuktosci, itd.

Rozwigzania.

a) f(x)=x3—3x?
1. Dy =R, f jest funkcja ciggta w Df =R jako wielomian; wykresy

funkcji bedacych wielomianami nie majg zadnych asymptot.

2. lim f(x) =400,

X—+00

4 4

D

y

y = x3 —3x2

*

*

6 4

lim f(x) = —oo;
xX——00

3. fx) =0 ©x%(x—3)=0
Sx=0vx=3,

(x = 0 jest zerem dwukrotnym);
f(x) >0 & x >3, potozenie
wykresu funkcji jest oczywiste.
4. f'(x)=3x*-6x=0
ex=0,x,=2.

f'(x) >0 ©x € (-0 U
(2,+%) (f1);

zatem frnax = f(0) =0, frin = f(2) = —4.
5. ffx)=6x—6=6(x—-1)=0ex=1, f,,=f(1)=-2, zatem

punktem przegiecia wykresu funkcji f jest punkt (1, —2).

f"(x) >0 e x>1 (f V) (wykres funkcji f jest wypukty do dotu).
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b) y=

1. Dy = R, funkcja ciggla w R jako iloraz funkcji ciggtych; brak asymptot

1+x2

pionowych. Widzimy, ze f(—x) = f(x), to znaczy f jest funkcja
parzysta, czyli wykres f jest symetryczny wzgledem osi OY. Ponadto

x=0 jest
x€R

wigc podwojnym miejscem zerowym | punktem minimum globalnego
funkcji f; ponadto f jest ograniczona z gory przez 1, czyli wykres funkcji
flezywpasie 0<y<1.

2. llm fx) = llm =1 = wykres f ma asymptot¢ poziomg y = 1

X
oo 1+x2
W (£o0). Stad wykres ma ksztatt jak nize;j.
3. Migjsca zerowe i potozenie wykresu funkcji f rozstrzygnigto wyzej.

_2x(14x?)-x%(2x) _ 2x
4100 = (1+x2)2 T (1+x2)2

f'(x) >0 ®x € (0,+0), (f1); finin = f(0) = 0.

=0&ex=0;

2(14x2)° —x-2(14+x2) 2x

y 5. £ () = 2 =2l

e ¥R _2(0-x?) _
T (1+x2)3

=0el1-x*=0e

x=1vx = —1;zatem

5 ] punktami przegigcia wykresu sa

1+x? punkty (il,%) bo f(1) =

O A1) = 1 wykes f jest
wypukty do dotu gdy £ (x) > 0
o x € (_111) ' (f u)

0,5
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1
) y=x+—

1.

Dy = R\{0} , funkcja f jest ciggla w D jako suma funkcji ciggtych;
ze wzoru wida¢ natychmiast, ze f jest funkcja nieparzysta, zatem wykres

wystarczy wykona¢ dla x > 0; ponadto widzimy, ze x‘>\7’0 f(x)>0,
czyli f nie ma miejsc zerowych w Dy bo f(x) < 0 dla kazdego x < 0.
Wiadomo, ze xZ’O x+ % > 2 zrownoscig tylko dla x = 1, a zatem
fmin =N f(x) = f(1) =2 fngx =max f(x) =f(-1) =-2.

lim (x + %) = 400 ; czyli prosta x = 0 (o$ OY) jest asymptotg pionowa;

x—0%

lim (x+§)=+00, ale lim@= lim (1+xiz)=1=a oraz

X—+o0 x—>+00 X X—+0o0

lim [f(x) —x]=lim ~=0=>b, zatem wykres funkcji f ma
X—+00 xX—+o00 X

asymptote ukosng w (£0) o réwnaniu y = x.

, 1
4f(X)=1—;=OC>
x=%1;, f'(x) >0 &x>1,
zatem fri, = f(1) = 2,
fmax = f(=1) = =2

5.f”(x)=xi3>0 dla x > 0; co

EN
w
N
\
N
o
-
N
w
IS
>

oznacza, ze wykres funkcji nie ma

punktow przegiecia w Dr , a dla

x>0 wykres funkcji f jest

wypukty do dotu. Dla x>0
wykres f lezy nad asymptota

ukosng y = x .
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d) y = Vx*
1. Df =R, [ jestfunkcjg ciggta w R jako funkcja potggowa; brak asymptot

5.

174

pionowych; f(—x) = f(x) , to znaczy f jest funkcja parzysta, czyli
wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi OY, wystarczy go wigc

wykona¢ dla x = 0. Ponadto mamy Z’R f(x)=0o0raz f(x) =0&
X

x = 0, co oznacza, ze meiﬂzlf(x) = f(0) = 0.
X
4
Mamy  lim f(x) = +oco0 imimo, ze lim IO jim 2 = 0, to
X—+00 x—>+00 X xX—>+o00 X

wykres funkcji f nie ma asymptoty poziomej ani ukosnej ( b = +o0).

S

1
f'(x) = %x‘E = % Zatem pochodna nie istnieje dla x = 0, ale
f(O=0if'(x)>0dlax>01i f'(x) <0dlax<0.
Stad w punkcie x = 0 funkcja f ma minimum lokalne, ktére jest
jednoczesnie minimum globalnym, a styczna do wykresu funkcji

w punkcie (0,0) jest prostopadta do osi 0X, bo f'(0) = +oo .

freo =2 (- l)x‘§ =-2.. 1 <0, dla kazdego x € R\{0} czyli
5 5 25 3Yx6 > g

y wykres f jest wypukty do géry w Dy;

y = Vxt

* brak punktow przegiecia.

W
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e) y=e

—x2

1. Oczywiste fakty to: D = R oraz ze f jest funkcjg ciggla w R jako

4.

5.

ztozenie funkcji ciggtych; EDV r f(x) >0;f(—x) = f(x),toznaczy
X f=

f(x) jest funkcjg parzysta i dlatego wykres funkcji f jest symetryczny
wzgledem osi OY; ponadto mamy oczywista nierdwno$¢ wynikajaca z

wilasnosci funkcji wyktadniczej: \7’ 0<e™ <1z rownoscig tylko

dla x =0, czyli supf(x) = maxf(x) =1=f(0), inff(x)=0,
x€R

xX€ER

a zatem wykres funkgcji f jest potozony w pasie 0 <y <1.

liz_n f(x) =0 = y =0 jestasymptotg poziomg W (F00) i Stad wykres
x—+o0

funkcji f ma ksztatt jak nizej.

y

Flx)=e™(-2x) =0 © x=0if'(x) >0dlax € (—»,0) (f 1),
zatem fo,q = f(0) = 1, co wynika juz z powyzszych uwag (punkt 1).
f”(x)—ex4x —2e7*’ —Ze‘x(Zx -1)=0x = \/_,
1

X, = — T_ , zatem punktami przegiecia sg (+ e 2) . bo

1 1 -1
fpp:f(ﬁ):f(—ﬁ)ze 2= 0.6.
f"(x) >0 & 2x? —1>O<:>xe(—00—\/i_) (\/1_, )
W tych przedziatach wykres funkcji f jest wypukty do dotu.
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Ny==

1.

X

Dy = R\{1}; funkcja f jest ciggta w Dy jako iloraz funkcji ciggtych,
x = 1 jest punktem nieciaggtosci; poniewaz licznik jest dodatni, zatem
funkcja f nie ma miejsc zerowych i mamy f(x) >0 & x € (—x,1).

2. Piszac fx)==-— ,
widzimy, ze xl_t;zrnoo f(x) =0,czyli
w (400) wykres funkcji f ma
asymptote pozioma y = 0.

Natomiast

176

, e ™ ] —-e™*
lim — = lim

x—»>—0wl=X H x»>—0c0 —

e +OO,

czyli w (—oo) wykres funkcji f

nie ma asymptoty. Ponadto

e ™ . .. ex
m— = —oo | lim — = +oo,
x—)1+ 1-x x-1" 1-x

zatem wykres funkcji f ma asymptote pionowg x = 1, a jego potozenie
jest jak na rysunku wyzej (f(0) = 1) .

—e X¥(1-x)+e™™* xe ™™

f@ =" == [0 =0 & x=0,
ffG)>0e x>0(f1); fiuin = f(0) =1.
f''(x) = (e—x—xe‘x)((ll—_x)z)z:-er_x(l—x) = (le__;)g (1+ x?) . Zatem
f'(x)#0 w Dei f"(x) >0 x € (—oo,1), czyli w tym przedziale

wykres funkcji f jest wypukty do dotu, a dla x € (1, +o0) wypukty do
gory; wykres funkcji f nie ma punktow przegiecia.
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Q)Y—E

1. Dy = (0,+0)\{1} = (0,1) U (1, +0), mamy ponadto f(x) # 0, dla

XEDf i f(x) >0 nx>0 x> 1.

, T

2. JL@E —xli0+x —m = 0, zatem wykres f nie ma asymptoty pionowej
=0, Mamy tim 2 =[] = —eo, lim 2= = [2] = +0, eyl
xr=>u amy xg{l—lnx— - x_>1+lnx ot czyll

wykres funkcji f ma asymptotg pionowg x = 1.

1 . . . x
lim f(x) = lim = = lim 1=+ i mimo, ze lim I® — 0 1o
x—+00 x>+ Inx H x>400 % x>+ X

wykres funkcji f nie ma asymptoty ukos$ne;j.

Inx—x= _
4, f,(x):nlflz;cx:l:t:le:(){:)x:e,f’(x)>0<:>x>€i
> foin = f(e) =eoraz (f T) dla
x>e.
S&x) _
f+(0)_ lm _xl_,0+lnx_0’

czyli styczng prawostronng do

wykresu funkcji f w punkcie (0,0)
jesto$ 0X.

s 1= (22 =

22-hnhx)=0s

xln3

olhx=2x=e¢e?
zatem punktem przegiecia wykresu funkcji f jest punkt (ez,%e2 ),

ponadto f"(x) >0 2—-Inx)In3x >0 x € (1,e2), (f V).
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h) y=x%Inx

1.

178

Dy = (0, +o0), funkcja f jest ciaggta w Dy jako iloczyn funkcji cigglych.
Ze wzoru definiujgcego tatwo widaé, ze f(x) =0 @ Inx =0 x =1

i f(x)>0 dla x> 1.

1
l = . . ..
lim x* Inx = lim 5~ = [—]_ lim =% =0, zatem nie istnieje
x—-0% x—-0* —2 x-0t ——=

asymptota pionowa x =0 ;

liT fx)=40 i lim I = 4o zatem wykres funkcji f nie ma
X—>+00

xX—+0 X
asymptoty poziomej, ani uko$ne;j.
4. f'(x) =2xInx+x =0,

y
_1
Sx=e 2z,
y = x%inx L
ffx) >0 x>e 2 =
1
_3 -1 > finin =f(e"5) = —2—13 oraz

S Y

(f D dlax € ez +).
5 f"(x)=QQxlnx+x) =

3
=2lnx+3=0x=¢ 2

- e ————-

_3
f'(x)>0o xe€ (e 2,+00),
3
wykres funkcji f jest wigc wypukty do dotu dla x € (6_5, +00), f ().

3
Obliczajac  f (9_5) = —23? otrzymujemy wspotrzedne punktu

3
przegiecia wykresu funkcji (e_ 2, — %) .
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)y=0-x)Vl —x?
1. Df ={x:1—x*>=0} =(-1,1), funkcja f jest ciagla w Dy jako iloczyn
funkcji ciggtych dla x € (—1,1). Nie istniejg zadne asymptoty.

Mamy dalej: f)=f(-1)=0i V _f(x)>0, azatem
x€(—-1,1)

min f(x) = 0= f(1) = f(=1).
XEDf

Uwaga. Dziedzina funkcji jest symetryczna wzgledem x = 0, ale nie ma
miejsca wlasno$¢ parzystosci czy nieparzystosci. Oczywiscie wobec

ciggtosci fw (—1,1) i faktow: f(1) = f(=1) =0 i e(Vl 1)f(x) > 0,
xe(-1,

wewnatrz przedziatu istnieje maksimum globalne funkcji.

(1- x)(1+2x)

’ 1
4. f'(x) =— — (1+2) =0eox=1Vx=— —7

f'(x) >0 dla x € ( 1, ——) (f 1), skad otrzymujemy, ze

fmax = f(— l) . max f(x). Ponadto f'(x) nie istnieje dla

2 4 x€(—1,1)
x=-1, f'(—=1) = +o , co oznacza, ze w punkcie (—1,0) wykres
funkcji f ma styczng pionowa. W punkcie (1,0) wykres f ma styczng
poziomg (0§ 0X) ,bo f'(1) =0.

1 _ . 1-x . 1 . -1(1+x)—(1—x)
5 f"(x) = 2 /1+x+ (1+ 2x) = T2

1+x

(2x-1)

(1+x)2\, 1+x

nieistniejedlax = t1oraz f"" >0 x > % , czyli w przedziale G 1)

=2. f”(x)zO(:)xz%,f(%)=i\/§.Ponadto £(x)
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wykres funkcji f jest wypukty do dotu. Ostatecznie wykres f ma ksztatt

jak nizej.

0,5

Dy=x+vVxr-1
1. Df={x: x> =120} =(—00,—1)U(1,+0), ponadto dla x>1

180

oczywiscie mamy f(x) = 1; zauwazmy, ze f(1) =1; f(—1) = -1 ;

funkcja f jest ciagla w Dy , wigec wykres f nie ma asymptoty pionowej;

x2-1

lim f(x) =+, lim 2= lim <1+ > >=1+1=2,
XxX—+00 - X

. _ 9. s 2 1 _ — i _—1:
Jim (FG) =20 = lim (VZ =1-x) = lim === 0,

X—+o00
a wiec wykres funkcji f ma asymptote ukosna y = 2x w (400).

x%-x%4+1

W (=) Uim f(x)= lim (x+VxP=1)= lim ‘—===0,

a wigc wykres funkcji f ma asymptote poziomg y = 0 (0$ 0X) w (—o0).
Wykres f lezy pod asymptota y = 2x dlax > 1, bowtedy f(x) < 2x.
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3. f(x) =0 Vx2—1=—x (co jestewentualnie mozliwe dla x < 0);
podnoszac do kwadratu mamy sprzeczno$é¢ x? — 1 = x?; dlax < —1,

f(x) < 0, co oznacza, ze funkcja f nie ma miejsc zerowych.

, _ x  Vx?-l+4x .
4. f'(x) =1+ a7 0, codaje

f'x)>0dlax>1, (f 1, f'(x)<0dlax < -1, (f );
f'(x) nie ma miejsc zerowych; f'(x) nieistniejedlax = +1, ale

liq’gr f'(x) = 4+, (styczna prostopadta do osi 0X w punkcie x = 1)
X—

lirq f'(x) = —oo, (styczna prostopadta do osi OX, w punkcie x = —1);
x->—1"

zatem w punktach x = +1 wystepuja tzw. lokalne minima brzegowe.

Va2 —T+x——
5 f'(x) = 21— < 0dla kazdegox € Dy , a wigc

(Vx2-1) (Vx2-1)

wykres funkcji f jest wypukty do gory w calej Dy.
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K) y=x—arctgx

1.

Oczywiscie Dy =R, f jest funkcjg ciggta w R (wigc wykres nie ma
asymptot pionowych) i nieparzystg, zatem wystarczy wykona¢ wykres

dla x = 0. Ponadto w rozdziale VIII udowodniono, ze Yo arctgx < x
X2

z rownoscia tylko dla x = 0, czyli f(0) =0 i Zo f(x)>0.
X

flx) arctgx)::l:a,

= lim
X—+00

xllm (x —arctgx) = +oo lxl_LLn00 " (1 +

b= lim (f(x) —a-x) = lim (—arctgx) = —Z  zatem istnieje
x—>+00 x—+0co 2

asymptota uko$na y = x — % W (4+00) , a przez symetri¢ w (—oo) wykres
funkcji f ma asymptote ukosng y = x + E.

% - 4. f'(x)=1-

g 1+x2

4 2

AN
IS
AN

s X

=0 x=0,czyl

\
ST

T 14x?
f'(x) = 0, dlakazdego x € R,
wiec (f T) wR.
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2x(1+x%)-x%2x _
(1+x2)2

2x+2x3-2x3 _ 2x
(1+x2)2  (14x2)2

) =

punktem przegiecia wykresu funkcji f , a poniewaz f''(x) > 0 dlax >

= 0 = punkt (0,0) jest

0, wykres funkcji f jest wypukty do dotudlax > 0.

Ponadtodlax > 0, f(x) >x—§<:>x—arctgx >x—g<:>
© arctgx < % , zatem dla x > 0 wykres funkcji f lezy nad asymptota
ukos$ng y = x —g ,adla x <0 wykres funkcji f lezy pod asymptota

uko$na y = x + g
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) y= arcsin( 2x )
y 1+x2

1. Df =R, bodlakazdego x € R mamy:

-1< s<le-(1+x)<2x<1+x*e

1+x
©(1+x)?2=>01i (1—x)?>=0,zréwnoscia tylko dla x = +1.
Ponadto f jest funkcjg nieparzysta, bo arcsin(—t) = — arcsint.

2. lim f(x) = 0 zatem wykres f ma asymptot¢ poziomgy = 0 .

X—+00

3. f)=0ex=0, fk) >0=x>0.

4. f'(x) =

1 2(14x%)-4x? 2(1-x2) _o2(1—x%)
1-(25,) (4222 T (1+x2)/(1-x2)2  (A+xD)|1-x2|

1+x2

2
Ton? dla x € (-1,1)

=45 . Zauwazmy, ze f' nie istnieje dla x = +1
dla x ¢ (—1,1)

1+x2

oraz f!(1) =72, fi(1)=—>oraz f'(x) >0 dlax € (-=1,1) (f 1.

2 H

NTERS

| *

—u 1 fl 1 2 s X

. 2x
= arcsin| ——
y 1+ x2

dla x € (-1,1)

—4x
(1+x2)?

5 ') =14

(1+x2)2

dla x ¢ (-1,1)

czyli f"(x) >0 dlax € (—1,0) U (1, +00), zatem wykres funkcji f
jest wypukty do dotu w tych przedziatach. Punktami przegiecia

wykresu funkcji f sa punkty (0,0), (—1, —g) , (1, g) .
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Zadania, komentarze i uzupeilnienia

Zadanie 1. Zbada¢ przebieg zmiennosci oraz wykresli¢ funkcje y = f(x) .
Wykres powinien by¢ uzasadniony wyznaczeniem takich elementéw funkcji
jak: dziedzina, odpowiednie granice, asymptoty, miejsca zerowe, ekstrema

lokalne, punkty przegiecia, przedzialy monotoniczno$ci i wypuktosci, itd.

a) f(x) = x* — 4x?; b) () = 0) fx) =2,
A £ =3 § f() =x-1; ) f() =xVT-x;

0) ) =Va%; h) f() =x2A£VH); D) fG) =15, x€(0,);

X

e

) f)=m(1+e™); k) f(x)=x"e*n=1in=2;1) f(x) = x;zx
Nastepujace przyktady pokazujg konstrukcje wykresu funkcji y = f(x)
wykorzystujacg definicj¢ funkcji oraz zastosowanie znanych wlasnosci

funkcji podstawowych. Stosowanie pochodnych w tych przyktadach okazuje

si¢ niepotrzebne lub trudniejsze rachunkowo.

Zadanie 2. Zbada¢ przebieg zmiennosci i skonstruowaé wykres funkcji

y = f(x):

a) f(x) =Vx2—1 (wykorzysta¢ fakt, ze x2 + y2 =1);

b) f(x) = sgn(sinx) (wykorzysta¢ definicj¢ funkcji signum oraz
wiasnos$ci funkcji sinus) ;

¢) f(x) =sin*x + cos*x (wykorzystaé wzory: sin? x + cos? x = 1 oraz
sin2x = 2sinxcos x) ;

d fG)=Ilx-1+]x+1] fl)=Ir—1]—[|x+1]
(wykorzysta¢ definicje wartosci bezwzglednej).
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11.1 Funkcja pierwotna

Definicja. Niech f bedzie funkcjg rzeczywistqg okreslong w pewnym
przedziale (a,b), a < b . Kazdg funkcje rozniczkowalng F w przedziale
(a, b) i spetniajgcq rownosé

(11.1) F'® =f(x), x € (a,b)

nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f .
Na przyklad, jezeli f(x) =x2,t0 F(x) =3x*; f(x)=x,x20,

o FG) =x2; f® =2, x#0,t0 F&) = In x|, itd

Uwaga 1. Wobec faktu, ze pochodna statej jest rowna zeru, to dla danej
funkcji catkowalnej f (to znaczy Ze istnieje dla niej funkcja pierwotna) mamy
zawsze rodzing funkcji pierwotnych
F(x)+c, c€eR.
Zatem dwie dowolne funkcje pierwotne funkcji f roznig si¢ o statg
rZeczywista.
Definicja. Rodzing funkcji pierwotnych F(x) +c, ¢ € R nazywamy catkq

nieoznaczong z funkcji f i piszemy
(11.2) [f(x)dx = F(x) 4+ ¢ (czytamy catka z f(x)dx) .
Mozemy wigc napisacé

(11.3) F'() = [J f()dx]" = f(x).
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Uwaga 2. Symbol rézniczkowania (obliczanie pochodnej) to znak prim ,, " .
Symbol catkowania to znak [ oraz dx . Uzasadnienie historyczne tego
symbolu bedzie podane przy calce oznaczone;.

Jak wigc widzimy operacja wyznaczania funkcji pierwotnej, ktoéra

nazywamy catkowaniem, jest operacja odwrotng do rézniczkowania.

Uwaga 3. Przyktad funkcji dla ktérej nie istnieje funkcja pierwotna.

Funkcja
1 dla x>0
(11.4) f(x)=sgnx=4 0 dla x=0,
—1 dla x<0

posiada funkcj¢ pierwotng w kazdym przedziale nie zawierajacym punktu

x = 0, ale nie posiada funkcji pierwotnej w kazdym przedziale zawierajacym

x = 0. Istotnie mamy:

a) na przyktad w przedziale (1,2) f(x) = 1 = const, stad F(x) =x+c,
c € R , jest funkcja pierwotna.

b) Natomiast wezmy dowolny przedziat zawierajacy x = 0, na przyktad
(—1,4). Wtedy w przedziale (0,4) : F(x)=x+c¢;, c;ER ,
aw przedziale (—1,0): F(x)=—-x+c¢,, c; ER.

Biorgc ¢; = ¢, = ¢ otrzymamy na przedziale (—1, 4) ciagla funkcje
pierwotng F(x) = |x| + ¢, ktora jednakze nie ma pochodnej dla x = 0.
Azatem nie istnieje  funkcja  pierwotna  dla  funkcji
f(x) =sgnx w(—1,4).

Nastepujace twierdzenie, w pelni wystarczajagce do naszych dalszych

potrzeb rozstrzyga problem catkowalnosci.

186



CALKA NIEOZNACZONA

Twierdzenie 1. Dla kazdej funkcji f cigglej w przedziale (a,b) istnieje

funkcja pierwotna, a wiec catka nieoznaczona.

Ciagtlos¢ funkeji f bedziemy zawsze zaktada¢ w dalszym ciggu naszego

wyktadu dotyczacego calek, chyba, ze bedzie oddzielna uwaga.

11.2 Tabela catek nieoznaczonych

Znajac tabele pochodnych i traktujac catkowanie jako dziatanie odwrotne

do rdzniczkowania, mozemy natychmiast napisa¢ tabele calek funkcji

podstawowych (c € R).

fo | [rwar | e [ reax
xa+1
1
x* a+1+c' e tgx+c
a € R\{-1} ¢
1 1
- In|x|+c — —ctgx+c
x sin® x
1 a+x
e* e*+c ——,a+0 —ln| |+c
2a a—x
. 20 1 X
sinx —cosx+c¢ PRI Earctga +c
. 1 a . £+
CcOSX sinx+c T4 *0 lal arcsin_+c¢
9' (x)
’ 1 In|x+/x*+a?|+
gx) In|g(x)|+c W,aio | e |
gx)#0
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11.3 Technika obliczania catek nieoznaczonych

W odroznieniu od rézniczkowania (obliczanie pochodnych) technika
obliczania catek jest niestety o wiele bardziej skomplikowana. Co wigcej,
istniejg funkcje ciagle (a wiec catkowalne), ktorych catki nie potrafimy
zapisa¢ za pomocg znanych nam funkcji elementarnych.

sinx

Na przyklad sa to catki: [e ™**dx, [Vx3 +xdx, [ —dx

Cztery nastgpujace wzory, wynikajace z odpowiednich wzorow dla
rézniczkowania, sg podstawg rachunku catkowego.
Twierdzenie 2. Zalozmy, ze f | g sq funkcjami cigglymi w przedziale (a,b)
oraz c € R jest dowolng statg. Wtedy:

(11.5) fe- f(x)dx=c- [ f(x)dx,
(11.6) JU () £ gG)ldx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx .

Whniosek. Z powyzszych wzoréw wynika natychmiast nieco ogoélniejszy

wzor, ktory bedziemy automatycznie stosowac:
(117)  [laf(x) £ Bg()]dx = a [ f(x)dx £ B [ g(x)dx, a,B ER.

Pierwszym ewidentnym mankamentem catkowania jest brak wzoru na
catke iloczynu, czy ilorazu funkcji (dla r6zniczkowania takie wzory mamy).
»Namiastka” takiego wzoru uzytecznego w wielu przypadkach jest wzor na

calkowanie przez czesci.

Twierdzenie 3. (Wzor na catkowanie przez czesci)

Zalézmy, ze f, g € C . Wtedy ma miejsce wzor

(11.8) J g (dx = f(x) - g(x) = [ f'(x) - g(x)dxx .
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Uwaga 4. Praktyka stosowania tego wzoru do catek zawierajacych iloczyn
funkcji sprowadza si¢ do umiejetnego oznaczenia (ktora funkcje przyjaé
za f, a ktorg za g') tak, aby otrzymana calka byla tatwiejsza do obliczenia.

Pokazuja to ponizsze przyktady.

Przyktady
- fx)=x flx)=1
1. |xe ™ dx=|", _ |l =
f?“g” g =e™ gx)=—e™
=-—xe*—[1-(—e™M)dx=—xe ™+ [e¥dx=—xe*—e* +g;
3
"(x) = x? x) =%
2. [xlnxdx = ! 4 3 =
7 9@ =lnx g@=1

x3 x3 1 x3 1 x3 1
=—Inx—[—-=de==Ilnx—=>[x?dx =—Inx—=x3+¢;
3 3 x 3 3 3 9

’f’(x) =1 fe=x|_

gx)=lnx g'(x) =~

X

3. [lnxdx=[1 Inxdx=
g

=xlnx—fx-ldx=xlnx—x+c;
X

_|f)=x ffeo=11_
4. f‘?%s;_)gdx = gr(x) = COS X g(x) = sinx| B

=xsinx — [ sinxdx = xsinx + cosx + c.
Uwaga 5. Oznaczajac ,,odwrotnie” odpowiednie funkcje w przyktadzie wyzej
otrzymamy:

ffay=x  f==X

gx)=cosx g'(x)=-—sinx

5. x cosxdx =

) S——

' g

x? x? .
=—cosx + [ —sinxdx.
2 2
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OtrzymaliSmy wiec catke trudniejszg niz wyjsciowa, zatem poprawne

byto oznaczenie poprzednie.

Uwaga 6. Jest oczywistym, ze czasami catkowanie przez czgsci trzeba

wykona¢ wielokrotnie, np.

6.

fx e~ dx = f)=x*  f'()=3x°

= gx)=e™ gx)=-
=—x3e*+3[x?e¥dx = f@0) =x° fix) =2x
L= g =e gl = e
. ) B na mocy
= —x’e™ —3x?e™ -3 [ 2x(—e™)dx = przyktadu 1.| =
= —x3e ¥ —3x%e™ —6xe ¥ —6e* +c

Uwaga 7. Catkujac przez czesci zdarza si¢, ze wrocimy do catki wyjSciowe;.

Wtedy traktujac ja jako niewiadomg, przenosimy ja na lewa strong

I otrzymujemy jej wartosc.

7.
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[e*sinxdx =
—— ——

f(x) =e* fl(x) =¢e* |:
f g

g'(x) =sinx g(x) =—cosx

flx) =e” f'(x) =¢e*

= —e”* x e* xdx = . =
cosx + [ e* cos x dx g'(x) = cosx g(x) = sinx

f g

= —e*cosx +e*sinx — [e¥*sinxdx.
Stad
[e*sinxdx = %ex(sinx —cosx)+c.
W dalszym ciagu bedzie przydatny wzor ogolniejszy, ktory otrzymujemy

catkujac jak wyzej

e%*(a sin bx—b cos bx)
a?+b?

[ e sinbx dx = +c, abeR\{0}.
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11.4 Wz6r na calkowanie przez podstawienie

Tabela calek, do ktorej zawsze wracamy w ostatnim kroku, zawiera tylko
catki z funkcji ,,podstawowych”.

Juz na przyktad catka [ sin3xdx lub [e ?*dx tam nie wystepuje,
aprzeciez do calki podstawowej mamy ,blisko”, wystarczy podstawié
3x =t lub —2x =t¢.

Wz6r na pochodng funkcji ztozone;j

(flg@D" = f'lg()]g'(x) ,

utatwia nam obliczanie catek o powyzszej strukturze.

Twierdzenie 4. (Wzor na catkowanie przez podstawienie)
Niech f bedzie funkcjq cigglq, a g € C* i zalézmy, ze ma sens funkcja
ztozona f[g(x)] . Wtedy

(11.9) [ Flg(O1g' ()dx = i’%?):x: 4| = [ f®adt.

Uwaga 8. Wzor (11.9) sugeruje podstawienie jakie nalezy wykona¢, aby
catke trudniejszg sprowadzi¢ do latwiejszej. Jest to wiasnie podstawowy
problem przy stosowaniu wzoru (11.9), jakie podstawienie wykonac.
Roézniczka funkeji g to jest wyrazenie g’ (x)dx jest pewna wskazowka,
ale czgsto poczatkowo niewidoczng, chociaz ogdlna idea podstawowa jest
oczywista, nalezy wykona¢ takie podstawienie, aby nowo otrzymana catka

byta ,,prostsza”.
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Przyktady
: _|3x=t |_1,_. _ 1 _ 1 _
1. [ sin3xdx = 3dx=dt|_3fsmtdt_ Scost + ¢ = —-cos3x + c;
—x?=t
2 fxe—xzdx= —2xdx = dt =—lfetdt=—le‘x2+c;
2 2
xdx = —=dt

3. [cos®xdx = [ cos?xcosxdx = [(1—sin®x) cosxdx =

_|sinx=t

= —)dt =t -S4 ¢ = sinx — Lsin3
cosxdx:dt|_f(1 t)dt =t ——+c=sinx—-sin°x +c.

Uwaga 9. Metoda podstawiania jest kluczowa do obliczania wielu catek.
Umiejetne podstawienie, ktore jest uzaleznione od ksztattu funkcji

podcatkowej, pozwala obliczy¢ wiele calek.

1—x2%2=t?

4. [xV1 —x2dx = | —2xdx = 2tdt| = — [ Vt?tdt = — [ t?dt =
xdx = —tdt
3

=—t34+c=—-:(VI—x2) +c;
3 3
5. [V1—x2dx = x = sint |=f\/1—sin2tcostdt=

dx = costdt

1 1 1
= [cos?tdt = [Z(1+cos2t)dt = [1-dt+[cos2tdt =
= %t + isin 2t+c = %(arcsinx) + %sin 2(arcsinx) + c.
Uwaga 10. Ostatnie dwa przyktady pokazuja, ze przy ,technicznym”

obliczaniu catek nieistotny jest przedziat (a, b). Bedziemy zaktadac istnienie

odpowiednich funkcji odwrotnych, czy tez w dalszym ciagu (przy catkach

oznaczonych) uwaza¢ na wzor Vt? = |t|.
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sinx cosx =t 1
G'Itgxdx_fcosx _—sinxdxzdt|__f?dt_
=—In|t|+c=—lIn|cosx|+c;
e* _le*+1=t| _ pdt_ _ x )
[ _|exdx=dt = [Z=n]t| = In(e* + 1) +c;

1

8. [—dx=[-2dx=ln|lnx|+c.

xIlnx Inx
4x 2x
9. [sdx=2[Sdx=2n|1+x*|+c.

Powyzsze przyktady wskazuja na znaczenie wzoru ogolnego zawartego

w tabeli, a mianowicie jezeli f € C! i f(x)#0,1to0

(11.10) f%dx = In|f(x)| +c.

Uwaga 11. (Calki eliptyczne) Jak wspomnieli§my na poczatku rozdziatu
istniejg catki z funkcji ciagglych, ktore nie dadza si¢ wyrazi¢ za pomoca
funkcji elementarnych. Wazng grupg tych catek stanowig catki z funkcji
niewymiernych, gdzie pod pierwiastkiem kwadratowym wystepuja
wielomiany stopnia trzeciego lub czwartego; nosza one nazwe calek
eliptycznych. Mozna udowodni¢, ze sprowadzg si¢ one do tak zwanych trzech

postaci kanonicznych, jak nize;j:

x2

1
f\/(1—x2)(1—k2x2)dx ’ fw/(l—xz)(l—kzxz)

dx, 0<k<1,

[ . dx , 0<k<1, heR.
(1+hx2)y/(1-x2)(1-k2x2)
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11.5 Catkowanie funkcji wymiernych

Definicja. Funkcjg wymierng nazywamy iloraz dwéch wielomianéw

_ Wy (x)

Mozemy =zatozy¢, ze m >n, bo w przeciwnym wypadku nalezy
najpierw podzieli¢ licznik przez mianownik.

W skrocie (doktadniej to pokazemy na kilku przyktadach) schemat
catkowania wyglada nastepujaco.

Jak wiemy wielomian wystepujacy w mianowniku W, (x) mozna
przedstawi¢ jako iloczyn wielomianow I stopnia (ewentualnie w potedze
naturalnej) i drugiego stopnia (z A< 0) (ewentualnie w potgdze naturalne;j).

Wtedy dowodzi si¢, ze funkcja f da si¢ przedstawi¢ jako suma tak

zwanych utamkow prostych, to jest utamkéw postaci:

A B Cx+D Ex+F
keN, k=2
’ - ' x2+p2 4 (x2+p2)k ’

keN, k=2,

x-a' (x-a)k’
gdzie a,b,p,A,B,C,D,E,F sg stalymi rzeczywistymi.

Zatem catkowanie sprowadza si¢ do policzenia calek z funkcji
wymienionych wyze;j.

Wspotczynniki A,B,C,D,E,F wyliczamy z poroéwnania wspotczyn-

nikow odpowiednich wielomiandéw. Pokazuja to ponizsze przyklady.

Przyktady. Obliczy¢ catki:

1 ) 1 1 _ A B A(1-x)+B(1+x) _
L dx 5 f(x) = 1-x2  (1-x)(1+x) (1-x)  (1+x) (1-x2) -

1-x2

(A-B)x+(A+B)
(1-x2)
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Powyzsza rowno$¢ ma zachodzi¢ tozsamo$ciowo to znaczy dla

kazdego x € Dy , co ma miejsce gdy:

— A—-B=0 _1 _1
1=(A—B)x+(A+B)<:>{A+B=1 = A=, B=1,
czyli f(x)—% ﬁ+%L i stad

1

1 B 1
fl—xzdx_flix dx+f1j-x

dx=—%ln|1—x|+%ln|1+x|+c.

x2—x+2 x2—x+2 x2—x+2
Jomdx f(x0) = = =
x*—5x2+4 x*—5x2+4 (x+1)(x—1)(x+2)(x—2)

A B c D _

x+1 x—1 x+2 x—2

x3(A+B+C+D)+x?(—A+B—-2C+2D)+x(—4A—4B—C—D)+(4A—4B+2C—2D)
(x+1)(x—1)(x+2)(x-2) )

Stad otrzymujemy uktad rownan

A+B+C+D=0
-A+B-2C+2D=1
—4A—-4B—-C—-D=-1"
4A—4B +2C —2D =2

ktorego rozwigzaniem sa liczby A = % , B = —% ,C=—=,D= % _

Nast¢pnie wykonujemy catkowanie funkcji f w postaci

Cc D
[0 =5+t gt
X A Bx+C
f(x—l)(x2+1) x5 fx) = (x— 1)(x2+1) =it

_ A(x2+1)+(Bx+0)(x-1) _ x?(A+B)+x(C—B)+(A-C)
- (x—1)(x2+1) o (x—1)(x2+1)

Ostatnia rowno$¢ ma miejsce dla kazdego x € Dy gdy:
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A+B =0
x=x*(A+B)+x(C-B)+(A-C)o{C-B=1>
A—-C=0
:>A=3,B=—1,c=1.
2 2 2
Lepl
Mamy WI1gC fm 2+12 =

=Eln|x— 1] —%lnlx2 + 1] +%arctgx+c.

3 3 stopien licznika wieksz,
x3+2 x3+2 p €RSZY x+2
4, f dx ; f(x) = = |od stopnia mianownika,| = (X - 1) + .
x2+x x?%+x
wykonujemy dzielenie

Stad [ f(x)dx = [(x — Ddx +fx+2 =xz—2—x+f 2 x

x(x+1)
x+2 A i_A(x+1)+Bx_(A+B)x+A
x(x+1)_x x+1 x(x+1) - x(x+1)
@(A+B)x+Azx+2=>{AZ§;1:>A:2, B=-1
x+2 1 1
fx2+xdx=2f;dx+f—mdx=2ln|x|—ln|1+x|,

czyli ff(x)dxzx;—x+21n|x|—ln|1+x|+c.

1 0
5. [odx;
Rozktadamy funkcj¢ podcatkowa na sume ulamkow prostych

i porownujemy wspotczynniki przy odpowiednich potggach

1 1 _ A Bx+C
x3+1 (x=-1D(x2—x+1)  x+1  x2—x+1

_ A(x?—x+1)+(Bx+0)(x+1)
- (x+1)(x2=x+1)

SAXP—x+1D)+Bx+0)x+1D)=1e

© (A+B)x*+(-A+C+Bx+(A+C)=1.
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Stad otrzymujemy uktad rownan

A+B=0 | . _
A+ B4 C=0= [P (2BHC=0 95 4=-1,
A+C=1 B
A+B=0 _ 1 .1 L2
{ZB—A=—1:>B_ S, A=3,C=2.

Naszg catke moZemy zatem, zapisa¢ w postaci sumy

[ =

+21 dx] .

Pierwsza catka jest znana, natomiast druga obliczamy nast¢pujaco:

x3+1

=——f2x 1+3

fxz -x+1 =_f x2- x+1 2 x+1

1 2x—1
=l rana 3l

dx] =

dx =

1 3
=—-In(x*—x+1+]

1
1\2 3
(X‘E) *

1
__1 2 _ 3.2 i) _
= 2ln(x x+1)+2 \/garctg % +c=
2

__1 2 _ 2x-1
= 2ln(x x+1) +V3arctg N +c.

Ostatecznie mamy:

f3+1dx——ln|x+1|——ln(x —x+1)+—= arcth+c—

_1 (x+1)? 1 -1
= n(xz_x+1)+\/_ arctg \/_ +c.
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11.6 Catkowanie innych rodzajow funkcji

Istnieje wiele tablic podajgcych odpowiednie podstawienia, ktore
sprowadzaja na przyktad calki z funkcji niewymiernych czy
trygonometrycznych do catek z funkcji wymiernych. Zagadnienie to jest
dosy¢ obszerne i generalnie wykraczajace poza zakres tej monografii.
Podamy jednak pewne podstawienia, ktore mogg by¢ przydatne do obliczenia
trudniejszych catek.

Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze pierwszy krok w obliczeniach calek
nalezy kierowac w strong wykorzystania wzoru przez podstawienie, czy przez
czeSci (gdy wystepuje 1iloczyn). Sama postaé funkcji podcatkowej
wygladajagca na skomplikowana, moze okaza¢ si¢ po prostych

przeksztalceniach catkiem tatwa do catkowania.

Przyktady
1. [tg?xdx jest tatwiejsza, niz [ tg x dx (byta obliczona w punkcie 11.4
przyklad 6.), gdyz mamy [ tg?x dx = f‘zs;x = flc(::; “d
—fcosz dx—[1-dx=tgx—x+c.
2. [V2 —x2%dx = x =V2sint = [V2—2sin?tV2costdt =
dx =2 costdt
=2 [cos?tdt = [(1+ cos2t)dt = --itd.
xt*+1=1t2
3. [ x3Vx% + 1dx = |4x° dx = 2tdt =—ft\/_dt —ftzdtz
x3dx = —tdt

3
=l b=+ 1% +c.
23 6
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Posta¢ pewnych podstawien jest czgsto nieoczekiwana i na przyktad

w przypadku funkcji trygonometrycznych wykorzystuje si¢ odpowiednie
wzory, z ktérych podajemy najczesciej uzywane:

c052x=§(1+c052x), sin2x=%(1—c052x), 1+tg’x =

cos?x'’

tgx =% ctgx =E - ginx = 2 cosx—l_t2 dzie t=tg=
9 ~ cosx’ 9 ~ sinx T oq4t2!? T4t 9 - gz'

X
tg;— t
1 x=2arctgt 2_ )
4 G 9= | gin g = 2 = | dt = [;dt = Inlt| +c
sin x = Tc2 m
dx = szt
1+t
=In |tg gl +c.
tgx =t
1
S fsin4x+cos4xdx o fcos4x(tg4x+1) dx = CO;ZX B
X
—=dt
Ccos“ X
2
= 2: j 1§ dt = catka funkcji wymierne;.
Vx?2+a?=t—x
_ faf dt
Gf\/—dx (gdziea € R) = |X = —; =IT=
t?+a?
dx = —-dt
2t

=In|x +Vx2+a?| +c.
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11.7 Calki postaci [ x™(a + bx™)Pdx .

Calki powyzszej postaci gdzie a,b € R, natomiast liczby m,n,p, sa
liczbami wymiernymi, mozna wyliczy¢ za pomocg funkcji elementarnych

tylko w nastepujacych przypadkach:
a) p € N - stosujac Dwumian Newtona;

b) —p € N - stosujac podstawienie x = t* , gdzie k jest wspolnym

mianownikiem liczb m oraz n;

C) (mTH) jest liczba catkowita, stosujac podstawienie a + bx™ = t* |

gdzie k jest mianownikiem liczby p;

d) (mTH + p) jest liczbg  calkowitg, stosujac  podstawienie
a + bx™ = tkx™ , gdzie k jest mianownikiem liczby p.
Na przykiad:

m =

(m+1
n

n
[Yx(1 —x?)dx = fx§(1 — xz)gdx = ) = mamy

+ Wik
=
Il
[N

wigc przypadek d) i podstawiamy
1 3
1—x2=x%3,skad x=(1+1t3)7z, dx = (‘%) t2(1 +t3)7zdt .
Zatem nasza catka przyjmuje postaé
3 — .2 (-3 e
[ VYx(1 —x?)dx —( 2)f(1+t3)2 dat,

ktorg obliczamy tatwo, jako catke z funkcji wymiernej.
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11.8 Wzory rekurencyjne

Obliczanie calek w przypadku gdy funkcja podcatkowa zawiera parametr
naturalny n € N(N,), sprowadza si¢ cz¢sto do wyznaczenia najpierw wzoru
rekurencyjnego dla catki, a nastepnie ,,rozwigzania” otrzymanej rekurencji.
Wzor rekurencyjny otrzymuje si¢ zazwyczaj przez kilkukrotne catkowanie

przez cze¢$ci. Pokazemy t¢ metode na kilku przyktadach.
Przykiady. Obliczy¢ calki zalezne od parametru naturalnego.

1. I,=[x"e*dx, n€Ny,a e R\{0}.

— N ! — n—1
L = [ " oo dy = fG)=x" f'(x) —lnx B
n ?? gr(x) = X g(x) — aeax

1 n

— n,ax — —
-x"e +_I cee
a a 1

x™ qnpxn1

(11.10) = e |[S=-2

+ =t (=1 (n;)!x_l_ (—1)n n! ]

aqnti1

Rozwigzanie otrzymywanych rownan rekurencyjnych (gdy nie
znamy teorii takich rownan) wymaga czgsto sprytu i obserwacji relacji
spetnianych przez catke [, dla matych n . W naszym przypadku byta to

rekurencja liniowa.

2. Calkujac przez cze$ci mozna poda¢ wzor rekurencyjny dla catki
wystepujacej] w wielu zagadnieniach

]nzf;dx, nEN,aER\{O};h:f

(aZ+x2)n

1
aZ+x?

1 x
dx = —arctg—.
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Mianowicie mamy wzor

(11.11) = f = dx = 4 x 2 )

X —
(a2+x2)n 2\2(n-1)(a2+x2)n-1 ' 2p—2 N°1)

neN,n>=2.

Istotnie, mozemy napisaé
1 1 x2+a%-x? 1 x?
b = f(a2+x2)n dx = ;f (a2+x2)n dx = ;(In—l B f (a2+x2)n dx) '

Drugg catke obliczamy przez czeéci: | —=__dx =

(a2+x2)n

f) =x, fl=1
, _ x _ x _ 1 .
9 (x) T (aZ+x2)n’ g(X) - f(a2+x2)n dx = (2n-2)(a2+x2)n-1

Podstawiajac powyzsze wyrazenia do wzoru wyzej otrzymujemy teze.

Zadania, komentarze, uzupeinienia
Zadanie 1. Obliczy¢ nastepujace catki nieoznaczone:

5 1+Vx3 In(l
L b odx; Of Tdx; d)f F R

In3x

f)f x3Inxdx; g)f cos?5xdx; h)[xV3x%+4dx; i) cos*xsinxdx;

; m)f‘ dx n) [ xvVx* + 1dx.

1 .
K o

Zadanie 2. Stosujac podstawienie (x — a) = (b — a) sin? t obliczy¢ calki:

) fﬁ ;b) [Yx—a)(b-x)dx; x€(ab),a<b.
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12.1 Definicja calki oznaczonej

Do definicji catki oznaczonej na ,,podstawowym” poziomie matematyki

wyzszej mozna ,,podej$¢” na dwa sposoby:

a) zapomocg wzoru Leibniza - Newtona,

b) za pomocag granicy ciggu sum posrednich Riemanna (bioragc pod
uwage historyczne pojawienie si¢ calki, jako pola odpowiedniej
figury plaskiej).

Definicja. Niech f bedzie funkcjg cigglq w przedziale domknietym (a,b),
a < b iniech F bedzie funkcjg pierwotng funkcji f w tym przedziale. Catkg
oznaczonq z funkcji f W przedziale (a, b) nazywamy liczbe:
(12.1) J2 f(x)dx = F(b) — F(a) = F()I5 .

Uwaga 1. Jak widzimy z powyzszego wzoru, problem obliczenia caltki
oznaczonej sprowadza si¢ praktycznie do wyznaczenia funkcji pierwotnej
i zastosowania wzoru (12.1).

Uwaga 2. Liczby a i b nazywamy granicami catkowania, a oznaczenie
F(x)|% , to skrotowe oznaczenie roznicy F(b) — F(a), Uzywane w prak-
tycznych obliczeniach. Wzor (12.1) jest podstawowym wzorem rachunku

calkowego i nosi nazwe wzoru Leibniza-Newtona.

Przyktady
2 3,5 _ x* L__2
1. flxdx—41 Pttt

2. fonsinxdx= (—cosx)|g=—cosmt+cos0=1+1=2.
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12.2 Podstawowe wilasnosci calki oznaczonej

Podamy nizej (bez dowodu) kilka podstawowych wtlasnosci catki

oznaczonej, ktore sg istotne do zastosowan.

Twierdzenie 1. Kazda funkcja f Ciggla w przedziale {a, b) jest catkowalna
w przedziale {(a, b) (to znaczy istnieje skonczona wartosé catki ff fx)dx).

Co wigcej, kazda funkcja przedziatami ciggta w {(a, b), majgca skornczong

liczbe punktow nieciggtosci pierwszego rodzaju jest tez catkowalna w {a, b).

Twierdzenie 2. Zatozmy, ze f | g sq ciggle w{a, b) . Wtedy funkcje
c - fO, IfGI la-fG)+B-g9)], fx)-g(x), c,a,BER

sq catkowalne w {a, b) oraz majq miejsce ponizsze relacje:

(A) Wiasnosci algebraiczne:
(122)  [lc-feodx=c- [ f(odx,
(123)  [J(a-f@)+B-g)dx=a- [ fdx+B [} g(o)dx,
(124)  [PfG)dx =~ [ f(dx, [{f()dx=0.

Jezeli ¢ € (a,b) jest dowolnym punktem, to

(125)  [7fO)dx = [ fdx + [ f()dx .

(B) Nieréownosci:

126)  |f, x| < [IFGldx.

. <
Jezeli xe&’b) fx) <gx) ,to

(12.7) f:f(x)dx < f:g(x)dx :
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Nierownos¢ Cauchy-Buniakowskiego-Schwarza (CBS):

128) [P fgtodx| < [f? Feodx|[[7 g2 x| .
(C) Twierdzenia o wartosci sredniej:
Istnieje punkt c € (a,b) taki, ze

(12.9) I f@dx = f(e) .

Wyrazenie po lewej stronie wzoru (12.9) nazywamy wartosciqg sredniq

funkcji f w przedziale (a,b) . Z (12.9) wynika oszacowanie

(12.10) (b —a) min f(x) < 2 fO)dx < (b - a) max f(x) .

Jezeli dodatkowo funkcja g ma staly znak, to istnieje punkt ¢ € (a,b)
taki, ze
b b
(12.11) J, ) g(x)dx = f(c) [, glx)dx .
Jezeli dodatkowo funkcja g jest monotoniczna, to istnieje punkt
c € (a,b) taki, ze

(12.12) [, F00g(dx = g(@) [ f)dx + g(b) [, f)dx .

Uwaga. Relacja (12.7) jest szczeg6lnie wazna, bo mowi ona, ze nierownosci
migdzy funkcjami mozemy catkowaé, a w szczegdlnosei gdy f(x) = 0, dla
kazdego x € {a,b), to calka f;f(x)dx >0.

Mozna udowodni¢ rowniez, ze gdy f(x) jest ciagta w (a,b) oraz

f(x) >0 w (a,b),to f:f(x)dx >0.
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Relacja (12.7) jest rowniez bardzo istotna, gdy nie mozemy wyznaczy¢

funkcji pierwotnej funkcji f, a chcemy zna¢ choéby przyblizong warto$¢ catki

f:f(x)dx .

Jak wiemy funkcja ciggta f, ma nieskonczenie wiele funkcji pierwotnych

roéznigcych si¢ o stalg. Ma miejsce wlasnos¢ bardziej precyzyjna:

Twierdzenie 3. Jezeli f jest funkcjq ciggltq w {a, b) to funkcja
(12.13) ?(x) = f}j‘o FOdt, x,x € (a,b)
Jjest funkcjq pierwotng funkcji f zerujgcq sie w x.

Funkcj¢ @ (x) nazywamy catkg o zmiennej gornej granicy catkowania.

12.3 Dalsze wlasnosci calki oznaczonej

W niektorych zagadnieniach wygodnie jest mie¢ nieco ogdlniejsza wersje

wzoru (12.13) wynikajaca ze wzoru na pochodng funkcji ztozone;.

Twierdzenie 4. Zatozmy, zZe funkcje u i v sq rozniczkowalne w przedziale
(a,b) i u,v:{a,b) = (A,B) oraz, ze funkcja f jest ciggta w (a, b). Wtedy

funkcja

(12.14) w(x) = [*P F(Ddt

u(x)
Jjest rozniczkowalna w (a, b) i ma miejsce wzor
(12.15) P'(x) =v'(x) - f(r() —u'() - fu) .
Dla catki oznaczonej zachodza twierdzenia o catkowaniu przez

podstawienie oraz przez czesci.

206



CAtKA OZNACZONA

Twierdzenie 5. (Zamiana zmiennej w calce 0znaczonej - catkowanie przez
podstawienie)

Zatozmy, ze f(x) jest funkcjg cigglq w {(a,b) , a funkcja g(t) spefnia
nastepujqce zatozenia:

1. g(t) € CXa,pB),

2. g({a, B)) = (a,b),

3. g(@)=a, g(B)=0».
Wtedy

(12.16) J; f@dx = [} flg®lg' @t .

Przyklady
1. Obliczy¢ calki: a) fol xe ™ dx; b) JEsin®xdx .

Zastosujemy odpowiednie podstawienie jak nizej. Mamy

=t x| 0|1
1 - _ —
a) fo xe "’ dx = dedx —1cclltt = 1 1
xdx = —=
2

1
11 1 1 1
=f —etdt=—8t| =—(e——)_
-12 2 -1 2 e

T T T

2 cin3 — (Zcin? g . o — (201 — <2 2 o _
b) [2sin®xdx = [2sin®x-sinxdx = [?(1—cos®x)sinxdx =

_|cosxdx =t |: x| 0 %
—sinx dx = dt t 110
1

= [J(1—t?)dt = (t—§)| =§.

0
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2.

208

Wyijaénié¢ dlaczego podstawienie x% =t daje falszywa warto$¢ calki
f_zl x%dx ?
Podstawmy x2 = t i obliczmy calke

INE |§;ct=dt|: x_ |-

41 1234_1 _
—f \/_dt—zgz —;(8—1)——

Liczac catk¢ nieoznaczong ze wzoru Leibniza-Newtona,

otrzymujemy
2 2g. 2 1 _
[ x2dx =% |_1—3(8+1)—3.
Blad polega na tym, ze funkcja x? = t nie jest roznowarto$ciowa

w (—1,2) i madwie funkcje odwrotne: x =/t , x = —/t.

Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale (—a, a),a > 0. Udowodni¢:

[Za fOdx = [JIF(D) + F(=t)]dt
Jaki wniosek wynika z powyzszej rownosci gdy f jest funkcjg parzysta
(nieparzysta) ?

Dowdd. Mamy kolejny oczywisty ciag rownosci:
f_“ fedx = [° f(x)dx + f f(x)dx = tlalo

Ll = nde+ [ F@de = [0 + F@)d
Gdy f jest funkcjg parzysta, czyli spetnia warunek f(—t) = f(t) , to

mamy f_aaf(x)dx = Zanf(x)dx, natomiast gdy f jest funkcja

nieparzysta, czyli f(—t) = —f(t),to f_aa f(x)dx=0.
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4. Zalézmy, ze funkcja f ciagla w przedziale (a,b) spetnia warunek

fG)=fla+b—x).
Wtedy ma miejsce wzor (ktorego dowod zostawiamy czytelnikowi)
(12.17) [Pt f@dt =22 f7 fwdu.

Jako zastosowanie obliczmy catke f sin x

dx W  naszym

przyktadzie mamy: (a, b) = (0, ), afunkcja f(x) = spetnia

1+coszx
sin(m—x) _ sinx

warunek  f(m —x) = 1+cos2(m—-x)  1+cos2x

= f(x) . Stad na mocy
(12.17) mamy:

J-n sinx x =T (" sinx _|cosx =t |_

0 " 14+cos?x T 270 1+cos?x T | =sinxdx = dtl ~
x|10|m _nfl dt naTCt t|1 _n(n+n)_(n)2
t|1]-1 T 2J-114e27 2 9 1 2\ 4 \2/) -~

Twierdzenie 5. (wzor na catkowanie przez czesci)

Zatézmy, ze funkcje f,g € C*{a, b). Wtedy ma miejsce wzor

(12.18) L fg@dx = fFgIs— [ f(x)g' (x)dx .

Przyktady
_|[f@=x* f)= =
7o |sw=mx g=1
3 3 3|€ 3 3
=x—lnx| - lax=C_2| & _ e 1 _2,3,1
3 x 3 914 3 9 9

2.

1 fllr)=e™ flx)=—e™™
Yxdx = )
be o gy =x g =1
— —X 41 1 —x — -1 -x\|1 — 2 _e-2
=—exlg+ [jeFdx=—eTt+ (e =1-S=—.
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f=e f@=e |

3. I=[reFsinxdx =

y gx) =sinx g'(x) =cosx
Y3
— exsmx|z_ f;_rexCOSxdx _ ‘u’(X) =e* u(X) = e* | _
o Jo = v(x) =cosx v'(x) =-sinx
e% . z 1
— X 4 X . — — 1 —
=5-e cosx|g— [re¥sinxdx=1—1.Stad 2 =1i [ =-.

Ladnym zastosowaniem wzoru na catkowanie przez czesci jest

Twierdzenie 6. (Lemat Riemanna-Lebesgue’a)
Niech f:{(a,b) = R bedzie funkcjg o cigglej pochodnej w przedziale
(a,b) ,tzn. f € C¥a, b) . Zachodzq relacje:

(1219)  lim [7f(0) sin(nt)dt = lim [ f(8) cos(nt) dt = 0.

Dowdéd. Udowodnimy pierwsza rownos¢, dowod drugiej jest analogiczny.
Catkujemy przez cze$ci (shuszno$é zapewnia zalozenie f € C1(a, b)) .

u(t) = f(t) u'(t) = f'(0)

b . _ _
fa f(t) sin(nt) dt = v (6) = sin(nt)  v(t) = — cos(nt)| =

=—f(0) %(nt)lb + %f: f'(t) cos(nt) =
= ~(f(a) cos(na) — f (b) cos(nb)) + - J, f'(t) cos(nt) dt .

Stosujgc nieréwno$¢ trojkata i fakt, ze f(a), f(b)i f'(t) sa

wielko$ciami ograniczonymi otrzymujemy | f: f(t) sin(nt) dt| <
by -
< (If@llcos(ma)| + |f (b)l[cos(nb)|) + %fa If'®)ldt <

< -Uf@I+If (BN +7 (b= a) max|f' ()] =0, n— +oo.
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12.4 Wzory rekurencyjne

Dla catek zawierajagcych parametr n € N, celem ich obliczenia
znajdujemy najpierw dowolng metoda réwnanie rekurencyjne, ktore one
spetniaja, a nastgpnie rozwigzujemy je (wymaga to duzej inwencji, badz
stosowania odpowiednich wzoréw), skad otrzymujemy wzor jawny dla

rozwazanej catki.

Przyktad 1. Szczegdlnie waznym wzorem rekurencyjnym ze wzgledu na

zastosowania (wzor Wallisa 1 wzor Stirlinga) jest wzor dla catki

(12.20) I, = [Z sin"xdx , n €N,.

T
2

Mamy [, = [ dng,llzfgsinxdle, I, = [Zsin® xdx =

0
= lfg(l —cos2x)dx ==, I = fgsin3xdx =2
270 4’ 37 Jo 3

Catkujac dwukrotnie przez czgsci otrzymujemy nastepujacy wzor

rekurencyjny

n—-1

(1221) InzTn_z,nEN,nZZ.

Z powyzszego wzoru mozemy tatwo obliczy¢, ze

Piszac wzor (12.21) w przypadku parzystym dla 2, 3, ...n, otrzymujemy

1 3 5 2n—-1
L=l lh=51, Ig =14 Ly ===

n 2n-2 -

Po przemnozeniu powyzszych rownosci i uproszczeniach otrzymujemy
pierwszy z ponizszych wzordw. Drugi otrzymujemy analogicznie

[n)!'=2-4-6-..-(2n), Cn—=DI'=1-3-5-...-2n—1)].
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_ 13-..(2n-1) T 2n-1)!! 3

Ion = 24-.-(zn) 2 (ol 2’ neN,
12.22
( ) I _ 24..2n) _ (nm! €N
+1 T T3 ontn) | @neDn 1 0-

Jako zastosowanie powyzszych wzoréw udowodnimy wzér Wallisa

podajacy warto$¢ m jako granice odpowiedniego ciggu.

Dla x € (O, g) ,n € N prawdziwe sg nierownosci:

a2Nn+1

sin x < sin®™x < sin®™1

X,

ktore po scatkowaniu daja: I,,1 < Iy, < I—1 , CO NAa mocy wzoru (12.22)

(2n)!t 2n-1)! o (2n-2)1
2n+1)!! (e 2 n-1n’

oznacza, 7e

Po uproszczeniach otrzymujemy

(zn)! ]2 L. [ (zn)! ]Zi
@n-0!l 2n+1 " 2 @2n-!l 2n’

Réznica oszacowan od gory i od dotu w powyzszych nierdwnos$ciach

spetnia nierownos¢

1 n)! ]2 1

T
2n(2n+1) LE@n-D! 2’

2n
a wiec dazy do zera. Zatem granice obu stron nieréwnosci sg identyczne.

Mozemy wigc napisa¢ wzor Wallisa w postaci

(12.23) T _ lim [ (2n)! ]2 1

2 notoeo L@n-DUl 2n+1 7

Uwaga. Aby obliczy¢ efektywnie (to znaczy w sposdb jawny) catki zalezne
od parametru naturalnego n € N (N;) probujemy r6znymi metodami ad hoc
otrzymac¢ wzor rekurencyjny. W wielu przypadkach jest to rekurencja liniowa

rzedu I-ego 0 zmiennych wspotczynnikach. Ponizszy lemat podaje elegancki
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i prosty wzér na rozwigzanie takiej rekurencji. Jako produkt uboczny

otrzymujemy granice waznych ciggow liczbowych (przyktady 2. i 3.).

Lemat. [5] Zatozmy, ze ciag (T,,), n € N, spelnia rownanie rekurencyjne

postaci:
(12.24) a,T, =b,Ty_1+c,, nEN,

gdzie T, oraz a,, b,,c, € R s3 dane.
aq-Az-....Qpn—1

Oznaczmy: s, = PR
2' 3'...' n

, Spbp =Sp_1Qp_1, N=2.
Rozwigzanie rownania (12.24) dane jest wzorem

1
(12.25) To = o (51b1To + Xiemn CrSi) -

Przyktad 2. Dla n € N, , oznaczmy I, = ff(ln x)"dx .

a) Zastosowa¢ odpowiednie podstawienie i wykazaé, ze I,, = | 01 t"etdt .
Obliczy¢ I,, dlan=0,1,2,3.

b) Uzasadni¢, stosujac twierdzenie o trzech ciggach, ze nl_iLnoo I, =0.

¢) Udowodni¢ wzor rekurencyjny I, = e —nl,,_, , n € N. Poda¢ wzor
jawny na I,, stosujac powyzszy Lemat.

_1\k
d) Wykorzystujac b) i ¢) uzasadnié, ze: liT Yik=o0 % = é :
n—->+oo .

Rozwigzanie.
a) Podstawmy Inx =t = dx =efdt czyli I, = fol thetdt .

Mamy: I, = foletdt =e—1; L= fle Inxdx = (xInx —x)|§

=(elne—-e)—(1-lIn1-1)=1;
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f)=t* f'()=2t

I, =[ t?etdx=|", =e—2
2= 7y gy =e" gx)=e'
1 fx)=t> f'(x)=3t? 1
I = 3 ot dy = — $3pt]l 3 (Y20t =
ThLeE = g met gw=er |70

=e—3(e—2)=—-2e+6.

iscie 1 H Nyt « N
b) Oczywiscie I, > 0 i tezvo”l) t"et < t"e, skad

I, —f t"e tdt<f t"edt—— Zatem0<1n_ Wlf;CllmI = 0.

c) Catkujac wzor I, = fo t"etdt , n € N, przez czesci jak wyzej otrzy-
mujemy [, = e —nl,_; . Ostatnig rekurencj¢ rozwigzujemy stosujac

wzor (12.25), gdzie: a, =1, b,=-n,c,=e,n€N,[j=e—1.

1-1-..-1 _ (=1
(=2)(=3)..(-n)  n!

= D {1 DD+ B S0 -
= (- 1)”n'{82k 0— 1}.

k!

Mamy s, =

,n €N, skad s; =1 oraz

Gdy n = +oo otrzymujemy jako dodatkowy efekt naszych obliczen

. [GROLI!
znany fakt, ze lim Y}_, P
n-+oo

Przyktad 3. Dla n € Ny oznaczmy I, = fo —

a) Obliczy¢ I,, I; oraz poda¢ wzor rekurencyjny dla 1, .

b) Uzasadnic, ze liT I, =0.
n—>+0oo

c) Poda¢ wzor jawny dla I, | wywnioskowaé stad warto$¢ granicy

k+1
lim ¥"_ L
n-+oo k
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Rozwigzanie.

a) Mamy I, = folidx =n(1+x))i=m2;I = folidx =

1+x 1+x

e S fol 1dx — flﬁdx =1 —In 2. Ponadto mamy

0 1+x 0

1xn+1 +1 xn

Lyjr+ L, = | dx+f1ﬁdx=f1(xn +—)dx=
n+l n 0 1+x 0 1+x 0 \14+x = 14x

= (fan (2 ) de = [Fatdx = =
—fox (1+x+1+x)dx—f0x dx =—, n €N, . Zatem

Lyyg + 1 = —

n+1,nEN0.

b) Dla x €(0,1) mamy 1 <1+ x < 2 , co implikuje nieréwno$¢

1 x™ . . ., , - .
-x" < —<x"™ . Calkujac powyzsze nierownosci otrzymujemy

2 1+x

2orn = I = Gy Skad L 1 = 0.
c) Stosujac wzor (12.25) do rozwiazania rekurencji I, = —I,_; +%‘

neN,gdzie a=1, b=-1, ¢, =% otrzymujemy

(—1)"} .

L= (DM {m2+ 30,5

_1\k+1
L=ln2.

Relacja lim I, = 0 implikuje, ze lim Y} —4
n—+oo n—-+oo

Uwaga. Warto$¢ wielu skomplikowanych catek z funkcji trygonometrycz-

nych otrzymujemy korzystajac z tak zwanych wzoréw linearyzacyjnych,

ktore tatwo dowodzi si¢ indukcyjnie (patrz rozdziat I1I).

Przyklad 4. Udowodnic, ze:

fESin(2n+1)tdt _T fE sin(2nt) dt = 2 .Z,I;L:l(_l)k_l 1 .

neN -0 sint T2 0 sint 2k—1
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Na mocy wzoru: sin(nt) — sin(n — 2)t = 2 cos[(n — 1)t] sint,

sin(nt) _ sin(n-2)t

mamy: + 2cos [(n — 1)t] .

sint sint

Gdy n=2k+1, k € N otrzymujemy

fz sm(2k+1)t

I, =
k sint

_ (Zsink-1t L B
= Je=E===dt + [2 cos (2kt)dt = I_; (bo druga
catka jest rowna zero), co oznacza, ze ciag () jest ciagiem statym, czyli

z s
Iy =1 = J2ldt ==

W przypadku gdy n = 2k , skorzystamy ze wzoru

sm(Zkt) .
(12.26) o =2 Z _,c05(2j—1)t .
ktéry daje:
(kD) u .
fo Sl:mt dt=2- Z 1 Jgcos(2j — Dtdt
(-1t
=2 Z —2 Z] 1 T

Whniosek 1. Warto$¢ obu powyzszych calek pozwala wyznaczy¢ granice

bardzo waznego ciggu. Mianowicie mozemy napisac, ze:

T
—sin(2n+1)t sm(Znt) cost+cos(2nt)sint
T fpimlmty g dt =

_ fz Sm(znt)COStdt-l-fOECOS(ZTlt) dt = fz sm(Znt)costdt

sint sint

=0

sint sint

oraz

1)k-1 T sin(2nt)

Odejmujac stronami powyzsze rOwnosci otrzymamy

sint

GOl k-1 T sin(2nt)(1—-cost)
sz 1 k-1 __f sint dt =

Jitg % - sin(2nt) dt .
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Gdy n - 400 to na mocy Lematu Riemanna - Lebesque’a otrzymujemy

lim [2 tg%-sin(Znt) dt =0 (bo f(t) = tg% e C?t (0,%) skad wynika

n—+oo

Whniosek 2. Stosujac podobny wzor do (12.24) dla sumy sinuséw otrzymamy
wartos¢ innej catki. Mianowicie réwnos$¢

sin?nt

Yr=1Sin(2k — Dt =

sint

po scatkowaniu daje

T .. 2 T —
fz sin?(nt) dt:ZLl:l J-Oz sin(2k 1)tdt: n T m

—_1 - =Nn—-.
0 sin?t sint k=1 5 2

12.5 Oszacowania calek

Wobec faktu, ze wiele catek oznaczonych nie wyraza si¢ za pomoca
funkcji elementarnych, a czesto niezbgdna jest znajomos$¢ ich warto$ci
(chocby przyblizona), bedziemy probowac podac dla nich mozliwie najlepsze
nierownosci. Pokazemy nizej kilka przykladow oszacowan catek
wykorzystujac odpowiednie nierownosci dla funkcji, twierdzenia o wartosci

Sredniej oraz nieréwnos$¢ CBS dla catek.

Przyktady
1. Oszacujemy catke: I = folexzdx.

a) Poniewaz 1<e* <e dla x€(0,1), tonamocy wzoru (12.7),

powyzsze grube oszacowanie daje natychmiast po scatkowaniu

1=1-1-0)< [ e¥dx<e-(1-0)=e.
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b) Wykorzystujac wypuktos¢ funkcji wyktadniczej mamy

VO e*>x+1 (zroéwnoscig dla x = 0), skad otrzymujemy
X2

V e >x2+1.

x€(0,1)
Oszacowanie od gory dla f(x) = e* w (0,1) podamy wykorzystujac
y/ A o) = (L) potozenie wykresu funkcji

wyktadniczej ponizej sieczne;j.

2 4

Rownanie prostej AB :

B = (x1,y1)
=01 1 Y—Y2 _ XX ti. y-e :x_—l PN
O Vo—y1  Xp—%q e—1_ 1-0
X
0 ' osy=(€e-Dkx-1+e .

Mozemy wigc napisac, ze: VY e’ < (e—Dx?+1.
x€(0,1)

Stad otrzymujemy catkujac 1 stosujac znow wzor (12.7)

1.33 ~ 2 fol(x2 + Ddx < folexzdx < fol[(e —Dx? +1]dx =

3 p—tl
1 e+2 . . ..

=(e—-1) 3T 1= =~ 1.57 , a wigc oszacowanie lepsze niz w a).

Uwaga. Stosujac do oszacowania z dotu nieréwnos$¢ doktadniejsza

V e* >1+x+-x2, otrzymaliby§my I > =+ —~ 1.43.
x20 2 3 10

2. Udowodnié nierownosé:  1.13 < [* V4 — cos? tdt < 1.20 .

Mamy: 4 — cos?t =3+ (1 —cos?t) =3 +sin®t i w (0,%) mamy
2
3<3+sin?t<3+ () ~35.
Stad, catkujac powyzsza nierowno$¢ otrzymujemy

113 < 11325 < 233 < [ V4 — cos?tdt < 73/35 ~ 1.19239 < 1.20 .
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Uwaga. Chcac otrzymaé mozliwe najlepsze oszacowania danej catki, nalezy

probowac réznych nierd6wnosci wymienionych w twierdzeniu 2, badz stoso-

wac¢ bardziej doktadne nierownosci dla funkcji podcatkowe;.

3. Naprzyktad dlacatki I = | 01 V1 + x*dx grube oszacowanie wynikajace
ze wzoru (12.7) daje 1 <1 <2 ~ 1.414 .

Natomiast korzystajgc z nierownosci v1+t <1 +§ , t€(0,1) ,
4
w postaci V1 +x* < 1+ otrzymamy:
f\/1+x4dx<f( )x—11

Zastosowanie nierownosci CBS daje jeszcze lepszg wartosc¢

1
5 1
fyvT+atdx < {[;(VI+x%) dx - [, 1dx}’ = VIZ ~ 1.095.
4. Pokazemy nizej dwa oszacowania tej samej catki zamieniajac w twier-

dzeniu o warto$ci sredniej role funkcji f i g (c € (0,1)).

fl sinx
0 1+x2

= %sinc < %sinl =~ 0.66 ;

fl sinx
0 1+x2

1 1, 1
x=——| sinxdx =
14c? fO 14c?

Zadania, uzupelnienia i komentarze

Zadanie 1. Obliczy¢ catki oznaczone stosujac dowolng metode:

elnx

a)f “x2nxdx; b) [, —dx; ¢) [Zx*sinxdx; d) folxarctgxdx;

. (l ) . = d. . 2 eXd . 2 .
O [ g fﬁ 9 FEE [T R

) ffemade D) [fgrd R fERd
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Zadanie 2. Oszacowac ponizsze catki oznaczone stosujac kilka dostepnych

metod z wyktadu. Poréwnaé otrzymane wyniki.

a) fol V1+x2-V1+x3dx; b) [2/(1+xP)cosxdx; c) [2e 25" dx;

LY . . 1 x7 . 1 In(1+x)
d) [# Vxsinxdx; 6) fy ==dx; f) i ——dx.

2

Zadanie 3. a) Czy mozna zastosowa¢ wzor Leibniza - Newtona do catki

3 dx
I= ] Py ?

. 1 dx , ..
b) Czy mozna w calce I = fo T zastosowac podstawienie x =
x

?
cost

Zadanie 4. Udowodni¢, ze jezeli f € C1(0,1), to

JE f(sinx)dx = [2 f(cos x)dx .
Whniosek. Ma miejsce wzor
JEsin"xdx = [? cos™ xdx ,n €N, .
Zadanie 5.* Niech m,n € N, m,n > 2 . Oznaczmy:
B(m,n) = [ 01 x™1(1 — x)" dx . Stosujac catkowanie przez czeéci podaé
wzor rekurencyjny dla B(m,n) . Wykorzystujac ten wzor udowodnic, ze
_ (m-1)!(n-1)!
B(m' n) T (m+n-1)!
Funkcja B(m,n) to tak zwana funkcja Eulera | rodzaju (tutaj dla

m,n € N), ktorg rozwazamy w rodziale X1I1.
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Rozdzial XIII. CALKI NIEWEASCIWE. FUNKCJE GAMMA
I BETA EULERA

Dwa zalozenia dotyczace calki oznaczonej to ciaggltos¢ funkcji
podcatkowej w skonczonym przedziale domknietym (a,b), a < b .
Jezeli jedno z tych zatozen nie jest spetnione to dochodzimy do pojecia

catki niewlasciwe;j.
13.1 Catka niewlasciwa w przedziale nieograniczonym

(@, +0)

Definicja. Zatozmy, ze funkcja f jest ciggla w przedziale (a,+) , gdzie a
Jjest dowolng skonczong liczbg rzeczywistq.

Catkqg niewlasciwg z funkcji f w przedziale (a, +) nazywamy wyrazenie:

(13.1) [77fGdx 2 lim [T f(x)dx, M>a.

W przypadku gdy powyzsza granica jest liczbg skonczona, to catke
niewlasciwa f:m f(x)dx nazywamy zbiezng, a gdy granica jest rowna
(£00) lub nie istnieje to calke t¢ nazywamy rozbiezna.

Uwaga. Jak widzimy ze wzoru (13.1), obliczenie calki niewlasciwej jest
teoretycznie  proste,  bowiem f;"f(x)dx =F(M) —F(a), gdzie

F'(x) = f(x) . Zatem nalezy wykona¢ jeden krok rachunkowy wiecej niz

przy catce oznaczonej i obliczy¢ granicg Mlirf F(M) = F(4+0).
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Przykiady. Obliczy¢:

+oo 1
L f2 xInx
Inx=t
M 1 InM dt
Mamy: [ ——dx = |ax _ ,.| = [, 7 =ntlfy = m(nM) -
X

oo Inx

In(in2) , zatem: [ Tdx = lim (In(IlnM) ~ In(In2)) = +oo

n

. . ;- +oolnx . ..
a wigc catka niewlasciwa fz de jest rozbiezna.

2. f0+°° e ¥dx = Ml—i>7:r|-loo fOMe‘xdx = Mli’fm(‘e_x)lgl =
Mlirf (—e™ +e% =1, czyli calka niewlaéciwa jest zbiezna i jej

wartosc¢ jest rowna 1 .

3. f;ooxiadx ,a>0.

Mamy:

My ( 1 1)_
1 —a+1\me-1  qa-1) T

{% dla a > 1.

x—a+1

—a+1

dla a#1: flMxiadx=

a_ )
+oo dla a<1

+001 — . M _ . _ —
—dx Mli’foo(l”x)lz lim [InM—In2] =+,

M-+

daa=1:{

1

czyli 1+°°xiadx jestzbieznadla a > 1 i rozbiezna dla a < 1.

Uwaga. Jezeli istnieje funkcja pierwotna F(x), F'(x) = f(x), to obliczanie
catki niewtasciwej prowadzimy z definicji to jest ze wzoru (13.1).
Problem powstaje gdy funkcja pierwotna funkcji f nie jest znana,

natomiast catka ma sens.

222



CALKI NIEWLASCIWE

Na przyktad catka f0+ooe_x2dx jest dobrze okreslona bo

fx) = e~ jest ciggta w R, ale nie mamy wzoru na funkcje pierwotna.

+00

Jej zbieznos$¢ uzasadniamy nastepujaco:
e dx = fole‘xzdx + f:oo e ™ dx < fol ldx + f1+°°e‘xdx =

=1+ é , czyli f0+oo e " dx jest zbiezna 1 jej warto$¢ nie przekracza 1 + i .

Przykiady. Zbada¢ zbiezno$¢ calek:

+oo dx . M dx . MA
fy = lim [ = lim (arctgx |f) =

= MliT (arctgM — arctg 0) =§ - caltka zbiezna.

+ oo 2 . M a2 . 1 _,2
[ xe™dx= lim [ xe™*dx= lim (——e X
0 M—+00 -0 M—+o00

)"

. 1 _y2 1 1 ..
= lim (——e M +—) = = - calka zbiezna.
Mot U 2 2] T 2

+oo . . M. . .

[ xsinx dx= lim [ xsinx dx= lim (=M cos M + sinM).
0 M—+o0o 0 M—+oco

Powyzsza granica nie istnieje, zatem catka jest rozbiezna.

Podobnie jak w przypadku szeregow, dla catek niewlasciwych istnieja

kryteria zbieznosci 1 rozbieznosci.

Podstawowym kryterium jest kryterium porownawcze.
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Twierdzenie 1. Zatozmy, ze
V 0<f(x)<gk).

x€(a,+)

Wtedy, ze zbieznosci catki fa+°° g(x)dx  wynika zbieznos¢ catki
f;oo f(x)dx, a z rozbieznosci catki f:oo f(x)dx wynika rozbieznos¢ catki

f;oog(x)dx .

(x)

Twierdzenie 2. Jezeli f,g € C {a,+®),a €R i lim fﬁ = 1,1 € (0, +)
X—>+ 00

to obie catki niewtasciwe f;oo f(x)dx i fa+°o g(x)dx sq jednoczesnie
zbiezne lub rozbiezne. Gdy 1 =0 to ze zbieznosci [ g(x)dx wynika
zbieznosé¢ [ f(x)dx ,agdy | =+ to z rozbieznosci [ g(x)dx wynika

rozbieznosé¢ [ f(x)dx .

Przyktady

L f;m% ’1 +xizdx > f;ooi' 1ldx - catka rozbiezna;

+00 4x2-2 +00 4x2 40 1 o
2. fl i1 dx < fl x—4dx = 4f1 x—zdx , & = 2 - calka zbiezna,;

. x—1,—t
3. [Tt tetdt, lim Y ° (dladi>1) =
—+00 t7
N . . . .
= tll-Ti-n = 0, skad wynika, Ze catka jest zbiezna dla kazdego x.
+o0o  x+1 +0o 2x +o0o 1 C e
4, fz ﬁdx < fz \/?dx =2 fz de - calka zbiezna;
3 3
5. f+°° x+x§ dx ; jezeli f(x) = x+x§ , g(x) = Lo lim %=1 , ale
1+x2 1+x2 x x—+00 9(x)
catka | 1+°° % dx jest rozbiezna, wigc badana catka rowniez.
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Uwaga. Analogicznie jak catke fa+°° f(x)dx definiujemy catke f_aoo f(x)dx.
Natomiast calke niewlasciwg fj;o fdx = [°_fx)dx + fa+°° f(x)dx

nazywamy zbiezng, gdy obie calki wystepujace w powyzszej sumie s3

zbiezne.

Przyktad

fj‘:o x21+1 dx = f—OOO x21+1 dx + f0+oox21+1 dx =

- Mfilr_loofM 7 dx +M£i72} fo ’ 21+1d =§+§= T

13.2 Dwie calki niewlasciwe specjalnej postaci
W roznych zastosowaniach pojawiaja si¢ czgsto dwie specjalne catki
niewtasciwe, dla ktorych nie istnieje funkcja pierwotna funkcji podcatkowe;.
Istnieje kilka metod ich obliczenia. Podamy nizej mozliwie najprostsze.

(A) Catka: I = f+°05inx

0 dx

Udowodnili$my w rozdziale XII, ze
T, . 2
= [z M) =n=
I, fo(sinx dx=n-,n€eN.
Dowod wynikat z dwoch faktow, a mianowicie, ze wzoru

trygonometrycznego

n sin((Zk-1)x) _ (sin(nx))2

k=1 sinx sinx

1 wartosci catki

JeEdx = % | diakaidego k €N

0 sinx
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Obliczymy teraz wartos¢ catki I, catkujac ja przez czgsci:
— z a2 .
I = [2sin®(nx) - ——

f g

dx =

_ f(x) =sin?(nx) f'(x) =2n-sin(nx) - cos(nx) _
| 9@ = g0 =—ctgx -

= (—sin?(nx) - ctg xlg +n f05 2 sin(nx) - cos(nx) - ctg x dx =

sin?x

-0
——
XCoOSX

., sin?(nx)-cos x . sin?(nx) cosx .
= [1gm TR CO9x llm(nx)z—(z) ——=n?lim——=0|=
x—0 sinx x>0 (nx) sinx x>0
————— X
-1 -1
T T T
=sin(2nx) —=sin(2nx) = (x-tgx .
=nf2——dx=n[2——dx+n 2 (—g)SLnandx =
0 tgx 0 x 0 \xtgx

g&)
1 2 sin(2nx) z .
==l = fOZde + J2 g(x) sin 2nx dx .

Pierwsza catka jest rowna:

2nx =t
fogsin(an) dx = X = %t _ fnnﬂdt,
x 1 0 t
dx = —dt
2n
czyli

1 int z .
§=;’n = fon”%dt—i—fozg(x)stnxdx.

Stad na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a, gdy n — +oo

otrzymujemy

+oo sint b4
) dt = -
0 t 2

poniewaz mozna nietrudno wykazaé , ze g € C* (0, g) .
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(B) Obliczymy teraz wartos$¢ catki | = f0+00 e~ dx .
Mamy oczywistg nierdwnos$¢ (rozdzial VIII, zadanie 1 (1)):
Vi-x?<e™ <.
x>0 1+x

Lewa strona nier6wnos$ci ma znaczenie dla x € (0,1),staddla x € (0,1)

mamy:
.2 \n —nx? ; —nx? 1
v, I=x)"<e natomiast v e <G
x€(0,1) x>0

Calkujac otrzymujemy oczywisty ciagg nierdéwnosci:

J, = fol(l —x2)"dx < fole_""zdx < f0+°°e_"x2dx <

+oo 1
< fo (1+x2)n ax = Jz.

(2n)!t

1 z .
Ale J; = [[ (1 —x*)"dx = [2sin®™*'tdt = nrnn (rozdzial XII) .
Analogicznie
x=ctgt ™
— [t 4. _ (e 2m—2 _ @n-3) n
> = fo )" dx = dx = — 'dl; = foz sin tdt = a1 2
sinct
Ponadto [~ e ™" dx = L= = =] . Czyli ierownos¢:
B = \dt = L x| = 7/ - Czyli mamy nieréwnos¢:
Vn
(2n)!t 2n-3)" =«
ﬁ(2n+1)!! <J< \/E(Zn—z)!! 2

skad
n [(2n)n)?
2n+1 [(2n—-1)"]2(2n+1)

2 n_[(2n-3)1%(2n+2) (m)?
J 2n+1 [(2n-2)1]2 (2)

Ale wzor Wallisa (rozdzial XII): = lim %
n-+oo —1)=

, po
podstawieniu wyzej implikuje dla n — oo :

T2l — (PP ey = VT
7 <J? < zatem ]—fo e dx ==~
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13.3 Kryteria Abela i Dirichleta. ZbieZnos$¢ bezwzgledna

Zbadanie zbieznosci calki niewlasciwej jest trudne, gdy nie istnieje
funkcja pierwotna funkcji podcatkowej danej wzorem jawnym. Na przyktad
dla catki

— (T cin(+2
I= [ sin(x?) dx

nie jest oczywistym jej zbiezno$¢ badz rozbiezno$¢, majac bowiem na
uwadze interpretacje catki jako pole nie widaé jakich ,fal” jest wigcej,
dodatnich czy ujemnych.

Co wigcej mimo, ze |[sin(x?)| <1,to lim sin(x?) nie istnieje

X—+00

(uwaga ta jest istotna w kontekScie zbieznosci szeregow - warunek
konieczny, co bedzie rozwazane w rozdziale XV).

Jednakze juz podstawienie x2 =1¢t, x = Vt, dx = z_ﬁdt Zmienia
sytuacj¢, bowiem otrzymujemy, ze:

1 p+oosint

I = Wdt

=-1,
Dla catek majacych powyzsza postac to znaczy
(13.2) I = fa+°°f(x)g(x)dx
istniejg dwa eleganckie kryteria zbieznosci.
Twierdzenie. (Kryterium Abela)
Zatozmy, ze funkcje f 1 g sq okreslone i ciggle w (a,+»), a € R.
Jezeli ponadto catka f;oo f(x)dx jest zbiezna , a funkcja g jest
monotonicznie malejgca i ograniczona w {a,+x) , to catka (13.2) jest

zbiezna.
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Twierdzenie. (Kryterium Dirichleta)

Zatozmy, ze funkcje f 1 g sq okreslone i ciggle W (a,+), a € R .
Jezeli ponadto, w kazdym przedziale skonczonym ({a,A), A > a, catka
f:f(x)dx jest ograniczona, a funkcja g maleje monotonicznie do zera

(toznaczy gl i liT g(x) =0), to catka (13.2) jest zbiezna.
X—+ 00

Przyktady

1. Z kryterium Dirichleta wynika natychmiast zbiezno$¢ catek postaci:

f+oosmxdx ,a>0, a>0.
a x
Przyjmujagc bowiem: f(x)=sinx, g(x) = xia widzimy, ze
|fAsinxdx| =|cosA—cosal <2 i lim ia: 0.

a xX—+400 X

Wobec faktu, ze przyjmujemy % = 1, wynika stad zbiezno$¢
catki | 0+°° Sizx dx (w poprzednim punkcie obliczyliSmy, ze jej warto$¢

. , TT
jest rowna 5)'

. : .. +oo . . .
Réwniez rozwazana wyzej catka [ sin(x?)dx jest zbiezna na

0

mocy kryterium Dirichleta.

2. Ladnym zastosowaniem kryterium Abela jest nastepujaca wlasnosc¢:

Jezeli f jest funkcjg ciaglta w R 1 catka f_zo f(x)dx jest zbiezna,

, .. +oco 1 . .. . .. , oy
to rowniez catka f_oo f (x — ;) dx jest zbiezna i ma miejsce roOwnos¢

[22f (x=2)dx = [*7 fGoydx.
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Oto dowad:
fjozof(x—i)dx=f0+oof(x—§)dx+f_owf(x—%)dx=11+12.

Podstawiajac

x—=t sx=3(t+VeZ+4)>0, dr=1(1+5=)dt

X Vt2+4

oraz x=3(t—VEZ+4) <0, dx=2(1- =)t

Zmieniajac granice catkowania otrzymujemy

1

1+ t _ 1 4o _
W= O+ m)de b=3 0170 (1- ) de
Obie catki sg zbiezne na mocy kryterium Abela, bo

t

stad zbiezna jest ich suma. Ale I, + 1, =1, wigc

2 fode=["7f (x - %) dx .

|<2,

W przypadku gdy funkcja podcatkowa jest dowolnego znaku na roznych

przedziatach w (a, +o0) definiujemy tak zwana zbiezno$¢ bezwzgledna.
Definicja. Mowimy, ze catka niewlasciwa [~ f(x)dx z funkcji ciaglej f
jest bezwzglednie zbiezna, gdy zbiezna jest catka f;l f(x)|dx .

+00 sinx

Uwaga. Wspomniana wyzej catka fo

- dx jest zbiezna i jej warto$¢
wynosi % . Nie jest ona natomiast bezwzglednie zbiezna, bo gdyby tak bylo
to na mocy oczywistej nierdbwnosci |sin x| = sin? x mieliby$my:

+00 |sinx +00 sin? x
>
Jy |dx > [, ——dx,

x
oo sin? x

. + . ..
co oznacza, ze |, 0 dx jest zbiezna.

X
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. 1
Ale na mocy wzoru sin?x = 5 (1 — cos 2x) mamy:

[ gy = e oo gy Ly Ly L1 [RON go cay
—f+001 _f+oosmxd+f+ooﬂdx,a>0.

Powyzsza réwno$¢ nie moze mie¢ miejsca bo oznaczaloby to, ze suma

+o0 1

dwoch calek zbieznych jest catkg rozbiezng (= = f ~dx).

Uwaga. Istnieja metody wykraczajace poza zakres tej monografii pozwala-
jace obliczy¢ wartosci niektorych catek niewlasciwych (na przyktad

twierdzenie o residuach, czy przeksztalcenie Laplace’a), migdzy innymi

o sinx

dx

rozwazanych juz f0+oo sin(x?) dx , fo e *’dx czy f

13.4 Calki niewlasciwe z funkcji nieograniczonych
Zalozmy teraz, ze f jest funkcja ciagtaw (a,b), a<b, a,b € Risg
liczbami skonczonymi i lirgl_ f(x) = +oo . Wtedy dla dowolnego ¢ > 0,
X—

(¢ < b — a) istnieje calka f;_g f(x)dx iw ten sposob definiujemy

Definicja. Catkg niewtasciwg I rodzaju z funkcji f nazywamy
b . b=
J, f)dx = glirorgr I, *f(x)dx .

W przypadku gdy powyzsza granica jest liczba skoficzong to catke
nazywamy zbiezng, w pozostatych przypadkach rozbiezna.

Punkt x =b nazywamy punktem osobliwym calki niewlasciwej
f: f(x)dx . Analogicznie catka f; f(x)dx moze mie¢ punkt osobliwy

w punkcie a.
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Gdy punktem osobliwym jest punkt ¢ € (a, b) , to piszemy
f:f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx
1 catke niewtasciwg f; f(x)dx nazywamy zbiezng, gdy zbiezne sg obie
powyzsze cafki.

Przyktady. Obliczy¢ cakki:

1 [, = dx
Punktem osobliwym jest punkt x = 0, ale poniewaz liﬂolﬂ% =1, wiec
X—

funkcja podcatkowa moze by¢ przedtuzona z zachowaniem cigglosci na
x =0 . Jest wigc to calka wiasciwa, a punkt x =0 jest punktem

pozornie osobliwym.

b 1
2. famdx,b>0,(lE]R.

Punktem osobliwym jest punkt x = b . Zatem dla dostatecznie matego

€ > 0 definiujemy

b 1 . b—¢ 1
Jo oo = lim o

Gdy a < 0 to catka jest wlasciwa. Zatozmy wiec, ze a € (0, 1).

2 = 2)~%dx = 1im ["5(b - x)~%dx = lim ——. — | " =
a g—ota g0t (@-1) (b-x)*71l,

li 1 [ 1 1 ]_ 11
SLTOY_E (a-1) lea-1 (p—e—a)2-1] 7 (@-1) @B-a)2-1°

Natomiast gdy a =1 mamy

b o1 o e o
Ja (b_x)dx—glir(y+ In(b — x)|b _glim( Ine+ In(b — a)) = +oo.

Zatem catka ff : > dx jestzbieznadla a < 1irozbieznadla a = 1.

(b—x
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3. Obliczyé catkg: [ lnxdx .
Catka jest catka niewlasciwa z punktem osobliwym x =0 bo

lim Inx = —oo . Mamy
x—0~

. 2 . Nz
fo Inxdx = sl_l,r(ﬁ fs Inxdx = elirorgr(xlnx x|z =
=limQ2n2—-2—-—clne+e)=n4—-2—-limelne=In4-2,

e-0t -0t

bo stosujac regute de I’Hospitala otrzymujemy, ze

H 1
lns —00 : £ .
lim elne = lim —— =[—]=lmg =—lime=
e—-0* e—>0* ; +oo &-0" =3 e-0*

4. Wykazaé zbiezno$¢ i obliczyé catke: | 02 \/% dx

Punkt osobliwy x = 2. Mamy zatem

14,2—€&

(2 = x)zdx = eli'm [—2(2 — x)f] .

fo\/—
= lim 222 +¢) +2x/§]=2\/§.
E—

5. Wykaza¢ zbiezno$¢ i obliczy¢ catke: | f%d
Punkt osobliwy x = 1. Mamy zatem

2 x-2 x—1-1
f; p=dx = gliﬂifﬂ\/Td -

1
= lim {f12+£\/x — 1dx — f12+£(x — 1)_5dx} =

&-0

2 2,53 17 4
=52 Jim [5(i -2 | = .
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6. Zbadac¢ zbieznos¢ 1 obliczy¢ catke: fol\/% :

Powyzsza catka ma dwa punkty osobliwe x =0 i x =1 . Ale jest to

catka zbiezna na mocy kryterium poréwnawczego z f;j—; oraz
1 dx 1

fO Vi—x (0( o E) )

Mamy

1

1 dx
f x(1-x) fo x(1 -Xx) +f w/x(l -Xx)

1
1-¢g, dx

= dx
= lim |2 + lim =
£g,-0% J-«‘31 Vx(1-x)  g,-0% f% JVx(1-x)

1

= lim [arc sin(2x — 1)] + llm [arc sin(2x — 1)]1 £ =
81_> 2

T

. . T
=arcsm1+arcsm1=;+2=n.

13.5 Funkcja gamma Eulera

Definicja. Nastepujgcq calke zalezng od parametru x € R nazywamy
funkcjg gamma Eulera
(13.3) r(x) = [ " tletde.
Jezeli x =1 to jest to catka z funkcji ciaglej na przedziale
nieskonczonym. Jezeli x < 1 to I'(x) ma punkt osobliwy t =0 .

Napiszmy I'(x) = fol t*letdt + f+°° t* e tdt =1, + I,.

Mamy nieréwno$¢ I; = f tx1 _tdt<f dt .

0 tx— 1
Ostatnia catka jest zbiezna gdy 1 —x <1 to jestdla x > 0 . Druga
catka jest zbiezna dla kazdego x € R, bo na mocy kryterium poréwnawczego
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1 . . A . tX—1lp-t . t(a—1)+x
(z =, a > 1) wwersji granicznej mamy lim —— = lim — =0,
t t—+co @ t—+oo e

co udowadniamy stosujac regute de L’Hospitala.
Zatem catka (13.3) jest zbiezna dla x > 0 i mozna udowodni¢, ze T'(x)
jest funkcja ciagta i rozniczkowalng parametru x > 0.
Dowodzi si¢ nastepujace podstawowe wiasnosci funkciji T'(x) :
1L.T(x+1)=x-T(x), x>0, 2T(n+1)=n-T(n)=n!, n€eN.

3. T(x) Tl—-x)=——,0<x<1.

sinmx

4, F(%+x)-F(%—x)= T ,0<x<%.

COSTIX

5. V- T(2x) =22x—1~r(x)~r(x+§), x>0,

Uwaga. Dzigki wlasnosci 2. funkcje gamma mozna uwazaé za uogodlnienie

silni na liczby rzeczywiste dodatnie.

Przyklady

1. Podstawiajac do wlasnosci trzeciej x = % otrzymamy

1 1 T . 1
r(G) TG =gm=m ol T(3)=vr.
Z drugiej strony na mocy definicji (13.2):

1

1\ _ o L twet 1 =q? _
F(z)_fo t7zedt = | 7 adt= dt=2udu|_

2

Y 2udu =2 [ e du.
fO u 0

Stad otrzymujemy wartos¢ catki Poissona - Gaussa wystepujacej w waznych

zastosowaniach rachunku prawdopodobienstwa 1 statystyki

+o0 _,2 e
[T e dx =—.
0 2
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13.6 Funkcja beta Eulera

Definicja. Dla x,y > 0 definiujemy funkcje beta Eulera wzorem
(13.4) B(x,y) = [, t*1(1 — t)’'dx.

Powyzsza catka staje si¢ catkg niewlasciwa, gdy x—1<0
I y—1 < 0; zatem w takim przypadku funkcja B (x, y) ma punkty osobliwe:
t=0it=1.

Rozbijajac catke na sume¢ dwoch calek
1
[21 (1= Y Mdx + [ N (L - £)Y dx
2
pierwsza z nich ma punkt osobliwyw t = 0,adrugaw t = 1.

Poréwnujac funkcje podcatkowa odpowiednio z tia, (a=1-x)

i —(1—1t)a , (@=1-y) , wiemy, ze sa one zbiezne gdy 1—x<1

i 1—y<1,tojestdla x>01iy>0.

Zatem funkcja beta jest dobrze zdefiniowanadla x >0 i y > 0.

Oczywisciedla x > 1 i y > 1, catka definiujaca funkcje beta jest catka
0znaczona.

Niestety tylko dla niektorych x,y >0 funkcja beta ma funkcje
pierwotng dana wzorem jawnym.

Istnieje wiele wzoréw wynikajacych wprost z definicji. Podamy tylko

dwa (x >0, y > 0):

1. B(x,y) = fol t* 11— t)? rdx =2 [2cosP g - sin® T g dy .

_ )T
2. B(x, )——F(x+y) .
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Dowdd 1. Podstawmy:
t=cos?>q@, dt =—-2sing-cosodgp,

1—t=1-cos?¢ =sin*¢ _t

1
Q 0

N[] O

Otrzymamy

B(x,y) =2 [2cos* 2 ¢ -sin® ¢ -sing - cos pdp =

T
=2 [2cos¥ T sin? T ody.
Dowad 2. jest bardziej zaawansowany 1 zostanie pominigty.

Przykiad. Obliczy¢ catke [ = a>0.

fl dx
0 V1i—x@’

1
Podstawmy x%* =t — ax® ldx =dt = dx = it‘ltzdt , czyli mamy

a__ 111y e 2 T A F(i)'l“(l)
I_f t—;fota (1-1) zdt—;B(—,—)—;- L2

(1- t)2 a 2

1 G _ e FZ(a)
== (D) = 2ar@) | na mocy wzoru 5. dla funkcji T'(x).

Zadania, komentarze i uzupeinienia

Zadanie 1. Zbada¢ zbiezno$¢ catek. Obliczy¢ ich wartosci w przypadku gdy

sg zbiezne.

&) Jy = )folenz Do L 5= 2 s d) ff#,a<b;
e) f0+°°te—t2dt; f) f0+°°e—tsintdt; g)f tant )f_wtz:‘ﬁ
) TR D) TS e W) [T e [T e it
) f ! 07 lZf)z dx (wskazowka: wykorzysta¢ calkowanie przez czgsci).
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dx

Zadanie 2. Zbadaé zbiezno$¢ i obliczy¢ catke: f_llm .

Zadanie 3. Udowodni¢ wzory dla funkcji beta:

a) B(,y) =BO,x);  b)* Blox) = 5==B(5x);

11 i _ ptoo u¥t
C) B(E’E):n’ d) B(x,y)—fo Wdu, x>0,y>0.
Zadanie 4. Zapisa¢ nastepujace catki za pomocg funkcji beta:

a) fO" \/% — (wskazowka: podstawi¢ cos 8 =1 — 2\/{) :
2
b) foa t?"a? — t2dt (wskazowka: podstawié¢ u = (i) ).

Zadanie 5. Udowodni¢, ze ma miejsce wzor:

1\ _ (2n-1u
F(n+5)——2n VT, neN.

Zadanie 6.* Udowodni¢ wzor Legendre’a dla funkcji gamma:
VI T(22) = 2271 -T(x) T (x+3), x> 0.
Wskazowka. Zauwazy¢ , ze ma miejsce rownosc:
In 1 N\ 1 1
B =2[i[;-(G-¢)] de=gmB(G).
Skorzysta¢ ze wzoru tgczacego funkcje beta i gamma Eulera.

Zadanie 7.

T

a) Uzasadni¢, ze : B(x,1—x) = , x€(0,1).

sinmx
b) Stosujac podstawienie t = :—u wykazac, ze

f+oo A A
0 (1+t) sinma

,a€(0,1).
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Rozdzial XIV. ZASTOSOWANIA RACHUNKU CALKOWEGO

Analogicznie jak rachunek rozniczkowy, rowniez rachunek catkowy ma
rozliczne zastosowania praktyczne i teoretyczne.

W niniejszym rozdziale oprocz zastosowan praktycznych, takich jak
obliczanie wielko$ci geometrycznych (pole zbioru ptaskiego, objetosé i pole
powierzchni obrotowej, dlugos¢ tuku krzywej) pokazujemy kilka innych
zastosowan.

Z zastosowan teoretycznych zajmiemy si¢ gldéwnie obliczaniem granic
ciggow specjalnej postaci, a przede wszystkim nierownosciami dla catek.

Najpierw jednak podamy druga definicje¢ calki oznaczonej jako granicy

ciggu sum czg¢sciowych Riemanna.

14.1 Calka oznaczona jako granica ciggu sum posrednich
(catka Riemanna)

Zatozmy, ze f:{a,b) = R jest funkcja ciagla w przedziale domknigtym
(a,b), a<b.

Definicja. Podziatem m przedzialu (a,b) nazywamy skonczony uktad
punktow xi , k € Ny, spetniajgcy warunki
(14.1) ma=xg<x<<x,=b,n=2.

Liczbe 6(m) = max (Xx — Xx—1) nazywamy Srednicqg podziatu T,
<ksn

a cigg podziatow (m,) nazywamy normalnym, gdy liv;n 6(r,) =0.
n—-+oo
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Na przyktad, podziat przedziatu (a,b) na n - rbwnych czgsci, jest

podziatem normalnym, bo §(m,,) = b%a -0, n-+ow.

Definicja. Punktami posrednimi podziatu m nazywamy jakiekolwiek
punkty &, k = 1,2, ...,n, ktore spetniajg warunek: &, € (xj_1,xx) .

Sumgq Riemanna (sumgq posredniq) funkcji [ dla podziatu T nazywamy
liczbe:

(14.2) Rn(f,m) = X=1 (1) O — Xpe—1) -
Prawdziwe jest twierdzenie:
Twierdzenie 2. Dla dowolnego normalnego ciggu podziatow (my,) przedziatu
(a,b) i funkcji cigglej f:{a,b) = R ma miejsce wzor
(143) lim Ro(f, ) = [, f()dx
Przyktady
1. Obliczy¢ z definicji: [ xdx.

Niech n €N, n>2 . Dzielgc przedziat (0,1) punktami x, =0,

SN

1 . . .
Xy =2 Xp = , X =1, widzimy, Ze jest to normalny ciag

podziatow (1), 6(m,) = % . Przyjmujac &, = x;, = S, k=1,2,..,n,

otrzymujemy:
f f(x)dx = leZ E 1= lim 2y k=
In n7 pSteon? k=1
=llm—(1+2+ -+n) = lim n(n—+21)= m &) _ 1
n-+oon n-+o0o 2N n-+o 2n 2

2,1

. . 1
Istotnie na mocy wzoru Leibniza-Newtona fo xdx = x;
0
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Obliczy¢ z definicji: f; ~dx.
Podzielmy przedzial (1,2) na n - czeSci, n = 2 , tak by punkty
podzialu tworzyly cigg geometryczny, tzn.:

Ty 1=x<x,=q<x,=¢*’<-<x,=q"=2, x,, =qF
1
zatem q" =2 tj.q = N2 = 2n i X341 — xx = ¢°T — q* = ¥ (g - 1).

max(Xg41 — X)) = 0(m,) = ZnT_l(W —1)—>0 bo lim V2=1,

n—+oo
czyli (m,) jest normalnym ciagiem podziatéw. Biorac &, = g+

. 1 -1 1 -1 N2-1
obliczamy R, (;;ﬂn) =yrs e q“(g—1) = an =n—= . Ale

1
2x-1 2t—1
lim x [ ] =lim =In2=
xX—>+00 2% x—>+oo 1, X -+ t—-0 t2t
t—-0

21
=f1_

14.2 Granice ciaggéw zadanych w postaci sumy

Fakt zapisu catki oznaczonej jako odpowiedniej granicy sum

czgsciowych funkcji ciaglej] f w (a,b), a < b, pozwala obliczy¢ granice

ciggow, czgsto niedostepne innymi metodami. Podstawowe twierdzenie

uzywane w tym celu zapiszemy w nast¢pujacej postaci.

Twierdzenie 3. Niech f bedzie funkcjq cigglg w (a,b), a < b. Majg miejsce

wzory

(144) 17 F(x)dx = lim V, = lim W, , gdzie

n—-+oo

(145) v, =Dy f(a+kZ2);w, =2 50 f(a+k20).
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Przyklady. Obliczy¢ granice ciaggdw, kojarzac ich posta¢ z odpowiednig sumag
calkowg (14.4) lub (14.5):

3
1 1 k , 1 2 2
1. _—\/5271;1\/%:;22:1\/; _’nl_l)z_noosnzfo \/EdX=x? =3
0
2. lim (—+—+ +—)= liml f—dx—lnz
n-+o \n+1 n+2 n-+oon

1 1 2 n
3. lim Sn= nﬁTmH(v—WJr«ﬁm*L "'+x/ﬁ\/ﬁ) =

k
_ 1_x 14 x =t? th
- nliTm"Z 1+E = Vit ldx = 2tdt| fl -2tdt =

=22 - 1)dt—2(——t)| =2(2-v2),

K

n+k N on _ 1l4x (a,b) — (0'1)

4. 5, = klm_ﬁ k=17 (kn)Z - f(x)_1+x2'

n

lim S, =f11+—xdx=f011—12

n-+oo 0 1+4x2

1
=arctgx|%+lln(1+x2)| =X im2=24+mv2.
2 0 4 2 4

1 1 k k
5. Sp = — Y1 [k(n—k) = =Yt ;(1 _Z) , zatem

L na mocy
lim S, 11/x(1 —x)dx =2 fOE\/x — x2dx = | interpretacji | =
nore catki jako pola

1 1,
2 -—x =-=sint x| 0

—2f2 (——x) dx = | ? L =
dx:—zcostdt

1
2
0

A
=2-%fozv1—sin2t-%costdt=g.
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14.3 Zastosowania geometryczne catek

Zaktadamy, ze czytelnik ma intuicyjnie poprawng wiedz¢ o pojeciu pola
zbioru D c R?, jak tez objetoéci i pola powierzchni bryty obrotowej w R3.
Ponizsze dwa twierdzenia sg picknym zastosowaniem catki oznaczone;j.

Zatem nasza uwaga skoncentruje si¢ na praktycznych obliczeniach.

Nastepujace twierdzenie, bedace w pewnym sensie zrodlem powstania

catki oznaczonej jest najwazniejsze.

Twierdzenie 4. Niech f:(a, b) — R bedzie nieujemnq funkcjq ciggtg w(a, b).
Trapezem krzywoliniowym na plaszczyznie nazywamy zbior
T={xy):0=<y<f()}.

Ma miejsce wzor na pole trapezu T
b
(14.6) P(T) = fa f(x)dx .

Uwaga. Wzor (14.6) staje si¢ niemal oczywisty, gdy zauwazymy, ze cigg sum
posrednich funkcji f (ktérego granicg jest catka oznaczona) to suma pol
prostokagtow o wymiarach f(&,) oraz (xp —xk_q1), k =1,2,...,n, ktora
jest zawarta pomiedzy sumami s, = Yp_; mpAy i S, = Yr=1 M Ay, gdzie

my (M,,) = min (max) f(x) . Oznaczenie Ay = xj — xj_;1 byto zrodtem do
XE(X)—1,Xk)

uzycia w catce symbolu dx.

Aproksymacja (przyblizenie) pola zbioru T sumami pol prostokatow s,
i S, (lub ewentualnie polami odpowiednich trapezéw) prowadzi do interesu-
jacych nierownosci dla catki lub funkcji pierwotnej dla f(x) (14.4).

Ponizszy rysunek ilustruje sytuacje.
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/"\
/\ ; § y =)
e :
o™
Xp—1 & X ..b =2,

Uwaga 1. Jezeli ¢ € (a,b) jest dowolnym punktem przedziatu {(a, b) to
wzor f: fxX)dx = fac fx)dx + fcb f(x)dx moéwi o addytywno$ci pola
D c R>:P(D) = P(T,) + P(T,) , gdzie T,UT,=D i T,UT,=0
(doktadniej T; i T, maja roztaczne wnetrza). Powyzszy wzor jest najczesciej

stosowany w praktycznych obliczeniach.

Uwaga 2. W przypadku gdy f(x) <0 w pewnym przedziale x € (a, ),
a < [, to warto$¢ pola w tym przedziale nalezy wzia¢ ze znakiem ,,minus”

(pole to liczba nieujemna).

Przyktady. Obliczy¢ pole zbioru D < R? ograniczonego krzywymi:
1. y=x%iy=+x;
2. y=x*—xiy=2x—x?%;

2

3. y==,y=x1 y=§,x>0.

X
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Rozwigzania.

1. Ponizszy rysunek przedstawia zbidr D ktorego pole mamy obliczy¢.

1,5 9
y 3

=N\ ©

-0,5 0 0,5 15 2

0,5

Zadane krzywe przecinaja si¢ w punktach (xg,y,), ktore sa rozwigza-

niem uktadu rownan
y=x 3 _ 6 _ 5 _

e *=Vreoxt=x ©x(x*-1)=0
y =vx

©x=0,x%=1=>y,=0, y,=1.

Czyli P(D) = [, Vxdx — [ x3dx =5

L5 A
y = 2x — x?
l_
05 - D X
1 1
LoX
o T | J
D, 1 1,5
y=x%—x

0,5
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— N2
{y—x Y o xl—x=2x—x? &2x2—3x=0 &

y = 2x — x?

3
<:>x1=0,x2=z.

3 3
Mamy wige P(D;) = [2(2x — x*)dx — [2(x* — x)dx =

3 3
%3
=(-%)
3

2 (x3 xz) 2 23
0 3 2
X

1 24
P(D;) = — fj(x® —)dx = - (£ - %)

1

o 6
Zatem P(D) = P(D,) + P(D,) = Z .

3. Zadane krzywe wyznaczaja nast¢pujacy zbior D; U D, :

25 Ay
24 2 r=7
y_x
X
1,5 4 -2
N T2
1 ED
Dll
0,5 !
. | x
V2 2
0,5
— 2
y=X y ==
2 e xt=2=x=+2 ¥ o x2=43x=2
y_; y:—
2
V2 VZx xzﬁ xz‘/E 1
P(Dl):fo de—fo de:?o ——0 :E'

xZ

2 2 2
P(D;) = fﬁ;dx—fﬁgdx = 21nx|\2/§—T

Zatem P(D) = P(D, U D,) =§+ln2—§= In2.
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Twierdzenie 5. Niech f € C¥{(a,b) i niech (v) bedzie brylg powstalq
z obrotu wykresu funkcji f dookota osi 0X. Wowczas objetos¢ V tej bryly

dana jest wzorem

V) =n [ fP()dx,
a pole powierzchni (bocznej) S(v) = 2m f; FOO)J1+[f'(x)]%dx .

Przyktady. Obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni bryly powstalej przez obrot
wykresu funkcji dookota osi 0X :

1. y=sinx, x€(0,m); 2. y=Inx, x€(l,e).

Rozwigzania.

1. y=sinx, x €(0,m)

1,5 7 y

y =sinx

0,5

()

0,5 4

1,5 4

— o (sinxdx = 7 (11— =T —Lsi or
V() =mr [, sin®xdx = | ~(1 —cos 2x)dx = - (x 2stx)|0 =—.

sinx = dt

i
S(U) =2ﬂfsinxmdx: |_C05x=t |:
0

=271 f_11\/1 + t?2dt = podstawienie t = tgu sprowadza catke do calki z

funkcji wymiernej.
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2. y=lInx ,x€(l,e)

1,5 7 y

1 4

=Inx

0,5 4

o
S

W) e X

0,5 -

B

41,5 4

V(v) = nfle In?xdx = nffi- llljjcdx =
g

flx)=1 flx)=x B

Tlg =?x g/ =27

Tr[xlnlef—ZIf mxd ]

=nle—2(xlnx —x)|{] =n(e—-2) ;

S(v) = 27Tflelnx- /1 +xi2dx = 27Tfle Inx- 1:x2 dx =

— — pt
o [T i = [T 2= x| 1]e
-dx =dt
x t| 0 |1
= 2n [} VT + e?dt =

1+e?t=u?=e?=u?-1
e2t2dt = 2udu = dt = 22

t|]o] 1

UIVZ |1+ e

uz-1
vV 2
=2n \/_1 re? L o | \/-1 vet —— du = catka z funkcji wymiernej.

Uwaga. Wigcej roznych przyktadow dotyczacych zastosowan geometrycz-
nych i fizycznych mozna znalez¢ w [2], [3], [4], [7],[10] 1 [12].
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14.4 Nierownosci dla calek

Przyktady

(A) Bardzo wazna wtasnos$¢ calki oznaczonej, a mianowicie:

f) < g(x) = f f)dx < f g(x)dx

e( ,b)
moze by¢ zrodtem wielu nowych nieréwnosci, otrzymanych ze zna-
nych wcze$niej. Pokazemy nizej dwa takie przyklady.

1. Caltkujac dwukrotnie nierowno$¢ sinx < x, x € (0, g) otrzymamy:
X

[Fsintdt < [“tdt & (—cost)|F <&
0 — J0 0= 21g

skad, po prostych przeksztalceniach otrzymujemy V 1 — 7 < cosx.
x€(0.2)

. . . ., L x3 ]
Po drugim calkowaniu otrzymujemy nieréwnos$¢ x — - Ssinx,

ktora jest prawdziwa nawet dla x > 0.

2. Oszacowaé In 2, korzystajac z nierdwnosci: x? > x > +/x dla x > 1.
Z powyzszego wynika, ze
21 21 21
0.5= [ Zdx < [[Ldx < [l =dx=2(V2-1)<083.
Zatemmamy 0.5<n2<0.83 (In2~=0.69).

3. Niech x € (0,1). Calkujac oczywistg nierowno$¢

—<t<— t €(0,x),
1+t

otrzymujemy dowod znanej nam wczesniej nierownosci (rozdziat VIII),
ktora moze by¢ wykazana za pomocg monotonicznosci, czy wypuktosci:

<x<-— -
xe(vo,1) ml+x)<x<-In(1-x).
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(B) Oszacowanie n!, ne N,n > 2
Wykorzystamy interpretacj¢ catki oznaczonej jako odpowiedniego
pola pod wykresem funkcji y=Inx , x €{(1,n+1), neN,n>2
oraz wypukto$¢ funkcji logarytm, co pozwoli oszacowac to pole od
gory i 0d dotu przez sume pdl odpowiednich trojkatéw i1 prostokatow.
Otrzymane oszacowanie ma tadng postac 1 jest niewiele gorsze od

oszacowania Stirlinga

(14.7) V2mn (S)n < n! <\2mvn (g)n eﬁ, neNn>2.
Pole ograniczone wykresem funkcji y =Inx i osig 0X
dla x € (1,n+ 1) jest rowne:
(14.8) szlnﬂlnxdx: (xlnx—x)lgnﬂ) =
=n+Dnn+1)—-(n+1)+1.

Ponizszy rysunek utatwi zrozumienie idei.

y_ y = Inx
1
n+1{ —
24
1
1
1 3 JL(ln4—ln3)
1 | FIn(n+1)
1 3{ (In3 +|In2) In(n)
f—x—\
1 rind
;{ rin3
rin2
1 2 3 4 (n-1) n n+1) X
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Mate prostokaty maja wymiary:

1xIn2,1xIn3, ..., 1xIn(n).
Duze prostokaty maja wymiary:

1xin2,1xIn3,.., 1xIn(n), 1xIn(n+1)

Suma pdl prostokatdw matych jest rowna:

m2+mn3+--+Inn) =Inn!).
Suma pol prostokatéw duzych jest rowna:

m24+mn3+-+Inn)+Inn+1)=mh[n+1)].
Nad kazdym prostokatem matym pod krzywa y = Inx mamy trojkat
prostokatny o wymiarach: 1X(n2; 1X (In3—In2),
1X(n4—-1In3),.., 1 x(In(n+1)—Inn)).

Suma pol tych trojkatow jest rowna %ln(n +1).

Zatem pod wykresem funkcji y = Inx mamy figure sktadajaca si¢
z prostokatow 1 trojkatow, ktorych suma pol jest rowna:

In(n!) + %ln(n +1).

Poniewaz prostokaty duze zbyt ,,grubo” przyblizaja od géry pole pod
wykresem y = Inx , wigc odcinamy od nich po trojkacie prosto-
katnym, gdzie przeciwprostokatna jest odcinkiem stycznej w punkcie
(x0,¥0), X0 =2,3,4,...,n,n+1. Styczna do wykresu funkcji
y =Inx w punkcie (xg,v,) ma rdéwnanie y — Inx, = x—lo(x — Xp).
W punktach (2,In2), (3,In3),...,(n,In(n)) prowadzimy styczne,

ktore z prostymi prostopadtymi x = 1,2,3,...,n maja odpowiednio

1
(n+1) ’

rzedne punktéw przecigcia: In 2 — % ,In3— % e, n(n+1) —
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N |-
_

Wl
-

-

N |-
—
|H

Zatem pola tych trojkatow sg rowne: % -1 % ,

S
+
=

a ich suma dana jest wzorem

1
(n+1)

1/1 1 1
sGrit ) mata - D

Stad otrzymujemy nastepujace nieréwnosci dla pola pod wykresem
funkcji y=Inx, x € (1,n+ 1):

ln(n!)+%ln(n+1) <(n+Dnn+1D)-Mn+1)+1<

1
<In[n+ 1! - 5 Hpi1 — 1)
Prawa strona nierownosci po zamianie n + 1 —» n daje
In(n) >nlnn—MmM)+1+ % (H, — 1), skad wynika
1 n 1 n
n>nt-e e ez s o (E) o2 = e . - (E) :
e e
Dla lewej strony nierowno$ci otrzymujmy
) <nh+D"'—nm+1)-InVvn+1+1,

skad po zastosowaniu funkcji wyktadniczej mamy nieréwnos¢

1 n+1 n+1
nl<e (—) .
n+1 e

Aby otrzyma¢ symetri¢ oszacowania korzystamy ze wzoru
n!l=n(n—1)!, n> 2 idostajemy
1 m\" n\"
n!—n(n—l)!<ne\/—ﬁ<;) —e\/ﬁ(—) .
Ostatecznie mamy:

(14.9) Y VeV (h) <ni<evn(?)

n22

n

252



ZASTOSOWANIA RACHUNKU CAtKOWEGO

Jak wigc widzimy oszacowania powyzsze (chyba dobrze znane?),
osiggnigte ,,zabawa” w prostokaty i trojkaty, daja niewiele gorszy
wynik niz wzor Stirlinga (V2 = 2.506, e = 2.718) .

Zadania, komentarze i uzupeinienia

Komentarz. Nalezy jeszcze wspomnie¢ o jednym zastosowaniu geometry-
cznym. Mianowicie jezeli krzywa W:y = f(x),x €(a,b),a <b jest
wykresem funkcji f € €*(0, 1), to jej dtugo$é¢ dana jest wzorem
b
LW) = [ J1+[f'(x)]?dx.
Jak wida¢ ze wzoru, catki bedg wymaga¢ do$¢ dhugich obliczen. Na

przyktad, jezeli y =Inx ,x € (1,e) to
e dx
L(W) = fl 1+X27 )
skad po podstawieniu 1 + x? = t? otrzymamy catke z funkcji wymierne;.
2 2
Interesujacym jest przypadek elipsy e: % + y? =1,a>b.
Mianowicie po podstawieniu x = a cost otrzymamy
A 2
_ 21 — L2 rnc2 ia 21 _b"
L(e) = 4a [2V1—k? cos? tdt, gdzie k* =1 .
Calka ta jest to wspomniana wczesniej catka eliptyczna 1 nie da si¢ jej

obliczy¢ za pomoca znanych funkcji elementarnych.

Wspomnijmy w tym miejscu, ze pole elipsy liczy si¢ fatwo bo mamy

P= 4Zf0a\/a2 —x2dx = mab .

Zadanie 1. Udowodni¢, ze dla dowolnej ciagglej, rosnacej i wypuktej funkcji

f w (a,b) ma miejsce nierownos¢:
(b—-—a)f(a) < f:f(x)dx < (b-a) f(a)-zl-f(b) .
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Zadanie 2. Obliczy¢ granice ciagéw, kojarzac ich postac z odpowiednig suma
calkowg (14.4) lub (14.5):

1

a) PB=x\(n+Dmn+2)..2n) =—"\/(1 +2)(14+2) .. a+D.

n
Stad InP, = %Zﬁﬂ In (1 + S) - fol In(1+x)dx =

=[x+DmA+x)—x]l}=2In2-1=1In4-1,

. . _ 1 4
Czyli limP,=e™*1=4.-=-,
n—coo e e

k2 1 km\ .
D) an = Zr s © O = k=i c05” ()

_1 n k _ n n
d) an—; k=1 ’1'{';, E) a, = k=1m.

Zadanie 3. Obliczy¢ granicg ciggu (a,) , gdzie

a":(1+n_12)(1+%)'"(1+%)

2
wykorzystujac nierownos¢ x — x? <In(l+x)<x,x>0.
Wskazowka. Zlogarytmowac wzor na a, i zastosowac tw. o trzech ciggach.

Zadanie 4.*

o 4 1 _1 1
a) Udowodnié, ze: tZO o =155 {1 + —(1+t)2} .

b) Calkujac powyzszg nierdbwno$¢ w przedziale (0,x),x > 0, wykazac ze:

x? x?
x——<In(1+x)<x-— .

xX+2 2x+2
Uwaga. Powyzsza nierownos¢ dla [n(1+ x) jest bardziej doktadna niz
nieréwnosci z rozdziatu VIII. Moze by¢ ona wykorzystana do oszacowania

statej Eulera - Mascheroniego y .
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Rozdzial XV. SZEREGI LICZBOWE

15.1 Pojecie zbieznosci szeregu liczbowego. Przyklady.

Definicja. Niech n = a,,, n € N, bedzie ciggiem liczb rzeczywistych.

Szeregiem liczbowym nazywamy wyrazenie

(15.1) Yiiapn=a;+a;+ - +ay+ -

Aby powyzszemu wyrazeniu (suma nieskonczona!) nada¢ sens liczbowy,
wprowadzmy nowy ciag liczbowy: n — S, , n € N, okreslony wzorem
(152) Sn:a1+a2+"‘+an,
ktory nazywa si¢ ciagiem sum cze$ciowych szeregu )., a, .

Definicja. Mowimy, ze szereg liczbowy (15.1) jest zbiezny, jezeli cigg
liczbowy (S,,) jest zbiezny, t0 znaczy
(15.3) liT Sn = S (skonczona liczba rzeczywista) .
n—->+oo
Liczb¢ S nazywamy wtedy sumg szeregu Yo—q Qp -

Zatem jak widzimy, przy danym ciggu liczbowym (a,) badanie

zbieznos$ci szeregu (15.1) sprowadza si¢ do badania zbiezno$ci nowego ciggu
Sp=a,+a,+-+a,.

Mozemy wigc stosowac twierdzenia, znane z teorii ciggdw liczbowych,
ale specjalny ksztatt ciaggu (S,,) (w postaci sumy) powoduje znacznie wigksze

trudnosci niz dla ciagéw (a,) , danych wzorem jawnym a, = f(n) .
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Przyktady

1. Ciag geometryczny a, = q" jest zbiezny gdy q € (—1,1), gdyz wtedy

lim q™ = 0. Szereg geometryczny jest dany wzorem

n-+oo

n

q

(154) Z%C;l qu — q + qZ + R llm ql_q

q
n-o+oo = 1-q 1-

zatem jest on zbiezny gdy q € (—1,1) .

2. Ciag a, = (1™, n € Ny, jest rozbiezny i szereg

Yo D' =1-14+1-1+4+ -
jest réwniez rozbiezny, bo gdyby$my grupowali wyrazy powyzszej sumy
nieskonczonej nastepujaco:
1-1+1-1+--=1-D)+A-1)+--
to jej wartoscig bylaby liczba 0. Natomiast grupowanie
1+(-1+D)+(C1+1)+ -
daje sume¢ rowna 1, co oznacza, ze szereg jest rozbiezny, bo suma szeregu

jako granica ciggu (S,) jest zdefiniowana jednoznacznie.

3. Ciag a, = % , m €Ny, jest zbiezny do zera, ale szereg harmoniczny

Ve % jest rozbiezny, bo jego suma czeSciowa
Hy=Yioy > In(n+1)
a wiec dgzy do nieskonczonosci, gdy n — +oo (rozdziat VIII).

Uwaga 1. Analogicznie jak w teorii ciggow, szereg Ya-q @, moze by¢

zbiezny (S jest liczbg skonczong) lub rozbiezny (S = oo lub S nie istnieje).
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Uwaga 2. Wyznaczenie wartosci doktadnej sumy szeregu Yn—; a, jest

problemem trudnym, a gtebsza teoria przekracza obj¢tos¢ tej monografii.

Podamy nizej dwa przyktady w ktorych ,,udaje si¢” wyznaczy¢ sume

cze$ciowy S,, w postaci zwartej, a wigc finalnie obliczy¢ lim S, = S, czyli
n—-+oo

sum¢ odpowiedniego szeregu.

Przyktady. Wyznaczy¢ sumy szeregow:

o 1 . o 1
1. Zn=1 m , 2. ZTL=2 In (1 - ﬁ) .
W przypadku 1. suma czeSciowa zapisze si¢ nastepujaco
S —3yn 1 vn 1 _1¢n { 11 } _
N Lk=14p2_1 7 Sk=1(k-1)(2k+1) | 29K=12k-1  2k+1) T
1 1 1 1 1 1 1 1
- E{(l B 5) + (5 B E) toet (Zn—l B 2n+1)} - 5(1 B 2n+1) ’

. o _ 1 _1
skad nl—anoo Sn=5= Zn:l 4n2-1_ 2’

W przyktadzie 2. mamy

1 (k—1)(k+1)

=Yr (k-1 +XiIn(k+1) — 23R, Ink =

=—ln2+ln(n+1)—lnn=—ln2+ln(1+%) ,

zatem lim S, =S=Z;‘{’=Zln(1—niz) =—In2.

n—-+oo
Kluczowa rolg w badaniach zbieznos$ci szeregow odgrywaja dwa szeregi:
a) szereg geometryczny: Yo, q"=1+q+q*+ - = ﬁ , zbiezny dla

q € (—1,1) orazrozbiezny dla pozostatych q € R\{(—1,1)};

257



SZEREGI LICZBOWE

b) szereg harmoniczny rzedu a € R:
1 1,1
21?10=1 —_— = 1+2—a+3—a+'“ )

na

ktory jest zbiezny dla @ > 1 irozbiezny dla a < 1.

Sytuacja jest tatwa dla szeregu harmonicznego rzgdu 2: Zf{;lé )
i . — . r r oy 1

bowiem mamy: S, =1+ +Z+ 5+ + oz T
1 1

(n-2)(n-1)  (n-Dn

S+ (1= 4 B+ oD (- =2t

2 3 3 4 n—-1 n

<lH—d—+— ot
1-2 2-3 3-4

czyli ciag (S,,) jako rosngcy i ograniczony z gory przez 2 jest zbiezny i jego
suma S < 2. Mozemy rowniez poda¢ oszacowanie od dotu dla S.

Wykorzystujac ponizszg oczywistg nierdwnos¢

1 1 1 1 1 1 1
RN Kk KGD SR S kGeD k1 K
n=2
po zsumowaniu od k = 2 do k = n otrzymujemy
1 1 1 1 1 1
———<=+=+ e +=<1-=,
2 n+1 22 32 n? n

skad % - ﬁ <Sp<2- % , a wiec szereg harmoniczny rzedu 2 jest zbiezny
I jego suma S spelnia nieréwnosc¢ % <S5<2.

Euler udowodnit zaskakujacy wynik w jego czasach, mianowicie, ze
Z,"leniz = %2 ~ 1.64. (Suma nieskonczenie wielu liczb wymiernych jest
liczbg niewymierng.) Zbiezno$¢ szeregu harmonicznego dla dowolnego
a > 0 zbadamy w dalszym ciagu.

Zamknijmy ten punkt bardzo waznym 1 jednoczes$nie prostym

warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu.
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Twierdzenie 1. Jezeli szereg liczbowy Y.o—1 a,, jest zbiezny, to

lim a, = 0.
n-+oo

(Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, co pokazuje przyklad szeregu

)

harmonicznego Y., —;

Sk

Dowdod. Mamy:

A =S, —Sp1=(ata++ay,q+a,) —(a;+ay+-+anq),

stad lim a, = lim (5, —S,-1)=lim S, — lim §,,_1,=S-5=0,
n—-+oo n-—-+oo n—-+oo n—-+oo

na mocy zatozenia zbieznosci szeregu i faktu, ze Yo, a, = S.

Whiosek. Na mocy prawa kontrapozycji otrzymujemy, ze jesli dla szeregu

Ymet1 Qn, lim a, #0 ,t0 Y-, a, jestrozbiezny.
n—-+oo

15.2 Szeregi o wyrazach dodatnich

Poznalismy wyzej warunek konieczny zbieznosci szeregu Yo—q Qp -
Nam chodzi jednak o odpowiedZ na pytanie kiedy szereg Ya-; a, jest
zbiezny lub rozbiezny, a wigc o warunki dostateczne.

Okazuje si¢, ze istnieje wiele warunkow dostatecznych zbiezno$ci
(rozbiezno$ci) szeregow (de facto nieskonczenie wiele). Warunki te
nazywamy kryteriami zbieznoS$ci (rozbieznosci) szeregu Y p-q ay -

Wielo§¢ warunkow dostatecznych bierze si¢ migdzy innymi z faktu

roznorodnosci wzorow na a,, . Nie istnieje jedno ,,uniwersalne” kryterium.
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Szeregi o wyrazach dodatnich graja podstawowa role w teorii szeregow.
Dla takich szeregdéw ciag sum czesciowych (S,,) jest ciggiem rosngcym,
gdyz:

Snrr=(ag+az + -+ ay) +ans; =Sy +ans1 > Sy
Zatem dla zbieznoS$ci takich szeregdw wystarczy udowodni¢ ograniczonosé
z gory ciggu (S,,) . Nie zawsze jest to tatwe, ze wzgledu na postac S,, jako
sumy n-wyrazéw ciagu (a,). Zatem dla szeregéw o wyrazach dodatnich
mozliwe sg tylko dwa przypadki: albo szereg jest zbiezny 1 wtedy S jest liczba
skonczong lub rozbiezny i wtedy S = +oo.

Wobec wielosci kryteriow, ktore dzielimy na kryteria zbieznoS$ci
i rozbiezno$ci podamy tylko pig¢ z nich.

Najbardziej uniwersalnym warunkiem dostatecznym jest ponizsze

twierdzenie.

Twierdzenie 2. (kryterium porownawcze)
Rozwazmy dwa szeregi 0 wyrazach dodatnich }»—; a, | Ypeq by -
Jezeli spetniona jest nierownos¢

<
nZN 0<a,<b,,

nzng
to zbieznos¢ Yp—q by implikuje zbieznosé szeregu Y pm-q Ay , @ rozbieznosé

Yooy Qn implikuje rozbieznosé szeregu Y.p—q by -

Uwaga. Praktycznym w zastosowaniach jest kryterium poréwnawcze
W wersji granicznej, ktore brzmi: szeregi Yn—q @, | Ymeq by, 0 Wyrazach

dodatnich sg jednoczesnie zbiezne lub rozbiezne, gdy li1n % = s € (0, ).
n—>+o0o Un
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1

n¥n _

- 1

Na przyktad z:;;lﬁ jest rozbiezny bo lim 2= lim

n-+o bn  no+oo

Sr

. . 1 . ..
a jak wiadomo Z,"{’:l; jest rozbiezny.

Przyktady. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu:

o 1
L Y=y

Szereqg Yp=q by = Z,"{Ll% jako szereg harmoniczny rzedu a = % jest
n2

zbiezny, wiec Yn—; a, O Wyrazach mniejszych tez jest zbiezny.

1

2. Yn=1gg
. __t L (' 2
Mamy. O<an—m<3—n—(3) _bn-

Szereg Y.,-, b, jest szeregiem geometrycznym z q = § € (-11),

wiec jest zbiezny, co implikuje zbiezno$¢ szereg M.,—; @, ha mocy

kryterium pord6wnawczego.

o 1

3. Xnm Inn

Mamy: a, = ﬁ , n = 2. Jak wiemy (rozdziat VII), prawdziwa jest

nierdwnos¢ VolnxSx—l <x,codaje Inn<n,neN, n=>2,
x>

. 1
a wiec an=m>

= by,

Sk
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Poniewaz Y.,y b, = Yim—q % jest szeregiem harmonicznym rzedu 1,
. . . o e 0 [ee] 1 H
a wigc jest szeregiem rozbieznym, to szereg Y,—q Qp = Zn=zl— jako
»wickszy” jest tez rozbiezny.
4. a, = (11"
Poniewaz lim a, = lim (1.1)" = 400 , wigc szereg Yn—;a, jest
n—+oo n—+oo

rozbiezny, bo liT a, # 0 (lub jako szereg geometryczny z q = 1.1) .
n—-+oo

Twierdzenie 3. (kryterium d’Alamberta)
Zatozmy, ze dla szeregu Yp—q1 A , Qy > 0 istnieje skoniczona granica

n—-+oo an

Wtedy:
jezeli q <1 ,toszereqg Yo, a, jestzbiezny;
jezeli q > 1,to0szereqg Yo,y jest rozbiezny.
Jezeli q =1, to kryterium d’Alamberta nie rozstrzyga ani zbieznosci, ani
rozbieznosci szeregu Y1 Ay -
Twierdzenie 4. (kryterium Cauchyego)
Zatozmy, ze dla szeregu Yp—1 a4y, , Ay > 0 istnieje skonczona granica
(15.6) nl—l;Too j/a_n =q.
Wtedy:
jezeli q < 1,toszereq Yo, ay, jestzbiezny;
jezeli q > 1 ,to0szereqg Y.o—, ay jest rozbiezny.
Jezeli q =1, to kryterium Cauchyego nie rozstrzyga ani zbieznosci, ani

rozbieznosci szeregu Yp—q Ay, -
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Twierdzenie 5. (kryterium zageszczania Cauchyego)
Jezeli cigg (a,),n € N jest ciggiem malejgcym 0 wyrazach dodatnich,

to szereg Yo, an jest zbiezny bqd? rozbiezny wraz z szeregiem Yo, 25 a .

Twierdzenie 6. (kryterium catkowe)
Zalozmy, ze funkcja ciggla f:(1,+o) = R spefnia nastepujgce warunki
1. f(x) >0 dlax € (1,+),
2. f(x)! dla x €(1,+),
3. f(m)=a,, neN.
Wtedy szereg Yo an i catka niewlasciwa | 1+°° f(x)dx sq jednoczesnie

zbiezne, bgdz rozbiezne.
Przyktady. Zbadaé zbieznos$¢ szeregu Y. o—q a, ,jezeli:

n

1. an—;,nEN.

a 2n+1 1 2 . a
n+1 _ —=— lim 2 =0=¢9g<1,zatem
an (n+1)! 27 n+1 n-+o Aan

Mamy:

nasz szereg jest zbiezny na mocy kryterium d’Alamberta.

2. a, = n% , a >0, (szereg harmoniczny rz¢du a)
Zastosujmy kryterium zaggszczania Cauchyego
T o T 2K = Y
Ostatni szereg jako szereg geometryczny jest zbiezny dla a > 1

I rozbiezny dla a < 1.

1
3. a, = ,MEN, n=>2 .

ninn

Zastosujemy kryterium zageszczania Cauchyego:
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0o k 1 _ \'o0 1 —
i < 2k=1 2 gigage = Lkt fgr

Yin=

2 nlnn

= L= 1kln2 znzz" 1k
Ostatni szereg jako harmoniczny jest rozbiezny, wigc badany szereg

Yim—q1 @, tezjestrozbiezny.

Uwaga. Oba powyzsze przyktady mogg by¢ rozwigzane réwniez przez
zastosowanie kryterium catkowego.

1

4, a, =———
n nin?n

Metodg jak wyzej szereg Yim=- kojarzymy z szeregiem

210(0=1 zk Zk 1 kZ *

Ostatni szereg jako harmoniczny rzedu a = 2 jest zbiezny, wigc

n-n2
1
2k.1n2 2k ln2 2

Y& . a, tezjest zbiezny.

Inx=t

+oo dx
f - E_-— dt

2 xln?x

Obliczajac catke

+oo dt . .
= |, ktora jest

n2t2’

zbiezna, stwierdzamy, ze badany szereg tez jest zbiezny.

2n
3n+5

5. an=( )n,nEN.

2

6. a,= (#)n .

Mamy Va, = ()" = (Hll)n dazy do <1, gdy n - +oo,

n

zatem na mocy kryterium Cauchyego szereg jest zbiezny.
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Uwaga. Badanie kazdego szeregu powinnismy w zasadzie rozpoczynaé¢ od

sprawdzenia warunku koniecznego liT a, =?7. Czgsto jednak, jest to
n—->+oo

zadanie trudniejsze niz zastosowanie wybranego kryterium. Powtorzmy, ze

czestym 1blednym jest rozumowanie, ze liT a, =0 daje zbiezno$¢
n—->+oo

szeregu. Taki fakt o niczym nie przesadza (na przyktad szereg harmoniczny
rzedu a = 1) . Nalezy wtedy stosowa¢ odpowiednie kryteria. Natomiast

informacja lim a, = g # 0, implikuje rozbiezno$¢ Y-, a, .
n—+oo

15.3 Szeregi o wyrazach dowolnych

Zbiezno$¢ szeregu o wyrazach dowolnych jest jeszcze bardziej
skomplikowana niz szeregdw o wyrazach dodatnich.
Na przyktad jak rozstrzygna¢ zbiezno$¢ szeregu

w (DM 101,01 ,1,1,1 1 1
Yn=1 n 1 2 3+4+5+6+8 9 107"’

gdzie jak wida¢ znaki wyrazow szeregu sa roztozone dos¢ chaotycznie. Nieco

tatwiejsza jest sytuacja gdy wyrazy szeregu majg znaki "+ " i "—" na
przemian (szeregi naprzemienne), czyli szeregi postaci:
Yoo (D™, , a,>0.

Ograniczymy si¢ do dwoch kryteriow.

Definicja. Szereg Y., -1a, ,a, € R, nazywa si¢ bezwzglednie zbieinym,

gdy zbiezny jest szereg Yo—qlan| .
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Przyktady

1. Z,‘le(—l)"“n—lz jest bezwzglednie zbiezny, bo  szereg

o 1
iy [y

= Z;‘{Lln—lz jest zbiezny (harmoniczny rzgdu a = 2).
2. Z;’{;l(—l)”“% =1- % + § — % + .-+ (szereg anharmoniczny) nie jest

bezwzglednie zbiezny, bo Yoy |(—1)n+1 %| = Z;’{;l% jest rozbiezny.
Twierdzenie 7. Jezeli Y p-q a, jest bezwzglednie zbiezny to jest zbiezny.

Definicja. Jezeli szereg Yp-1 Qn ,an € R nie jest bezwzglednie zbiezny, ale

jest zbiezny to nazywa si¢ on warunkowo zbiezny.

Aby badaé zbiezno$¢ bezwzgledna, wystarczy zaadoptowaé odpowiednie

kryteria z szeregdw o wyrazach dodatnich. Mamy wiec:

Twierdzenie 8. (kryterium poréwnawcze)

Jezeli VN lan| < by, by > 01 Y7, b, jestzbiezny, to szereg Yp—q Ay
ne

jest bezwzglednie zbiezny.

Twierdzenie 9. (kryterium Cauchy’ego)

Niech (a,), n € N  bedzie ciggiem dla ktorego istnieje granica
lim Y/]a,| =s € (0, +») . Wtedy, jezeli s < 1,10 Y, a, jestzbieiny

n—-+oo

bezwzglednie, a jezeli s > 1,10 Yo a, jest rozbiezny.
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Twierdzenie 10. (kryterium d’Alamberta)

Niech (a,),n € N bedzie ciggiem o wyrazach réznych od zera, dla

an+1
an

ktorego istnieje granica liirl = q € (0,4+) . Wtedy, jezeliq < 1 to
n—

Yim=q Ay jest bezwzglednie zbiezny, a gdy q > 1,10 Y.;°_, a,, jest rozbiezny.

Podamy jeszcze kryterium dla szeregdw naprzemiennych:

Z?f:l(_l)n-'_lan ,an > 0.

Twierdzenie 11. (kryterium Leibniza)
Jezeli w szeregu naprzemiennym cigg (a,) jest malejgcy

(aps1 < a,,n€N) i nlﬁn a, =0 toszereg Yo ,(—1)""1a, jest

zbiezny. Ponadto |R,,| = |S —S,| < an4q -

Whiosek. Szereg anharmoniczny Y, (— 1)”+1 , jak tatwo wida¢ spetnia

zatozenia twierdzenia Leibniza, wigc jest zbiezny.

Dowéd. Niech S, = Y1_,(—1)*a, . Wykazemy, ze ciagi (Sz) | (Szns1)
sa wzajemnie zblizajacymi sig, co implikuje, ze

S=lim S, = llm Sons1 = llm Sn
n—+oo

Istotnie mamy

=% (=D¥*ay , Spnp1 = DB (=D ay = Son — azng1 < San

zatem VN Sons1 < Syn - Ponadto  Sy,00 — Son = Aongz — Aoner <0 bO
ne

(an) J« y C2y|l (SZTI) J«, ana|OgICZHIe 52n+3 - 52n+1 = —Uyn+3 + Arn+2 > 0,

czyli (S;p41) T, 0raz liT (Sons1 — Sp) = liT ayn+1 = 0, czyli istotnie
n—>+0oo n—>—+0oo
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ciagi (Szn) 1 (S2n41) sa wzajemnie zblizajace si¢ do siebie, wigc majg one

wspolng granice bedaca rowniez suma szeregu.

Whiosek. Jezeli oznaczymy R, = Yieni1(—1D*a, , to

|Rn| < Qpyr

Dowod. Mamy oczywiste nierdéwno$ci na mocy twierdzenia 11:
Son+1 < S < Szn 1 Szne1 <SS < Sanez
Zatem [Ryp| = |S — Sanl < 1S20 — Sans1| = aznyq Oraz

|Ron+1l = 1S = Szns1l < 1S2n42 — Szns1l = aanqz , co koficzy dowod.

Przyklady. Zbada¢ zbiezno$¢ ponizszych szeregow:

I S e S R A

1

Szereg powyzszy jako naprzemienny i majacy wilasnos¢ a, = Py

I lim a, =0, jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza. Nie jest on
n—-+oo

bezwzglednie zbiezny, bo szereg Yoo —— - Jest rozbiezny.

3
2. Tpa(=nmt
3
Szereg ztozony z wartosci bezwzglednych to jest Yo, Z—n jest zbiezny

an+1
an

3
R e N SO
n-+oo 2 2

na mocy kryterium d’Alamberta bo lim

n-—-+oo

. Zatem badany szereg jest bezwzglednie zbiezny.
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Inn

3. Z,‘fzz(—l)"T .
Szereg ztozony z warto$ci bezwzglednych Y., lnTn jest rozbiezny na

Inx =t
X _ dt

+oolnx

mocy kryterium catkowego, bo [, —=dx = = f2+°°tdt =

2

400, Z kryterium Lebniza (a, = an L, lim a, =0) wynika, ze
n—-+oo
badany szereg jest zbiezny, czyli jest on warunkowo zbiezny.
o 1
4. TE (DM E=1-l4lo
Szereg ten jest zbiezny bezwzglednie na mocy kryterium d’Alamberta, a

1
ponadto mamy |Ry,| < -

, n € N, co oznacza, ze na przyktad dla

n =6,R, <0.001. Aby wigc otrzyma¢ sume szeregu z doktadnoscig do

0.001 wystarczy wzig¢ szes¢ poczatkowych jego wyrazow.

15.4 Wyznaczanie sum niektorych szeregow
Wykorzystanie definicji zbieznosci szeregu liczbowego Y.,_; a, jako
granicy ciggu sum cze$ciowych S, = Y2_; a; , do wyznaczenia jego sumy S

tylko w bardzo ograniczonych przypadkach daje finalny efekt.

o 1 -1
Na przyktad dla szeregu Z”=1n e Mamy Sp=1=—0,
awiec S = liT S, =1, czy dla szeregu geometrycznego Y.o—,q" , mamy
n—->+0oo
Sp = 11__qqn =1+4+gq+-+q" %, awiecdla g € (—1,1) otrzymujemy znany

. . 1
wzOr na sume szeregu geometrycznego S = lim S, = T

n-+oo —-q
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Ale juz na przyktad dla szeregu Y,—; sprawa nie jest oczywista.

1
n(2n+1)

Zapisujac S, jak nizej

1 1 1 1
Sn = Xk= kG 2 Xk= 1ok(2k+1) 2 Xk= (ﬁ_2k+1)_
=2(3-t4 -4t )=-2(1- 3414 b ) 42
2 3 4 5 2n 2n+1 2n+1

Widzimy, ze wyrazenie w nawiasie jest sumg cze$ciowg S,,4q dla

rozwinigcia [n 2 . Zatem mamy do$¢ nieoczekiwany wynik

an

=2-2In2.

n(2n+1)

15.4.1 Zastosowanie sumy ciggu geometrycznego

Na mocy wzoru dla sumy (n+ 1) wyrazéw ciagu geometrycznego
postaci 1—x+x2—x3+4 -+ (—D)" =31_(—x)* =

1_(_x)n+1 1 (_x)n+1
== , x>0,
+x 1+x 1+x

n+1
mamy ﬁ =1—-x+x>—x3+-+ (—D)™x™ + (_1)n+1x

1+x

Przyktady
1. Calkujqc w przedziale (0,1) powyzsza rowno$¢ otrzymujemy:

1 1xn+1
f —dx = Yio [y (—0)¥dx + (=)™ [ —dx ,a zatem

In2=yn 0: o+ (- [

1
n+2

Ale

Zatem gdy n — +oo to otrzymujemy

foe) 1
Zn o(—1 )n 1 Zn:l(_l)n-ﬂg =In2.
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(x)’r

2. Podstawiajac w ﬁ =Y (—x)k — , x # —1, zamiast x - x?

otrzymujemy:
— ky2k n+1 X212
Catkujac jak wyzej w (0, 1) otrzymujemy
arctg x|} = ¥1_ (- Dk =— + (=1)"*1], ,

2k+1
skad dla n = 4o (I, = 0) otrzymujemy sumg szeregu:

(1)711

T
z:"12111 T4

( 1)n+1

Wyzej pokazaliSmy zastosowanie szeregu [n2 =Y., do

1

. [}
wyznaczenia sumy  Yniq oo

Analogicznie rozwinigcie dla

1)n+1

- moze by¢ na przyktad wykorzystane do otrzymania

_—Zn 1
1

sumy szeregu Y-, (4n+1)(4n+3)

Proste przeksztalcenia daja

1 1
S =ZXn- 1 an+)(an+3) Z” 1((4n+1) (4n+3)) -

SH0-D+ 6D+ -2+ G-+ )3

3. Wykorzystujac inng posta¢ dla sumy n-wyrazoéw innego ciagu
geometrycznego, mozemy otrzymacé inny wzor na szereg dajacy In 2.
Na przyktad mozemy dla x € (0, %) napisa¢ sume:

1—x™ 1 x™

T+x+x2++x"l=""=——2|

Loyt X
skad  — = YjpZox" +—.
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Calkujac powyzszg rownos¢ w przedziale (0, %) , otrzymamy

L 1,n .

fozﬁdx Zzé fOZ xkdx + fOZde , to jeSt
1

12 _ 1 1

I = Shb g+ In = Zheagig + o

x
In2=yrnl
z:"Ok+1

Poniewaz 0 < x S =, zatem dla catki I,, mam oszacowanie

1

2n+1 - on?

f x"dx < I <2f x"dx =2 -

2n+1 -
co oznacza, ze¢ I, —> 0, n— +oo. Otrzymujemy zatem z powyzszej

nieroéwnosci

o 1
Zn=1m= In2.

15.4.2 Zastosowanie sumy szeregu geometrycznego

Niech g € (—=1,1) . Suma (n+ 1) wyrazéw ciggu geometrycznego

dana jest wzorem

_an+1
(156) Sn:Sn(q):1+q+q2+._.+qn:11q_q

a zbiezny przy powyzszym zatozeniu szereg geometryczny ma sume

j— — co n _ . _ L
(15.7) §=5(@) = 2n=0q" = lim Sn(@) =13

Rozniczkujac dwukrotnie S, (gq) otrzymujemy

ng"* 1 -(n+1)q+1

(15.8) Sn(@) = Xie=1 kq" ™! = =,
skad
I . ! _ o n—-1 _ ;
(15.9) S’ = nl—lL-noo Sn(q) = Xn=1nq T (1-q)? "
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Analogicznie
(15.10) S (q) = Xi=o k(k — 1)q*% =
_ —n-Dg™+2(n?-1)q"-n(n+1)q" " +2
(1-¢)3 '
co w granicy daje
(15.11) §" = lim 57(q) = Xn=pn(n—1)q"* =

1 2
g @Q-q)3°

W powyzszych przejsciach granicznych wykorzystalismy fakt, ze

= S n?q"? = 25" (@) +

lim n*q™ =0, gdzie k €N i q € (—1,1) (twierdzenie 8, rozdziat III).

n—-+oo
Oczywi$cie powyzszg procedure mozemy uogolni¢ na m - ré6zniczkowan

i otrzymac wzor

1
(1512) s =32 nm-1) . (a—m+ D =

meN,|qg| <1.

n?-3n+5
n

Przykitad. Wyznaczy¢ sumg szeregu Y54 S.

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia mozemy napisac:
w n? 1 - 1\ 1 lae 1\ 2 .
i =3+ e’ () =3 +iZien’ () =6
o N o 1\ 3 woo 1\ 1 )
“3%ag = 38R (5) =3 Zhan(y) =6

5% s =5:stad S=5.
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15.4.3 Wyznaczanie sum szeregow:

ol

Zn:ln_z ) Zn:l n2 ) Zn:l (Zn—l)z .

Najbardziej celebrowanym szeregiem jest szereg harmoniczny rzedu
. 1 , . , C . . 2
drugiego: Z;‘;lﬁ,ktorego suma jest rowna liczbie niewymierne;j % (Euler).

Istnieje kilka metod dowodu tego rezultatu [3], [6], wykorzystujacych
skomplikowane wtasnosci liczb zespolonych, badz szeregi Fouriera.
Zaprezentowany nizej prosty dowod wykorzystuje znany wzor

trygonometryczny, ktory po scatkowaniu i zastosowaniu lematu Riemanna-
5 o 1
Lebesgue’a, da nam sume szeregu Y.n—; el

Reszta to juz proste rachunki.
Ot6z znany wzOr na sume cosinusow:

in(2n+1)~
14250, cos(kt) = ——= , t # 2k,
Sin-

2
ktory tatwo dowodzi si¢ indukcyjnie po przemnozeniu przez t i scatkowaniu

w przedziale (0, ) daje:

t

7 t 1
’,lzlfontcos(kt) dt = f;r Lrsin(2n + 1) dt _EI(:T tdt .

t
e’
g(t)
T w2 .
Ale [ytdt=— i
T __,sinkt T T sin kt __cos(kt) n 1 k _
Jy tcos(kt)dt = t— | -/ —dt =—2 |0_F[(_1) —1] =
v =
2
= {_ (2s-1)2 e=2s-1 .
0 k =2s
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k_
Stad L =¥, [Ttcos(ktyde = yp_ [~ _pyn 1

k2 $=1(25-1)2 "
2
P= f:g(t) sin(2n + 1)§dt - % .
Na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a

lim fong(t) sin(2n + 1)§dt =0,

bo g(x) ==——€C*(0,2) (g(0)=1, g'(0)=0).
oo 1 n? _n? . o 1 )
Zatem mamy Zszlm =5 = 5 - Oznaczajagc § = Zn=1§ mozemy

1
napisa¢ S = Yo 173 =Y 1(25)2 + )2 1 o1y to jest

s m? 3 n? 1 2
S e — —S = — = S = oo— = .
4 8 4 8 Z"—1712 6

Uwaga. Z powyzszych wzoréw otrzymamy jeszcze jeden. Mianowicie

mozemy pogrupowac

n-1
Yo 1( 2)2 = 1——2+—2—412+---= wyrazy, bo szereg jest | =
bezwzglednie zbiezny
1 1 m? 2 2

Zadania, uzupelnienia i komentarze

Zadanie 1. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregdw o wyrazach dodatnich:

a) Toym-in(1+2);  b) N “— L0 T
2
1’1_+1 n
Q) Timi o o T () p el
100™ N oo n
O LT 0 S ) Xt Gy
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Zadanie 2. Zbada¢ charakter zbiezno$ci szeregoéw o wyrazach dowolnych:

—1)n+1
a) Zflo:l (—1)n+1 ﬁ :b) Z;olozli; c) Z?Lo=1 (_1)n+1 2n+1

n3+1 nn+1)’
%) 10™ i . -Dn ) o
d) Y= (_1)n+17’ e) Zn=oﬁ1 f) Xn=r (D" COS%-

Zadanie 3. Udowodni¢, ze jezeli szereg Yo—qa, , ay > 0 jest zbiezny, to
Y 1+ Qn - Aneq jeSt tez zbiezny.

Zadanie 4. lle trzeba wzig¢ wyrazow szeregu Z,‘;‘Ll% =1+ ziz + 3% + -
aby otrzymac

a) jego sumg z doktadnoscig do 6 - ciu miejsc po przecinku?

(-t 1,1 m?

b) to samo pytanie dla szeregu Yo,

1 1 1 1
T (nr1)2 + (n+2)? o< n(n+1) | (n+1)(n+2) te

1 1 1 1 1
- (-7 - Gaw) o=t
n n+1 n+1 n+2 n

Z drugiej strony

Ry

1 1 1

n 7 (hr1)(n+2) (n+2)(n+3)+"'—m’

czyli — <R, <=<10" = n > 10°=1000000.
n+1 n
Dla szeregu naprzemiennego
1 1
IRl < @nar = s < 78 >n+1>+106 =103 = 1000 =

= n >1000.
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