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Wstep

Definicja zbioru diametralnie zupelnego zostata wprowadzona w 1911 roku przez
E. Meissnera ([71]). Zbior ten jest $cisle zwigzany ze zbiorem o stalej szerokosci. Zbiory
o statej szerokosci byly rozwazane juz przez L. Eulera. Okazuje sie, ze w dwuwymia-
rowych przestrzeniach Banacha, wszystkich skonczenie wymiarowych przestrzeniach
euklidesowych i przestrzeniach Hilberta pojecia zbioru diametralnie zupetnego i zbioru
o stalej szerokosci sg réwnowazne ([17]). Chociaz jak zauwazyt juz E. Meissner ([71])
kazdy zbior o stalej szerokosci w przestrzeni Banacha o wymiarze skonczonym jest
zbiorem diametralnie zupelnym, to w [29] H. G. Eggleston pokazal, ze nawet w trdj-
wymiarowych przestrzeniach liniowych ta rownowazno$¢ juz nie jest prawdziwa - zbior
diametralnie zupelny nie musi mie¢ statej szerokosci. Nastepnie J. P. Moreno, P. L. Pa-
pini i R. R. Phelps udowodnili, ze kazda przestrzen Banacha o wymiarze co najmniej
3 po odpowiednim réwnowaznym przenormowaniu zawiera zbiér diametralnie zupelny
o niepustym wnetrzu, ktéry nie jest zbiorem o statej szerokosci ([74]). Warto tutaj
zwrcié uwage na fakt, ze diametralnie zupetne podzbiory przestrzeni Banacha o wy-
miarze skonczonym maja niepuste wnetrze. Natomiast w przypadku przestrzeni Ba-
nacha o wymiarze nieskonczonym mogg istnie¢ zbiory diametralnie zupetlne o pustym
wnetrzu. Przyktad zbioru o statej szerokosci i pustym wnetrzu w przestrzeni ¢y podali
J. P. Moreno, P. L. Papini i R. R. Phelps w [74].

Badanie zbiorow diametralnie zupetych w ostatnim czasie skupito sie¢ na trzech

nastepujacych problemach:

e znajdowaniu zbioréw diametralnie zupelnych w klasycznych przestrzeniach Ba-
nacha i wyznaczaniu rodzin zbioréw wypuktych zwigzanych ze zbiorami diame-
tralnie zupelnymi ([74], [75], [77]),

e znajdowaniu najmniejszego w sensie inkluzji diametralnie zupelnego zbioru dla
danego zbioru ([69], [76]),

e istnieniu zbioréw diametralnie zupelnych z pustym wnetrzem ([14], [15], [16], [48],

[49], [64], [66], [67]).

W przedstawionej rozprawie doktorskiej zajmiemy sie trzecim problemem, tzn. pro-
blemem istnienia, przy odpowiednim réwnowaznym przenormowaniu, zbioréw diame-
tralnie zupelych o pustym wnetrzu w nieskonczenie wymiarowych i refleksywnych

przestrzeniach Banacha. Dodatkowo uogélnimy wynik E. Maluty i D. Yosta ([67]) o ist-



nieniu zbiorow o statej szerokosci z pustym wnetrzem w kazdej nieskonczenie wymia-
rowej przestrzeni Banacha z bezwarunkowa baza Schaudera.

Przypomnijmy, ze w [66] E. Maluta i P. L. Papini podali warunek wystarczajacy
na istnienie zbioréw diametralnie zupetnych z pustym wnetrzem w nieskonczenie wy-
miarowych i refleksywnych przestrzeniach Banacha. W 2017 roku w [64] E. Maluta
wykorzystujac wspomniany warunek dostateczny skonstruowata refleksywna i lokalnie
jednostajnie wypukta przestrzen Banacha, ktéra zawiera zbior diametralnie zupetly
z pustym wnetrzem. Warto wspomnie¢, ze E. Maluta i D. Yost udowodnili réwniez,
ze kazda przestrzen Banacha, ktéra posiada bezwarunkowa baze Schaudera ma row-
nowazng norme¢ przy ktorej przestrzen ta zawiera zbior o staltej szerokosci z pustym
wnetrzem - w szczegdlnosci niektore klasyczne refleksywne przestrzenie Banacha daja
si¢ tak przenormowaé ([67]).

Praca sktada si¢ z pietnastu rozdziatéow i czterech dodatkéw. Dla wygody czytelnika
wiadomosci pomocnicze bedg podane w rozdziatach 1, 2, 6, 9, 10, 12 i 14, przed rozdzia-
tami, w ktorych te wiadomosci beda wykorzystane. W pierwszym i drugim rozdziale
wprowadzimy kolejno oznaczenia oraz przypomnimy definicje i fakty z teorii szere-
gow liczbowych i geometrii przestrzeni Banacha, ktore beda wykorzystywane w dalszej
czesci pracy.

W trzecim rozdziale przedstawimy definicje uogélnionej normy Daya i udowodnimy
jej podstawowe wtasnosci.

Udowodnione w rozdziale czwartym twierdzenie o istnieniu w osrodkowej przestrze-
ni Banacha réwnowaznej normy z wtasnosciami Opiala i Kadeca-Klee’ego bedzie jed-
nym z gtéwnych narzedzi przy rozwiazywaniu naszego problemu. Zauwazmy, ze nasze
wyniki tego rozdziahu, niezaleznie od przedstawionego tutaj ich zastosowania, sa tez
interesujace z punktu widzenia geometrii przestrzeni Banacha.

W rozdziale piatym skonstruujemy norme || ||o. 5,5 typu Daya, przy pomocy ktérej
okreslimy norme w dowodzie podstawowego dla nas twierdzenia 7.1.

W rozdziale sz6stym przypomnimy definicje i wtasnosci zbioru diametralnie zupet-
nego.

Rozdziat si6dmy poswiecony bedzie twierdzeniu o istnieniu zbioru diametralnie zu-
pelnego z pustym wnetrzem w odpowiednio przenormowanych (przy pomocy normy
typu Daya), nieskonczenie wymiarowych, osrodkowych i refleksywnych przestrzeniach
Banacha (twierdzenie 7.2).

W rozdziale 6smym pokazemy jak nasz problem rozwazany w nieskonczenie wy-
miarowych i refleksywnych przestrzeniach Banacha mozna zredukowaé przy pomocy
twierdzenia A. R. Lovaglii ([63]) i S. L. Troyanskiego ([95]) do problemu w nieskoncze-

nie wymiarowych, osrodkowych i refleksywnych przestrzeniach Banacha. W ten sposob



catkowicie rozwigzemy problem istnienia zbioréw diametralnie zupelnych z pustym
wnetrzem w refleksywnych przestrzeniach Banacha.

W rozdziale dziewigtym przypomnimy podstawowe wiadomo$ci dotyczace szeregdw
i baz bezwarunkowo zbieznych, ktore beda przydatne w rodziale 11, a w rozdziale
dziesigtym przytoczymy kilka znanych faktéw o zbiorach o statej szerokosci.

W rozdziale jedenastym uogoélnimy wynik E. Maluty i D. Yosta o istnieniu zbioru
o stalej szerokosci z pustym wnetrzem. To pozwoli nam udowodnié, ze przestrzen
(C([0,1],R),]| - ||c) ma réwnowazna norme, taka ze w C([0,1],R) z ta norma istnieje
zbior o stalej szerokosci i pustym wnetrzu.

Rozdzial dwunasty jest rozdziatem pomocniczym w ktéorym przypomnimy wyniki
o rozszerzonych bazach bezwarunkowych w nieosrodkowej przestrzeni Banacha. Wyko-
rzystamy je by uogélni¢ wynik E. Maluty i D. Yosta do przestrzeni Banacha z takimi
bazami.

W rozdziale trzynastym uogoélnimy twierdzenie E. Maluty i D. Yosta o istnieniu
zbioru o stalej szerokosci z pustym wnetrzem w kazdej nieskonczenie wymiarowej prze-
strzeni Banacha z bezwarunkowa baza Schaudera.

Rozdziat czternasty jest rozdziatem przygotowawczym do ostatniego - pietnastego
rozdziatu. Podamy w nim znane przyktady przestrzeni Banacha, ktére maja rozne
wlasnosci zwiazane z bezwarunkowymi bazami Schaudera i bezwarunkowymi ciggami
bazowymi.

W ostatnim rozdziale poréwnamy zakresy zastosowan podstawowych twierdzen
z naszej rozprawy i twierdzenia E. Maluty i D. Yosta.

Prace zakonczymy czterema dodatkami. W pierwszym dodatku wzmocnimy twier-
dzenie 4.3, tzn. zastapimy wlasnos¢ Kadeca-Klee’ego wystepujaca w twierdzeniu 4.3
przez lokalng jednostajng wypuktosé.

W drugim dodatku pokazemy, ze w nieosrodkowej i refleksywnej przestrzeni Bana-
cha majacej staba wtasno$¢ Opiala i whasnos¢ Kadeca-Klee’ego rowniez mozna skon-
struowa¢ (metoda podobna do tej z rozdzialu piatego, tzn. przy pomocy normy typu
Daya) réwnowazna norme, ktéra jest lokalnie jednostajnie wypukta i przestrzen z ta
norma zawiera zbiér diametralnie zupely z pustym wnetrzem. Niestety dodatkowe
zatozenie o stabej wlasnosci Opiala i wtasnosci Kadeca-Klee’ego pokazuje duze ogra-
niczenie naszej metody dowodowej w ogdélnym przypadku i dlatego w rozdziale 6smym
w przypadku nieoSrodkowej przestrzeni refleksywnej musieliSmy zastosowaé¢ inne po-
dejscie dowodowe, by osiagnac¢ ogdlny wynik.

W trzecim dodatku zajmiemy sie istnieniem rownowaznej normy ze staba wtasnoscia
Opiala w nieosrodkowych przestrzeniach Banacha z rozszerzona baza bezwarunkows.

W dodatku czwartym pokazemy inny niz w rozdziale trzynastym dowdd twierdzenia



moéwiacego, ze w nieosrodkowej przestrzeni Banacha z rozszerzona baza bezwarunkowsa
istnieje zbiér o statej szerokosci z pustym wnetrzem.

Czgé¢ rezultatow zostala juz opublikowana ([12], [13], [15], [16], [48]), przy czym
kilka z nich jest podana w naszej pracy w silniejszej postaci (np. twierdzenie 3.2 1 7.2).
Prace prezentujace rezultaty z rozdziatow 11, 13 i 15 oraz dodatkéw 1, 31 4 sa w przy-

gotowaniu.



RozDziAL 1

PEWNE FAKTY Z GEOMETRII PRZESTRZENI
BANACHA

W naszej pracy bedziemy rozwazaé przestrzenie Banacha nad cialem liczb rzeczy-
wistych R. Jezeli bedzie to potrzebne zamiast normy || - || w przestrzeni Banacha X
bedziemy pisaé || - || x.

Na poczatku podamy podstawowe oznaczenia uzywane w rozprawie. W calej pracy
zakladamy, ze I' jest zbiorem nieskoniczonym i przez cy(I") oznaczamy przestrzen Ba-
nacha zlozong z funkcji u : I' — R, u = {u”},er, takich ze dla kazdego ¢ > 0 zbiér
{y € I': |u| > €} jest skonczony. W przestrzeni ¢y(I') klasyczna norme supremum

oznaczamy przez || - ||¢r), tzn.
ulleg(ry = sup [u”]
verl

dlau = {u}er € (). Gdy I' = N, to zamiast pisa¢ co(N) bedziemy pisac ¢o. Nosnik
funkcji u, tzn. zbiér {y € I' : u” # 0} bedziemy oznaczaé przez N (u).

Jesli ustalimy dowolna liczbe 1 < p < +o00, to przestrzen ztozona z wszystkich
funkcji u € co(T"), takich ze Y,y |u7]P < oo oznaczamy symbolem (P(I'). Norma

w tej przestrzeni jest dana wzorem

1
p
Jullw = ( > Ilﬂlp)
YEN (u)

dla w = {u"},er € P(I') \ {0} 1 ]|0]|;» = 0. Przestrzen ¢P(N) jest tradycyjnie oznaczana
przez (P. W dalszych rozwazaniach dla 1 < p < oo, gdy nie bedzie to konieczne, zamiast
symbolu || - || bedziemy pisaé || - |[,.

Symbolem LP([0,1],R), 1 < p < +oo bedziemy oznaczaé przestrzen wszystkich
mierzalnych w sensie Lebesgue’a funkeji f : [0, 1] — R (przy czym utozsamiamy funkcje

réwne prawie wszedzie na przedziale [0, 1]), takich ze [y |f(t)[Pdt < co. W przestrzeni

1= ([ ropar)”

7

LP([0,1],R) mamy norme



dla f € LP(]0,1],R).
Symbolem C([0, 1], R) oznaczamy przestrzen wszystkich funkcji f : [0,1] — R cia-
glych na przedziale [0, 1]. W przestrzeni C([0, 1], R) mamy klasyczna norme

[flle :=max{[f(#)] - £ € [0, 1]},

dla f € C(]0,1],R).

W pracy pojawig sie tez przestrzen (> = {u = (u")2

n=1 ° SuanNlun| < OO} ze

standardowa norma |[ul|« = sup,y |u"| dla kazdego u = (u")52, € > i przestrzen
c:={u = (u")p2, : lim, u" istnicje i lim, u™ < oo} z norma ||ul| := sup,cy |u"| dla
u=(u")>2, €ec.

Przypomnimy teraz definicje i twierdzenia z geometrii przestrzeni Banacha, ktore
bedziemy wykorzystywaé w dalszej czesci pracy.

Zaczniemy od definicji przestrzeni uniwersalnej, a nastepnie przejdziemy do definicji
wtlasnosci zwigzanych z wypuktoscig kuli.
Definicja 1.1. Méwimy, ze przestrzenn Banacha (Y| - ||y) jest uniwersalna dla osrod-
kowych przestrzeni Banacha, jesli kazda osrodkowa przestrzen Banacha (X, |- ||x) jest

izometrycznie izomorficzna z podprzestrzenig Y; C Y, tzn. istnieje liniowy i zachowu-

jacy norme izomorfizm T : X — Y7, taki ze T(X) = Y.

Uwaga 1.2. Jedli (X, || - ||x) 1 (Y,| - |ly) sa przestrzeniami Banacha i T': X — Y
jest liniowym zanurzeniem izometrycznym X w Y, to bedziemy utozsamiaé T(X) z X

ipisa¢c X CY.

Podamy teraz dwa wazne przyktady przestrzeni Banacha uniwersalnych dla osrod-

kowych przestrzeni Banacha [42].

Twierdzenie 1.3. Przestrzen C([0,1],R) z normg maksimum || - ||¢ jest uniwersalna

dla osrodkowych przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 1.4. Przestrzeni Banacha (> z normg supremum || - ||« jest uniwersalna

dla osrodkowych przestrzeni Banacha.
Przypomnimy teraz pojecie przestrzeni dopetnialne;j.

Definicja 1.5. ([45]) Zalézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha i Y # X jest
domknieta podprzestrzenia przestrzeni X o wymiarze dimY > 1. Jesli istnieje liniowa

i ciagta projekcja przestrzeni X na Y, to mowimy, ze podprzestrzen Y jest dopetnialna
w X.

Mamy nastepujace wyniki o dopetnialnej podprzestrzeni.



Twierdzenie 1.6. ([80]) Zaldzmy, ze Y jest nieskoriczenie wymiarowq i dopetnialng
podprzestrzeniq w przestrzeni €1 ze standardowg normq. Wtedy podprzestrzen Y jest

izomorficzna z *.

Twierdzenie 1.7. ([37]) W przestrzeni (C([0,1],R), || - ||c) nie istnieje nieskoriczenie

wymiarowa podprzestrzen, ktora jest refleksywna i dopetnialna.

Twierdzenie 1.8. ([91], [96]) Niech (X, ||-||) bedzie osrodkowq przestrzenig Banacha.
Jesli 'Y jest domknietq i izomorficzng z co podprzestrzeniq przestrzeni X, to'Y zawiera

domknietq i dopetnialng w X podprzestrzen Y, izomorficzng z cq.

Poniewaz przestrzeii Banacha C([0, 1], R) ze standardowa norma maksimum || - || jest
uniwersalna dla o$rodkowych przestrzeni Banacha (patrz twierdzenie 1.3), to mamy

nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.9. ([91], patrz tez [1]) Przestrzen Banacha (C([0,1],R),| - ||c) zawiera
domknieta i dopelnialna w C([0, 1], R) podprzestrzen Y izomorficzna z cq.

Zajmiemy si¢ teraz geometrycznymi wlasnosciami przestrzeni Banacha.

Definicja 1.10. ([32], [33], [42]) Méwimy, ze przestrzen Banacha (X, || - ||) jest Scisle
wypukta, jedli dla kazdych z,y € X, takich ze ||z]| < 1, |ly]| < 112 # y, mamy
=2 < 1.

Kolejng definicja jest definicja przestrzeni jednostajnie wypuktej. Zostata ona wpro-

wadzona przez J. A. Clarksona.

Definicja 1.11. ([19]) Méwimy, ze przestrzenn Banacha (X, || - ||) jest jednostajnie
wypukta, jesli dla kazdego 0 < € < 2 istnieje liczba 6 > 0, taka ze dla kazdych x,y € X,

|zl <1, ||yl <11 ||z —y|| > € speiona jest nieréwnos¢ ||*F2]| <1 —4.

Klasycznymi przyktadami takich przestrzeni sa przestrzenie P ze standardowymi nor-
mami (1 < p < +00). W dowodzie jednostajnej wypuklosci tych przestrzeni korzysta
sie z podanych nizej nieréwnosci, zwanych nieréwnosciami Hannera (patrz [19]).

Twierdzenie 1.12. ([19], [40]) Zaldimy, ze 1 < p < +oo. Wtedy dla dowolnych

x,y € iq= ﬁ spelnione sqg nastepujgce nierownosci:

Ll + ylls + [l =yl < 27 (]2 + lyllz) dia2 < p < o,
q—1
2 Jlz+ylls+ e —ylig <2 (l=lz + ylp)" dla1<p<2.

Uwaga 1.13. Kazda jednostajnie wypukta przestrzen Banacha jest Scisle wypuktla,
ale nie kazda przestrzen $cisle wypukta jest jednostajnie wypukta. Dodatkowo kazda

jednostajnie wypukta przestrzen Banacha jest przestrzenia refleksywna ([32]).

9



Mamy roéwniez trzecig podobnego typu wlasno$é przestrzeni Banacha.

Definicja 1.14. ([31]) Méwimy, ze przestrzein Banacha (X, || - ||) jest jednostajnie
wypukta w kazdym kierunku, jesli dla kazdego z € X, z # 0 i kazdego 0 < ¢ < 2
istnieje liczba 0 > 0, taka ze dla kazdych z,y € X z ||z| < 1, ||y < 1, z —y = az dla

pewnego a € R i ||z — y|| > € spetiona jest nieréwnos¢ || 22| <1 — 4.

Uwaga 1.15. ([89]) Kazda jednostajnie wypukla w kazdym kierunku przestrzen Ba-
nacha jest Scisle wypukta, ale nie kazda Scisle wypukta przestrzen Banacha jest prze-

strzenig jednostajnie wypukta w kazdym kierunku.

Twierdzenie 1.16. ([32], [98]) Zaloimy, ze (X, | ||x) i (Y, |ly) s¢ przestrzeniami
Banacha, T jest liniowym, rozZnowartosciowym i cigglym odwzorowaniem przestrzeni
X wY. Zaloimy rowniez, Ze przestrzen (Y, | - |ly) jest jednostagnie wypukta w kazdym
kierunku Tz/||Tz||y, gdzie z € X i ||z||x = 1. Wtedy X ma réwnowazng jednostajnie

wypukle w kazdym kierunku norme ||| - |||x, okreslong wzorem

z]||x = \/||fv||§< + | T3
dla x € X.

Whiosek 1.17. ([98]) Zalézmy, ze przestrzen Banacha (X, ||-||x) ma ograniczony ciag
funkcjonatéw { f}; w (X*, |||

norma w X jest dla kazdego x € X okre$lona nastepujacym wzorem

llalllx = J ik +§'f1 (Q”)

Wtedy przestrzen (X, ||| - |||x) jest jednostajnie wypukta w kazdym kierunku.

x+), ktory rozdziela punkty w (X, ||-||x) 1 ze rOwnowazna

Mamy tez, istotne w naszych pdzniejszych rozwazaniach, pojecie przestrzeni lokalnie

jednostajnie wypukte;j.

Definicja 1.18. ([63]) M6wimy, ze przestrzen Banacha (X, ||-||) jest lokalnie jednostaj-
nie wypukta (w skrécie LUR), jesli dla kazdego punktu z € X kazdy ciag {z,}, C X,

taki ze lim,, ||z, || = ||z|| oraz lim, ||x + x,| = 2||z]|, jest zbiezny do =z w (X, || - ||).
Poniewaz prawdziwe sg nastepujace nierownosci
2([l)1* + lzall®) = llz +zall* = 2002 + lzall®) = (2l + zal)? = (12]* = lza]]*) > 0

to jest rzeczg oczywista, ze ponizsza definicja jest rownowazna definicja lokalnej jed-

nostajnej wypuktosci.

10



Definicja 1.19. Méwimy, ze przestrzenn Banacha (X, || - ||) jest lokalnie jednostaj-
nie wypukla, jesli dla kazdego = € X kazdy ciag {x,}, C X spelniajacy warunek
limy, (2(][2]1% + [|2a]|?) = [z + 2,]1%] = 0 jest zbiemy do & w (X, || - |).

Uwaga 1.20. ([89]) Kazda jednostajnie wypukla przestrzen Banacha jest lokalnie jed-

nostajnie wypukta. Kazda przestrzen lokalnie jednostajnie wypukta jest écisle wypukta.

A. R. Lovaglia udowodnit nastepujace twierdzenie, ktére odgrywa wazng role w do-

wodzie najwazniejszego wyniku tej pracy, tzn. twierdzenia 8.3.

Twierdzenie 1.21. ([63]) Zaldzmy, ze przestrzenie Banacha (X, |- ||x), (Y, || |ly) s¢
lokalnie jednostajnie wypukle. Wtedy przestrzen (X XY, || ||xxy), gdzie norma |- || xxy

jest okreslona wzorem
1@ ) llxxy =zl + ylly dla (z,y) € X x Y,
jest rowniez lokalnie jednostajnie wypukta.

W dowodzie twierdzenia 8.3 zastosujemy rowniez twierdzenie Troyanskiego, ktore

podajemy w stabszej, ale wystarczajacej dla naszych potrzeb, postaci.

Twierdzenie 1.22. ([95]) Kazda refleksywna przestrzeri Banacha ma réwnowazng

lokalnie jednostajnie wypuklg norme.
Kolejne wtasnosci przestrzeni Banacha sa zwiazane ze stabo zbieznymi ciggami.

Definicja 1.23. Jesli w przestrzeni Banacha (X, || - ||) kazdy ciag stabo zbiezny jest

zbiezny, to méwimy, ze przestrzen X ma wtasnos¢ Schura.
Przykladem przestrzeni z wtasnoscig Schura jest przestrzen (11, | - ||1) ([32]).

Definicja 1.24. ([78]) Méwimy, ze przestrzen Banacha (X, || - ||) ma wtasnosé Opiala,
jesli dla kazdego ciagu {x,}, C X, takiego ze x, — 0 oraz kazdego x € X, = # 0

spelniona jest nieréwnoscé
limsup ||z,| < limsup ||z, — z||.
n n

Definicja 1.25. ([78]) Méwimy, ze przestrzen Banacha (X, | - ||) ma staba whasnosé
Opiala, jesli dla kazdego ciagu {z,}, C X, takiego ze x, — 0 oraz kazdego v € X

spelniona jest nieréwnosé
limsup ||z, || < limsup ||z, — z|.
n n

Uwaga 1.26. W [78] Z. Opial pokazal, ze dla 1 < p < oo, p # 2 przestrzen Banacha
(LP[0,1], || - ||,) nie ma stabej wlasnosci Opiala, ale wtasno$é Opiala maja przestrzenie
(r, ] -lp) dla 1 < p < +oo (patrz takze [34] i [39]).
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Mamy tez nastepujace twierdzenie D. van Dulsta.

Twierdzenie 1.27. ([27]) KaZda osrodkowa przestrzeri Banacha (X, | -||) ma réwno-

wazng norme || - ||lo, taka Ze przestrzen (X, || - |lo) ma wlasnosé Opiala.

Przypomnimy réwniez twierdzenie wykorzystane w dowodzie twierdzenia D. van
Dulsta, ktére bedzie jednym z podstawowych narzedzi przy konstrukeji normy w roz-

dziale czwartym (baza Schaudera - patrz definicja 1.40).

Twierdzenie 1.28. ([27]) Niech (X, ||| x) bedzie przestrzenig Banacha z bazg Schau-
dera {e;}; i niech P = {P,},>0 bedzie ciggiem projekcji zwigzanych z tg bazq, tzn.
Py =0 oraz P,x = P,(32, a'e;) = S0, d'e; dla kazdego v = S, a'e; € X. Wiedy

norma || - ||p zdefiniowana na X w nastepujgcy sposib
lzlly = sup |z — Puzlx
dla kazdego x € X, jest réwnowazna normie || - || x i przestrzen Banacha (X, || - ||») ma

stabg wiasnosé Opiala.

Bedziemy tez potrzebowaé¢ normy majacej wlasnos¢ Kadeca-Klee'ego. Ta wtasnosé

jest réwniez zwigzana z zachowaniem sie ciggow stabo zbieznych.

Definicja 1.29. ([50], [55]) Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia Banacha. Méwimy,
ze przestrzen (X, || - ||) ma whasnosé Kadeca-Klee'ego ze wzgledu na staba topologie
(w skrocie wlasnosé Kadeca-Klee'ego), jesli kazdy ciag {z,}, C X, taki ze lim,, ||z,|| =1
iz, = xzlz|] =1, jest zbiezny do x. W takim przypadku méwimy tez, ze norma || - ||

ma wtasnos¢ Kadeca-Klee’'ego.

Podane nizej twierdzenie pokazuje zwiazek miedzy lokalng jednostajna wypuktoscia

a wlasnoscig Kadeca-Klee’'ego.

Twierdzenie 1.30. ([25]) Niech (X, || -||) bedzie przestrzeniqg Banacha. Jesli (X, ||-||)
jest lokalnie jednostajnie wypukia, to (X, ||-]|) ma wlasnosé Kadeca-Klee’ego ze wzgledu

na stabg topologie.

Oczywiscie implikacja w drugg strone nie jest prawdziwa. Mamy jednak nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1.31. ([95], patrz tez [84]) Zaldzmy, ze (X, | - ||) jest przestrzeniq Ba-

nacha. Nastepujgce zdania s¢ rownowazne

1. Przestrzen (X, || - ||) ma réwnowazng lokalnie jednostajnie wypukle norme.
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2. Przestrzen (X,|| - ||) ma réwnowazing Scisle wypukle norme i ma réwnowaing

norme z wtasnoscig Kadeca-Klee’ego ze wzgledu na stabg topologie.

Podamy teraz twierdzenie M. I. Kadeca i V. L. Klee’ego, ktore bedzie kluczowe
w dalszych rozwazaniach. Byto ono tez podstawa do wprowadzenia pojecia whasnosci

Kadeca-Klee’ego. Twierdzenie to przedstawimy w formie podanej przez W. J. Davisa

1 W. B. Johnsona.

Twierdzenie 1.32. ([50], [55], patrz tez [20], [42]) Niech (Y, ||-||y) bedzie nieskoriczenie

wymiarowq przestrzeniq Banacha, (Y*, || - |

v+) jej przestrzenig dualng z normq || - |

v+
i niech X bedzie domknietq i osrodkowq podprzestrzeniq przestrzeni (Y*, ||« ||y~). Wtedy
istnieje rownowazna norma || - ||ly1 w'Y, taka zZe jesli {y;}; C Y* jest *-stabo zbiezny
do g € X ilimy ||ysly«1 = [|¥]ly+1, to lim; ||y; — 7|y« = 0, gdzie norma || - ||y«1 w Y™
jest zwigzana z normg || - ||y

Twierdzenie 1.32 wiaze si¢ z problemem 89 z Ksiegi Szkockiej ([56]). Podajemy ten

problem w oryginalnej postaci:

89) Problemat Mazur

Niech W bedzie cialem wypuktym w przestrzeni (£2), ktérego brzeg Wy nie zawiera
odcinka; niech x, € W (n =1,2,...), g € W, i przytem ciqg (x,) niech bedzie stabo
zbiezny do xy. Czy wtedy cigg (x,) jest silnie zbiezny do x¢? Wiadomo, Ze twierdzenie
jest prawdziwe w przypadku, gdy W jest kulg. To samo zagadnienie zbadaé w przypadku

mnych przestrzeni.

W drugim wydaniu w jezyku angielskim Ksiegi Szkockiej ([93]) S. Kwapien podal
negatywna odpowiedz na to pytanie. Warto tez tutaj dodaé, ze w [82] A. M. Plichko
udowodnil, ze gdy osrodkowa przestrzen Banacha (X, | - ||) nie ma wtasnosci Schura, to
ma rownowazng scisle wypukta norme || - ||o, ktéra nie ma wlasnosci Kadeca-Klee’ego.

W naszej pracy bedziemy zajmowac si¢ zbiorami diametralnie zupetnymi (definicje
tego typu zbioréw podamy w rozdziale 6), ktore maja puste wnetrze. Glownym proble-
mem, ktéry bedziemy rozwazad, jest problem istnienia zbiorow diametralnie zupetnych
z pustym wnetrzem w kazdej odpowiednio przenormowanej, nieskonczenie wymiarowej
i refleksywnej przestrzeni Banacha. Aby podaé jedna z kluczowych wtasnosci zbioru
diametralnie zupetnego z pustym wnetrzem potrzebne beda pojecia zbioru diametral-

nego i struktury normalnej ([11], [33], [66]).

Definicja 1.33. Zalézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha i zbiér §) # C C X
jest ograniczony i wypukty. Liczbe

r(C,C) = nf{sup{lly — /|| : ' € C} : y € C}
nazywamy promieniem Czebyszewa zbioru C.
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Definicja 1.34. Zalézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha i zbiér §) # C C X
jest ograniczony, wypukly i nie jest zbiorem jednopunktowym. Méwimy, ze zbiér C' jest
diametralny, jesli r.(C, C) = diam C, tzn. promien Czebyszewa zbioru C' jest rowny

srednicy tego zbioru.

Definicja 1.35. Zat6zmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha. Méwimy, ze prze-
strzen (X, || - ||) ma strukture normalng, jesli nie zawiera zbioru diametralnego, tzn.
nieréwnos¢ . (C, C') < diamy. C' jest prawdziwa dla kazdego niepustego, ograniczone-

go i wypuktego zbioru C'C X, ktory nie jest zbiorem jednopunktowym.

Uwaga 1.36. ([32]) Jesli przestrzen Banacha (X || - ||) jest refleksywna i ma whasnosé
Opiala, to ma strukture normalng. Kazda jednostajnie wypukta przestrzen Banacha

ma strukture normalng.

M.S. Brodski i D. P. Milman scharakteryzowali pojecie struktury normalnej przy
pomocy ciagu diametralnego ([11]).

Definicja 1.37. Zatézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha i ciag {z,}, C X jest

ograniczony i nie jest ciagiem stalym. Méwimy, ze ciag {x,}, jest diametralny, jesli
lim dist ||| (2p41, conv{zy, ..., 2, }) = diamy. {z1, z2, ...}

Twierdzenie 1.38. Zaldzmy, ze (X, ||-]|) jest przestrzeniq Banacha i zbiér ) # C C X
jest ograniczony, wypukly 1 nie jest zbiorem jednopunktowym. Zbior C' ma strukture

normalng wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie zawiera ciggu diametralnego.

Oczywiscie wprost z istnienia ciagu diametralnego wynika, ze przestrzen (X, | - ||) jest

nieskonczenie wymiarowa.

Definicja 1.39. ([5]) Zalézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha. Méwimy, ze
przestrzen (X, || - ||) ma asymptotyczna strukture normalna, jesli dla kazdego niepu-
stego, ograniczonego i wypuktego zbioru C, ktory nie jest zbiorem jednopunktowym
i kazdego ciagu {x,}, C C, takiego ze 1irrln(xn — Tp41) =0 istnieje punkt z € C, taki ze

lim inf,, ||[17n — f” <diam||.||C.
Przypomnimy teraz pojecie bazy Schaudera.

Definicja 1.40. ([85], [86]) Niech (X, ||-||) bedzie przestrzenig Banacha. Ciag {e;}; C X
nazywamy baza Schaudera w przestrzeni X, jesli dla kazdego x € X istnieje doktadnie
jeden ciag skalarow {a'};, taki ze x = Y32, a'e;. Baze {e;}; C X nazywamy znormali-

zowana, jesli ||e;|| = 1 dla kazdego i € N.
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Definicja 1.41. Zaltézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha z baza Schaudera

{ei}i- Funkcjonaty e} okredlone w nastepujacy sposob
(>O . .
e;(> a'e;) :=a’ dlakazdego j € N
i=1

nazywamy funkcjonatami biortogonalnymi zwigzanymi z baza {e; };.

Uwaga 1.42. W calej pracy bedziemy zaktada¢, ze dla kazdej rozwazanej bazy Schau-
dera {e;}; w przestrzeni Banacha (X, || - ||x) istnieja stale 0 < 7 < M < oo, takie
ze m < |leg]|x < M dla kazdego i € N. Stad dla biortogonalnych funkcjonatéw {er};
zwigzanych z baza {e;}; rowniez bedg istnialy stale 0 < m; < M; < oo, takie ze
x+ < M, dla kazdego i € N. Dodatkowo mamy lim; ef(z) = 0 dla kazdego

< €]
re X.

Twierdzenie 1.43. ([41]) Zaldimy, Ze {e;}; jest bazq Schaudera w przestrzeni Bana-
cha (X, |- |lx) o wspélczynnikach e (x) = a* bedgcych funkcjonatami liniowymi. Wiedy

mamy
(a) funkcjonaly ef, i =1,2,... sq ciggle na X,

(b) sup,, || Pullxx < 0o, gdzie Pyx =1 ef(x)r; dlax =2 d'z; € X, n=1,2,...

i|l-|lxx jest norma operatorowq zwigzang z normg || - || x,

(c) norma || - ||o, okreslona wzorem
[2]lo := sup || Pzl xx
n
dla x € X, jest rownowazna normie || - ||.

Twierdzenie 1.44. ([87], [88]) Przestrzenie Banacha LP([0,1],R) dla 1 < p < o0,

? dla1l<p<oo,cicy (ze standardowymi normami) majq baze Schaudera.

Twierdzenie 1.45. ([30]) Istnieje nieskoriczenie wymiarowa, osrodkowa przestrzen

Banacha, ktora nie ma bazy Schaudera.

Twierdzenie 1.46. ([92]) Istnieje nieskonczenie wymiarowa, o$rodkowa i superreflek-

sywna przestrzen Banacha, ktora nie ma bazy Schaudera.

Definicja 1.47. ([61]) Zatézmy, ze (X, ||-||) jest przestrzenia Banacha. Ciag {e;}; C X,
ktéry jest baza Schaudera w swojej domknigtej otoczce liniowej span {e; };, nazywamy

ciagiem bazowym w (X, | - ||).

Podamy teraz twierdzenie, ktore byto znane juz S. Banachowi ([6], dowdd S. Mazura

jest podany w [61]).
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Twierdzenie 1.48. Kazda nieskonczenie wymiarowa przestrzen Banacha ma cigg ba-

zowy.

Podamy teraz trzy twierdzenia, ktére odgrywaja kluczowa role podczas naszych

rozwazan w rozdziatach 41 7.

Twierdzenie 1.49. ([62], [87]) Przestrzen Banacha (C([0,1],R),|| - |[c) ma baze

Schaudera.

Twierdzenie 1.50. ([46]) Kazda nieskoticzenie wymiarowa przestrzeri Banacha
(X, ] - [Ix) ma nieskoriczenie wymiarowq przestrzen ilorazowg (X/Y,| - ||x/v) z bazq

Schaudera.

Trzecie twierdzenie pokazuje zwigzek miedzy baza Schaudera w przestrzeni Banacha

a bazg Schaudera w przestrzeni ilorazowej.

Twierdzenie 1.51. ([87]) Zaldimy, ze (X,| - ||x) jest przestrzenig Banacha z bazg
Schaudera {e;};. Niech {i,}, bedzie skonczonym lub nieskoriczonym rosngcym ciggiem
liczb naturalnych i niech {jm}m bedzie nieskoniczonym rosngceym ciggiem liczb natu-
ralnych dopetniajgcym ciqg {i,}, do calego N. JeSli Y jest domknietq otoczkq liniowg
ciggu {e;, }n w X, a v odwzorowaniem standardowym przestrzeni X na przestrzeri ilo-

razowg X/Y znormq kanoniczng ||| x/v, to {t(e;,.) }m jest bazq Schaudera przestrzeni

(X/Y - llxyv)-

W drugim dodatku, przy konstruowaniu odpowiedniej rodziny funkcjonatéw, be-

dziemy korzystaé z nastepujacego twierdzenia, ktére udowodnit J. Lindenstrauss w [60].

Twierdzenie 1.52. Zalozmy, ze (X, || - ||) jest nieskoriczenie wymiarowq, refleksywng
przestrzeniq Banacha. Wtedy istnieje réznowartosSciowy ¢ ograniczony operator liniowy
T:X — ().

W dowodzie twierdzenia 8.3 bedziemy rowniez wykorzystywaé nastepujace wyniki.

Twierdzenie 1.53. ([2]) Niech Y bedzie liniowq, domknietq i osrodkowq podprze-
strzeniq refleksywnej przestrzeni Banacha (X, || - ||). Wtedy istnieje liniowa, domknieta
1 oSrodkowa podprzestrzen Z przestrzeni X zawierajgca Y oraz liniowa i ograniczona

projekcja P przestrzeni X na Z z normg operatorowq ||P||xz = 1.

Whiosek 1.54. ([2]) Niech (X, || - ||) bedzie nieosrodkowsg i refleksywna przestrzenia
Banacha. Wtedy istnieje nieskonczenie wymiarowa, liniowa, domknieta i osrodkowa
podprzestrzen Z przestrzeni X oraz liniowa projekcja P przestrzeni X na Z z norma

operatorowa || P||xz = 1.
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RozDziAL 2

KILKA UWAG O RZECZYWISTYCH SZEREGACH
LICZBOWYCH

W tym rozdziale przypomnimy kilka wtasnosci zwiazanych z rzeczywistymi sze-
regami liczbowymi ([21], [83]). Wlasnosci te beda odgrywaé kluczowa role w dowo-
dach naszych wynikéw. Zaczniemy od wprowadzenia funkeji 7(-, u) zwiazanej z ciagiem
u={u}er € co(I).

Dla u = {u"},er € co(I") okredlamy ciag wskaznikéw {7(j,v)}; w nastepujacy sposob:
1. jesli no$nik N(u) elementu u jest nieskonczony, to N(u) porzadkujemy przy po-

mocy funkeji {7(j,u)}; w ten sposéb, ze [u™0W| > 47U+ dla j € N,

2. jesli N(u) = {4} jest zbiorem jednoelementowym, to przyjmujemy 7(1,u) = 7
i {7(j,u)}32, tak, aby 7(-,u) : N — T" byto funkcja réznowartosciowa,

3. jesli nosnik N(u) elementu wu jest zbiorem skonczonym, ztozonym z k(u) > 2
elementéw, to przyjmujemy {7(7, u)}f(zul) w taki sposéb, aby [uT0W| > |y
dlaj e {1,...,k(u) =1} i {7(j,u)}}240)51 tak, aby 7(,u) : N — I bylo funkcja

roznowartosciowa,

4. jesli u = 0, to przyjmujemy za 7(-,u) : N — I dowolnie wybrana funkcje rézno-

wartosciowa.
Dla kazdego u = {u"},er € ¢o(T) przyjmujemy N(u) := {r(j,u) €T :j € N}.

Dalej mamy ogdélnie znane nieréwnosci.

Jezelim € Nig: {l,...,m} — N jest funkcja $cisle rosnaca, to g(j) > j dla
1 < j < m. Stad natychmiast dostajemy, ze gdy {#’}; jest malejacym ciggiem o wyra-
zach nieujemnych i g : N — N jest funkcja rézowartosciowa, to 327", t90) P t/ dla
kazdego m € N1 Y02, #90) < 7% 7.

Przypomnimy teraz kilka lematéw dotyczacych rzeczywistych szeregow liczbowych.

Dla wygody czytelnika podamy tez ich dowody.
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Lemat 2.1. ([18], [83]) Zalozmy, ze
(1) {s7};, {t’}; sq malejacymi ciggami o wyrazach nieujemnych,
(2) funkcja g : N — N jest réznowartosciowa.

Wtedy

(i) dla kazdego m € N mamy

i(sk . Sk+1) Zk:tj _ Ek:tg(ﬂ) —
k=1 j=1 j=1
m m m m
= skk 3 shpatk) _ gmt1 (Z o Ztg(])) =
k=1 k=1 J=1 J=1
= Z(sk — stk — ),

(i) dla kazdego m € N mamy

m

i Sjtg(j) < Z I
Jj=1 Jj=1

(iii) jesli dodatkowo ciqg {s’}; jest Scisle malejgcy i t90) #+ 1 dla pewnego j €N, to
i 90 < i It
j=1 j=1

dla kazdego m > 7.

(iv)
i Sjtg(j) < i Sjtj.
j=1

=1

(v) jezeli {g(1),...,g9(m)} nie pokrywa si¢ ze zbiorem {1,...,m}, to

STsIt = NI g (e — ),
j=1 j=1

Dowdd. (i) Dla m = 1 réwnosci sa oczywiste, bo
(s' = s2)(th — t9W) = sh¢! — 19D — g2(¢ — o),

Dalej dla kazdego 2 < m € N mamy

k k
(Sk _ 5k+1) th _ ZtQ(J) —
PSR i

m

k=1

18



(11) Z (i) mamy
in: shk Z sha(k) _ f: (s k+1 Ek: zk:tg(j) 4 gmtl f:tj — f:tg(j) )
k=1 k=1 j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Poniewaz s* — s*1 > 0, Z?:l t— Z?Zl t90) > 0dlal < k< mis™ >0, to

ostatecznie dostajemy
m m
Sshth -3 > 0
k=1 k=1

(i4) Dla m = 1 jest to oczywiste, bo wtedy j = 1 i stad g(1) > 1. Dlatego mamy
90 < 41 sl < slgh,

Zalozmy wiec, ze m > 2. Przyjmijmy j = min{l < j < m : ¢/ # 90}, Jedli
> 1, tomamy g(1) = 1, ...,g(j — 1) = j — 1, T2 /090 = S} 8989 i g(j) # J.
7Z réznowartosciowosci funkeji g dostajemy, ze g(j) > j i g(4) > j dla j > j. Stad
biorac ¢, : N — N dana wzorem ¢,(1) = g(j +1—1) dlal=1,2,...1 ciag {s;1}; dany
wzorem s;1 = 3,9 dla { = 1,2,... redukujemy nasz problem do przypadku j =1
Dlatego bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze j = 1. Rozpatrujemy
2 przypadki.

Przypadek 1. Zatézmy, ze minge <, g(j) > g(1) > 1. Stad (j = 1) mamy ' > t9().
Biorac funkcje go : N — N dang wzorem

[t aaj=1
92(J) = _ _
g(j) dlaj>2
i stosujac (i1) otrzymujemy
SS90 < sl 4 Y s7e0) Z s11920) < Z st
j=1 =2
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Przypadek 2. Niech minae <, () <g(1). Wezmy j=min{2 <j<m : g(j) < g(1)}.
Wtedy mamy
st $1190) < gl490) + sI9(D)

i otrzymujemy

SS90 < s1490) 4 gip(D) 4 3 P90 =3 i),
Jj=1 2<j<m j=1
#]

gdzie funkcja g3 : N — N jest dana wzorem

g(j) dlaj=1
93(7) = {g(1) dlaj =]
g(j) dla pozostatych j.

Z (i1) dostajemy

m m

Z Sjtgs(j) < Z It
j=1

=1
i to konczy dowdd ().

(iv) Jest to natychmiastowy wniosek z (7).

(v) Dla m = 1 jest to oczywiste, bo wtedy 9V < t2. Wezmy m > 2. Ustawmy
g(1),...,g(m) w $cisle rosnacy skonczony ciag {g(i1), ..., g(im)}. Wtedy na mocy (ii)

dostajemy
S 90 < 3 54906,
Jj=1 J=1
Zauwazmy teraz, ze t90) <t/ dla j=1,...,m — 11 t90m) < ™1 Stad otrzymujemy

m

i I — i sit90) > 3 st~ i s79lii) >
j=1 j=1 J j=1

1

m—1 m—1
> (Z s+ smtm> — (Z st + smtm“) = s™(t" — "),

j=1 j=1

7 powyzszego lematu dostajemy nastepujacy wniosek.
Whniosek 2.2. ([18], [83]) Zaldzimy, ze
(1) s = {s}; jest malejacym ciggiem o wyrazach dodatnich,
(2) t ={t'}; € co,

(3) 7 >0 dla kazdego j € N,
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(4) funkcja g : N — N jest réznowartowartosciowa.

Wtedy prawdziwe sq nieréwnosci

ZSJ 190 <ZS] 17Gt)

8

oraz
gl .47t

i I 6)) <
=1

1M:

dla kazdego m € N.
Whiosek 2.3. ([18], [83]) Zaldzmy, ze
(1) T jest zbiorem nieskonczonym,
(2) s ={s'}; jest malejgcym ciggiem o wyrazach dodatnich,
(3) t=A{t"}, € co(I),
(4) funkcja g : N — T jest réznowartowartosciowa.

Wtedy prawdziwa jest nieréwnosé

isj 99 < isj 00
j=1 j=1
Lemat 2.4. ([18], [83]) Zalozmy, Ze
(1) {s’};, {t'}; sa malejgcymi ciggami o wyrazach nieujemnych,
(2) funkcja g : N — N jest réznowartowartosciowa,
(8) szereg 52, 87 jest zbiezny.

Wtedy prawdziwa jest rownosé
Z $IH — Z e Z( m _ Sm+1) th _ Ztg(j) )
j=1 m=1 Jj=1 J=1

Dowdéd. Wiemy, ze

Z > Z 190)

j=1 j=1

dla kazdego m € N. Korzystajac z faktu, ze gdy {s’}, jest malejacym ciagiem liczb

nieujemnych i szereg 3252, s’ jest zbiezny, to lim js’ = 0 (patrz [47]) oraz powyzszej
j—oo

nieréwnosci mamy
SFLST# = N 90 ) < SFHEE <SP (R + 1) S 0.
j=1 j=1
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Z tego, ze zbiezny szereg Y352, s’ ma wyrazy nieujemne i 0 < #/ < t' dla kazdego

j=1,2,... wynika zbieznos¢ szeregéw 3272, s7t0 i 302 s7t99). Z lematu 2.1 (i) mamy
m k k
Z(Sk _ 3k+1) th _ Ztg(j) —
k=1 =1 =

m

m
= Z sFtk —
k=1 k

dla kazdego m € N i to w potaczeniu z powyzszymi wiadomosciami daje nam zadang

shpatk) _ gm+1 (Z b Ztg(j))
1 j=1

= j=1

ré6wnose. ]
Nastepny lemat byt czeSciowo znany ([83]). Musimy jednak doktadniej okresli¢ licz-
be 9, by pdzniej mbe zastosowac ten lemat.

Lemat 2.5. Zalozimy, ze

(1) cigg s = {s’}; jest dodatni i Scisle malejgcy do 0,

(2) t={t'}; € ¢y \ {0},
(3) t >0 dla kazdego i € N,
(4) m € N jest takie, ze t™(™!) > ¢7(m+11)

(5) jesti ™D > 7m0 = min{Y, 770D — Y s7t70) 1 5 odwzorowuje
{1,...,m} na {r(L,t),...7(m,t)} i ¥y st70) <3, 9700} >0
i := min{s™ (tT(m’t) - tT(m“’t)) ,wh >0,

(6) jesi 700 = 47m) g § — g (17Omi) _ grm1.0)
(7) funkcja ¢ : N — N jest réznowartosciowa,
(8) S, 770D — 3 $Igeld) < 6,

Wtedy
! !

Z It — Z Sjtw(j),

j=1 =1
dla kazdego 1 < 1 < m, pjq,..my odwzorowuje {1,...,m} na {r(1,t),...,7(m,t)} oraz
t70) = t90) dlg j = 1,...,m.

Dowéd. Zatozmy, ze Yy 11700 — Y | s7120) < 5. Udowodnimy najpierw, ze ¢ od-
wzorowywuje zbiér {1,2,...,m} na {7(1,%),...,7(m,t)}. Zatézmy, ze tak nie jest. Wte-
dy z lematu 2.1(v) otrzymujemy nastepujaca sprzecznosé

5> 3 SN _ 3 el 5 g (£ _ grim+10) 5 5
=1 =

22



Pokazemy teraz, ze t70!) = t#0) dla j = 1,...,m. Jedli t7H) = 7m0 o 7 tego, ze

¢ odwzorowuje {1,2,...,m} na zbiér {r(1,%),...,7(m,t)} mamy
1T — yr(mit) — 47(it) — pe(d)
dlaj=1,2,...,m.

Jedli natomiast t7(b8) > 1708 to 7 okredlenia liczb w i 6 dostajemy réwnosé

m m

Z SjtT(j’t) — Z Sjtw(j).

= =1
Nastepnie z lematu 2.1 (i) i z tego, ze ciag {s’}; jest Scisle malejacy otrzymujemy

176t — )

dla j =1,2,...,m. Stad tez mamy, ze

l l
S 00 = 3 sipel),
j=1 j=1

dla kazdego 1 <1 < m. O]
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RozDziAL 3

UOGOLNIONA NORMA DAYA W PRZESTRZENT ¢(I")

W pracy [83] J. Rainwater udowodnil, ze przestrzen co(I') z norma Daya ||| - |||
jest przestrzenig lokalnie jednostajnie wypukta. Wynik ten zostal zastosowany przez
E. Malute w dowodzie twierdzenia o istnieniu réwnowaznej normy w przestrzeni £2 przy
ktorej istnieje zbior diametralnie zupetny z pustym wnetrzem. W naszej pracy bedziemy
postugiwaé si¢ uogélniona norma Daya ||| - |||, W ¢o(I'), ktéra tez ma wlasnosé LUR.

Wzorujac si¢ na normie Daya w przestrzeni c¢o(I") ([21]), wprowadzimy teraz jej
uogélnienie ||| - |||gp. Ustalmy 1 < p < oo i wezmy $cisle malejacy ciag o wyrazach
dodatnich 3 = {3;};, taki ze szereg 3252, (37 jest zbiezny. Dla u = {u'}icr € co(I') \ {0}
okreslamy Dg,(u) = { D} ,(u)}icr € (') W nastepujacy sposob:

. BiumUw | edy i = 7(j,u) dla pewnego j € N
Dj ,(u) =

Przyjmujemy

0, w przeciwnym przypadku.
lallls = 1Dg ()l = (z Bjui|”

dla uw € co(T) \ {0} 1 [I[0f]]p == [[Dgp(0)[lp = 0.

Lemat 3.1. Dla kazdego 1 < p < oo ||| - |||, jest normg w przestrzeni co(T').

Dowdd. Dla dowolnych o € R\ {0}, u = {u'}; € ¢o(T) \ {0} mamy

|

P

ewl[lsp = [[D(au)l, = (Z ‘5 )7

o0 ;
= (!aV’Z !ﬁjuf(”’“)\p> = |a] - [l[ullls
j=1

Nastepnie, na podstawie wniosku 2.2 otrzymujemy

[llw+lllgp = [1Dgp(u+v)ll, =
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- (Z 55+ v>f<fv“+”>|p) <

j=1

1 1
o0 P o0 P
< (Z |BjuT(J7u+U)|P) + ( |ﬁjv7'(]7u+v)|p) <

]:1 j:l

o0 P o0 P
< (Z |5ju7(37u)|p) + (Z |5jvT(a,v)|p) —
j=1 =1
= [|[ulllgp + [l[v]|]5,p

dla w = {u'};, {v'}; € co(T) \ {0} i u # v. O

Zauwazmy, ze dla uogélnionej normy Daya spetnione sa nastepujace nierownosci

1
o p
Bullulleory < Ilulllgp < (Z 5?) ]| eo ()
j=1

tzn. norma ||| - |||, jest réwnowazna normie || - || ).
W przypadku {3;}; = {5;}; i p = 2 otrzymujemy klasyczng norme Daya ||| - ||| ([21]).
Mozemy teraz poda¢ podstawows wlasnosé¢ uogodlnionej normy Daya. Nasze twier-

dzenie jest uogélnieniem twierdzenia J. Rainwatera ([83]).

Twierdzenie 3.2. Jezeli dodatkowo zatozymy, Ze istniejq stata L > 1 i Scisle rosngcy
cigg liczb naturalnych {jn}n, takie ze 352, 37 < LB} 1 dla kazdego n € N, to

przestrzen Banacha (co(D), ||| - |||pp) jest przestrzeniq lokalnie jednostajnie wypukiq.

Dowdd. Ustalmy dowolny element u € ¢o(I')\{0}. Niech {u,},, C ¢o(I') bedzie ciagiem,

takim ze limy, |[[un|[|5, = ||]u]]

gp oraz lim, |||u+un,|||s, = 2|||ul||s,p- Musimy pokazad,

ze lim, u, = u. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyc¢, ze

(1) I' = N i tym samym ¢(I") = ¢o(N) = ¢, poniewaz zbiér wskaznikdéw
N@)U J (N(u+un) UN(u =) UN(u))

n=1

jest przeliczalny i przy badaniu zachowania sie ciagu {u,} w stosunku do u wy-

starczy ograniczy¢ sie do tego zbioru wskaznikow, ktéry mozemy utozsamic z N,
(2) Wulllgp = limy, |[[unlllsp =1,

(3) ul, # 0, u' +ul #01iu’ —ul #0 dla kazdego n,i € N, to znaczy noéniki N (u,),
N(u+ uy) i N(u — uy,) sa rowne N (w przeciwnym razie mozemy zastapié¢ ciag

{tun }n przez odpowiednio dobrany ciag {, },, taki ze lim, (u, — @,) = 0).
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Zauwazmy, ze korzystajac z nieréwnosci Hannera z twierdzenia 1.12 dla 2 < p < oo

(g
S

otrzymujemy

or—t (|HU|||§,p + |Hun|\|§,p) — [Ju+unl|l5, = (3.1)
5 ) >

)Ll

G|

5] ] Un)

ﬁ] u—l—u T(j u+un)

7(4, u+un)

+Z

B ] u+un
J

ﬁ] U+U T(j u+un)

> 5 (8;(u — )T B; (wrUmtn) — yritun)) ‘ >0,
J=1 =
adlal < p<2mamy
q—1
2 (1[ull, + llualllf,) =+ unlllf, = (3.2)
o0 oo p (]—1 oo p %
_ Jyu) 7 (Gun) o ) T(J,utun) >
Z ) s > 185 (u + un) >
= j=1 j=1
g—1 1
2 [ 3 |BurOeten) | 4 3 grunUetn) — 120 |Bi(u 4wy >
j=1 j=1 j=1
q q
o0 ) oo ) p P
Z ﬁ] u—u, 7'(]7u+1m ] [ ( T(jutun) u;(],u-{-un)) > 0.

Poniewaz z zalozenia
tim (2070 (J[[ul|[5,, + lluall[5,) = e+ w5, =227 2=22 =0 (3.3)
dla p > 2 oraz
: P p )91 q q—1 q
lim |2 (J[]ull[5, + lluall5,)" " = lllu+ulllf,| =227 =29=0  (3.4)
dla 1 < p < 2, to w obu przypadkach uwzgledniajac nieréwnosci (3.1) - (3.4) dostajemy
lign {uT(j’“Jr“”) — u;(j’“””)} =0 (3.5)

dla kazdego j € N. Dalej, z nieréwnosci (3.1) i (3.2) mamy

(Z\ﬁ u “>|p+2\@ ) ) = D 1Bj(u )OI >

j=1

(Z |ﬁ e u+1m)|p + Z W] 7(7, u+un)|p) _ Z |ﬁ](u + un)T(j’“+“")|p >0

Jj=1 Jj=1 Jj=1
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dla p > 2 oraz

q—1 . Z

>
j=1
q—1 . 4
2 (S S g B3+ ) G| 0
J=1 7j=1
dla 1 < p < 2. Poniewaz

hm

op—1 (Z W u” (J,u) |P + Z WJ Jun)|p) _ i ‘@(U + un)r(j,u+un)|p]
j=1

— lim [21” (el + el — mu+un|||z,p] 0

oraz

q—1 o .
lign [ (Z |ﬁ] 7(j,u) |p + Z |ﬁ] u Un)|P) _ [Z |5j (u + uﬂ)T(j,u+un)|p] ]
7j=1

. qil
=h,sn[2(|||u|||z,p+|||un|uz,p) —|||u+un|r|%,p]=0

odpowiednio dla p > 21 1 < p < 2, to korzystajac z (3.5) otrzymujemy

0 = lim [2” ! (Z |Bu" WP Z |B;u Jun)|p) — 3 1B5(u +un)f(j,u+un)’p] —
j=1

= lim |2 (ij f“\uzr@ )—
j=1
( S 18, (u + ) Ot 4 1 ijuw) <N+"“)')]
Jj=1 ] 1

= hm

9P— 1<Z|5u Ju‘p_i_ZW] 7(J,un) )_

i (iiwzu) P 43S 5,2, ) )]
j=1

] 1

—hm [21) 1<Z|5u Ju)|P+Z|ﬁ] T(Jyun) )_

e (Z [Brurtere e+ 3 \ﬁjuﬁ“’“un)‘p> ]
j=1

j=1
2 i podobnie, uwzgledniajac dodatkowo réwnosé q =qg—1=

O:liyrln[ (Z

dla p >

1
51> amy

o a1
) - [Z B (u 4y ) TP ] ] =
j=1

’LL

+Z

U

ﬁ% T(jun)
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= h,ILn ﬁjuT(jﬂl) Bju;(j,un)

jq‘
@u+udujf) ]:
j )
il
pyl_
>j]:
pyl_
)]

1@[@]@m zmjwm”) EXmmWMPV%J“%m]=0
=1

J=1

o0 p o0
2 (z .
= =1

B0+ ) )

5j <2u) (Jutun)

DI

P+ Z

] 1

(:%

)

ﬁjuT(j’u) P

— 15 ., Tsun)
—1171;]:1 J%n

LSRN

B;(2u,)7 )

p+ Z

] 1

P o0
+2.
j=1

ge

7=1

e

ol

(5

=1

ﬁjuf(j,u) ﬁju;(jvun)

B

7(j,u+u 7(j,u+u
5ju ( ) qun( "

P o0
+2
j=1

Bju;(jvun)

Bjur)

ey
j=1

p
/6'u‘r(j,u+un) TG utun)
J J%'n

dla 1 < p < 2. Ostatecznie dla 1 < p < 400 dostaJemy

Ponadto z wniosku 2.2 mamy

ZWJ “‘Ip>2|ﬁu Gautun)p

7j=1

oraz

o0 oo
Z |ﬁjug(j,un)|p > Z |5ju;(j7u+un)|p'
j=1 j=1

i to w potaczeniu z wezesniejszymi rownosciami daje

lim (Z BT =37 \5ju7(j’u+un)\p) =0 (3.6)
j=1

j=1
dla kazdego 1 < p < +00.

Zatozmy, ze ciag {|||u—un|||s,p}n nie jest zbiezny do 0. Poniewaz norma ||| |||, jest
réwnowazna normie || - ||, to bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze

istnieje liczba naturalna n > 0, taka ze

p =1 llulley = 11 lu—unlle, > 1 (3.7)

lulllsp = |lJw =
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dla kazdego n € N. Rozpatrujemy dwa przypadki.

Przypadek 1. Funkcja u ma skoficzony nosnik N(u) o m wyrazach, czyli
S N T I T I e T I T e (3.8)
7, zalozenia mamy tez
{r(L,u),...,7(m,u)} CN=N(u+u,) = N(u-—u,) =N(u,)

dla kazdego n € N. Kladac w lematach 2.1 1 2.4 {s7}; = {87}, {'}; = {|u@)|P} oraz
{9())}; ={7(j,u+ uy,)}, i korzystajac z granicy (3.6) dostajemy

i (Z B =3 wju“j’“*“"wp) =0 (3.9)
Jj=1

J=1

Istotnie, z réwnosci (3.6) i lematu 2.4 mamy

0= hran (Z ﬁ§?|ur(j,u)|p _ Z ﬁf‘u‘l'(j,u-‘run)lp) _
Jj=1 j=1

) k k
T P _ P T(ju)p _ (j,utun) |p
S5 (- ) (S - ey
k=1 j=1 j=1
i to w polaczeniu z nieréwnos$ciami

By — By >0

k k
3 [P — 3 |urGutun)|p >
j=1

j=1
dla k=1,2,... daje nam

k k
llm (Z |uT(j7u)|p _ Z |uT(j,U+’u,n)‘p) — 0
J=1 j=1

dla k =1,2,.... Stad stosujac lemat 2.1 otrzymujemy

m k k
0= liq{n Z (ﬁg — 6£+1> (Z |UT(],U)’P _ Z ’uT(],u+un)|p) +
J=1 j=1

k=1

4B (Z |UT(j’u)|p - Z |U7(j’u+un)‘p> =
. =

Jj=1

= h%n (Z |ﬁjuf(j7u)|p — Z |ﬁjur(j7u+un)|p) )
j=1

=1
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Zauwazmy teraz, ze stosujac lemat 2.5 do tych samych ciagéw i biorac nasze m (bo

z (3.8) mamy |u”(m,u)|P > |u"(m + 1,u)|?) dostajemy taka liczbe § > 0, ze dla rézno-

wartosciowe]j funkcji ¢ : N — N, ¢(j) = 7(j,u + u,) dla j = 1,2,... z nieréwnosci
300 =3 = S - gy < (310
=1 =1

wynika, ze zbiory wskaznikéw {7(1,u),...,7(m,u)} i {7(L,u+up),...,7(m,u+ uy,)}

sg takie same,

! l
Z ’ﬁjuﬂ'(],u) ’P — Z ‘6ju‘r(],u+un)‘p
j=1

j=1
dlal=1,....,mi

[0 = |y Outun)|

dla j =1,...,m. Ze zbieznosci (3.9) dostajemy ng € N, takie ze
> 1B Z |BurrrimlP < §
=1

dla kazdego n > ng, czyli nieréwnosé (3.10) jest prawdziwa dla kazdego n > ng. Stad

mamy
juT0W)| = [y Uutun)] (3.11)

i
{r(Lu),...,7(m,u)} ={r7(L,u+up),...,7(m,u+u,)} (3.12)
dla kazdego j = 1,...,m i kazdego n > ny. Biorac ewentualnie podciag ciagu {u,},

i uwzgledniajac réwnosei (3.11) i (3.12) mozemy bez straty ogdlnosci rozwazan przyjac,
ze
T u+un) = 7(j, u) = 7(j) (3.13)
dla j =1,...,m i kazdego n > ny. Poniewaz dla kazdego j € N (patrz (3.5)) mamy
lim {uT(j’“Jr“") — u;(j’““‘”)} =0,

todla j =1,...,m dostajemy

0 =lim [uT(j’“+“”) — u;(j’“Jr“”)] = lim [u%(j) — U )} = lim {uT(j’“) — u;(j’“)} . (3.14)
Zauwazmy teraz, ze dla n > ng mamy

(u 4 un)r(j,u—l-un) _ (u + un)?(j) — (u + un)T(j,U)

dla j=1,...,m oraz
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dla j > m i dlatego ciag {|u7" qu“")|}J © i1 jest ciggiem malejacym. Nastepnie ko-
rzystajac z réwnosci (3.11) - (3.14) i limy, |||un|[|5, = [l[u]|[3, oraz biorac pod uwage

wniosek 2.2 otrzymujemy

m
|||U|||g,p:Z|5y J“|p—hm2|ﬁ] T(Ju|p—hm2|ﬁ] ]U+Un|P<
j=1

hmz |Bur@etun)|p lim inf Z | Burdetun) P

j=m+1
hmz ‘/6_7 7(Gutun) ‘p + lim Sup Z |ﬂ] (4 u+un)|p = lim SU.p Z |ﬁ] T(J,utun) |p <
Jj=m+1 j=1
< lim Supz |ﬁju;(j7un)|l? — liTrln I, = ulll5,
j=1
Stad
lim 37 |Gue e o, (3.15)
Jj=m+1

Mozemy teraz przejs¢ do badania |||u — u,l|[5,. Dla n > ng okreslamy zbiér A, C N

nastepujaco

Ay ={k" e N:7(i) = 7(i,u) = 7(i,u + up) = 7(", u — u,), 1 < i <m}.

(2

Dalej ustawiamy zbiér N\ A, w Scisle rosnacy ciag {k'};. Poniewaz dla | = 1,2, ...

mamy
|u7(kfla“_“”)| — 07

to dostajemy

| ;’L(kzn:“*un)| |u (k" u—un) __ u;(k?vu*un” — |(U . un)r(kl",u—un)| >
> ‘(U o uﬂ)T(kl"Jrl,u—un)| — ’u’r(kf+1,u—un) _ (kY u—un) | _ | (kg u— Un)’
dlal=1,2,.... Stad ciag {\u;(kr’u_u")uf"l jest ciggiem malej@cym. Poniewaz z zalo-
k’l U—Un )

zenia N (up) = N(u —u,) = N(u+u,) = N, to ciag {|un

malejacego {|u7Uutun) 1} = = {|ur@ “")|}J © nt1 PO ewentualnej permutacji jego wy-

|}92, powstal z ciagu

razéw. Dlatego mamy
g ) = gl (3.16)

kl U—Un) |

|u” = |y (mtutun) — (3.17)

dlal=1,2,...in > nyg.
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Dla naszego n > 0 istnieje m + 1 < m; € N, takie ze

oo D
rmr S p< T (3.18)
j=mi+1 3
gdzie 0 < M := sup,, ||u, ||, < oo.State mim, sa niezalezne od u,,n = 1,2, ... Zauwazmy

teraz, ze w wyrazach sumy
mi
ARl
j=1

wystepuje co najwyzej m czynnikéw |(u—u,, )T(kz uun) P odzie 1 < i < m, i co najwyzej

my poczatkowych czynnikéow sposrod

Tk u—un) __ u;(k?vu*“n) |p _ |u;(k?v“*un)|p T(m+l,u+un)|p

|u = |un )

gdzie 1 <1 < my (patrz (3.16), (3.17)). Po uwzglednieniu, ze ciag {f;}; jest ciagiem

Scisle malejacym o wyrazach dodatnich i réwnosci (3.16) mamy

mi En mi kn
> Al < By S T = (3.19)
I=1 =1
mi m+mi .
_ ﬂfz |uz’l(m+l,u+un)|p =g Z |u;(1,u+un)|p <
=1 j=m+1
/Bp m+m1 . ﬂp oo .
< 1 Z |u;(m+un)|p < pil Z |u;(ayu+un)|19
m+mi1 j=m+1 m+m1 j=m+1
1
m m . .
Z r(k u— un)‘p _ Zﬁf‘uru,u—s—un) _ u;(J,u—kun)’p < (3.20)

j=1

Z (3.7), (3.18), (3.19) i (3.20) dostajemy nastepujace oszacowanie

1 < Ju = unlllf, = (3.21)

mi ) 0o )
= Z ﬂﬂ(u _ un)T(]vu_un)lp + Z ﬁﬂ(u _ un)T(J,u—un)|p <
j=1

Jj=mi+1

m o0

Zﬁﬂ w— u, T(k?] JU—Un) [P P Zﬁp k U—un) |p + Z 5§?|(u . un)T(j,u—un)lp <

j=1 =1 Jj=mi+1
g

< B i) — ggtinsenp g P S5 plinep e 3 g <

j=1 m+m1 j=m+1 Jj=mi+1
m ﬁp m-+m1

j j . . P
< ﬁ;f Z ‘uT(]7U+un) _ u;(],u+un)|p + Z |u‘r(37u+un) _ u;(j,u+un)|p + %
j=1 m-+mq j=m+1
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Nastepnie z (3.5) dostajemy ny > ng dla ktérego mamy

= T(J,utun T(7,utun np
BJIDZ lu (Joutung) _ un(ljy + 1)‘;0 < o (3.22)
j=1
i +
P m-+mi . ) D
il Z |uT(J,u+un1) _ u;(lj’“+“"1)|p < 1 (3'23)

3

m+m1 j=m+1

Ostatecznie z (3.21), (3.22) i (3.23) otrzymujemy nastepujaca sprzecznos$é

Przypadek 2. Nosnik funkcji u jest zbiorem nieskonczonym, czyli réwnolicznym z N.

Wybierzmy liczbe A > 0, taka ze

1 1
A< r <5 (3.24)
33L)r 3
Wtedy mamy
1
An < 37 (3.25)
Wezmy najwieksze m € N, takie ze
lumUW| < A (3.26)

dla kazdego j > m. Wtedy dla m istnieje j, > m, takie ze 3272 6 Lﬁka. WezZmy

T(m+1, u)|

teraz m > ji, takie ze [uTmW| > |u7( . Podobnie jak w przypadku 1, ktadac

w lematach 2.11 2.4 {s'}; = {37}, {t'}; = {lur0w|P} oraz {g(j)}; = {7(j,u + un)};
i korzystajac z granicy (3.6) dostajemy dla naszego m réwnosé

lim (i\ﬁju“ Z\ﬁg TUctun)] ) = 0. (3.27)
j=1

Wezmy liczbe 6 > 0 okre$lona w lemacie 2.5 dla tego m. Z (3.27) dostajemy ny € N,

takie ze
(Z [BurOr =3 |ﬁju7<f"“*“n>|”) <9 (3.28)
j=1 j=1

dla kazdego n > ny.
Zastosujemy teraz do szeregu Y22, |3;u”0) P lemat 2.5, przyjmujac {t/} = {[u"0|P};

i {s’} = {6}},. Na podstawie (3.28) otrzymujemy réwnos¢ sum

ZWJ ”|p_ZWU Gy,
1 <1 < m, réwnosé zbiordw
{r(L,u),...;m(m,u)} = {7(1,u+ uy),..7(M,u + uy,) }
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oraz rOWnNos¢ wyrazow
[0 = |y Cutun)|

dlaj=1,...min = ng.
Biorac jeszcze raz podciag ciagu {u,}, mozemy zalozyé¢, ze 7(j,u + u,) = 7(j,u)

dla j =1,...,m in > ng. Dlatego bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze

T u) =70 ut un) = 7(j) (3.29)
dla j=1,....m, n > ny.
Z (3.5), (3.29) i réwnosci lim,, |||un|||s, = |||u|||s, = 1 wynika istnienie ny > ny, takiego
ze
TG0 — 7G| < g (3.30)
dla j=1,...,m,
> B — uree| = 37 gt — furerp] - (3.31)
=1 =1
Jk ] ) 3 D
P T(]7u+u7L) P _ T(]7U+U7L) P ]k+177
<;ﬁ]’|u [un ‘< 3.3p
dlal<li<mi
[unlll3, = (11!l < Dot (3.32)
Unlllgp Ulllgp 3.3p )
dla n > n,. Nastepnie z (3.7), dla kazdego n > n, istnieje j, € N, takie ze
) — )| = [ = )70 = = g > (3.33)

Dlatego z nieréwnosci (3.30) dostajemy

T(jn, u—uy) € {r(L,u),...7(myu)} = {7(1,u,), ..., (M, u,)}

dla kazdego n > n;. Biorac teraz pod uwage wniosek 2.2 i nier6wnosé¢ j, < m otrzy-

mujemy

[unll[f, = > B Jupdem P > (3.34)
j=1

Jk ) .
> Zﬁﬂu;(m”p + Bfk+1|u;(jk+1’“”)|p >
j=1

Jk ) -
> Z ﬁﬂu;(xu”p + §k+1|u;(3mu—un)|p_
j=1
Z (3.24) 1 (3.26) mamy

ulll, = > 87l < (3.35)
j=1
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<Zﬁp!u GO AP Z g <

J=Jjr+1
1
<Zﬁplu e 4 n Z 3 <
-3 o=

Jk ) 1
<SS L, -
= J 3. 3] Jrt
_ HITACRRIL Jk+1n
Korzystajac z nieréwnosci (3.25), (3.26), (3.31) - (3.35), réwnosci (3.29) i z tego, ze

Jr < m otrzymujemy nastepujaca sprzecznosé

2ﬁ]pk+177p opr /6 k+17’] » Q p <
3r 3p Je+1{" T 3 <
= ~ p
< k+1 ’u ]n,u Un) _ u;(]n,u—un)’ _ ‘,U/T(]nﬂlz—un)’ <
Jk '
< Jk+1|ur(3n,u un) [P ualll5, Zﬁﬂu;(mu”p _

Jk .
= ([llunl 13, = 1lell3,) + Ml = 32 g <
7j=1

G b P g, P, 7(u - |, 7(iw) |p
<o F Ml - Zﬁ\“ | Zﬁ\u D=3 Bl | <
j=1

< 5jk+177p n 5jk+177p i ﬁjk—&-ln ﬁakﬂn 7
3-3° 3- 3P 3- 3P 3P
i to konczy dowod twierdzenia. O
Uwaga 3.3. Poniewaz w twierdzeniu 3.2 zalozenia o normie ||| - |||, sa ogélniejsze od

tych, ktére sa w pracy [83], to nasz dowdd twierdzenia 3.2 jest zdecydowanie bardziej
skomplikowany w poréwnaniu z dowodem twierdzenia J. Rainwatera. W szczegdlnosci

musimy rozwazy¢ w nim dwa przypadki.
Whiosek 3.4. Przestrzen Banacha (co(I), ||| - |||s,) jest SciSle wypukta.

Mamy jednak nastepujace twierdzenie méwigce, ze nie mozna wzmocnic¢ twierdzenia
3.2.

Twierdzenie 3.5. Przestrzen Banacha (co(I), ||| - |||gp) nie jest jednostajnie wypukta

w kazdym kierunku.

35



Dowéd. Wystarczy przyja¢ I' = N. Niech z = ey, u, = 0" e;, vy

dlan=1,2,.... Wtedy mamy

0 dla i =1,
D%,p(un) =301 dla2<i<n+1
0 dlat>n+1,
B dlal<i<n+1

Dg’p(vn) = ’
0 dlai>n+1,

Bn y
T“ dla7=1

7 un_‘_’Un
Dﬂ,p() =101 da2<i<n+1

0 dlai>n+1,

: dla:=1
D, (=) = b
0 dla:>1.
Dlatego otrzymujemy
on = unlllsp = [llzlllsp = 51 >0,

P

o >
Hualllow < | 2287 | lllwall
j=1

dlan=1,2,...1

Bp S (i 657)
j=1

1

o0 p
tim |||~ ()
" B,p j=1

=up +2 =37

+

1
1 6

]

W zwiazku z twierdzeniem 3.5 zauwazmy, ze gdy [' jest zbiorem nieprzeliczalnym,

to jest ono prawdziwe w ¢o(I") niezaleznie od wyboru normy réwnowaznej normie stan-

dardowej. Mamy bowiem nastepujace twierdzenie udowodnione przez M. M. Daya, R.

C. Jamesa i S. Swaminathana ([22]).

Twierdzenie 3.6. Zatozmy, zZe zbior I' jest nieprzeliczalny. Wtedy nie mozna prze-

normowaé przestrzeni Banacha co(I') z normg mazimum tak, by otrzymac przestrzen

jednostajnie wypukle w kazdym kierunku.

PrzejdZzmy teraz do badania dalszych wlasnosci przestrzeni (co(I), ||| - ||l5,)-

Twierdzenie 3.7. Przestrzen Banacha (co(I'), ||| - |||sp) ma stabg wlasnosé Opiala.
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Dowdd. Jest to modyfikacja dowodu twierdzenia 3.1 w [64]. Wystarczy zbadaé prze-
strzen co = co(N), tzn. I' = N (patrz poczatek dowodu twierdzenia 3.2).

Zaltbzmy, ze ciag {u,} C ¢ jest stabo zbiezny do 0 € ¢y i u € ¢ \ {0}.
Wezmy dowolne 0 < € < 1. Wtedy istnieje ¢ € N, takie ze

lu'| < e
dla kazdego i > 7, i € N. Dlatego otrzymujemy nastepujace oszacowanie
[ < Jup, — '+ '] < g, — ] e

dla kazdego n € N i kazdego i < i € N.
Dla kazdego 1 < i < ¢ mamy albo u* = 0 albo u’ # 0. Rozpatrzmy oddzielnie te
dwa przypadki.
1) Zatézmy, ze u’ # 0. Polézmy n; = min{e, %]uﬂ} Poniewaz u,, — 0, to istnieje n; € N,
takie ze
|y, | < s

dla n; < n € N. Stad dostajemy

) 1 . )
> Jul| =i > Sl > > |

2) Zatozmy, ze u' = 0. Wtedy oczywista jest nieréwnosé

i przyjmujemy n; = 1.

Oznacza to, ze

dla kazdego 1 < i < ¢ i kazdego n > max{ny, ..., ;}. Laczac wszystkie powyzsze
nieréwnosci mamy

lul | < |ul —u'| + € (3.36)

dla kazdego i € N i kazdego n > max{n, ..., 7; }.

Ustalmy liczbe naturalna n > max{ni,...,n;}. Przyjmujac we wniosku 2.2 ciagi
{s'Y; = 67}, ¥} = {l(un — w0}, {g(7)}; = {7(j,ua)}; 1 korzystajac
z (3.36), otrzymujemy

P

un — ulllgp + € (Zﬁf) =
j=1

|=
[

- i (ﬁj!(un - u)f(j,unfu)Dp

J=1

p +e€ (iﬂf)p >
j=1
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S (Bl — )]

J=1

z o \7
+e( D8] >
j=1

IEIHRRIN

J=1

3=

=

> (ﬁjm;@w)p] = {llunlla

Przechodzac z n do +o0 dostajemy

1
oo p
» < limsup ||u, — ul||g, + € (Zﬂf)
n j=1
Poniewaz 0 < € < 1 bylo wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy
i sup {3 < i s [t — 5.
[
Zauwazmy, ze przestrzen Banacha (co(I), ||| - |||gp) nie ma jednak wtasnosci Opiala.
Przyktad 3.8. Rozwazmy przestrzen (co, ||| -|||s,) ze standardowa baza {e;};. Wezmy
ciag {un}tn = {€nt1 + - - + €ntnn. Ciag ten jest stabo zbiezny do 0 € ¢y oraz
1
unlllsp = 1Dgp(un)llp = (Z ﬁp)
dlan =1,2,.... Biorac teraz u = e; dostajemy
1
n+1 P
un = ulllsp = 1D p(tn = u)llp = (Z ﬁp)
Dlatego mamy nastepujace rownosci
1
o0 P
lin [[|un|lgp = T [||un = ullls, = (Z 5?)
j=1
Twierdzenie 3.9. Przestrzen Banacha (co(L), ||| - ||lsp) nie ma struktury normalne;.

Dowdd. Zatézmy, ze I' = N, ¢y = ¢o(N). Potézmy

(n+1)(n+2)
2

Ty — Z €;

=m0l 4y
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dlan=1,2,.... Dla ny > n; mamy

ni1+nz+2 %
Nn, = 2lllsp = > 87| -
j=1

Stad

p

diamm.mﬁyp{flfl, Ty, ..} = (Z ﬁf)
j=1

Obliczymy teraz lim,, dist.|, (Zn1, conv{zy, ..., z,}). Zatézmy, ze a; + ... + a,= 1,
gdzie 0 < ap < 1ldlak=1,...,n. Wtedy otrzymujemy

n

Tny1 — Z arzy = (0, —a1, —a1, —ay, —as, —as, —as, —as, —az, —as, . . .,
k=1

—Qpy ey —p, 1,000, 1,0,.00).
—_——————  — —
n+1 razy n+2 razy

dla kazdego n € N i to daje nam nastepujace nierownosci

n+2 % n i %
S0 <l = X aralllpp < | D67
j=1 k=1 j=1

Ostatecznie dostajemy

|—

P

li}Ln dist)j| |15, (Tnr1, convizy, .., 2, }) = (Z ﬁf) = diamy ., {1, T2, -},
j=1

czyli clag {z,}n jest diametralny w (co(I), ||| - ||]5,)- O

Twierdzenie 3.10. Przestrzen Banacha (co(I'),|||-]||s,) nie ma asymptotycznej struk-

tury normalney.

Dowdd. Zatézmy, ze I' = N, ¢o = co(N). Wezmy

(i+1)2(i+2)
U; = Z €L
k:z‘(i;q)_H
dla:=1,2, ..,
(1_%)ui+ui+la gdyn:221+j7 j:1727"'722i
Uiyt + whrllive,  gdy n =221 435 j=1,2,.,2%
oraz
C =vconv{z, :n =>5,6,...}.
Wtedy mamy

0= h%n |Zn — Tnpilley = li%n 20 = Znsalllpp
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Zauwazmy, ze |z* — 2% | <1 dla kazdych k,m,n € N i dlatego

|—

P

llzn = zml|

B,p < (Z 553)
j=1

7Z drugiej strony, na przyklad dla iy > iy + 2, ny = 220 + 1, ny = 222 + 1 > 2214 1

mamy
fEnQ—l'nl :(O,...,071—ﬁ,...,l—ﬁ,l,...,l,o,...)—
i2+1 razy i2+2 razy
1 1
_(O’...’(]’l_ﬂ?'“, _ﬁjl"“’1707“'):
1 razy 1142 razy
1 1 1 1
- (0,...,07227— ,...7ﬁ—1,—1...,—170,...70,1—ﬁ,..., —%,17...,1,07...).
11+1 razy i+2 razy 2+1 razy i2+2 razy
Stad dostajemy
1 1

i1+i2+4 P 00 p
Yo 8 <Wan —2nlllsp < {2267
j=1 j=1

a to oznacza, ze

RS

diamy,,C = diamy ), {2} = (Zl 55)
=

Podobnie otrzymujemy
1
i+2 P
’ > (Z g )
B.p J=1

dla kazdej wypuktej kombinacji S-7"; axx), i odpowiednio duzego n = 2% + 1. To daje

00 P
_ JY _ :
= Gy | = diamy, ,C
B.p j=1

lim |||z — 2|l = diamy, ,C

m
Z AT — Tn
k=1

nam

m
liTan | kz aETr — Ty,
=1

1 ostatecznie mamy

dla kazdego = € C. O
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RozDziAL 4

KONSTRUKCJA ROWNOWAZNEJ NORMY MAJACEJ

WELASNOSC KADECA-KLEE’EGO I WEASNOSC
OPIALA

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenie o istnieniu réwnowaznej normy z wia-
snosciami Opiala i Kadeca-Klee'ego w kazdej nieskonczenie wymiarowej osrodkowe;j
przestrzeni Banacha. Twierdzenie to bedzie jednym z gtownych narzedzi przy rozwia-
zywaniu problemu istnienia w przestrzeni refleksywnej przy odpowiednim roéwnowaz-
nym przenormowaniu zbioru diametralnie zupetnego z pustym wnetrzem. Twierdzenie
Kadeca-Klee’ego (twierdzenie 1.32), przestrzenie uniwersalne C([0, 1], R), £*° i metoda
podana w [27] w dowodzie twierdzenia D. van Dulsta beda podstawowymi narzedziami
w konstrukcji nowej normy.

Zaczniemy od twierdzen pomocniczych. Nastepujace dwa twierdzenia pokazujg ist-
nienie w nieskonczenie wymiarowych i osrodkowych przestrzeniach Banacha rownowaz-
nej normy majacej jednoczesnie wlasnos¢ Kadeca-Klee’ego i wlasno$é Opiala. Dowody
tych twierdzen czesciowo opieraja sie na metodach zaprezentowanych w [19], [27], [98].
Nasze twierdzenia sg nawet mocniejsze niz potrzebujemy, poniewaz pokazemy dodatko-
wo, ze kazda nieskonczenie wymiarowa i osrodkowa przestrzen Banacha z odpowiednio
skonstruowang rownowazng normg ma oprocz wlasnoséci Kadeca-Klee’ego i wlasno-
sci Opiala takze wlasnosé jednostajnej wypuktoéci w kazdym kierunku. Zaczniemy od
przestrzeni uniwersalnej C([0, 1], R) z norma maksimum.

Twierdzenie 4.1. Przestrzen Banacha C([0,1],R) z normg maksimum || -||c ma réw-
nowazng norme ||-||c.1, takq ze przestrzen (C([0, 1], R), ||-|lc.1) ma jednoczesnie wiasnosé
Kadeca-Klee’ego i wlasnosc Opiala i jest przestrzeniq jednostajnie wypukiq w kazdym

kierunku.

Dowdd. Do przestrzeni Banacha (C([0,1],R), || - ||¢) nie mozemy bezposrednio sto-
sowa¢ twierdzenia 1.32, poniewaz przestrzen ta nie ma predualnej. Dlatego wyko-

rzystamy tutaj przestrzen ¢ (w (> mamy standardowa norme || - ||o), ktéra ma
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przestrzen predualna i jest przestrzenig uniwersalng dla osrodkowych przestrzeni Ba-
nacha. Przyjmijmy wiec Y = (! (w ¢! tez mamy standardowa norme || - ||;). Wte-
dy Y* = (/')* = (. Z uniwersalnosci przestrzeni (£, - |ls) dla o$rodkowych
przestrzeni Banacha wynika, ze X = C([0,1],R) C ¢~ = Y*. Nastepnie stosujac
twierdzenie 1.32 do przestrzeni Y = (! i Y* = (> otrzymujemy w ¢>° réwnowaz-
na norme || - |1, taka ze jeSli {ym}m C € jest *-stabo zbiezny do g € C([0,1],R)
Himy, {|[Ymlloo,r = (|7l 0,15 t0 limyy, [[4m —7l[co,1 = limy, ||ym— o = 0. Otrzymujemy wiec
w przestrzeni C([0, 1], R) norme || - ||co1 réwnowazna wyjsciowej z whasnoscia Kadeca-

Klee’ego wzgledem stabej topologii, poniewaz staba zbieznos¢ ciagu w przestrzeni Ba-

nacha (C([0,1],R), || - |l¢) jest rownowazna stabej zbieznosci tego ciagu w (€%, || - ||o)
po utozsamieniu (C([0, 1], R), || - ||¢) z podprzestrzenia przestrzeni (¢*°, || - ||~ ) 1 dlatego
ten ciag jest tez *-stabo zbiezny w (£°°,]| -+ ||oo)-

Niech teraz {g;}; bedzie baza Schaudera przestrzeni (C([0,1],R), || - |lc), taka ze
llgillc = 1 dla i = 1,2,... i niech {g}}; bedzie ciagiem biortogonalnych funkcjonatéw
zwiazanych z ta baza. Wiemy, ze ciag {g;}; jest ograniczony (uwaga 1.42). Dalej niech
{P.}22, bedzie ciagiem projekcji w przestrzeni C([0, 1], R), okreslonych w nastepujacy
sposob: Py =0, P,h =30 gf(h)gidlan =1,2,...ih € C([0,1],R). Ciag {|| P.|lcc }5,
norm tych projekcji ze wzgledu na norme || - [|¢ w C([0, 1], R) jest rowniez ograniczony
(twierdzenie 1.43).

Mozemy teraz wprowadzi¢ nowg norme w C([0, 1], R) okreslong w nastepujacy spo-

s6éb

Ihllca = lIRI3 00r + B2,

gdzie
“thP,oo,l = Sup Hh_PnhHOO,l
oraz
2
= (gi(h)
Il =3 (452
i=1

dla h € C([0,1], R).

Norma || - ||¢1 jest réwnowazna normie || - |1 W C([0,1],R). Istotnie, wezmy
h € C([0,1],R). Poniewaz ||hl/p 00,1 = sup,—g12. . [[F — Puhllocs = ||P]lcc,1, to ma-
my ||Allci > ||hlleos dla b € C([0,1],R). Ponadto istnieja state K, M > 0, takie ze
[2)lp.001 < Kl[hloos oraz ||h]jz < M||h||s. Stad otrzymujemy

Illen < (K2 + M2) B2, < /(K + M|l 1 = (K + M) h]loor
dla h € C([0,1],R). Spelnione sa wigc nieréwnosci
1hllsor < [1Bllea < (K + M)[|hl|so
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dla kazdego h € C([0, 1], R). Stad natychmiast dostajemy, ze norma || - ||¢1 jest réwno-
wazna normie maksimum || - [[¢ w C([0, 1], R), poniewaz norma || - |[|¢ 1 jest rownowazna
normie || - ||oo,1, @ norma || - ||oo1 jest réwnowazna normie || - ||c.

Dalej, z wniosku 1.17 przestrzen Banacha (C([0,1],R), || - [|c.1) jest jednostajnie
wypukta w kazdym kierunku.

Pokazemy teraz, ze przestrzen Banacha (C([0,1],R), | - ||¢;1) ma wtasnoéé Opiala.
Wezmy ciag {hm}m C C(]0, 1], R), ktéry jest stabo zbiezny do 0 € C([0,1],R) . Wtedy
dla kazdego h € C([0,1],R) \ {0} mamy

s (g:g;my 0

i=1
= (G0 =1\ (5’

mE () -2 (%)
Tak wiec, stosujac staba wlasnosé Opiala normy || - || 01 (twierdzenie 1.28) otrzymu-
jemy

limn sup ||, — hllc.a = limsup \/[[ A = A3 s + [l = B3 =

o] * hm _ h 2
= limsup\l |, — h”%,oo,l + Z (92(21)> -

i=1

= limsupJ [ = Pll3 o1 + Z <“%()> > limsup ||Am — h|p001 =

)
=1 2

(9? (th)

- 2
> limsup ||hp]|9.001 = lim supJ A 13 001 + > ) = limsup ||An||c1-

i=1

Pokazemy teraz, ze przestrzen Banacha (C'([0,1],R),| - ||c.1) ma wlasnos¢ Kadeca-
Klee’ego. Zatézmy wiec, ze dany jest ciag {hm tm C C([0, 1], R), ktéry jest stabo zbiezny
do h e C([0,1],R) i limy, | |lc1 = ||2]|cq = 1. Wtedy

7llg.00.1 > 0,

7]z > 0

0 < lim |||z = [|2flz = 8 < 1.

Tym samym granica lim,, ”iLmH(p,oo’l istnieje i mamy
0 < 1 ol = [llpmon = /T — B2 = < 1.
Poniewaz lim,, PniNL = iL, to mamy
Y = [Pllgces = Ih = Pahlloos
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dla pewnego 0 < n < co. Zauwazmy teraz, ze

lim Pl = Pah (4.1)

w normie || - || (a wige réwniez w normach || - ||eo1, || - [lc1)- Stad Ao — Pah — h— Pah

w przestrzeni C([0, 1], R). Dlatego mamy
7= HEHT,OO,I = HE - PﬁiLHOO,I < lin}ninf H}Nlm - PﬁiLm“O@,l <
< hmsup ||iLm - PﬁilmHoo,l < hﬂrln ||iLm||fP,oo,1 =7

i stad dostajemy
lim ([, = Pahinloon = [1h = Pahllocs = 7.

Korzystajac z wlasnosci Kadeca-Klee’ego normy || - ||eo1 w C([0, 1], R) otrzymujemy
w (C(]0,1],R), || - ||co,1)- Poniewaz normy || ||occ.1 1 || [|c1 s& réwnowazne, to mamy taka

sama zbieznos¢

w normie || - ||¢1. Stad i z réwnosci (4.1) otrzymujemy

h = 1im(hy, — Pahiy) + Pah = lim(hy, — Pahy,) + lim Pyhy, = lim by,
w normie || - ¢

]

Uwaga 4.2. Bez straty ogélnosci rozwazan (w razie potrzeby wystarczy przemnozy¢

norme || - ||c.1 przez odpowiednia stata wicksza od 1) mozemy zatozy¢, ze

|- lle < llex < Leall - lle
w C([0,1],R).

Zauwazmy, ze twierdzenie 4.1 jest roOwniez prawdziwe, jesli zastapimy przestrzen
Banacha (C([0,1],R), || - ||¢) dowolna przestrzenia z baza Schaudera (X, || - || x). Biorac
pod uwage uniwersalnosé¢ przestrzeni (C([0,1],R), | - [[¢) dla oérodkowych przestrzeni

Banacha i twierdzenie 4.1 dostajemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. KazZda nieskoniczenie wymiarowa i osrodkowa przestrzen Banacha
(X, I'llx) ma réwnowazng norme ||-||x 1, takq zZe przestrzen (X, ||-||x1) ma jednoczesnie

wlasno$é Kadeca-Klee’ego i wlasnosé Opiala oraz

-l < flxa < Leal

x-

Ponadto przestrzen Banacha (X, || -||x.1) jest jednostajnie wypukta w kazdym kierunku.
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Dowdd. 7 twierdzenia 4.1 wynika, ze przestrzen Banacha C([0,1],R) z norma maksi-
mum || - ||¢ ma réwnowazna norme || - ||¢.1, taka ze przestrzen (C([0, 1.],R), || - ||c.1) ma

wtasnos¢ Kadeca-Klee’ego i wtasnosé Opiala oraz

I lle < I llex < Leall - lle-
Przestrzen (C([0, 1., R), ||-||c.1) jest réwniez jednostajnie wypukta w kazdym kierunku.
Z uniwersalnosci przestrzeni (C([0,1],R), || - ||¢) dla o$rodkowych przestrzeni Banacha

mamy, ze X C C([0,1],R) dla kazdej oérodkowej przestrzeni Banacha (X, | - |x).

Wystarczy wiec zawezi¢ norme || - ||¢;; do X, aby uzyskaé szukana norme || - [|x1. O
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RozDZIAL 5

NORMA ||| - |||a.8p.5 TYPU DAYA W PRZESTRZENI
BANACHA

W tym rozdziale pokazemy w jaki sposoéb w przestrzeniach osrodkowych mozna
wprowadzi¢ réwnowazng norme || - ||o 5,5, ktéra jest zwigzana z norma Daya i ktére;
uzyjemy w dowodzie twierdzenia 7.1 bedacego podstawowym narzedziem w dowodzie
twierdzenia 7.2 o istnieniu zbioru diametralnie zupelnego z pustym wnetrzem w nie-
skonczenie wymiarowej, oSrodkowe;j i refleksywnej przestrzeni Banacha. Okreslamy nor-
me typu Daya || - ||osp5 W nastepujacy sposéb — jest to modyfikacja metody M. A.
Smitha ([89]).

Zatozmy, ze (X, | - ||x) jest osrodkowa przestrzenia Banacha. Ustalmy o € (0,1)
i niech F = {f}} bedzie ciagiem niezerowych funkcjonatéw w X*. Zalézmy, ze ciag
F = {fi}x rozdziela punkty w X oraz ze limy, f;(z) = 0 dla kazdego = € X. Wtedy
z twierdzenia Banacha-Steinhausa ([7]) ciag F= {f;}x jest ograniczony w X*, czyli

/¢ ]
xr € X przyporzadkowujemy teraz ciag postaci

x+< K dla kazdego k € N, przy czym mozemy przyjaé, ze 1 < K € R. Kazdemu

u(@) = {u'(2)}: = {allzllx, fi (@), 5 (@), f5(@), .. fi(2), . i), .} € o,

gdzie k-ty wyraz ciagu F(x) = {f;(z)}r wystepuje tutaj doktadnie k razy. Ustalmy
1 < p < oo i wezmy $ciSle malejacy ciag o wyrazach dodatnich § = {3;},, taki ze
szereg .52, 37 jest zbiezny. Nastepnie, przy pomocy uogélnionej normy Daya || - ||s,,

mozemy wprowadzi¢ nowg norme¢ w X wzorem

[2ll.8p.5 = w(@)[[l3p = 1D p(w(@))llp,

gdzie || - ||, jest standardowa norma w przestrzeni (P. Poniewaz | ff|x- < K oraz

(@) || < || fEllx - Jz]lx dla k =1,2,..., z € X, to natychmiast dostajemy nieréw-
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nosé

[2llappr = [[{allzllx, f7(2), f5(2), £3 (@), s [ (@), (), 3 <

N Y
< BRIl ) =K |67 llzlx.

j=1 j=1

Stad mamy
e b
abillzllx < zllapps < K (D67 ] llzlx (5.1)
j=1
dla kazdego x € X.
Pokazemy teraz, ze funkcja || - ||o5,p5 jest norma. Wystarczy stwierdzié, ze spel-

nia ona nieréwnosé¢ trojkata. Wynika to z definicji || - ||a.5,p.5 1 nastepujacego lematu

pomocniczego.
Lemat 5.1. Przy powyiszych zatozZeniach i oznaczeniach, dla kazdego x,y € X spel-

niona jest nastepujgca nierownosc

llulz + )l < [llulz) +w)lllsp < [llu@)llsp + w50

Dowdd. Dla x,y € X mamy
uz +y) = {u'(x+y)}i =

={allz +yllx, iz +v), 5z +y), fr(@+y), .. filz+y),... filr+y), ..}

u(z) +uly) = {u'(z) + ' (y) }i
= {alzllx +alylx, fi(x+y), f5(x+y), fs5(@x+y), ... fi(x+y), ..., filx+y), ..}

Stad dostajemy
' ()] + u'(y)] > |u'(z +y)]

dla © = 1,2,.... Nastepnie stosujac nieréwno$¢ podang we wniosku 2.2 i lemat 3.1

otrzymujemy

) P
7j=1

3 P
< (Z ﬁ;’ (|UT(J,u(m+y))(x> + uT(],u($+y))(y)|>p) <

3=

87 (jur G ) (g) 4 G+ () D”) -
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< u@)llsp + u@)llls -

]

Modyfikujac dowdd twierdzenia Maluty (twierdzenie 3.1 w [64], patrz tez dowdd
twierdzenia 3.7 w naszej pracy), mozemy udowodni¢ twierdzenie o przenoszeniu sie

stabej wlasnosci Opiala z przestrzeni (X, || - || x) na przestrzen (X, || - ||agp.5)-

Twierdzenie 5.2. Niech (X, ||-||x) bedzie osrodkowq przestrzenig Banacha. Jesli prze-
strzen (X, || - || x) ma stabg wlasnosé Opiala, to przestrzer Banacha (X, || - ||a.gp.5) ma

jq rowniez.

Dowdd. Zalézmy, ze ciag {x,}n, C X jest stabo zbiezny do 0 € X iz € X \ {0}. Bez
straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze istnieja granice lim, ||z, | x oraz lim, ||z, — | x.
Wezmy dowolne 0 < € < 1. Ze stabej wlasnosci Opiala przestrzeni (X, || - ||x) mamy
nieré6wnos¢

lim (12 x < Tim 2 — o).

Istnieje wiec ng € N, takie ze
: €
lzallx <limlan]lx + 5 < flza —allx +e (5.2)
dla kazdego 7y < n € N. Poniewaz limy, fi(z) = 0, to istnieje k € N, takie ze

|[fi ()] < e

dla kazdego k < k € N. Stad mamy
[fe (@)l < [fi(@n) = fi(@)] + [ fi (@)

<|fr(@n) — fi(x)| + €

dla kazdego k < k € N i kazdego n € N.

Nastepnie dla kazdego 1 < k < k mamy albo fi(z) = 0 albo f;(z) # 0. Dlatego,
by otrzymaé nieréwnos¢ |fi(x,)| < |fi(xn) — fi(z)|, rozpatrujemy dwa przypadki.
1) Jedli fi(z) # 0, to polézmy n, = min{e, 5|f7(x)|}. Poniewaz z, — 0, to istnieje
n, € N, takie ze

i (@a)l < e

dla n, <mn € N.
Stad mamy

i) = F2 @) > 12 @)] = 1 ()
> @] = e > Sl > > 1)
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dla n > ny.

2) Jesli fii(z) = 0 to oczywiste jest, ze spelniona jest nieréwnosé

[fie ()| < [fi (@) = fi(2)]

dla kazdego n € N i przyjmujemy wtedy ny := 1.
Ostatecznie dla kazdego 1 < k < ki kazdego max{ny, ...,n;} < n € N dostajemy

[fi ()| <[5 (2n) = fr (@)

Laczac powyzsze nieréwnosci otrzymujemy

[ (@n)l < S (an) = fi (@) + € = | fi(wn —2)[ + € (5.3)

dla kazdego k € N i kazdego max{ny,...,n;} < n € N. Dlatego z z nieréwnosci (5.2),

(5.3) i z okreslenia funkcji u(-) wynika, ze
ju' ()] < |u' (2, — 7)| + € (5.4)

dla kazdego i € N oraz kazdego max{ng, 1, ...,73} <n € N.
Wezmy teraz liczbe naturalng n > max{no, 11, ..., 73 }. Przyjmujac we wniosku 2.2

{s7}; = {00}, {t'}; = {Jw O Cn=D (@, —2) [P}, {9(5) }; = {7(J, ulan))}; 1 korzystajac
z nieréwnosci (5.4) otrzymujemy

nllapps = [lu(@a)lllsp = 1Dpp(ul@n))llp, =

P

= (Z B |UT“’“(””"”(%)!”) <
j=1

P

< (Z 87 (Jur e (@, — )] + e)p) <
j=1

Jun
-

j=1

—|—6(Zlﬁ§') =

= D lutan — D)l + ¢ (i ﬂf) -

S
B =

ur(jm(:rn—a:)) (an _ J?) ‘p)

p

= [[lu(zn = 2)|llsp + € (Zﬁf) =
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|—=

P

o0
= ||, — xHoc,ﬁJLff te (Z ﬁf)
j=1

Przechodzac z n do +o0 dostajemy

00 P
limsup ||z, a,pp,5 < limsup ||z, — @|la,gp5 + € (Z 65')) .
n n j=1

Poniewaz 0 < € < 1 bylo wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy zadana nieréwnosc¢
lim sup ||z laps < limsup [z, — zflasp7-
n n
Oznacza to, ze przestrzei Banacha (X, || - ||a5,.5) ma tez staba wlasnosé Opiala. [

Zajmiemy sie teraz lokalng jednostajng wypukloscia normy || - ||a,5,5. Zaktadajac
dodatkowo, ze przestrzen (X, | - ||x) ma wlasnosé Kadeca-Klee’ego oraz ze dla ciagu
B = {B;}, istnieja stata L > 1 i SciSle rosnacy ciag liczb naturalnych {j,},, takie ze
S5 B3 < LB o dla kazdego n € N i stosujac twierdzenie 3.2 oraz metode M. A.

Smitha otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.3. Jesli nieskoriczenie wymiarowa, osrodkowa 1 refleksywna przestrzen
Banacha (X, ||| x) ma wlasnosé Kadeca-Klee’ego, to przestrzen Banacha (X, |||a.5,p.5)
jest LUR.

Dowdd. Zatézmy, ze ciag {r,}, C X 1 punkt z € X spelniaja nastepujace warun-
ki: ||z
(@)l = 1, limy, |[[u(zn)]]
dostajemy

apps = L, limy, ||z,||apps = 11 lim, || + 2,]lasps = 2. Stad wynika, ze

gp=1oraz lim, |||u(z + z,)|||s, = 2. Stosujac lemat 5.1

2 = [[lu(@)llls.p + N [[Ju(@n)llls,p > limsup [[[u(z) + w(za)lllsp >

> lim inf [||u(z) + u(zn)ll|sp = i [[|Ju(z + 20)[[|5p = 2,

a to oznacza, ze lim, |||u(z) + u(z,)|||s, = 2. Nastepnie z lokalnej jednostajnej wypu-
ktosci przestrzeni (co, ||| - |||5,p) (twierdzenie 3.2) wynika zbieznosé ciagu {u(z,)}, do

funkcji u(z) w normie ||| - |||g,. Poniewaz mamy

Bullu(@) — wlza)lley < [lJux) = ul@a)lllsp = 0

[u(z) = w(wn)lle, =
= max{alllz]lx = [leallx], [ (2) = £ (@)l | /5 (2) = f3 ()], -},
to dostajemy, ze lim, ||z,|x = ||z|lx i lim, ff(xz,) = fi(z) dla k = 1,2,.... Dalej,

z zatozenia ciag funkcjonatéw F = { f;}r C X* rozdziela punkty w przestrzeni Banacha
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(X,]|-|lx) i dlatego z refleksywnosci przestrzeni (X, ||| x) i zbieznosci lim,, f7 (z,) = fi(x)
dla kazdego k = 1,2, ... wynika staba zbieznosé ciagu {x, },, do x. Nastepnie z wlasnosci
Kadeca-Klee’ego przestrzeni (X, || - ||x), stabej zbieznosci ciagu {z,}, do z i réwnosci

liTILn||a:n||X = ||z||x otrzymujemy, ze lim,z, = =z w (X, | - ||x). Z nieréwnosci (5.1)

dostajemy, ze normy ||-||x 1 ||-||a,5,.5 58 rOwnowazne, co koniczy dowéd twierdzenia. [
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RozDZIAL 6

ZBIORY DIAMETRALNIE ZUPELNE

W tym rozdziale przypomnimy definicje kluczowego dla nas zbioru diametralnie
zupetnego ([71]). Definicja ta jest $cisle zwiazana z pojeciem $rednicy zbioru. Poda-
my réwniez podstawowy zwiazek miedzy zbiorem diametralnie zupelnym a zbiorem

diametralnym.

Definicja 6.1. Zalézmy, ze (X, || - ||) jest nieskonczenie wymiarows przestrzenia Ba-
nacha. Méwimy, ze ograniczony zbiér ) # C' C X, ktéry nie jest zbiorem jednopunk-

towym, jest diametralnie zupelny w X, jesli
diam. (C' U{z}) = sup{|ly —¢/|| : y,y' € CU{z}} >

> diam”.”(C) = SUP{Hy - y,H : y,y' S C}

dla kazdego = € X \ C, tzn. dotaczenie punktu spoza zbioru C' zwigksza $rednice

rozszerzonego zbioru.

W przypadku skoniczenie wymiarowych przestrzeni Banacha (X, || - ||) diametralnie
zupelny zbiér C' C X ma niepuste wnetrze. W przypadku przestrzeni o nieskonczonym
wymiarze nie musi tak by¢. Istniejg zbiory diametralnie zupelne o pustym wnetrzu.
Prosty przyktad takiego zbioru w przestrzeni ¢y podali J. P. Moreno, P. L. Papini
i R. R. Phelps.

Przyktad 6.2. ([74]) WeZzmy zbiér C' C ¢y okreslony w nastepujacy sposéb
C={r={r}ien€c:0<a" <1}

Pokazemy, ze zbiér C' ma puste wnetrze w (co, || - ||e, ). Wezmy dowolne x = {z'}; € C
i przyjmijmy y, = {y’}; = x — (2™ + %)en dla kazdego n € N, gdzie e,, sa wektorami ze
standardowe] bazy przestrzeni co. Wtedy ||y, — ||, = |2"+ 2| — 0, ale z drugiej strony
mamy, ze Y, = —%, czyli y, ¢ C, a to oznacza, ze x nie jest punktem wewnetrznym

zbioru C.
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Zauwazmy teraz, ze zbiér C jest zbiorem diametralnie zupetlnym. Istotnie, jesli
y ={y'}; ¢ C, to istnieje iy € N, takie ze y* € (—00,0) U (1, +00) i biorac nastepnie
zo={x}}, gdzie xj = 0 dla i # ig i i) = 1 lub 2 = 0 (odpowiednio), otrzymujemy
diam., (CU{y}) > 1 = diam C.

Podamy teraz podstawowy zwiazek miedzy diametralnoscia zbioru i wtasnoscia dia-

metralnej zupetosci zbioru.

Twierdzenie 6.3. ([74]) Zaloimy, ze (X,|| - ||) jest nieskonczenie wymiarowq prze-
strzenig Banacha © zbior C° C X jest diametralnie zupelny. Jesli zbior C ma puste

wnetrze, to jest diametralny.

Zauwazmy tutaj, ze E. Maluta i P. L. Papini podali nastepujacy przyktad zbioru
diametralnego o pustym wnetrzu, ktory nie jest diametralnie zupeky, czyli implikacja

odwrotna nie jest prawdziwa ([66]).

Przyktad 6.4. Niech X = E 5, E 5 = (2] -] j5), gdzie |z| 5 = max{||z|2, v2[|z]/c }
dla x € (2. Wezmy zbiér C' = conv{e;}, gdzie {e;}; jest standardowa baza przestrzeni
?. Wtedy zbiér C jest diametralny w E 5 i diam)) ,C = V2, ale zbiér C nie jest
diametralnie zupetny, bo dla y = (\%2, %, 0,...) ¢ C mamy diamy (CU{y}) = V2.
Oczywiscie int C' = ().

Mamy wiec warunek konieczny na istnienie w nieskonczenie wymiarowej przestrze-
ni Banacha zbioru diametralnie zupelego z pustym wnetrzem, ktory jak pokazemy
pozniej nie jest warunkiem dostatecznym.

Potrzebny nam bedzie nastepujacy warunek dostateczny na istnienie w przestrzeni
refleksywnej zbioru diametralnie zupelego z pustym wnetrzem, ktéry podali E. Maluta

i P. L. Papini w pracy [66].

Twierdzenie 6.5. Kazda nieskornczenie wymiarowa i refleksywna przestrzen Banacha
(X, ]| - 1]), ktora ma stabg wlasnosé Opiala i nie ma struktury normalnej, zawiera zbior

diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.

Jezeli przestrzen Banacha (X | - ||) spetia zatozenia twierdzenia 6.5, to nie moze
by¢ przestrzenia jednostajnie wypukta ani przestrzenia jednostajnie wypukta w kazdym
kierunku ani tez przestrzenia z wtasnoscia Opiala, bo te przestrzenie maja strukture
normalng. Okazuje si¢ jednak, ze taka przestrzen moze by¢ przestrzenia lokalnie jed-

nostajnie wypukta ([66]).
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RozDziAL 7

ISTNIENIE ZBIORU DIAMETRALNIE ZUPEENEGO
Z PUSTYM WNETRZEM W REFLEKSYWNEJ

I OSRODKOWEJ PRZESTRZENI BANACHA

W tym rozdziale udowodnimy, ze po odpowiednim przenormowaniu w kazdej nie-
skonczenie wymiarowej, osrodkowej i refleksywnej przestrzeni Banacha istnieje zbor
diametralnie zupelny z pustym wnetrzem. Pokazemy bowiem, ze istnieje rownowazna
norma, ktéra spetia zalozenia twierdzenia E. Maluty i P. L. Papiniego (twierdzenie
6.5).

Jedli przestrzen Banacha (X, || - ||x) jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa
i osrodkowa, to z twierdzenia 4.3 wynika, ze przestrzen ta ma réwnowazng norme
| - |lx1, taka ze przestrzen (X, | - | x1) ma jednoczesnie wlasnos¢ Kadeca-Klee’ego
i wlasno$¢ Opiala. Bez straty ogélnosci mozemy wiec zalozyé, ze norma || - ||x ma
obie te wtasnosci. Nastepnie na mocy twierdzenia 1.50 istnieje taka domknieta pod-
przestrzen Y przestrzeni Banacha (X, || - ||x), Ze przestrzen ilorazowa X/Y z norma
|| -/ x/v ma baz¢ Schaudera. Mozemy réwniez zatozy¢, ze dimY” > 1 (twierdzenie 1.51).
Niech ¢ : X — X/Y bedzie standardowym odwzorowaniem X na X/Y, {Z,,}, znor-
malizowang baza Schaudera przestrzeni (X/Y, | - ||x/y) 1 niech {2} } bedzie ciagiem
biortogonalnych funkcjonaléw zwigzanych z ta baza. Wtedy istnicje stala K > 1, taka
ze |||l x vy < K dla kazdego m € N. Dalej, wezmy znormalizowany cigg funkcjo-
natéw {7} w (X", |- |
0 < o < 3. Dla kazdego 2 € X definiujemy cigg {F(x)} w nastepujacy sposob

x+), ktore rozdzielaja punkty w (X, || - ||x). Ustalmy rowniez

Fla) = {Fi@) e = {551 @), 5 00)), 5555 (@), 5 (0()), .} € co.

¥ < K dla kazdego
k € N. Uzywajac tego ciagu konstruujemy (jak w rozdziale 5) norme || - ||, 5,4, gdzie

Oczywidcie ciag F = {ff}x jest ograniczony w X*, poniewaz || f]

l<p<oo,0<a<lif={3}jestscisle malejacym ciagiem o wyrazach dodatnich,

takim Ze szereg 332, 37 jest zbiezny. Norma ta jest réwnowazna normie || - ||x.
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Modyfikujac metode M. A. Smitha i B. Turetta podana w [90] mozemy udowodnié¢
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Zalozmy, Ze

1. (X, ] - ||lx) jest nieskoriczenie wymiarowq, osSrodkowq i refleksywng przestrzenig

Banacha,

2.'Y jest domknietq podprzestrzeniq przestrzeni (X, || ||x) zdimY > 1 ¢ przestrzen

ilorazowa X /Y z normq kanoniczng || - ||x/y ma baze Schaudera,
3. 1: X — X/Y jest standardowym odwzorowaniem,

4. {2m}m jest znormalizowang bazq Schaudera przestrzeni ilorazowej (X/Y, ||| x/v)

i {25} jest ciggiem biortogonalnych funkcjonaléw zwigzanych z tg bazq,

5. {f*Y, jest znormalizowanym ciggiem funkcjonatéw w (X*, || - ||x-), ktére rozdzie-

lajq punkty w (X, || - || x),
6. 0<a<i,
7. 1< p<oo,

8. B = {B;}; jest scisle malejgcym ciggiem o wyrazach dodatnich, takim Ze szereg

> 37 jest szeregiem zbieznym,
9. F(x) = {fi(@)hr = {57 (), 2 ((2)), 3 5 (2), %5 (u(x)), ..} € 0.
Wtedy przestrzen (X, || - ||, 5,.5) nie ma struktury normalne;.

Dowdd. 7 refleksywnosci przestrzeni (X, || - ||x) wynika, ze istnieje ciag {zm}m C X,

taki ze zpy, € 2, 1 ||2m||x = 1 dla kazdego m € N. Wtedy dla my > m; mamy

g:(zm2 - zml) = {f;(zmz - Zm1)}k =

a7, Sk oz 2%
- {§f1 (Zm2 - Zm1)7 ZI(L(ZmQ - Zml))’ ? 2 (Zm2 - Zm1)7 Z2(”<Zm2 - Zm1>)7 } -
a a7,
= {2f1(2m2_zm1)7 7?]62(27712 _Zm1>a0a"'7

(07 = o = (07

* *

mel—l(zrm - zml)v 0’ ﬁfml (Zm2 - Zml)v _17 Wf;zl-&-l(ZmQ - Zml)? 07 )

« ~ a « ~
a1 fma—1(Zma = 2m1), 0, 500 Fony (2ma = 20 )y L 5o fona 1 (B = 20, 0, }

N | —
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dla kazdego r € N. Dalej mamy rowniez
aHZmQ - Zml”X < 2c < 1.
To daje nam

2m1+2mo % [es) %
Z 65) < ||Zm2 — Zmy ||a7ﬁ7p75t < Z ﬁ? )
j=1 j=1

1
a to oznacza, ze diam”.”aﬂ’pﬁ{zm}m = (Zjoil ﬂf) v

Obliczymy teraz lim,, dist) .  (Zmi1, conv{z1, ., 2 }). Zakézmy, ze ar+. .+ ay =

gdzie 0 < ap < 1dlak=1,...,m. Wtedy mamy

m m
F(zmir = Y awzr) = {fi(zm1 — D anzn) br =
k=1 k=1
a ~ m
= {fo(zmﬂ - Z axzy), —a1, — 22 o (Zma1 — Z ap2k), — A2, ey
k=1
Oé Y
7 o (Zmy1 — Z Wk 21)s = o o (Zmn — Z g zr),

«a
om+2 m+2 (Zm+1 — Zakzk }

MM—A

@,
|f Zm41 — Zakzk \2* 2 <

dla kazdego r € N. Dalej zauwazmy, ze

m

ol zmi1 — ZakzkHX < 2a < 1.
k=1

Stad otrzymujemy

2m+2 ’ o0 >
(Z ﬁp> lzms1 — Zakzkﬂaﬁp? diam. IIMN{ZW}W = (Zﬂf) ,

k=1

1
a to oznacza, ze limy, disty | (Zmyr, conv{zy, .y 2 }) = ( o ﬁf)p i dlatego ciag
@, 0,P,

{2m}m CX jest diametralny w (X, || - ||, 5,.4)- Z twierdzenia 1.38 dostajemy, ze prze-

strzef (X, [ - ||, 5,.4) nie ma struktury normalne;j.

Mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie, ktore jest podstawowym narzedziem w do-

wodzie gléwnego twierdzenia tej pracy, tzn. twierdzenia 8.3.

Twierdzenie 7.2. Kazda nieskonczenie wymiarowa, o$rodkowa i refleksywna prze-

strzen Banacha (X, || - ||x) ma réwnowazng norme || - ||o, takq zZe przestrzen (X, | - ||o)

jest LUR © zawiera zbior diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.
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Dowdd. Jak juz wspomnieliSmy na poczatku rozdziatu, mozemy zatozy¢, ze przestrzen
Banacha (X, || - ||x) ma wtasnosé Kadeca-Klee’ego i wlasnoéé Opiala. Przyjmijmy wiec

|- llo=1"1l4p5,4 gdzie norma || -, 5,5 zostala okreslona wezesniej w tym rozdziale,

«@,0,p,
przy czym 0 < a < %, l<p<ooip ip{ﬂj }; jest cisle malejacym ciagiem o wyrazach
dodatnich, takim ze szereg >-72; 37 jest zbiezny. Dodatkowo zaktadamy, ze istnieja stata
L > 11 $cidle rosnacy ciag liczb naturalnych {j,},, takie ze 332, ,, 87 < L ., dla
kazdego n € N. Wtedy na mocy twierdzenia 5.2 przestrzen (X, ||-||o) ma staba whasnosé
Opiala, a poniewaz 0 < a < %, to z twierdzenia 7.1 dostajemy, ze przestrzen ta nie
ma struktury normalnej. Mozemy wiec do przestrzeni (X, || -||o) zastosowaé twierdzenie
6.5, z ktorego wynika, ze w przestrzeni tej istnieje zbiér diametralnie zupetny z pustym

wnetrzem. Dalej z twierdzenia 5.3 otrzymujemy, ze przestrzen (X, || - |lo) jest LUR. O

57



RozDZIAL 8

[STNIENIE ZBIORU DIAMETRALNIE ZUPEELNEGO
Z PUSTYM WNETRZEM W REFLEKSYWNEJ
PRZESTRZENI BANACHA- REDUKCJA PROBLEMU
DO PRZESTRZENI OSRODKOWEJ

W tym rozdziale pokazemy, jak mozna zredukowaé¢ problem istnienia zbioru dia-
metralnie zupelego z pustym wnetrzem w dowolnej nieskonczenie wymiarowej, reflek-
sywnej przestrzeni Banacha do tego samego problemu w nieskonczenie wymiarowej,

o$rodkowej i refleksywnej przestrzeni Banacha.

Zacznijmy od nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie 8.1. Zaldimy, ze (X1, -|1), (Xo, |- |l2) s¢ nieskoriczenie wymiarowymi

przestrzeniami Banacha © w iloczynie kartezjanskim X = X; x Xy mamy norme

]l == =T + (2213
dla v = (z*,2%) € X. Jesli przestrzeri (X1, || - ||1) zawiera zbiér diametralnie zupelny
z pustym wnetrzem wnetrzem, to przestrzen (X, || - ||) rowniez zawiera taki zbidr.

Dowdd. Niech Cy bedzie zbiorem diametralnie zupelnym w (X7, ||-]|1), takim ze wnetrze
zbioru C jest puste w przestrzeni (Xq, || - ||1). Potézmy C = Cy x {0} C X. Wnetrze
zbioru C' jest puste w (X, | - ||) i diam.jC = diam.,C,. Aby pokaza¢, ze zbior C jest
diametralnie zupely, wezmy dowolne z = (z',2%) € X \ C i rozwazmy dwa mozliwe
przypadki.

1) ' ¢ C). Poniewaz zbior C) jest diametralnie zupelny w (X1, | - [|1), to dostajemy

diamy (CU{z}) > sup [|(3',0) — (2, 2%)] = sup /&t — 2|3 + [|22]3 >
(z1,0)eC FleC

~1 1 . .
> sup ||T° — " ||; > diamy.,C, = diam,C.
ey

2) zt € C). Wtedy z zalozenia, ze v = (2!, 2%) ¢ C = C; x {0} mamy 22 # 0. Poniewaz

zbior C] jest diametralnie zupely z pustym wnetrzem, to C jest diametralny i dlatego
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otrzymujemy

diamy (C U {z}) > sup /&' — 2|2 + [[22[}3 >
leC

rreCy

> sup [|' — =]y = diam., Gy = diamy,C.
le,

]

Uwaga 8.2. Twierdzenie 8.1 jest prawdziwe réwniez w przypadku, gdy przestrzen

(Xa, | - [|2) jest skonczenie wymiarowa przestrzenia Banacha.

Mozemy teraz rozszerzy¢ twierdzenie 7.2 do wszystkich nieskonczenie wymiarowych

i refleksywnych przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 8.3. Kazda nieskonczenie wymiarowa i refleksywna przestrzen Banacha
(X, || -]]) ma réwnowazng norme || - ||o, takq Ze przestrzen (X, || -||o) jest LUR i zawiera

zbior diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.

Dowdd. 7 twierdzenia 7.2 wynika, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe w przypadku
przestrzeni oSrodkowych. Zalézmy wiec, ze (X, ||-||) jest nieskoniczenie wymiarowa, nie-
o$rodkowsq i refleksywna przestrzenig Banacha. Wtedy na mocy wniosku 1.54 istnieje
nieskonczenie wymiarowa, liniowa, domknieta i osrodkowa podprzestrzen X przestrze-
ni X oraz liniowa projekcja P przestrzeni X na X; z norma operatorowa || P||xx, = 1.
Przestrzen X mozemy wiec traktowac jako sume prosta X;® Xy, gdzie Xy = (I—P)(X),
al: X — X jest operatorem identycznosciowym.

Z twierdzenia 7.2 wynika, ze (X1, || - ||), jako nieskonczenie wymiarowa, osrodkowa
i refleksywna przestrzen Banacha, ma réwnowazng lokalnie jednostajnie wypuktg norme
| - |l1, taka ze przestrzen (X, | - ||1) zawiera zbior Cy, ktéry jest diametralnie zupetny
i ma puste wnetrze. Dalej, z twierdzenia 1.22 refleksywna przestrzen Banacha (Xo, || -|)
ma réwnowazna lokalnie jednostajnie wypukta norme || - ||o. Mozemy teraz wprowadzié

w X norme || - ||p rtéwnowazng normie || - || przyjmujac
lzllo == 2] + 12213

dla x = 2! @ 2* € X, gdzie 2! = Pr € X, i2*> = (I — P)r € X,. Z twierdzenia 1.21
dostajemy, ze (X, || - ||lo) jest LUR, a z twierdzenia 8.1 mamy, ze C' = C} x {0} C X

jest zbiorem diametralnie zupelnym o pustym wnetrzu. O]

Jako wniosek z twierdzen 8.1, 8.3 i uwagi 8.2 otrzymujemy nastepujace uogolnienie

twierdzenia 8.3.

Twierdzenie 8.4. Zalézmy, ze (X, | - ||1), (Xa,| - ||2) s¢ przestrzeniami Banacha

1w iloczynie kartezjanskim X = X1 X Xo mamy norme
2l = Il + 2213
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dla z = (2!, 2%) € X. Jesli przestrzen (X1, ||-||1) jest nieskoriczenie wymiarowa i reflek-
sywna, to przestrzen (X, ||-]|) ma réwnowazng norme ||-||o, taka zZe przestrzen (X, |- ||o)

zawiera zbior diametralnie zupetny z pustym wnetrzem.

Zauwazmy, ze warunek na istnienie zbioru diametralnie zupelnego z pustym wne-
trzem podany w twierdzeniu 6.5 jest jedynie warunkiem dostatecznym. Podamy bo-
wiem przyktad, ktory pokazuje, ze warunek L. Maluty i P. L. Papiniego ([66]) nie jest

warunkiem koniecznym.

Przyklad 8.5. ([64]) E. Maluta pokazala, ze przestrzen (¢2, |- ||.) (przy naszych ozna-

creniach [Jo] = |1 Dg2(u(@)) 2 = 2]l 3 g 8dzie {5} = (s F = {f7}; jest ciagiem
biortogonalnych funkcjonaléw liniowych zwigzanych ze standardowa baza {e;}; w 1%,
u(z)=(3|z2, 2" 2?22, ... 27, ... 27, .. .), przy czym element 27 wystepuje doktadnie
j razy) jest LUR i zawiera zbiér diametralnie zupelny z pustym wnetrzem. Rozwazmy

przestrzen Banacha (LP[0, 1], - ||,), gdzie 1 < p < oo, p # 2 i potdzmy

X =0 x LP([0,1])

-l =l 12+ 1 15

Oczywiscie (X, | - ||x) jest przestrzenia refleksywna. Na mocy twierdzenia 1.21 prze-
strzen Banacha (X, ||-||x) jest LUR. Z uwagi 1.26 wynika, ze przestrzen ta nie ma stabej
wlasnosci Opiala, ale z twierdzenia 8.1 dostajemy, ze przestrzen (X, ||-||x) zawiera zbior

diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.

Przyktad 8.6. Nie wiemy, czy kazda refleksywna przestrzenn Banacha (X, || - | x) mo-
ze by¢ rownowaznie przenormowana do przestrzeni majacej stabg wtasnosé Opiala.
Przestrzeni >°(T"), gdzie T' jest zbiorem nieprzeliczalnym, nie mozna przenormowaé do
przestrzeni ze staba wtasnoscia Opiala, ani do przestrzeni LUR czy nawet przestrzeni

scisle wypuktej ([24]). Dlatego dla nieprzeliczalnego zbioru I, przestrzen
X =0 x )

Z normay

I 2= Vil + a2,
nie ma rownowaznej normy ze stabg wtasnoscig Opiala ani réwnowaznej normy $cisle

wypuktej, ale z twierdzenia 8.4 wynika, ze zawiera ona zbiér diametralnie zupeiny

z pustym wnetrzem.
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Przyktad 8.7. Jesli (X, || - ||x) jest refleksywna przestrzenia Banacha, to istnieje réw-
nowazna norma || -|| xo w X, taka ze przestrzen (X, ||-||x0) jest LUR i zawiera zbiér dia-
metralnie zupelny z pustym wnetrzem, ktory lezy w podprzestrzeni X z codim X; = 1.
Istotnie, rozwazmy dowolna podprzestrzen X; przestrzeni X z codim X; = 1. Wtedy

X mozna traktowac jako sume prosta X; i R, tzn. X = X; @ R. Z twierdzenia 8.3 wy-

nika, ze w X istnieje norma || - ||o, ktéra jest rownowazna normie || - || x zawezonej do
X 1 przestrzen (X, | - |lo) zawiera diametralnie zupely zbiér C' z pustym wnetrzem.
Wystarczy wige wzia¢ norme || - || x,0 w X zdefiniowana nastepujaco

lzllxo =/ llzal[§ + [¢?

dlaz =z, ®t € X; ® R izastosowaé twierdzenie 8.1 i uwage 8.2.
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RozDziAL 9

SZEREGI I BAZY BEZWARUNKOWO ZBIEZNE

Przejdziemy teraz do podania definicji i wtasnosci bezwarunkowo zbieznych szere-
gow i bezwarunkowo zbieznych baz. Wiadomosci te wykorzystamy w rozdziatach 10
i 11. Zaczniemy od nastepujacych oznaczen.

Niech I bedzie zbiorem co najmniej przeliczalnym. Przez A, (I) bedziemy oznaczadé
rodzine zbiorow ztozong z wszystkich niepustych i skonczonych podzbioréw zbioru I,
przez As(I) — rodzing ztozona z wszystkich przeliczalnych podzbioréw zbioru I i przez
A(I) — zbiér A,(I) U Ay(I). Kazda z tych rodzin uporzadkowana jest przy pomocy
inkluzji ([88]).

Definicja 9.1. ([41], [61]) Niech {z;}; bedzie ciagiem w przestrzeni Banacha (X [|-]]).
Mowimy, ze szereg » .72, x; jest bezwarunkowo zbiezny, jesli dla kazdej permutacji m

zbioru liczb naturalnych N szereg >72, @ (;) jest zbiezny w (X, || - ||).

Definicja 9.2. ([41]) Niech {x;}; bedzie ciagiem w przestrzeni Banacha (X, | - )

iz € X. Jezeli szereg » 72, z; spelnia warunek

AR, A |z — " i <e,

e>0 AcA1(N) ACA1€A1(N) i€Ay
to mowimy, ze szereg > o2, x; jest zbiezny do x ze wzgledu na rodzine A;(N) i piszemy

x = limaca, (v) Xica Ti-

Jesli A € A(N), to przez Pjx oznaczamy sume Y ;c4 &;.

Twierdzenie 9.3. ([41]) Niech {z;}; bedzie ciggiem w przestrzeni Banacha (X, || -||).

Wtedy nastepujace warunki sq rownowazne
(a) szereg Y32, x; jest bezwarunkowo zbiezny,
(b) istnieje granica imaca, vy Yica Ti,

(¢) dla kaidego € > 0 istnieje i > 0, takie ze

A <minA>%:> DA <e>,

AeA(N) €A
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(d) szereg >ogoq Ty jest zbiezny dla kazdego rosngcego ciggu 0 < iy <ig < ...,
(e) szereg 332, €;x; jest zbiezny dla kazdego wyboru ¢; = £1,1=1,2,... |
(f) szereg 372, Nix; jest zbiezny dla kaZdego ograniczonego ciggu skalarow {\;};,

(g9) szereg 32, |x*(x;)| jest jednostajnie zbieiny ze wzgledu na kule jednostkowq w X*,

tzn.

llmsup{z]a: )|t e X7, 2" X*gl}ZO.
i=j

Whniosek 9.4. ([41]) Niech {z;}; bedzie ciagiem w przestrzeni Banach (X, || -||). Jesli
szereg > ;2 x; jest bezwarunkowo zbiezny, to 3272, v = ;2 ; dla kazdej permutacji

7 zbioru liczb naturalnych.

Jezeli szereg Y 7°, x; jest bezwarunkowo zbiezny, to rozszerzamy definicje P4 do
wszystkich zbioréw ) # A C N przyjmujac Pa(327%, @) := > ;ca @i (patrz twierdzenie
9.3 (f)).

Twierdzenie 9.5. ([41]) Niech {z;}; bedzie ciggiem w przestrzeni Banacha (X, || -||).

Jesli szereq Y72, x; jest bezwarunkowo zbiezny, to spetnione sq nastepujgce nieréwnosci

O<sup{||2:zi|| :Aeﬂl(N)} :sup{||2xi|| :@%ACN} <

i€A i€A

<sup{||2€ia:i|| cAeA(N) i g==1 dla i:1,2,...}<

i€A
<sup{||2)\imi|| cAe A(N) 1[N <1 dlai= 1,2,...} < 00.
i€A

Mozemy teraz wprowadzi¢ pojecie bezwarunkowej bazy Schaudera.

Definicja 9.6. ([41]) Zatézmy, (X, | - ||) jest przestrzenia Banacha. Méwimy, ze baza
Schaudera {e;}; przestrzeni (X, || - ||) jest bezwarunkowa, jesli przedstawienie z € X

w tej bazie, tzn. z = 33°, a’e;, jest szeregiem bezwarunkowo zbieznym dla kazdego
reX.

Definicja 9.7. ([41]) Zalézmy, ze (X,|| - ||) jest przestrzenia Banacha. Méwimy, ze
ciag {e;}; C X jest bezwarunkowym ciagiem bazowym w (X, || - ||), jesli jest on bezwa-

runkowa baza Schaudera w podprzestrzeni span {e; };.

Twierdzenie 9.8. ([41]) Zaloimy, zZe {e;}; jest bezwarunkowq bazq Schaudera w prze-

strzeni Banacha (X, | -||). Wtedy mamy

r= lim Pyr= Ilim Zaez
AeA1(N) AeAq( N)
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sup || Pallxx, = sup{H dodel: Ae AiN), z=) de e X, |z] < 1} < 00
AEAI(N) iCA i=1

dla norm operatorowych || Pal|xx, operatoréw P4 : X — X4 = Span {e;}ica. Ponadto
sup {|| Y del: A€ AN), z=> de € X, |z| < 1} < 00.
i€A i=1
Uwaga 9.9. ([87], [88]) Przestrzenie LP([0,1],R) dla 1 < p < oo, # dla 1< p< oo, ¢

i ¢y (ze standardowymi normami) maja bezwarunkowa baze Schaudera.

Twierdzenie 9.10. ([53], [61]) Przestrzen C([0,1],R) ze standardowg normg || - ||c
nie jest izomorficzna z Zadng podprzestrzeniqg przestrzeni Banacha z bezwarunkowq bazg

Schaudera.
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RozDziAr 10

7ZBIORY O STALEJ SZEROKOSCI

W tym rozdziale przypomnimy kilka znanych faktéow dotyczacych zbiorow o statej
szerokosci. Zaczniemy od definicji tego typu zbioréw.
Definicja 10.1. Zalézmy, ze (X, || - ||x) jest przestrzenia Banacha, zbiér C' C X jest
ograniczony, domkniety, wypukty i nie jest zbiorem jednopunktowym. Mowimy, ze zbiér

C' C X jest zbiorem o stalej szerokosci A > 0 (lub krétko o stalej szerokosci), jesli dla

kazdego funkcjonatu f € X*, takiego ze || f||x+ = 1 spelniony jest warunek

sup f(C) —inf f(C) =sup f(C — C) = A.

Oczywiscie, gdy C' jest zbiorem o stalej szerokosci A, to A = diamy., C.

Zauwazmy tutaj, ze w przestrzeni Minkowskiego (tzn. unormowanej przestrzeni
liniowej o wymiarze skonczonym) zbiér o stalej szerokosci ma niepuste wnetrze.

Whprost z definicji zbioru o statej szerokosci wynika, ze Span C' = X, gdy C jest
takim zbiorem w (X, || - ||), a zdanie to nie jest prawdziwe w przypadku zbioréw dia-

metralnie zupelych (patrz przyktad 8.7). Dodatkowo mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.2. ([79]) Zaldéimy, ze (X, || - ||) jest przestrzeniq Banacha, C C X
jest ograniczonym, domknigtym 1 wypuktym zbiorem o dodatniej srednicy A = diam,.C.

Wtedy nastepujgce zdania sq réwnowazne

(a) zbior C jest zbiorem o stalej szerokoSci A,

(b) zbior C — C zawiera wnetrze kuli AB(0, 1),

(c) zbior C — C jest gesty w kuli AB(0,1).

Oczywiscie kazda kula domknieta w przestrzeni Banacha jest zbiorem o stalej sze-
rokosci, ale juz na ptaszczyznie euklidesowej istniejg zbiory o statej szerokosci rézne od
kul. Taka figura jest np. tréjkat Reulaux ([38], [57]).

W [71] E. Meissner pokazal zwiazki miedzy zbiorami o stalej szerokosci a zbiorami

diametralnie zupetnymi.
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Twierdzenie 10.3. Zaldzmy, ze (X, || -||) jest przestrzeniq Banacha. Jesli C C X jest

zbiorem o statej szerokosci, to jest zbiorem diametralnie zupetnym.

Twierdzenie 10.4. W kazdej przestrzeni Minkowskiego (R?, || -||) zbiér C' jest zbiorem

o statej szerokoSci wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zbiorem diametralnie zupelnym.

Zauwazmy jednak, ze nie tylko na ptaszczyznie euklidesowej rodzina zbioréw o state;
szeroko$ci pokrywa sie z rodzing zbioréw diametralnie zupelnych. Prawdziwe sa bowiem

nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 10.5. ([17]) W skoriczenie wymiarowych przestrzeniach euklidesowych

pojecia zbioru o statej szeroko$ci i zbioru diametralnie zupelnego sq réwnowazne.
Powyzsze twierdzenie jest tez prawdziwe w kazdej przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 10.6. ([74]) W przestrzeni co(T') z normg supremum zbior C' jest zbio-

rem o statej szerokosci wtedy i tylko wtedy, gdy jest diametralnie zupeiny.

Wréémy teraz do twierdzenia 10.4. Okazuje sie, ze zatozenie w tym twierdzeniu, ze
przestrzen ma wymiar 2 jest istotne. Najpierw w [29] H. H. Eggleston udowodnit, ze
w przestrzeni liniowej X o wymiarze 3 istnieja norma || - || i zbior C' C X, takie ze C'
jest zbiorem diametralnie zupelnym, ale nie jest zbiorem o stalej szerokosci w (X, || -||)-
Nastepnie w [74] J. P. Moreno, P. L. Papini i R. R. Phelps rozszerzyli ten wynik na
wszystkie przestrzenie Banacha o wymiarze co najmniej réwnym 3. W dowodzie tego

twierdzenia kluczowa role odgrywa nastepujacy lemat.

Lemat 10.7. Niech (X, |- |1) @ (Xa,| - ||2) beda nieskoriczenie wymiarowymi prze-

strzeniami Banacha. W iloczynie X = X1 x Xy wprowadzamy norme
]| := max{]|z" |1, [J2*2},

gdzie v = (24,2%) € X. Jesli C; C X, i Cy C Xy sq zbiorami o stalej szeroko-
$ci (zbiorami diametralnie zupelnymi) odpowiednio w (X1, - |[1) @ (Xo, || - ||2) oraz
diamy., C; = diamy., Co = A > 0, to zbior C = Cy x Cy jest takze zbiorem o stalej

szerokosci (zbiorem diametralnie zupetnym) w (X, || - ||) z diamy C = A.

Dowaod. Jesli C i Cy sa zbiorami o stalej szerokosci, to z twierdzenia 10.2 wynika, ze

zbiory C; — C1 1 Cy — Cy zawieraja odpowiednio wnetrze kuli ABx,(0,1) i ABx,(0,1).
Stad zbior

Cc-C= (01—01) X (CQ—CQ)
zawiera wnetrze kuli ABx (0, 1). Wystarczy wiec znéw zastosowaé twierdzenie 10.2, by

stwierdzi¢, ze C jest zbiorem o stalej szerokosci.
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Jedli C i Cy sa zbiorami diametralnie zupelnymi i y = (y',y?) ¢ C = C; x Oy, to
albo y' ¢ Cy albo y? ¢ Cy. Gdy y' ¢ C}, to z tego, ze C; jest zbiorem diametralnie
zupetnym dostajemy

diam. (CU{y}) > sup (max{”x1 — ', |2 — ?JQ||2}) >

(z1,x2)eC

> sup |lz' —y'[l; > diam),C; = A = diamC.
zleCy

Podobnie, gdy y? ¢ Cy, to korzystajac z diametralnej zupelnosci zbioru Cy dostajemy
diam”.H(C’ u{y}) > diamH.”C.
0

Dalej w dowodzie twierdzenia J. P. Moreny, P. L. Papiniego i R. R. Phelpsa wyko-
rzystuje sie zbiér C' C (R3,|| - ||;n), ktory okredlony jest nastepujaco
C := conv{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}.
Zbidr ten jest zbiorem diametralnie zupelnym, ale nie jest zbiorem o statej szerokosci w
(R3, ||+ |l;1)- Nastepnie, gdy dim X > 3, to X daje sie przedstawi¢ w postaci X = R3 x Z
i bierzemy norme

[zllo = 11y, 2)llo = max{lylle, |21}

Wtedy zbior
C = é X BH.”(O, 1),
gdzie B)(0,1) jest domknieta kulg jednostkowa w przestrzeni (Z, || - ||), jest zbiorem

diametralnie zupelnym, ale nie jest zbiorem o statej szerokosci w (X, || - ||o)-

Prawdziwe jest wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.8. ([74]) Jezeli (X, || - ||) jest przestrzeniq Banacha o wymiarze co
nagmniej 3, to istnieje rownowazina norma || - |lo w X i zbior C C X, ktory jest zbiorem

diametralnie zupelnym, ale nie jest zbiorem o stalej szerokosci w (X, || - |lo)-

Zauwazmy tutaj, ze diametralnie zupetny zbiér C' wystepujacy w dowodzie twier-
dzenia 10.8 ma niepuste wnetrze.

Przypomnimy teraz prosty przyktad zbioru o stalej szerokosci z pustym wnetrzem

([74]).

Przyktad 10.9. Wezmy zbiér C' C ¢y okreslony w nastepujacy sposéb (dla wygody

zapisu zmienimy pozycje indeksu ¢ w stosunku do jego pozycji w przyktadzie 6.2)
C:={r={z}ien €co:0<x; <1}
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Zbior C' jest domkniety, wypukty i ograniczony w przestrzeni ¢y z norma supremum
| leo- Oczywiste jest, ze C' — C C W Dalej, jesli x = {x;}; € W, to
—1 < z;<1 dla kazdego i N i z; — 0. Potézmy x := max{x;,0} i z; := max{—z;,0}
dla kazdego i € N, a™ := {z}; i = := {z; };. Poniewaz ™, 2= € Ciz =a2" — 2",
tox € C—C. Stad C —C = W i z twierdzenia 10.2 otrzymujemy, ze C'
jest zbiorem o statej szerokosci. W przyktadzie 6.2 pokazaliSmy, ze zbior C' ma puste

wnetrze.

Wzorujac sie na tym przyktadzie E. Maluta i D. Yost w [67] udowodnili nastepujace

twierdzenie.
Twierdzenie 10.10. Kazda nieskoriczenie wymiarowa przestrzeri Banacha (X, || - )
z bezwarunkowq bazq Schaudera ma réwnowazng norme ||-||o, takq zZe przestrzen (X, || - ||o)

zawiera zbior o stalej szerokosci z pustym wnetrzem.
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RozDziAr 11

U0oGOLNIENIE TWIERDZENIA E. MALUTY
I D. YOSsTA

W tym rozdziale uogélnimy twierdzenie 10.10. Zaczniemy od nastepujacego twier-
dzenia.
Twierdzenie 11.1. Zaldéimy, ze (X1, ||-||1), (X2, ||||2) s¢ nieskoriczenie wymiarowymi

przestrzeniami Banacha. W iloczynie X = X1 X Xo wprowadzamy norme

o[} -= max{ [l |11, ll2*2},

gdzie x = (x',2%) € X. Jesli przestrzen (Xy, | - ||1) zawiera zbidr o stalej szerokosci
z pustym wnetrzem, to przestrzen (X, | - ||) rowniez zawiera taki zbior.

Dowdd. Niech Cy C X; bedzie zbiorem o statej szerokosci w (X, || - [|1), takim ze
wnetrze zbioru C jest puste w (Xi, | - ||1) . Mozemy zalozy¢, ze diamy., C; = 2.
Potézmy C' = Cy x By ,(0,1) C X, gdzie Bj.,(0, 1) jest domknieta kulg jednostkows
w (Xo, || |l2)- Z lematu 10.7 dostajemy, ze C' jest zbiorem o statej szerokosci w (X, ||-]]).
Oczywiste jest, ze wnetrze zbioru C jest puste w (X, || - [|)- O

Jako wniosek dostajemy nastepujace uogélnienie twierdzenia 10.10.

Twierdzenie 11.2. Zaldimy, ze (X1, ||-|1), (X2, || |l2) s¢ nieskoriczenie wymiarowymi

przestrzeniami Banacha. W iloczynie X = X7 X Xo wprowadzamy norme

]| = max{]l=" 1, 2%},
gdzie v = (x',2%) € X. Jesli przestrzen (X1, || - |[1) ma bezwarunkowq baze Schaudera,
to przestrzen (X, || - ||) ma réwnowazng norme || - ||o, takq Ze przestrzen (X,|| - ||o)

zawiera zbior o stalej szerokoSci z pustym wnetrzem.

Uwaga 11.3. Zauwazmy, ze lemat 10.7 i twierdzenia 11.1 1 11.2 sg prawdziwe réwniez

wtedy, gdy (Xa, || - ||2) jest przestrzenia skonczenie wymiarowa.
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Twierdzenie 11.2 mozemy zastosowaé do przestrzeni C'([0, 1], R) z norma maksimum

I lle-

Twierdzenie 11.4. Przestrzen Banacha (C([0,1],R), || - [[c) ma réwnowazng norme
| - llo, takq Ze przestrzeri (C([0,1],R),|| - ||o) zawiera zbidr o stalej szerokosci z pustym
wnetrzem.

Dowéd. Na podstawie wniosku 1.9 mamy
C([0,1,R) = ¢ ® X.
W ([0, 1], R) wprowadzamy réwnowazna norme okreslona wzorem

1z, DI = max{lllleo, | Fllc}

dla (z, f) € co® X = C([0,1],R). Z twierdzenia 11.1 i przyktadu 10.9 wnioskujemy, ze
C([0, 1], R) ma réwnowazna norme || - ||, taka ze przestrzen (C'([0,1],R), || -|lo) zawiera

zbior o statej szerokosci z pustym wnetrzem. m

Uwaga 11.5. Warto zauwazy¢, ze w przestrzeni (C([0, 1], R), ||-||¢) jedynymi zbiorami
o stalej szerokosci sa kule domknigte ([74]), ale z twierdzenia 11.4 mamy, ze w przestrze-
ni C([0,1],R) z odpowiednia réwnowazna norma || - ||o istnieje zbiér o statej szerokosci

z pustym wnetrzem.
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RozDziAL 12

ROZSZERZONA BAZA BEZWARUNKOWA
W NIEOSRODKOWEJ PRZESTRZENI BANACHA

Z definicji 9.2 i twierdzenia 9.3 (punkty (@) i (b)) mamy naturalne rozszerzenie po-
jecia szeregow bezwarunkowo zbieznych do dowolnych szeregow 3, ;. Podobnie jak
w definicji 9.2 przez A;(I) oznaczmy rodzine ztozong z wszystkich niepustych i skon-
czonych podzbioréw zbioru I.

Definicja 12.1. Zalézmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenig Banacha, I jest dowolnym
nieskonczonym zbiorem, x; € X dla kazdego i € I i ©z € X. Jezeli szereg > ;c;x;

spelia warunek

AR, A o= i <e,

>0 AcA;(I) ACA1€A; (I) i€Ay

to moéwimy, ze szereg Y ;c; ; jest bezwarunkowo zbiezny.

Uwaga 12.2. Wprost z bezwarunkowej zbieznosci szeregu >, x; wynika, ze dla kaz-

dego n > 0 zbior {i € I : ||a;]| > n} jest skonczony.

Przejdziemy teraz do przypadku nieosrodkowych przestrzeni Banacha. W 1939 roku

E. R. Lorch [62] wprowadzil pojecie rozszerzonej bazy bezwarunkowe;j.

Definicja 12.3. ([62], [88]) Zalézmy, ze (X, || - ||) jest nieosrodkowa przestrzenia Ba-
nacha. Nieprzeliczalna rodzine {e; };c; elementow przestrzeni X nazywamy rozszerzona
baza bezwarunkowa w (X, ||-||), jesli dla kazdego = € X istnieje doktadnie jedna rodzina

skalarow {a'}ics, taka ze szereg >, a'e; jest bezwarunkowo zbiezny do .

Nastepna definicja jest réwnowazna definicja rozszerzonej bazy bezwarunkowej (patrz

uwaga 12.2).

Definicja 12.4. ([62]) Zalézmy, ze (X, || - ||) jest nieosrodkowa przestrzenia Banacha.
Nieprzeliczalna rodzine {e;};cr elementéw przestrzeni X nazywamy rozszerzona baza
bezwarunkowa w (X, || - ||), jesli span{e;}ic; = X i kazda przeliczalna podrodzina

rodziny {e;}ics jest bezwarunkowym ciagiem bazowym.
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Dla kazdego x € X piszemy wtedy & = Y ;s a'e;, gdzie rodzina skalaréw {a’}ier jest
jednoznacznie okreslona przez te rozszerzona baze bezwarunkowa {e;};cr 1 przez x.
Dodatkowo dla kazdego x € X zbiér A(x) = {i € I : a' # 0} jest co najwyzej
przeliczalny i & = 3, 4, a'e; dla z # 0. Zauwazmy réwniez, ze dla kazdego A € Ay (1)
szereg Y 4 a'e; jest wtedy bezwarunkowo zbiezny i Yc 4 a'e; = Yieanaw) a'ei (patrz

definicja 12.3, uwaga 12.2 i twierdzenie 9.3).

Definicja 12.5. Zatézmy, ze (X, | - ||) jest nieosrodkowa przestrzenia Banacha z roz-

szerzong baza bezwarunkows {e; }sc;. Funkcjonaty liniowe f? (i € I), okreglone wzorem
fi(z)=d

dla z = Y ,c;a'e; € X, nazywamy biortogonalnymi funkcjonalami zwigzanymi z roz-

szerzona baza bezwarunkowa {e; }icr.

Jedli (X, [|||) jest nieosrodkowa przestrzenia Banacha z rozszerzona baza bezwarunkows
{ei}ier, ¥ = Sier fi(x)e; € X 1 A € A(D), to projekcje Yica f'(z)e; oznaczamy przez
PAZL'.

Twierdzenie 12.6. ([41]) Zaloimy, ze (X, || - ||) jest nieosrodkowq przestrzeniq Ba-
nacha z rozszerzong bazq bezwarunkowq {e;}icr i {f'}icr sq biortogonalnymi funkcjo-

natami zwigzanymi z tg bazq. . Wtedy mamy

(a) biortogonalne funkcjonaly f' zwigzane z rozszerzong bazq bezwarunkowq {e;}icr
sq ciggte na X,
(b) supaca, [ Pallxx, <00 i supacac |Pallxx, < oo, gdzie X4 = span {ei}ica

(c) norma || - ||o, okreslona wzorem

lzllo ;= sup ||Paz|xx,
AeA(D)

dla x € X jest réwnowazna normie || - ||.
Definicja 12.7. Zalézmy, ze (X, || - ||) jest nieosrodkowa przestrzenia Banacha z roz-
szerzona baza bezwarunkowa {e; };c;. Najmniejsza liczbe rzeczywista M spelniajaca

warunek

[Paz|xx, < Mllz]

dla kazdego A € A;(I) i kazdego = € X, nazywamy stala bazowa rozszerzonej bazy

bezwarunkowej {e; }ics 1 oznaczamy przez K.
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RozDziAr 13

7ZBIORY O STALEJ SZEROKOSCI
W PRZESTRZENIACH BANACHA Z ROZSZERZONA
BAZA BEZWARUNKOWA

W przypadku przestrzeni nieosrodkowych mamy nastepujgce uogdlnienie twierdze-
nia 10.10.
Twierdzenie 13.1. Kazda nieosrodkowa przestrzen Banacha (X, || - ||) z rozszerzong
bazq bezwarunkowq ma réwnowaing norme || - ||o, takg zZe przestrzen (X, || - [lo) zawiera

2bior o stalej szerokosci z pustym wnetrzem.

Dowdd. Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé¢ I = NU I, przy czym NN I, = (). Wtedy

z twierdzenia 12.6 mamy
X = span{w; }ien © Span{z; }ier, -

Nastepnie z twierdzenia 10.10 dostajemy, ze w Span{z; };cn istnieje réwnowazna norma
| - ||1, taka ze przestrzen (Span{z;}ien, || - ||1) zawiera zbiér o statej szerokosci z pu-
stym wnetrzem. Wystarczy teraz zastosowac twierdzenie 11.2 do przestrzeni Banacha

(span{z; }ien, || - ||1) 1 (Span{x;}ien, || - ||), aby otrzymaé teze twierdzenia. O

Jako wniosek dostajemy nastepujace uogdlnienie powyzszego twierdzenia (patrz

twierdzenie 11.1).

Twierdzenie 13.2. Zaléimy, ze (X1, | - |l1), (Xo, || - ||2) sq przestrzeniami Banacha.

Wiloczynie X = X1 X Xy wprowadzamy norme

o[} = max{ [l |11, ll2*2},
gdzie x = (', 2?) € X. Jesli przestrzen (X1, || - ||1) ma bezwarunkowq rozszerzong baze,
to przestrzen (X, | - ||) ma réwnowazing norme || - ||o, takq ze przestrzen (X, || - ||o)

zawiera zbior o stalej szerokosci z pustym wnetrzem.
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Uwaga 13.3. Gdy przestrzen Banacha (X,|| - ||) spelia zalozenia twierdzenia 10.10
(lub 11.2 lub 13.1 lub 13.2) albo gdy przestrzen (X,|| - ||) jest refleksywna, to X ma
rownowazna norme || - |loo, taka ze w przestrzeni (X, || - ||oo) istnieje zbiér diametralnie
zupelny z pustym wnetrzem, ktory nie jest zbiorem o statej szerokosci. Wystarczy
bowiem postuzyé¢ sie metodg podang w przyktadzie 8.7. Zalozenie o refleksywnosci

przestrzeni (X,|| - ||) mozna zastapi¢ zatozeniami z twierdzenia 8.4.
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RozDziArL 14

KILKA FAKTOW ZWIAZANYCH
7 BEZWARUNKOWYMI BAZAMI SCHAUDERA
I BEZWARUNKOWYMI CIAGAMI BAZOWYMI

W tym rozdziale podamy twierdzenia, ktore wykorzystamy w nastepnym rozdziale.
Twierdzenie 14.1. ([81]) Przestrzeri L*([0, 1], R) ze standardowq normg nie jest izo-
morficzna z Zadng podprzestrzeniq przestrzeni Banacha z bezwarunkowq bazg Schaude-

ra.

Twierdzenie 14.2. ([43]) Przestrzeni Jamesa J ze standardowqg normq || - ||; nie ma

bezwarunkowej bazy Schaudera.

Przypomnimy, ze przestrzen Jamesa J sklada sie z ciagéw u = {u"}, € co, takich ze

sup {(u"1 —u")? 4 (U™ —u")? 4 (U — u"’“)Q} < 00

ni<na2<..<ng

i standardowa norma || - ||; jest postaci

[N

||U||J = sup ((un1 _ unz)Q + (Un2 _ un3)2 L+ (Unk_l o unk)g)

ni<ng<..<ng

dla v = {u"}, € J.

Mamy nawet wzmocnienie twierdzenia 14.2.

Twierdzenie 14.3. ([9], [44]) Przestrzen Jamesa J ze standardowqg normg nie jest
1zomorficzna z Zadng podprzestrzeniq przestrzeni Banacha z bezwarunkowg bazg Schau-

dera.

Twierdzenie 14.4. ([72] - przyktad A. Petczynskiego) Istnieje nieskoriczenie wymia-
rowa, refleksywna i osrodkowa przestrzen Banacha, ktora nie ma bezwarunkowej bazy

Schaudera.

Bezwarunkowe ciagi bazowe w odréznieniu od zwyklych ciagoéw bazowych (patrz

twierdzenie 1.48) moga nie istnie¢ w przestrzeni Banacha.
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Twierdzenie 14.5. ([36]) Istnieje nieskonczenie wymiarowa, os$rodkowa i refleksywna

przestrzen Banacha, ktora nie ma bezwarunkowego ciggu bazowego.

Twierdzenie 14.6. ([35]) Istnieje nierefleksywna przestrzen Banacha, ktdra nie ma
bezwarunkowego ciggu bazowego, ani nie zawiera nieskonczenie wymiarowej podprze-

strzeni refleksywnej.

Mamy jednak nastepujace twierdzenie o istnieniu bezwarunkowych ciggdéw bazo-

wych.

Twierdzenie 14.7. ([45]) Kazda nieskoriczenie wymiarowa podprzestrzer przestrzeni

Banacha z bezwarunkowq bazqg Schaudera zawiera bezwarunkowy cigg bazowy.
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RozDzIAL 15

POROWNANIE WYNIKOW

W tym rozdziale pokazemy zakres stosowania twierdzen 8.3, 8.4, 10.10, 11.2, 13.1
i13.2.
Przyklad 15.1. Twierdzenia 8.3, 8.4, 10.101 11.2 mozemy zastosowac¢ do przestrzeni ¢?
i ([0, 1]) ze standardowymi normami dla 1 < p < co. Istotnie, kazda z tych przestrzeni
jest refleksywna i ma bezwarunkows baze Schaudera (patrz uwaga 9.9). Przestrzenie te
mozemy takze traktowaé jako sume prosta podprzestrzeni, tzn. odpowiednio 7 = (PGP
i1 LP([0,1],R) = X1 & Xo, gdzie 1 < p < 0o, {x;}; jest bezwarunkowa baza Schaudera w
przestrzeni LP([0, 1], R), X := Span {wg;_1}5°, 1 X2 := Span {zy;}$°, (patrz twierdzenie
9.8).

Przyklad 15.2. Z twierdzenia 10.10 wynika, ze przestrzeni (€1, - [|a) ma réwnowazna
norme || - ||o, taka ze przestrzen (¢!, - ||o) zawiera zbiér o stalej szerokosci z pustym
wnetrzem. Przestrzeni (1] - ||1) spelnia tez zalozenia twierdzenia 11.2 (¢' = (' @ ().
Gléwnego twierdzenia naszej pracy, tj. twierdzenia 8.3 nie mozemy zastosowacé do prze-
strzeni (£1,] - ||), poniewaz nie jest to przestrzen refleksywna. Ponadto z twierdzenia
1.6 wynika, ze przestrzeni (¢!, - ||) nie mozna przedstawi¢ w postaci sumy proste;

X1 & X spelniajacej zatozenia twierdzenia 8.4.

Przyktad 15.3. Z uwagi 9.9 wnioskujemy, ze przestrzenie Banacha cy i ¢ ze stan-
dardowymi normami spetniaja zatozenia twierdzenia 10.10, ale nie spetniaja zalozen

gtéwnego twierdzenia naszej rozprawy, czyli twierdzenia 8.3.

Przyktad 15.4. 7 twierdzenia 14.5 wynika, ze istnieje przestrzen Banacha, ktora spel-

nia zatozenia twierdzenia 8.3, ale nie spetnia zatozen twierdzen 10.10 i1 11.2.

Przyklad 15.5. Z twierdzenia 14.6 wynika, Ze istnieje przestrzen Banacha, ktora nie
spelia zatozen twierdzen 8.3, 8.4, 10.10 i 11.2.

Przyktad 15.6. Przestrzenie Banacha z twierdzen 1.46 i 14.4 speliajg zatozenia gtow-
nego twierdzenia naszej pracy, tj. twierdzenia 8.3, ale nie spetniajg zatozen twierdzenia

10.10.
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Przyktad 15.7. Przestrzen Banacha C([0, 1], R) ze standardowa norma || - || nie spel-
nia zatozen twierdzen 8.3, 8.41 10.10 (patrz twierdzenia 1.7 1 9.10), ale po odpowiednim

przenormowaniu spetnia zalozenia twierdzenia 11.2 (patrz twierdzenie 11.4).

Przyktad 15.8. Przestrzenie Banacha J i L'([0, 1], R) ze standardowymi normami nie

spetniaja zalozen twierdzen 8.3 1 10.10 (patrz twierdzenia 14.1 1 14.2)

Podamy teraz podobne przyktady zastosowan twierdzen 8.3, 8.4, 11.2, 13.1 1 13.2
w przypadku pewnych nieosrodkowych przestrzeni Banacha, ktorych konstrukcje po-
dajemy nizej. Niech T' bedzie zbiorem nieprzeliczalnym i takim, ze T NN = (). Polézmy
P =NUTil :=T \ {1}. Dla dowolnej przestrzeni Banacha (Y,|| - ||) tworzymy

przestrzen

X = (VD) = {a = {g,}er € [[V X Il |12 < o0}

~yel yel
Z norma

]~ = [Z IvaHQ] .

vyel’

Przyktad 15.9. Jesli 0 < p < 00 i Y := (P, to przestrzen X = (*(Y,T') z odpowiednio
dobranymi normami (réwnowaznymi normie || - ||.) spelnia zalozenia twierdzen 8.3,

8.4, 13.1113.2.

Przyktad 15.10. Niech (Y ||-||) bedzie nieskonczenie wymiarowa, refleksywna i osrod-
kowa przestrzenia Banacha, ktéra nie ma bezwarunkowego ciagu bazowego (patrz
twierdzenie 14.5). Wtedy dostajemy nieosrodkowa i refleksywna przestrzen Banacha
(X, ]| - ||~), ktéra nie ma rozszerzonej bazy bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7).
Dlatego do przestrzeni (X, || - ||~) mozemy zastosowaé twierdzenie 8.3, ale nie mozemy

zastosowaé twierdzenia 13.1.

Przyktad 15.11. Niech (Y, | - ||) bedzie nieskonczenie wymiarows, nierefleksywna
i osrodkowa przestrzeniag Banacha, ktéra nie ma bezwarunkowego ciggu bazowego i nie
zawiera nieskonczenie wymiarowej podprzestrzeni refleksywnej (14.6). Wtedy dostaje-
my nieosrodkowa i nierefleksywna przestrzen Banacha (X || - ||~), kt6éra nie ma rozsze-
rzonej bazy bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7). Dlatego do przestrzeni (X, || - [|~)

nie mozemy zastosowac twierdzen 8.3 i 13.1.

Przyktad 15.12. Niech Y := ¢y(I'), gdzie w przestrzeni cy(I') mamy standardowa
norme supremum. Wtedy do przestrzeni X = ¢*(Y,T') z odpowiednio dobranymi nor-
mami (réwnowaznymi normie || - ||) mozemy zastosowaé twierdzenia 13.1 i 13.2, ale

nie mozemy zastosowaé twierdzenia 8.3.
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Przyktad 15.13. Niech Y := ¢o(I") & Xy, gdzie (Xo, || - ||1) jest nieskoniczenie wymia-
rowa, refleksywng i o$rodkowa przestrzenig Banacha, ktéra nie ma bezwarunkowego
ciagu bazowego (patrz twierdzenie 14.5). W przestrzeni X := (*(Y,T') wprowadzamy
norme || -||~. Wtedy przestrzei Banacha (X, ||+ ||~) nie jest refleksywna i nie ma rozsze-
rzonej bazy bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7) i dlatego do przestrzeni (X, || - [|~)
nie mozemy zastosowaé twierdzen 8.3 i 13.1. Poniewaz X = ¢(T) @ (X, @ 2(Y,T}))
(patrz wniosek 1.9), to do przestrzeni X = (?(Y,T') z odpowiednio dobrang norma

(réwnowazng normie || - ||~) mozemy zastosowaé twierdzenie 13.2.

Przyktad 15.14. Zatézmy, ze Y := C([0,1],R) @ Xy, przy czym w C([0, 1], R) mamy
standardowa norme || - || 1 (Xa,| - |l1) jest nieskonczenie wymiarowa, refleksywna
i osrodkowsq przestrzenig Banacha, ktéra nie zawiera bezwarunkowego ciggu bazowego
(patrz twierdzenie 14.5). Dalej niech X := ¢*(Y,T') bedzie przestrzenia z norma || - || ~.
Wtedy przestrzen Banacha (X, || - [|~) nie jest refleksywna i nie ma rozszerzonej bazy
bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7) i dlatego do przestrzeni (X, || - ||~) nie mozemy
zastosowaé twierdzeri 8.3 i 13.1. Poniewaz X = ¢ ® (Xo®2(Y, 1) (patrz wniosek 1.9),
to do przestrzeni X = (*(Y,T') z odpowiednio dobrang norma (réwnowaznga normie

| - ||~) mozemy zastosowaé twierdzenie 11.2.

Przyktad 15.15. Niech Y := ¢o(I') & Xo, gdzie (Xo, || - ||1) jest nierefleksywna i osrod-
kowg przestrzenia Banacha, ktora nie ma bezwarunkowego ciagu bazowego i nie zawiera
nieskonczenie wymiarowej podprzestrzeni refleksywnej (patrz twierdzenie 14.6). Dalej
zatézmy, ze X := (*(Y,T') jest przestrzenia z norma || - ||~. Wtedy przestrzen Banacha
(X, |- ||]~) nie jest refleksywna i nie ma rozszerzonej bazy bezwarunkowej (patrz twier-
dzenie 14.7) i dlatego do przestrzeni (X, || - ||~) nie mozemy zastosowaé twierdzen 8.3
i 13.1. Poniewaz X = ¢o(I') @ (X2 @ £2(Y,I1)) (patrz wniosek 1.9), to do przestrze-
ni X = (?(Y,T) z odpowiednio dobrang norma (réwnowazna normie || - ||.) mozemy

zastosowaé twierdzenie 13.2.

Na koniec przedstawimy podobng konstrukcje przestrzeni Banacha, do ktérej mo-
zemy zastosowac¢ twierdzenia 11.2 1 13.2.
Zatézmy, ze I jest zbiorem co najmniej przeliczalnym. Niech {(Y,, ||-||,) } er bedzie

rodzing przestrzeni Banacha z dimY, > 2 i niech 0 < p < oco. Przyjmujemy

X = gp({yv}vel“) = {m = {yv}vel“ € H Y,: Z ||yv||p < OO}

yel ~yel

Z norma

Jun

[~ = [Z IvaHp] ;

vyel
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dla kazdego x € X. Poniewaz kazda przestrzen Y, moze by¢ przedstawiona w postaci
Vy=R&Y,1=F,(Y)o [ - Fr,y(Y)),
gdzie | Pr|| =1, to mamy X = P({Y, },er) = P(I') & P({Y, 1 }er).

Przykltad 15.16. Zatézmy, ze 0 < p < oo, zbiér I' jest co najmniej przeliczalny
oraz X = {(Y,,| - |l4)}yer jest rodzing przestrzeni Banacha z dimY, > 2. Wtedy
po zastosowaniu twierdzenia odpowiednio 11.2 lub 13.2, dostajemy w X rownowazna
norme, taka ze przestrzen X z tg norma zawiera zbior o stalej szerokosci z pustym

wnetrzem.
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DODATEK 1

WZMOCNIENIE TWIERDZENIA 4.3

W [52] M. I. Kadec udowodnil nastepujace twierdzenie o przenormowaniu o$rodko-
wej przestrzeni Banacha.
Twierdzenie 16.1. Kazda oSrodkowa przestrzen Banacha (X, || - ||) ma réwnowazng

norme || - ||o, takq zZe przestrzen (X, || - |lo) jest lokalnie jednostajnie wypukia.

Przy pomocy tego twierdzenia uogélnimy najpierw twierdzenie 4.1, a nastepnie

twierdzenie 4.3. Zaczniemy od przestrzeni uniwersalnej C'([0, 1], R) z norma maksimum

-l

Twierdzenie 16.2. Przestrzen Banacha C([0,1],R) z normg maksimum || - ||c ma
rownowazng norme || - ||c2, takq zZe przestrzen (C([0,1],R),|| - [|c2) jest jednoczesnie

przestrzeniq lokalnie jednostajnie wypukiq i jednostajnie wypukie w kazdym kierunku

1 ma witasnosé Opiala.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 16.1 przestrzen C([0, 1], R) ma réwnowazng lokalnie jed-
nostajnie wypukta norme || - ||o. Niech {g¢;}; bedzie znormalizowang baza Schaudera
przestrzeni (C([0, 1], R), ||-||¢) i niech {g}}; bedzie ciagiem biortogonalnych funkcjona-
téw zwiazanych z ta baza. Ciag {g; }; jest ciagiem ograniczonym (uwaga 1.42). Okreslmy
teraz ciag liniowych projekeji { P, }22, w przestrzeni C([0, 1], R) w nastepujacy sposéb:
Po=0,P,h=3%7" g (h)g;dlan=1,2,...i h € C([0,1],R). Z twierdzenia 1.43 mamy,
ze ciag {|| Pullcc}o norm tych projekcji w C([0, 1], R) jest ciagiem ograniczonym.

Mozemy teraz wprowadzi¢ nowa norme w C([0, 1], R) okreslona w nastepujacy spo-
sOb

1Bl = /IRl o + 11213,
gdzie
1hllz0 := sup ||k — Puhllo

n= bk hut A
)2

171z = Z(

dla h € C(]0,1],R).



Norma || - ||c,2 jest réwnowazna normie || - ||¢ i ma wlasnosé Opiala (patrz dowdd
twierdzenia D. van Dulsta w [27]).

Z wniosku 1.17 przestrzen (C([0,1],R), || -|lc.2) jest jednostajnie wypukta w kazdym
kierunku.

Pokazemy teraz, ze przestrzen (C([0,1],R), |- ||¢,2) jest lokalnie jednostajnie wypu-
kta. Ustalmy wiec dowolna funkcje h € C([0, 1], R)\{0}. Niech ciag {hy }» C C([0,1],R)

bedzie ciggiem takim, ze
tgn [2 (1120 + 1ell5) = b+ hlis] = 0. (16.1)
Poniewaz prawdziwe sa nieréwnosci

2 (P82 + 1hkllZ2) = 1B+ Ry =
= 1 * * * *
=2 ([I1l3.0 + Ill50) = o+ hells o + 3 75 (97 ())* = 207 (W)g () + (g7 (h))?] >
=1
2 17, . 2
> 2 ([R50 + Iall3o) = (Illzo + hilloo)” + 37 497 () = i (e)] =
=1

= (Itlpo — I

2 X1 2
vo) + 22 |9 (h) = gi ()] >0
i=1
to z (16.1) mamy

lim [|hlp.0 = [|hll9.0 = a (16.2)

Wiemy, ze dla kazdego k € N istnieje ny, € NU {0}, takie ze
17+ hillpo = (I = By ) (B + he) llo-
Stad z (16.3) otrzymujemy
ln (7 = Poy)(h+ bi)lo = lim 1 + el = 202 (16.4)
Zauwazmy teraz, ze dla kazdego £ € N mamy
(I = Pa)hllo < {2l (16.5)

11 = Po)hillo < [Pll.0 (16.6)

1Pllp.0 + 1hkllo > (1 = Po)hllo + 1(1 = Pa)hllo > [I(1 = Poy)(h + hie)llo- - (16.7)
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Z (16.2), (16.4) - (16.7) dostajemy

lim [|(1' = P, )hllo = e (16.9)

Wiemy, ze lim (I — P,)h|lo =01ito w potaczeniu z (16.8) daje nam (po ewentualnym

wybraniu podciagu), ze ny = nj dla k=1,2,.... Mamy wiec
(I = P )hllo = e,

lim (7 = Po)hello =

lm (7 = Pog)(h + Bl = 20

Z lokalnej jednostajnej wypuktosci normy || - ||o dostajemy
liin (I = Po)hie — (I = Po)R|lo = 0. (16.10)

Dalej, ciag { P}« jest ograniczony w przestrzeni Banacha (PnE(C’([O, 1,R)),] - ||0)
o wymiarze skonczonym i dlatego bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan mozemy przyjac,

ze jest on ciagiem zbieznym do h. Wtedy biorac h = h + P, h z (16.10) otrzymujemy

h=h+ (I P,)h=lim [Poghi+ (I = Po)hi] = lim (16.11)
w (C(]0,1],R), || -]lo). Poniewaz normy |- |lo 1 || ||c.2 sa rtéwnowazne, to z (16.11) mamy
hllc2 = tim | Axllc.z- (16.12)

Natomiast z (16.1) i z nieréwnosci
2 (102 + helZ) = 0+ hellE >

2
> 2(1lIZ2 + 1llZ2) = (1Bllca + Akllce)” =

2
= (Illez = lIkllcz)” =0

dostajemy
lim [[hgllc2 = (Al (16.13)

li]1€rn||h+hk||cg = 2||h||c2- (16.14)

Z (16.11) - (16.14) otrzymujemy
Ih + hllez = lim || + hillez = 2l|h]c.
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1Pllee = llAllc:

Ze $cistej wypuklosci przestrzeni (C([0, 1], R), || - [|¢2) dostajemy, ze h=hitow po-
taczeniu z (16.11) daje nam réwnosé lilgn hi, =h w (C([0,1],R), || - |lc2)- O

Poniewaz przestrzen (C([0,1],R), || - ||¢) jest przestrzenia uniwersalng dla osrodko-
wych przestrzeni Banacha, to z twierdzenia 16.2 otrzymujemy natychmiast nastepujace

wzmocnienie twierdzenia 4.3 (patrz dowdd twierdzenia 4.3).

Twierdzenie 16.3. Kazda nieskonczenie wymiarowa v oSrodkowa przestrzen Banacha
(X, |- lx) ma réwnowazng norme || - || x 2, takq Ze przestrzen (X, | - || x2) jest lokalnie

jednostajnie wypukia i jednostajnie wypukia w kazdym kierunku i ma wtasno$é Opiala.

Uwaga 16.4. W 1958 roku (czyli wezesniej niz ukazata sie praca [52]) M. 1. Kadec
udowodnil w [51], ze kazda o$rodkowa przestrzen Banacha ma réwnowazna norme z wta-
snoscig Kadeca-Klee’ego. Mozemy wiec uzy¢ tego twierdzenia zamiast twierdzenia 1.32
w pierwszej czesci dowodu twierdzenia 4.1. Oczywiscie mozna tez zastosowaé twier-
dzenie 16.1, poniewaz lokalnie jednostajnie wypukta przestrzen Banacha ma wtasnosé
Kadeca-Klee’ego (twierdzenie 1.30). Dowdd twierdzenia 4.1 podany w naszej pracy
jest dowodem z opublikowanej pracy [16] i jest prostszy w czesci dotyczacej wlasnosci

Kadeca-Klee’ego.
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DODATEK 2

KONSTRUKCJA NORMY |||-|||a.8p.5 W PRZYPADKU

NIEOSRODKOWYCH REFLEKSYWNYCH
PRZESTRZENI BANACHA ZE SEABA WEASNOSCIA
OPIALA

W tym dodatku pokazemy rozszerzenie do nieosrodkowej i refleksywnej przestrzeni
Banacha konstrukcji rownowaznej normy opartej na uogélnionej normie Daya podobne;j
do tej podanej w rozdziatach 5 i 7. Niestety nie mozna przy jej pomocy rozwiazac
ogblnego problemu istnienia w refleksywnej przestrzeni Banacha zbioru diametralnie
zupetnego z pustym wnetrzem.

Zatozmy, ze (X, | - ||x) jest nieskonczenie wymiarows i refleksywna przestrzenia
Banacha. Niech § = { ¥}, cr bedzie rodzing niezerowych funkcjonatéw w X*. Zatézmy,

v < K dla kazdego v € I', gdzie

ze rodzina J jest ograniczona w X*, tzn. [|f7|
1 < K € R. Zatézmy réwniez, ze {/3(2) }rer nalezy do c(T) dla kazdego z € X,
tzn. zbior {y € T : |f7(z)] > €} jest skoniczony dla kazdego z € X i kazdego € > 0.
Nastepnie podzielmy zbiér I' w nastepujacy sposéb I' = ' UN, przy czym ' "N = ()
(I'; moze by¢ zbiorem pustym). Dalej ustalmy « € (0,1). Dla kazdego = € X okreslamy
u(x) = {u"(z)}yer € co(I') w nastepujacy sposéb

dla v € T'y,
u'(x) = allzl|x
oraz,
{w(2),w’(2),.. .} = {fi(@), (), f5(2),.... i (@), (@), .},
gdzie k-ty wyraz ciagu {f;(x)}r wystepuje tutaj doktadnie k razy dla k € N C T.

Ustalmy 1 < p < oo i zalézmy, ze clag § = {0;}; jest ciagiem $cisle malejacym

o wyrazach dodatnich, takim ze szereg > 7%, ﬁf jest zbiezny.
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Nastepnie, wprowadzamy D(u(x)) = {DV(u(x))}yer € (') przyjmujac

0@ () edy v = 7(4, u(x)) dla pewnego j € N
D(u(a)) = Bi (), gdy v =7(j,u(x)) dla pewnego j
0, w przeciwnym przypadku

(patrz rozdziat 3) i ktadziemy

[2llapp.5 = [llu(@)llsp = [1Dpp(ul@))]lp-

Uogoélniona norma Daya || - ||a.5,p.5 jest rtéwnowazna normie || - ||x, poniewaz spelnia

ona nastepujace nierownosci

=

P

o0
o = [Zllapps < (Z 55) [u(@)leory <
j=1

Srallzlx < Bullu(@)lewy < [lul)]]

[un

P

<K (i @5)

]| x
dla kazdego x € X.
Twierdzenie 17.1. Niech (X, || - ||x) bedzie nieskonczenie wymiarowq i refleksyuwng
przestrzeniq Banacha. Jesli przestrzen (X, | - || x) ma stabg wlasno$é Opiala, to prze-

strzen Banacha (X, | - |la.pp5) ma jg rowniez.

Dowdd. Zatézmy, ze ciag {z,}n, C X jest stabo zbiezny do 0 € X iz € X \ {0}.
Bez straty ogélnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze istnieja granice lim, ||z,||x oraz

lim,, ||z, — z||x. WprowadZmy nastepujacy podzbiér M zbioru I'
M = {1(j,2,) : j,n e NYU{r(j,z): j €N} c T =T, UN.

Wtedy M jest zbiorem przeliczalnym. Przyjmijmy wiec M = {v1,72,...} 1 wezmy

dowolne 0 < € < 1. Ze stabej wlasnosci Opiala przestrzeni (X, || - [ x) mamy
lim [lzalx < lim [z, — lx.
Istnieje wiec ng € N, takie ze
|znllx < ||lzn — 2| x +e€ (17.1)

dla kazdego 7ip < n € N. Poniewaz zatozylidmy, ze zbiér {y € T' : |fi(x)] > €} jest

skonczony, to istnieje k € N, takie ze

5 (@) <e
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dla kazdego k < k € N. Stad otrzymujemy
|15 (@) | < 15 (@) = £, ()] + [ f5, (2)]

<|f5(@n) = [, (@) + €
dla kazdego k < k € N i kazdego n € N.
Nastepnie dla kazdego 1 < k < k mamy albo [ (r) = 0 albo f> (z) # 0. Dlatego
rozpatrujemy dwa przypadki.

1) Jedli f* () # 0, to przyjmijmy n, = min{e, 3| f7 («)|}. Poniewaz ciag {z,}n jest

stabo zbiezny do 0, to istnieje 1y € N, takie ze

|15 ()| < 1

dla n, < n € N. Stad mamy
|5 () =[5, (@) = 15, ()] = [ £, (zn)] >

* 1 * *
> [ @) = > S1F @) = me > £, (2a)]
dla n > .

2) Jesli f7 (x) = 0, to spetniona jest nieréwnosé

5 (@n)l < UF5 (n) = 7, ()]

dla n € N i przyjmujemy wtedy n; = 1.

Ostatecznie dostajemy

|5 ()| <S5 () = 5, (2))]

dla kazdego 1 < k < k i kazdego max{ny,...,7;} <n € N.

Laczac powyzsze nieréwnosci otrzymujemy

5 @)l U5 (n) = F, (@) + € = | f3, (20 — @) + € (17.2)

dla kazdego k € N i kazdego max{n,,...,7;} < n € N. Z okredlenia fukcji u(-) oraz

z nieréwnosci (17.1) i (17.2) wynika nier6wnos¢
|u7(j’“(‘””"))(xn)| < |u7—(jvu(1'n))<xn —x)| +e (17.3)

dla kazdego k € N oraz kazdego max{ng, M, ..., } <n € N.

Wezmy teraz liczbe naturalng n > max{ng, 11, ..., 73 }. Przyjmujac we wniosku 2.2

{7}, = {67}, ()} = {0 (@, —2) P}, {9(7)}; = {7(j, ulza))}; i korzystajac
z nieréwnosci (17.3) otrzymujemy

[2nllasp.5 = w(za)lllsp = [ Dgp(w@a))llp, =
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1
P

_ (Z ﬁﬂuT(j’u(x"))(ZEn”p) <
j=1

) (Z B (a0 (a, — )| + €>p) <
j=1

(iﬁ T(]uazn xn_x)‘P>p+€(iﬁ?)p <

J=1

<.
Il
-

1 1
P [e'e] p
Jj=1

1
p

<(£#
j=1

— | Dy (ufzn — ) + ¢ (i o

v
|
I

=|||u<xn—x>|||ﬁ,p+e(zgg) _
j=1

=

= [len = @llapps +€ (Z ﬁf)

Przechodzac z n do +o0 dostajemy

=

o
lim sup |z lla,8p,5 < lim sup |20 — @||a,p.0,5 + € (Z ﬁ?)
=1

Poniewaz 0 < € < 1 bylo wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy
lim sup ||z, ||a,pp5 < limsup ||z, — 2lapp7-
n n
O

Twierdzenie 17.1 jest oczywiscie uogdlnieniem twierdzenia 5.2 i dowdd twierdzenia
17.1 jest prawie identyczny jak dowdd twierdzenia 5.2.

Chcemy teraz, by przestrzen X z wyzej okreslong norma || - ||, nie miata struk-
tury normalnej. W tym celu musimy wskaza¢ w miejsce rodziny F konkretna rodzine
funkcjonatéow F okreslajacych te norme. Z twierdzenia 1.50 wynika, ze istnieje do-
mknieta podprzestrzen Y nieskonczenie wymiarowej i refleksywnej przestrzeni Banacha
(X, ]]-]lx), taka ze przestrzen ilorazowa X /Y z norma || - || x/y ma baze Schaudera. Dla
przestrzeni ilorazowej X /Y, istnieje standardowe odwzorowanie ¢ : X — X/Y. Niech
{2m}m bedzie znormalizowang bazg przestrzeni (X/VY, || -||x/y) i niech {Z;,} bedzie cia-
giem biortogonalnych funkcjonatéw zwiazanych z ta baza. Wtedy istnieje stata K; > 1,
taka ze |2} || (x/vy- < K; dla kazdego m € N. Dla v = m € N potézmy

fl=2,00€ X" (17.4)
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Nastepnie niech I'; bedzie zbiorem takim, ze 't NN = () (I'; moze by¢ zbiorem pustym)

Xx+) przez %

x+). Zatozmy réwniez, ze dla kazdego = € X i kazdego € > 0

i niech { f;‘ }er, bedzie rodzing niezerowych i ograniczonych (w normie || - |

funkcjonatéow w (X*, || - |
zbiér {v € Ty : |f:;k (x)| > €} jest skoniczony. Przyjmijmy I' = 'y UN. Otrzymujemy w ten
spos6b rodzine F := { f; }er niezerowych funkcjonatéw w X*. Dalej ustalmy o € (0, 1).
Dla kazdego = € X definiujemy tak jak poprzednio ciagi u(x) = {u”(x)}yer € co(I)
oraz Dgp(u(z)) = {D},(u(x))}yer € (') i przyjmujemy

[2lla,8p5 = lu@)llsp = [1Dsp(w(@))llp-

Wtedy

[

P

o0
asps < I (Z 5?) [ x
j=1

Srallzllx < lz|
dla kazdego x € X.

Twierdzenie 17.2. Przy powyzszych zalozeniach i 0 < a < 5 przestrzen (X, |-, 5,.7)

1
2
nie ma struktury normalne;.

Dowdd. Poniewaz przestrzen (X, ||| x) jest refleksywna, a baza {Z,, },,, znormalizowana,
to istnieje ciag {zm }m C X, taki ze z,,, € 2, (czyli t(zpm) = 2m) 1 ||2m|lx = 1 dla kazdego
m € N. Wtedy dla mgs > m; mamy

47 (e = 2] = |5 oms = )| < 12, — 2l < 1
dla v € I'y,
U (Zmy = 2my ) = | Zmy — 2y ||x < 20 < 1

oraz

{0 (Zmy — 2my) > U (Zmy — 2my ), U (Zmy — Zmy ), - -} =

= {2 (lzma = 2m1)), 22 ((Zmy = Zm1)), 23 (L(2my = 2y ), -+
1 (U(zmy = 2ma))s 2, (UZmy = 2m0))s - 2, (e — 2m0),
S 11 ((Zmy = 2my))s - By 1 (1(2my — 2my),
2o (U(Zmy = Zm1 ) -+ 2y (U Zimy — Zm1))s 21 (L(Zmy = Zmy)), -} =
= {0,0,0,...,0,—1,...,-1,0,...,0,1,...,1,0,...}.

Stad dostajemy

mi1+mso % o0 P
Z /6; < ||Z’m2 - Zml”a,ﬂ,p,é’ < Zﬁf 9
j=1 Jj=1

D=

a to oznacza, ze diamy|  {zm}tn = ( 22 ﬁf) :
a,0,p,
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1
Pokazemy teraz, ze limy, dist (241, convi{z1, ..., zn}) = ( o ﬁ]p)”. Zatézmy

wiec, ze a1 + ...+ a,, = 1, gdzie 0 < ap < 1 dla 1 < bk <m. Wtedy mamy

m
u <zm+1 - akzk> | <Zm+1 Z am)

k=1

\

1 i 1
< B Zm—}—l_zakzk 52 arl|Zme1 — 2xllx <1
k=1 X k=1
dla v € I'y,
m
U (Zmay1 — Z apzg)| = || Zma1 — Z apzrll <2 <1
k—1 X
oraz

{u2 <2m+1 - gj M)m» (zm+1 -3 M) <2m+1 -3 kk> } _
s (z <zm+1 - g akzk>> g (z <2m+1 _ kg akzk>>,zm+1 (z <zm+1 - é Wk)) B
S (z (zm+1 - gjl akzk>> e (z <zm+1 - é am) ) . } _

:{—al,—ag,—ag,...,—am,...,—am,l,...,l,O,...}.

Stad otrzymujemy
1
m—+1

1
To oznacza, ze lim,, distH.”aﬂ’pﬁ(zmH,conv{zl, e Zm}) = (Z‘?o_l 6’7)p i dlatego ciag

Zm+1 — Z g2k

< diamaﬁp’@{zm}m = (Z ﬁf) .

aé7ﬁ7i’7g’j

{#m}m C X jest diametralny w (X, || - ||, 5,.3)- Z twierdzenia 1.38 dostajemy, ze prze-

strzefi (X, || - ||, 5,.5) nie ma struktury normalnej dla 0 < a < 3 O

Przy powyzszych zalozeniach o o, 3, p i Tz naszych dotychczasowych rezultatéw

wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 17.3. Niech (X, | - ||x) bedzie nieskoriczenie wymiarowq i refleksywng
przestrzeniq Banacha. Jesli przestrzen (X, || - ||x) ma stabg wlasnosé Opiala, to ist-
nieje rownowazna norma || - ||, 3,5 taka ze przestrzen (X, | - |, 3,5) zawiera zbior

diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.
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Dowdd. 7 twierdzenia 1.52 wynika, ze istnieje zbiér I'y, taki ze 't NN = () oraz rdz-
nowartosciowy i ograniczony operator liniowy 1" przeksztatcajacy X w co(I'y). Niech
{e,}yer, bedzie standardowa baza przestrzeni co(I'y) i niech {eX},ecr, bedzie rodzing
biortogonalnych funkcjonatéw zwiazanych z ta baza, to znaczy e’ (y) =y dla kazdego

y = {y" }er, € co(I'1) oraz

1, jesliy =y

el (ey) = .
0, w przeciwnym przypadku,
dla v, € T';. Bez straty ogolnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze dla kazdego v € I'y
istnieje punkt x € X, taki ze ei(Tx) # 0. Nastepnie wezmy 0 < s < 1 i polézmy
{f;}wepl = {seX o T}yer,. Wtedy {f;‘}vepl jest rodzing niezerowych funkcjonatéw
w X*, ktore rozdzielaja punkty w X. Zatdézmy dodatkowo, ze 0 < s < 1 jest tak male,
ze rodzina {f;}»},epl jest ograniczona w normie || - ||x+ przez 3. Dla kazdego z € X
i kazdego € > 0 zbiér {y € I'; : |f;k(x)] > ¢} jest skoniczony.

Niech teraz I' = I' UN. Dla v € N funkcjonat f¥ jest zadany wzorem (17.4).
Przestrzen Banacha (X, | - [|x) z rodzing F = {f}},er spetia zalozenia twierdzen
17.1 i 17.2. Dlatego przestrzefn Banacha (X, || - ||, 5,5) ma wlasnos¢ Opiala i nie ma
struktury normalnej. Na podstawie twierdzenia 6.5 dostajemy wiec, ze przestrzen Ba-

nacha (X, [ - ||, 5,5) zawiera zbior diametralnie zupetny z pustym wngtrzem.

]

Uwaga 17.4. Nie wiemy, czy kazda nieskonczenie wymiarowa i refleksywna przestrzen
Banacha ma réwnowazna norme ze staba wtasnoscia Opiala i to pokazuje kres mozli-

wosci zastosowania metody dowodowej opartej na normie typu Daya.

Zaktadajac dodatkowo, ze przestrzen (X, | - ||x) ma wlasno$é Kadeca-Klee’ego
oraz ze dla ciggu § = {f;}, istnieja stala L > 1 i &cile rosnacy ciag liczb natural-
nych {jy }n, takie ze 352, .| 67 < LB ., dla kazdego n € N otrzymujemy nastepujace

twierdzenie, przy czym || - [|, 5,5 jest normg okreslona w dowodzie twierdzenia 17.3.

Twierdzenie 17.5. Zalozmy, ze (X, ||-||x) jest nieskoriczenie wymiarowq i refleksywng
przestrzeniq Banacha, ktora ma wilasno$¢ Kadeca-Klee’ego. Jesli rodzina funkcjonatow
{f;}wen rozdziela punkty w przestrzeni (X, ||-||x), to przestrzer Banacha (X, |||, 5.,.5)

jest lokalnie jednostajnie wypukta.

Dowdd. Zatdzmy, ze dany jest ciag {2}, C X ielement x € X, takie ze ||z[[, 5,5 = 1,
limonnHaﬂ’p,@ = 1 oraz lim, ||z + a:n||a76’p75r = 2. Stad mamy, ze |||u(z)|||g, = 1,
lim,, |||u(x,)|||gp = 1 oraz lim, |||u(x + x,)||| = 2. Z lematu 5.1 mamy

2 = [[lu(@)lllpp + lim [[Ju(za)lllsp > limsup|[[u(z) + ul@a)llls, >
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> timinf [|[u(e) + u(e,) ||, > m|lllu + 2,)][]5, = 2

a to oznacza, ze lim, |||u(z) + u(z,)|||sp = 2. Z lokalnej jednostajnej wypuktosci prze-
strzeni (¢o(I), |||-]||5,p) Wwynika wiec zbieznosé ciagu {u(z,)}, do u(x) w normie |||- |||,

Poniewaz

=

P

Brllux) = ul@n)lleory < [[Ju(@) = ulza)lllsp < (i 5}’) [u(z) = ulzn) ey

() = ) eary > amase {[lollx = zall | sup { s (@) = (@) -7 € T,

to lim,, [|z,[|x = [Jz||x ilim, f3(z,) = f3(z) dla kazdego v € I'1. Z tego, ze ciag funk-
cjonalow {f:}wefl C X* rozdziela punkty w (X, || - ||x), przestrzeii Banacha (X, |- || x)
jest refleksywna i lim folx,) = lim fo(x) dla v € T wynika, 7e ciag {,}, jest stabo

zbiezny do z. Korzystajac z wlasnoéci Kadeca-Klee’ego przestrzeni (X, || - ||x) otrzy-
mujemy, ze lim, z, = x w (X, || - ||x) i dlatego ciag {z,}, jest réwniez zbiezny do x
w przestrzeni Banacha (X, || - ||, 5,.5) - O

Mozemy teraz udowodnié, ze kazda nieskonczenie wymiarowa i refleksywna prze-
strzen Banacha ze staba wtasnoscig Opiala i wlasnoécia Kadeca-Klee’ego moze by¢
roOwnowaznie przenormowana do lokalnie jednostajnie wypuktej przestrzeni, ktora za-

wiera zbiér diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.

Twierdzenie 17.6. Zalozmy, ze (X, ||-||x) jest nieskoriczenie wymiarowq i refleksywng
przestrzeniq Banacha, ktora ma stabg witasnosé Opiala i wlasnosé Kadeca-Klee’ego.
Wtedy istnieje réwnowazna norma ||-||o, taka ze przestrzen (X, ||-||o) jest LUR i zawiera

zbior diametralnie zupelny z pustym wnetrzem.

Dowdd. Zaltézmy, ze 1 < p < 00, 0 < a < % iclag 8 = {f,}; jest clagiem Scisle

malejacym o wyrazach dodatnich, takim ze szereg > 72, 6? jest zbiezny. Dodatkowo
zakladamy, ze istnieja stata L > 1 i $cisle rosnacy ciag liczb naturalnych {j,},, takie
ze 3202 1 B7 < L ., dla kazdego n € N. Konstruujemy rodzing niezerowych funk-
cjonatéw {f;}ver w X* jak w dowodzie twierdzenia 17.3 i ktadziemy || -[lo = [|- ||, 5,5
Wtedy z twierdzenia 17.3 dostajemy, ze przestrzen (X, |- |lo) zawiera zbiér diametralnie
zupelny z pustym wnetrzem, a nastepnie z twierdzenia 17.5 otrzymujemy, ze przestrzen

(X, llo) jest LUR. O
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DODATEK 3

SEABA WEASNOSC OPIALA

Stosujac metode podobng do metody D. van Dulsta ([27]) mozemy udowodnié¢ twier-
dzenie o istnieniu réwnowaznej normy ze staba wlasnoscig Opiala w nieosrodkowej
przestrzeni Banacha . Dowod twierdzenia D. van Dulsta o istnieniu rownowaznej nor-
my z wtasnoscig Opiala opiera sie¢ silnie na zalozeniu o$rodkowosci przestrzeni Banacha
i uniwersalnosci przestrzeni (C([0, 1], R), || - ||¢), ktéra ma baze Schaudera, ale nie ma
bezwarunkowej bazy Schaudera (patrz twierdzenia 1.49 1 9.10). Aby wiec osiagna¢ nasz
wynik w przypadku nieosrodkowych przestrzeni Banacha musimy dodatkowo zatozy¢
istnienie rozszerzonej bazy bezwarunkowe;j.

Twierdzenie 18.1. Kazda nieosrodkowa przestrzen Banacha (X, || - ||) z rozszerzong
bazq bezwarunkowg ma réownowazng norme ||-||o, takq zZe przestrzen (X, ||-|lo) ma stabg

wlasnosé Opiala.

Dowdd. Zatézmy, ze {z;}icr jest rozszerzong baza bezwarunkowa w (X, || - ||). Potézmy
Py = 0 i okre$lmy norme || - ||o w nastepujace sposéb
lello="sup (I = Pa)z]]

AeA (DHU{0}
dla kazdego x € X, gdzie I : X — X jest odwzorowaniem identyczno$ciowym. Wtedy

mamy
2]l < llzflo < (1 + K[|

dla kazdego x € X, gdzie K jest stala bazowa naszej bazy. Nastepnie dla kazdego
B e A (I) U {0} i kazdego = € X otrzymujemy

[({ = Pp)zlo=sup |[(I = Pa)(I—Pp)zll= sup [[({ — Paup)z| (18.1)
AeA; (I)u{0} AeA (IHu{0}

< sup /(1 = Pa)al| = lzlfo-
AeA; (I)u{0}

Zalozmy teraz, ze ciag {y;}jen C X jest stabo zbiezny do 0. Wtedy dla kazdego
B € A(I) mamy
i | P o = 0
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i dlatego dostajemy
hmjsup ly;llo = hmjsup (I = Pg)y;llo- (18.2)
Nastepnie wezmy dowolne y € X \ {0} i € > 0. Wtedy istnieje zbiér By € A(I), taki ze
(I = P, )yllo < e (18.3)
Z (18.1) - (18.3) otrzymujemy

limsup [|y; — yllo > limsup ||(I — Pg,)(y; — y)llo >
J J

> limsup [|(I — Pp,)y;llo — (I = Pp,)yllo >
J
> limsup [|(I — Pg,)y;lo — € = limsup [Jy;]lo — €.
J J

Poniewaz € > 0 bylo wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy

limsup [|y; — yllo > limsup [|y;lo.
J J
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DODATEK 4

DRUGI DOWOD TWIERDZENIA 13.1 O ISTNIENIU
W NIEOSRODKOWEJ PRZESTRZENI BANACHA
ZBIORU O STALEJ SZEROKOSCI Z PUSTYM
WNETRZEM

W tym dodatku pokazemy, jak modyfikujac dowéd twierdzenia 2.1 podany w [67]

mozna bezposrednio udowodni¢ twierdzenie 13.1.

Twierdzenie 19.1. Kazda nieosrodkowa przestrzen Banacha (X, || - ||) z rozszerzong
bazq bezwarunkowq ma réwnowazng norme || - ||o, takq Ze przestrzen (X, || -||o) zawiera

z2bior o stalej szerokosSci z pustym wnetrzem.

Dowdd. Zalozmy, ze {x;}icr jest rozszerzona baza bezwarunkowg w (X, || - ||) i K jej
stata bazowa. Wtedy w X mamy naturalny czesciowy porzadek okreslony w nastepu-
jacy sposéb: x = Yo alr; > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a* > 0 dla kazdego i € I.
Oznaczmy teraz dodatni stozek w X przez C* i potézmy S* = By (0,1) N C+. Wtedy

ST jest niepustym, ograniczonym, domknietym i wypuktym zbiorem o pustym wnetrzu
(patrz przyktad 6.2). Pokazemy, ze

| =—o—=5 + +
7 Bi(0,1) € 57— 57

Jesli o = X ,c alm; € W, to z bezwarunkowo$ci naszej bazy dostajemy, ze sumy
T = Yieralai 1 x =Y cra"x; s zbiezne odpowiednio do zT € KSt iz~ € KS* |
gdzie a', = max{a’,0}ia" = max{—a’,0} dlai € I. Oczywiscie z = 2t —z~ € St-S+.
Oznacza to, ze symetryczny, ograniczony i wypukly zbiér ST — ST ma niepuste wnetrze
i zbior ST — ST generuje réwnowazng norme || - ||o przy ktérej zbior ST — S+ jest
jednostkowa kulg domknieta W Z twierdzenia 10.2 wynika, ze w (X,|| - [|o)

zbiér ST jest zbiorem o stalej szerokosci i ma puste wnetrze. O
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