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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

Jednym z podstawowych wynikow w teorii punktéw statych jest twierdzenie
Markowa-Kakutaniego, ktore orzeka istnienie wspolnego punktu statego dla
rodziny przemiennych odwzorowan ciagtych i afinicznych wypuktego zbioru
zwartego w przestrzeni liniowo-topologicznej. Sposrod licznych jego zastoso-
wanl warto wymieni¢ niezmiennicza wersje twierdzenia Hahna-Banacha oraz
istnienie Sredniej niezmienniczej dla potgrup przemiennych. Poélgrupy prze-
mienne sa waznym przyktadem potgrup dopuszcezajacych niezmiennicza Sred-
nia, ktore byty rozwazane po raz pierwszy przez J. von Neumanna w latach
30 ubiegtego wieku.

W 1961 roku M. Day scharakteryzowal polgrupy dopuszczajace lewo-
stronnie niezmienniczg $rednia za pomoca wtasnosci punktu statego dla prze-
ksztalcen afinicznych, ktéra przypomina twierdzenie Markowa-Kakutaniego:
polgrupa dopuszcza $rednig lewostronnie niezmiennicza wtedy i tylko wtedy,
gdy dziatajac z lewej strony w sposob ciagly i afiniczny na wypukly i zwarty
podzbidér przestrzeni lokalnie wypuktej ma punkt staly. Naturalne pytanie,
postawione przez A. T.-M. Lau w 1976 roku, dotyczy w pelni nieliniowego

odpowiednika takiej charakteryzacji (por. rozdziat 5).

Hipoteza Lau: pdtgrupa S dopuszcza lewostronnie niezmienniczq Srednig
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wtedy 1 tylko wtedy, gdy dziatajgc w sposob ciggty 1 1-lipschitzowski na wy-
pukty i stabo* zwarty podzbior dualnej przestrzeni Banacha ma punkt staty.

Poniewaz zbior wszystkich srednich na przestrzeni °°(S) (tzn. takich li-
niowych, ciaglych i dodatnio okreslonych funkcjonatow p : €°(S) — R, ze
pu(I) = 1) jest wypuklym i stabo® zwartym podzbiorem przestrzeni ¢>°(S)*,
wiec stosunkowo tatwo mozna udowodni¢ implikacje z prawej strony do lewej
(warunek dostateczny). Trudnosé hipotezy Lau polega na udowodnieniu wa-
runku koniecznego. W 1991 roku Lau w |La| rozszerzyt powyzsza hipoteze na
potgrupy semitopologiczne. Pomimo wysitkéw wielu badaczy hipoteza Lau
pozostaje otwarta nawet w swojej klasycznej wersji.

Ponizsza praca prezentuje wyniki uzyskane podczas badania tej hipo-
tezy. Jakkolwiek samej hipotezy nie udato sie udowodnié¢, wykazano pewne
przypadki szczegolne, miedzy innymi dla pélgrup przemiennych oraz repre-
zentacji regularnie nieoddalajacych. W szczegolnosci odkryto nowa wtasnosé
potgrupy, ktéra gwarantuje prawdziwosé hipotezy Lau. Warto zauwazy¢, ze
wlasnos$é te z jednej strony posiadaja wszystkie potgrupy przemienne, a z
drugiej strony kazda poétgrupa o tej wlasnosci dopuszcza lewostronnie nie-
zmienniczg $rednia.

Oprocz otrzymania wynikéw zwigzanych bezposrednio z hipoteza Lau,
powstale techniki zostaly zastosowane do badania przeksztatcen afinicznych

oraz nieoddalajacych lub afinicznych retrakc;ji.

1.2 Omoéwienie pracy

Jednym z najwazniejszych wynikéow pracy jest twierdzenie 4.4.10 udowod-
nione w [Bo|, ktore pokazuje, ze dla wielu topologii zbior (wspolnych) punk-
tow stalych przemiennej rodziny ciaglych i nieoddalajacych przeksztatcen
zwartego (w tej topologii) i wypuklego podzbioru przestrzeni Banacha jest
nie tylko niepusty, ale jest on nawet nieoddalajacym (tzn. 1-lipschitzowskim)
retraktem tego zbioru. Dowdd wykorzystuje metode retrakcyjna Brucka i sze-

reg nowych, nietrywialnych obserwacji dotyczacych wlasnosci ciagdéw przybli-



zonych punktow statych. Poniewaz powyzsze twierdzenie mozna zastosowac
do zbiorow wypuktych i stabo* zwartych, zatem w szczegdlnosci otrzymu-
jemy potwierdzenie hipotezy Lau w waznym przypadku potgrup przemien-
nych (por. [BoWil).

Catosciowe rozwiazanie hipotezy wymaga wypracowania nowych metod.
Ogniwem taczacym przypadek przemienny i nieprzemienny jest wtasnos¢ ist-
nienia niezmienniczego zbioru zwartego (SC), na ktéorym cata rodzina ope-
ratorow jest suriektywna. Niemal caty rozdzial drugi jest po$wiecony wpro-
wadzaniu potgrup, ktorych ciagle reprezentacje posiadaja wtasnosé (SC),
ustalaniu relacji pomiedzy nimi oraz badaniu ich podstawowych wtasnosci.

Okazuje sie, ze jesli jednostajnie asymptotycznie regularny operator jest
suriekcja, to musi by¢ operatorem identycznosciowym (por. lemat 3.1.2).
Powyzsza obserwacja w polaczeniu z wtasnoscia (SC) prowadzi w naturalny
sposob do badania w rozdziale trzecim réznych wariantéw asymptotycznej
regularnodci rodzin przeksztatcen. W szczegdlnosci twierdzenie 3.3.3 orzeka,
ze rodzina wszystkich regularnie nieoddalajacych przeksztatcen dowolnego
ograniczonego podzbioru przestrzeni Banacha jest uniwersalnie jednostajnie
asymptotycznie regularna. Dowod wykorzystuje ,zwykta” asymptotyczng re-
gularno$é¢ takiej rodziny oraz analogon metody Goebla-Kirka dla rodzin prze-
ksztalcenn usrednionych nieoddalajacych. Ogoélne twierdzenia o punkcie sta-
tym z podrozdziatu 3.4 pozwalaja teraz m.in. na potwierdzenie hipotezy Lau
w przypadku ciaglych reprezentacji potgrupy dopuszczajacej lewostronnie
niezmiennicza $redniag generowanych przez przeksztalcenia regularnie nieod-
dalajace (por. twierdzenia 3.4.8 i 5.2.5). Czes¢ rozwazan rozdziatu trzeciego
jest prowadzona przy najbardziej ogbélnych mozliwych zatozeniach i chociaz
zastosowania prezentowane w tej rozprawie nie potrzebuja az takiej abstrak-
cji, to jednak wyizolowanie tych wtasnosci przeksztatcen i przestrzeni, ktore
pozwalaja na otrzymanie odpowiednich twierdzenn moze okaza¢ sie w przy-

szlodci pozyteczne!.

L Autor zainicjowal prace nad nowa samodzielng publikacja, ktéra przy wykorzysta-

niu wariantu uogoélnionej asymptotycznej regularnosci powinna zaowocowaé miedzy in-



Niejako przy okazji, techniki kombinatoryczne w podrozdziale 3.2 prowa-
dza do potwierdzenia hipotezy Xu i Yamady na temat tempa asymptotycznej
regularnodci przeksztatcen afinicznych, ktorych wszystkie potegi sa wspolnie
ograniczone (por. uwage 3.2.9).

Rozwazania rozdziatéow drugiego i trzeciego pozwalaja teraz spojrzeé gle-
biej na metode retrakcyjna Brucka i wspomniane na poczatku wyniki do-
tyczace hipotezy Lau w przypadku poélgrup przemiennych. W szczegdlnosci
otrzymujemy m.in. ciekawe twierdzenie 4.2.10 o afinicznej retrakcji, ktore
zdaje sie uogolnia¢ twierdzenie Markowa-Kakutaniego. Rozdzial konczy sie
uogodlnieniem twierdzenia Brucka na potgrupy o tzw. wlasnosci (W).

W ostatnim piatym rozdziale zebrane sa nowe i znane czesciowe wyniki
dotyczace hipotezy Lau. W tym kontekscie podanych jest takze kilka obser-
wacji dotyczacych wlasnosci (W).

Wyniki przedstawione w niniejszej rozprawie zostaly jak dotad zamiesz-
czone w trzech publikacjach - dwoch napisanych wspoélnie z promotorem au-
tora, profesorem Andrzejem Wisnickim (patrz [BoWi|, [BoWi2| oraz jednej
napisanej samodzielnie (patrz [Bo]). Niektore z wynikéw umieszczonych w
rozprawie nie zostaly jeszcze opublikowane. Wazniejsze wyniki, ktére auto-

rowi udalto sie odkryé¢ samodzielnie:

e Zmodyfikowanie dowodu twierdzenia 3.2.9 (w stosunku do przedstawio-
nego w pracy [BoWi2|) w sposéb pozwalajacy potwierdzi¢ wspomniang
wyzej hipoteze Xu i Yamady. Kluczowy okazal sie by¢ lemat 3.2.7,

takze potwierdzony samodzielnie przez autora.

e Twierdzenie 3.3.3, ktore wzmacnia lemat 3.2 z pracy [BoWi| pokazu-
jac, ze jednostajna asymptotyczna regularnosé przeksztalcen regularnie

nieoddalajacych jest uniwersalna.

e Twierdzenia 3.3.5 i 3.3.7 pokazujace przy jakich warunkach rodziny

nymi nietrywialnym twierdzeniem dotyczacym przeksztalcen afinicznych w przestrzeniach
liniowo-topologicznych. Wyniki sg obiecujace, jednak zbyt przedwczesne zeby umieszczad

je w niniejszej rozprawie.



przeksztatcenn afinicznych sa uniwersalnie jednostajnie asymptotycznie

regularne.

e Obserwacja pod postacig twierdzenia 3.3.8 pokazujaca, ze twierdzenie
Kirka i Goebla o uniwersalnie jednostajnym asymptotycznie regular-

nym zachowaniu przeksztatcen nieoddalajacych mozna wzmocnic.

e Zauwazenie, ze wyniki pracy [BoWi| opieraja sie miedzy innymi na
wlasnosci, ktora autor nazywa wlasnoscig skoniczonych retrakcji. Wy-
abstrahowanie owej definicji pozwolito zauwazy¢ i sformutowaé kilka

nowych twierdzen (patrz rozdziat 4.3).

e Wspomniane wczesniej twierdzenie 4.4.10; pierwsza wersja dowodu zo-
stata przedstawiona w samodzielnej pracy autora. Dalsze modyfikacje
zaowocowaly odkryciem nieprzemiennego odpowiednika (pod postacia
twierdzenia 4.4.20) razem ze wspomniana wezesniej wlasnoscig? (W) i
jej kuzynka, whasnoscia (W'). Przy tej okazji autor poczynit prosta, ale
(w odczuciu autora) ciekawa obserwacje o tym, jak z asymptotycznej
regularnodci przeksztatcen usrednionych nieoddalajacych wynika istnie-
nie ciggdéw przyblizonych punktow statych przeksztatcen nieoddalajg-

cych (lemat 4.4.2 wraz z twierdzeniem 4.4.3).

e Zauwazenie, ze jedno z przeksztalcen wykorzystywanych w dowodzie
twierdzenia 4.4.10 jest regularnie nieoddalajace pozwolito uzyskaé¢ moc-

niejszy przypadek szczegélny - twierdzenie 4.4.19.

e Uogolnienie twierdzenia o nieoddalajacej retrakcji z pracy Brucka [Br2|
na potgrupy o wlasnosci (W), a w zasadzie ogdlniejszej wlasnosci (B);

patrz podrozdzial 4.5.

e Zauwazenie, ze otrzymane wyniki daja nowe przypadki szczegélne,

kiedy hipoteza Lau jest prawdziwa: twierdzenia 5.2.6 i 5.2.7.

2Potwierdzono tez nietrywialno$é owej wlasnosci; patrz definicja 4.4.21



Przy tej okazji autor chciatby ztozy¢ podziekowania dla profesora Wisnic-
kiego za wsparcie i pomoc. Podziekowania nalezg sie takze prof. dr. hab.
Adamowi Bobrowskiemu z Politechniki Lubelskiej oraz prof. Bozenie Pig-
tek z Politechniki Sladskiej za szczegblowe recenzje pierwszej wersji niniejszej

pracy.

1.3 Zalozenia, konwencje, podstawowe defini-
cje

Przyjmujemy, ze wszystkie przestrzenie topologiczne, jakimi bedziemy sie
zajmowacl sa przestrzeniami Hausdorffa. Przypomnijmy, ze przestrzen to-
pologiczng nazywamy przestrzenia Hausdorffa albo 75, jesli dla dwoch do-
wolnych punktow tej przestrzeni istnieja roztaczne otoczenia tych punktow.
Czasem bedziemy powtarza¢ zalozenie o tym, ze przestrzen jest typu 75, jesli

owe zalozenie jest uzyte wprost.

Definicja 1.3.1 (Przestrzen regularna). Przestrzen topologiczng Hausdorffa
C' nazwiemy reqularng (albo T3), jesli dla kazdego domknietego zbioru A C C
i x € A istniejg takie roztgczne otwarte zbiory U 1V, Zex € U 1 AC V.

Przestrzenie T maja nastepujaca wlasnosé3:

Lemat 1.3.2. W przestrzeniach reqularnych, dla dowolnego otoczenia W

danego punktu x, istnieje takie otoczenie U tego samego punktu, ze U C W.

Dowod. Niech W bedzie otwarte. W oznaczeniach z definicji 1.3.1, przyj-
mijmy A = W’'. Wtedy A jest domkniete oraz x € A’. Z regularno$ci mamy
takie roztaczne otwarte zbiory U, V, ze x € U1 A C V. Stad:

o V' C A

e V C U/, rownowaznie U C V".

3Mozna pokazaé, ze wlasnogé podana w powyzszym lemacie jest warunkiem réwnowaz-

nym regularnosci.



Poniewaz V' jest domkniete, ostatecznie mamy
zeUcV cA=W.
Tak wiec U rzeczywiscie spelnia teze lematu. O

Przyktadem przestrzeni regularnych sg przestrzenie liniowo-topologiczne,
to jest przestrzenie liniowe z topologia, w ktorej dziatania dodawania wekto-
row i mnozenia przez skalar sa ciggte.

Majac topologie 7, domkniecie zbioru A w tej topologii oznaczaé¢ be-
dziemy przez A*. Gdy to tylko mozliwe, bedziemy starali sic opuszczac
oznaczenie topologii, to jest pisa¢ przyktadowo ,zbiér zwarty” zamiast ,zbior
T-zwarty”. Sytuacje, w ktorych dopuszczaé sie bedziemy takiego uproszcze-
nia obejmuja przypadki, gdy wypowiadamy twierdzenie w ogdlnej przestrzeni
topologicznej albo topologia, ktorej twierdzenie dotyczy jest ,domyslng” dla
danej przestrzeni (na przyktad topologia generowana przez norme przestrzeni
unormowane;j).

Przeksztatcenie nazywamy otwartym, jesli przeksztalca zbiory otwarte na
zbiory otwarte. Analogicznie przeksztalcenie nazywamy domknietym, jesli

przeksztalca zbiory domkniete na zbiory domknigte. Zachodzi
Lemat 1.3.3. Odwzorowanie T' zwartego zbioru C' jest przeksztatceniem do-
mknietym (jesli przeciwdziedzina jest typu T ).

Dowdd. Niech A C C bedzie domkniete. Oczywiscie A jest zwarte. Stad
ciaglos¢ T  gwarantuje, ze T'(A) jest zwarte. A poniewaz w przestrzeni Haus-
dorffa zwarte podzbiory zawsze sa domkniete, z dowolnosci wyboru A wynika,

ze T jest przeksztalceniem domknietym. O]

Restrykcja przeksztatcenia T : C' — C do zbioru A C C nazwiemy prze-

ksztalcenie Tj4 : A — T'(A) zdefiniowane réwnaniem
Taz =Tz, v € A

Gdy mamy do czynienia z rodzing przeksztalcen S, to definiujemy restrykecje
rodziny:

S‘A:{T|A:T€S}.
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Podzbior A C C' nazwiemy niezmienniczym dla 7T, jesli TA C A. Analogicz-
nie powiemy, ze A jest niezmienniczy dla S, jesli dla kazdego T € S, zbiér A
jest niezmienniczy dla T'. Podobnie powiemy, ze rodzina S jest suriektywna,
jesli kazdy jej element jest suriekcja, to jest przeksztatceniem ,na”’. Analo-
gicznie definiujemy przyktadowo rodziny iniektywne, itp. W szczegolnosci
powiemy, ze rodzina przeksztalcen jest przemienna, jesli dla dwoch dowol-
nych odwzorowan 7', S z tej rodziny zachodzi warunek 7'S = ST. Moéwimy
tez, ze przeksztaltcenia z rodziny komutuja.

Majac dang rodzine przeksztalcen, biorac wszystkie skonczone zlozenia
przeksztalcen z tej rodziny, mozemy utworzy¢ potgrupe przeksztatcen — wiek-
szg rodzine przeksztalcen, ktora ma strukture polgrupy (z dziataniem zto-
zenia). Przypomnijmy, ze polgrupa nazywamy zbior z tacznym dziataniem,
ktore jest wewnetrzne w tym zbiorze. Punktem stalym przeksztatcenia
T : C — C nazwiemy punkt z € C, taki ze Tx = z. Zbiér wszystkich
punktow statych przeksztalcenia oznaczamy przez FixT. Podobnie definiu-
jemy Fiz S jako zbior tych wszystkich x € C| Ze z jest punktem stalym dla
kazdego T' € §. Wielokrotnie korzysta¢ bedziemy z nastepujacego lematu:

Lemat 1.3.4. Dla ciggtego przeksztatcenia T zbior FixT jest zbiorem do-

mknietym.
Dowdd. Niech ciag uogdlniony (z,) C Fiz T ma granice z. Wtedy
Tr = Tlién:zca = ligénT:Ua = liglxa =x.
O]

Oczywiscie lemat jest takze prawdziwy dla rodzin (ciagtych) przeksztal-
cen.

Duza czedé przedstawionych twierdzen dotyczy przeksztalcen nieoddala-
jacych. Przypomnijmy, ze przeksztatcenie T : C' — C' nazywamy nieoddala-
jacym, jesli

[Tz =Tyl <[z —yll, z, y € C.
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Powyzsza definicja w prosty sposob przenosi sie na przestrzenie metryczne.

Szczegolnym przypadkiem przeksztalcenia nieoddalajacego jest izometria:
[Tz =Tyl = [lz =yl

Inna klasa przeksztalcen ktorymi bedziemy sie interesowaé to przeksztatcenia

afiniczne:
Tax+ay)=aTz+aTy, z,ye C,ac(0,1).

Przyjmujemy @ = 1 — a oraz zakltadamy tutaj wypuktosé zbioru C.

W wielu miejscach postugujemy sie funkcjami anonimowymi. Wyrazenie
Cozw— f(x)eD

oznacza funkcje ze zbioru C na zbiér D, ktore dla x € C' przyjmuje wartos¢
f(x). Bedziemy czasem opuszczaé¢ dziedzine lub przeciwdziedzine przeksztal-
cenia, jesli ich znajomosé bedzie wynikata z kontekstu.

Przeksztalcenie tozsamosciowe (identycznosé) zbioru A oznaczamy przez
I[4. W wiekszosci przypadkéow zbior A bedzie znany z kontekstu, dlatego
najczesciej bedziemy opuszczaé dolny indeks.

Dla danej przestrzeni liniowo-topologicznej F, definiujemy jej ciagla prze-
strzenn dualng E* jako zbiér wszystkich ciagltych funkcjonatéw liniowych na
E. Wtedy:

e topologia staba (weak) na E nazywamy najmniejsza topologie, w ktorej

funkcjonaty liniowe z E* sg ciagte,

e topologia staba* na £* nazywamy najmniejszg topologie, w ktorej funk-
cjonaly postaci
E*> fr fle),ec E
sq ciagle.
Definicja 1.3.5 (Norma dolnie poétciagta). Niech dana bedzie przestrzen z

normg ||-|| oraz topologia T zadana na tej przestrzeni. Powiemy ze norma ||-||

jest T-dolnie potciggta, jesl

HT-limxa < liminf ||z,||
(0% «
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dla kazdego zbieznego ciggu uogdlnionego (o) przestrzeni.

Powyzsza definicja moze by¢ uogdlniona dla przestrzeni metrycznych po
przyjeciu
d(7-limz,,0) < liminfd(z,,0).

«

Norma jest zaréwno stabo, jak i stabo* dolnie poélciagta.

Jednym z pierwszych narzedzi, jakim postuzymy sie w tej pracy bedzie
lemat Kuratowskiego-Zorna moéwiacy, ze jesli w zbiorze czesciowo uporzad-
kowanym kazdy tancuch ma ograniczenie gorne, to zbiér posiada element
maksymalny:.

W duzej mierze porusza¢ bedziemy sie w przestrzeniach Banacha, to
jest unormowanych przestrzeniach liniowych, w ktérych metryka wyznaczona
przez norme jest zupelna, to znaczy kazdy cigg Cauchy’ego tej przestrzeni

musi posiadaé¢ granice. Ciag (a,) nazywamy ciagiem Cauchy’ego jesli

Ves0INeNn, m>N ||n — am || < €.

Pélgrupy dopuszczajace srednig

Wspominana juz kilkukrotnie wtasnosé dopuszczania (lewostronnie niezmien-
niczej) Sredniej przez polgrupe zdefiniowana zostata w podrozdziale 2.3. Jest
to odpowiednik angielskojezycznej nazwy (left) amenable semigroup. Nad-
mieni¢ nalezy, ze w niektorych osrodkach w Polsce na okreslenie potgrup
posiadajacych owa wlasnosé uzywa sie terminu potgrupa sSredniowalna, jest
on jednak niepoprawny.

Zgodnie z opinia przedstawiona w [Sm| przez filologa polskiego z KUL,
specjalistke od poprawnej polszczyzny, panig dr hab. Magdalene Smolen—
Wawrzusiszyn, przymiotniki z sufiksem -alny tworzyé mozna zaréwno od
czasownikéw, jak i od rzeczownikow. Jednakze formalnym warunkiem po-
prawnosci terminu sredniowalny jest istnienie akceptowalnego w terminologii
specjalistycznej stowa sredniowacé. Gdyby stowo takie istnialo, pochodzacy

od niego przymiotnik oznaczalby obiekty, ktére mozna sredniowaé. Skoro
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czasownika takiego nie ma, to nie ma tez podstaw do utworzenia wspomnia-
nego przymiotnika.

M. Smolen-Wawrzusiszyn stwierdza tez, ze jesli podstawa interesujacego
nas przymiotnika jest rzeczownik srednia, to jego poprawna forma brzmiataby
srednialny i miataby znaczenie ,zwiazany ze Srednig, dotyczacy Sredniej” —
bytaby zatem podobna do stéw ,mitochondrialny” i, hegemonialny”. Niestety
termin Srednialny zdaje sie nie oddawac sensu tego co chcemy wyrazi¢ mowiac
o grupach (czy polgrupach) bedacych amenable. Jezykoznawczyni proponuje
ze swojej strony okreslenie grupa sredniowa, ktore spetnia zaréwno kryterium
poprawnosci, jak i kryterium ekonomicznosci (to jest termin powinien by¢
mozliwie krotki).

Poniewaz powyzsza propozycja nie zostata jeszcze poddana ocenie $ro-
dowiska, autor postanowil zosta¢ przy okresleniu ,poétgrupa dopuszczajaca
srednig” jako, ze jest ono juz uzywane w dyskursie naukowym oraz spekia

kryterium poprawnosci.
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Rozdzial 2

2, o . .

Przemiennos$c¢ 1 jej uogoélnienia

2.1 Proste uogdlnienia

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat, ktory stanowié¢ bedzie punkt wyj-

Scia naszych dalszych rozwazan.

Lemat 2.1.1. Dowolna przemienna rodzina S ciggtych przeksztatcen prze-

strzeni topologicznej posiada nastepujgeq wtasnosé (Surjective-Compact):

(8C) Dla dowolnego zwartego zbioru X, ktory jest niezmienniczy dla S, ist-
nieje taki zwarty podzbior C C X, ze rodzina Si¢ jest suriektywna (tzn.

kazdy element tej rodziny jest suriekcjq).

Dowdd. Niech X bedzie zwartym zbiorem, ktory jest niezmienniczy dla S.
Niech A bedzie rodzina niepustych, zwartych podzbiorow A C X, ktore
sa niezmiennicze dla S. Oczywiscie A # 0 (bo X jest takim zbiorem).

Uporzadkujmy rodzine A ktadac
A<B < ADB,A Be A

Korzystajac z wtasnosci skonczonych przekrojow dla przestrzeni zwartych

mamy

suszﬂA#@

AeB
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dla dowolnego tancucha B C A. Wynika stad, ze dowolny taricuch w A
ma ograniczenie gérne, co na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna daje nam
zwarty zbior C') ktory jest niezmienniczy dla & i maksymalny w A wzgledem
relacji < (czyli minimalny wzgledem relacji zawierania).

Wybierzmy dowolne T' € § i zauwazmy, ze dla kazdego P € S zachodzi
rPCcC = TPCCTC = PTCCTC,

co oznacza, ze T'C' jest zbiorem niezmienniczym dla S. Z ciggltosci T" wynika,
ze T'C' jest takze zbiorem zwartym, czyli TC' € A. Wobec oczywistej relacji
TC C C oraz minimalnoéci zbioru C, otrzymujemy 7C' = C'. Teza lematu

wynika teraz z dowolnosci wyboru przeksztatcenia T O

Wilasnosé (SC) mozemy traktowaé jako uogoélnienie przemiennosci. Da-
lej wykorzystamy te wlasnosé w dowodach kilku twierdzeri, a takze podamy
przyklady rodzin przeksztalcen (niekoniecznie przemiennych), ktore owa wta-
snos¢ posiadaja. Najpierw ostabimy warunek przemiennosci tak, zeby nie

musiatl zachodzi¢ na calej dziedzinie rodziny.

Definicja 2.1.2. Dla rodziny przeksztatcen S zbioru C, niech vS oznacza
maksymalny (wzgledem inkluzji) podzbior C, na ktérym pdtgrupa generowana
przez elementy z rodziny S jest przemienna. Jesli vS # 0, to powiemy, ze

rodzina S jest przemienna przynajmniej w jednym punkcie (zbioru C').
Podajmy podstawowe wtasnosci operacji 7.
Lemat 2.1.3. Ponizsze stwierdzenia sq prawdziwe:

1. Zbior ~S jest niezmienniczy dla S.
2. FixS C~S.

3. Jesli przeksztatcenia z S sq cigglte w pewnej topologii, to vS jest zbiorem

domknietym w tej topologii.

4. Jesli ponadto C' jest zbiorem zwartym, to S jest rodzing suriektywng
na zwartym podzbiorze A zbioru vS. Zbior A mozna dobrac tak, aby
zachodzito FixS C A.

16



Dowdd. Stwierdzenie (1).
Dla ustalonego T' € § wezmy z € vS. Wtedy dla dowolnych T, T € S

mamy

TlTQTiL' = T1 (TQT).Z’ = TQ(TTL’E) = TQTlT.fL'

i z maksymalnosci vS wnosimy, ze Tz € 7S.

Stwierdzenie (2).

Jesli Ty, Ty, € S oraz x € FixS, to oczywiscie T1Thx = =Tylhrix € vS z
warunku maksymalnosci.

Stwierdzenie (3).

WeZzmy ciag uogodlniony (z,) C S, ktéry ma granice lim, x, = z. Prze-

ksztalcenia z rodziny S sa przemienne w punkcie x:
TlTQ.T = T1T2 lim Lo = lim TlTQ.Ta = lim T2T1$a = T2T1 lim Ty = Tngx.

Po raz kolejny wykorzystujac maksymalnos¢ vS otrzymujemy teze.
Stwierdzenie (4).
Zbior v§ C C jest domknietym podzbiorem zbioru zwartego, zatem sam
jest zwarty. Poniewaz rodzina S z definicji jest przemienna na zbiorze 7S,
pierwsza czes¢ stwierdzenia wynika z wlasnosci (SC) - otrzymujemy zbior A.
Zauwazmy teraz, ze jesli dla danego przeksztalcenia T' restrykcje T)g, Tjc
sa suriekcjami, to Tjpuc jest takze suriekcja; 6w fakt jest prawdziwy takze dla
rodzin przeksztalcen. Oczywiscie rodzina Spi,s jest suriektywna, a sam zbior
FixS jest domkniety, czyli w naszym przypadku zwarty. Wobec powyzszego
oraz tego, ze suma dwoch zwartych zbioréow takze jest zwarta, wystarczy

wzigé sume zbioréw A i FixS, aby otrzymaé¢ druga cze$¢ stwierdzenia. [

Podsumowujac: jesli S jest rodzing ciaglych przeksztatcen pewnego
zbioru zwartego, ktore sa przemienne przynajmniej w jednym jego punkcie,
to istnieje zwarty nadzbiér zbioru FizS, na ktéorym rodzina S jest prze-
mienna i suriektywna. Wspomnijmy przyktadowo twierdzenie Freduenthala-
Hurewicza (|FrHu|[Twierdzenie Ib]) mowiace, ze nieoddalajaca suriekcja w

zwartej przestrzeni metrycznej jest izometria. Mozemy teraz je uogélnié:
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Twierdzenie 2.1.4. Jesli S jest rodzing nieoddalajgcych przeksztatcen zwar-
tego zbioru C' (przestrzeni metrycznej), ktore sq przemienne przynajmniej w
jednym punkcie, to istnieje zwarty zbior A taki, zZe zachodzi FizS C A C C

oraz S|4 jest rodzing suriektywnych przemiennych izometrii.

Dowadd. Wezmy zwarty zbior A o ktérym mowa w lemacie 2.1.3. Stosujac
twierdzenie Freudenthala-Hurewicza widzimy, ze S|4 jest przemienng rodzing

suriektywnych izometrii. O

W szczegblnosei mozemy otrzymaé bez odwotywania sie do twierdzenia

Banacha o kontrakcji nastepujacy

Wnhniosek 2.1.5. Rodzina S przemiennych (przynajmniej w jednym punkcie)

kontrakcyi zbioru zwartego posiada doktadnie jeden wspolny punkt staty.

Dowod. Nasze kontrakcje, jako przeksztalcenia nieoddalajace, spetniaja zato-
zenia twierdzenia 2.1.4, a wiec sg przemiennymi suriektywnymi izometriami
na pewnym zbiorze A O FizS. Izometryczne kontrakcje moga by¢ okre-
Slone jedynie na zbiorze jednoelementowym, a wiec #A = 1. Implikuje to
oczywiscie #FixS < 1. Ale z drugiej strony jedyny element zbioru A musi
by¢ punktem stalym rodziny S - zachodzi #FixS > 1. Dlatego ostatecznie
mamy #FizS = 1. [

2.2 Lewostronna odwracalnosé

Definicja 2.2.1 (Potgrupa semitopologiczna). Niech S bedzie potgrupg, a T
topologiq na niej zadang. Wtedy S nazywamy potgrupg T-semitopologicznag,
jesli dziatanie potgrupy jest ciggte w topologit T, osobno wzgledem kazdego
argumentu. Jesli topologia T jest dyskretna, to bedziemy mowié, ze S jest

potgrupq dyskretna.

Zauwazmy, ze kazda podlgrupa moze byé wyposazona w topologie dys-
kretng. W dalszej czesci bedziemy zakladaé, ze S jest potgrupa semitopolo-

giczna.
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Definicja 2.2.2. Pdtgrupe S nazywamy lewostronnie odwracalng, jesl dla
s,t €8S,
sSNtS # 0.

Wyrazenie sS definiujemy jako zbior {sr:r € S}.

Twierdzenie 2.2.3. Kazda przemienna potgrupa jest lewostronnie odwra-

calna.

Dowdd. Dla dowolnych s,t € S mamy st € sS oraz st = ts € tS, tak wiec

przeciecie sS N ¢S nie moze by¢ puste. ]

Latwo takze stwierdzi¢, ze lewostronna odwracalnosé nie jest rownowazna

przemiennosci.

Przyktad 2.2.4. Zdefiniuymy dwuelementowq pdtgrupe S = {a, b} za po-

mocq nastepujgcej tabelki mnozenia:

alb
alalb
alb

Widzimy, ze jest to potgrupa nieprzemienna. Ponadto:
aS = aS = {a*, ab} = {a, b},
bS = bS = {ba, b*} = {a, b}.
Mamy zatem do czynienia z potgrupg lewostronnie odwracalng.

Definicja 2.2.5 (Reprezentacja polgrupy). Niech dana bedzie potgrupa S
oraz przestrzen topologiczna (C, 7). Wtedy reprezentacjg S na C nazwiemy
przeksztatcenie T : S x C' — C, ktore (dla dowolnych s, t € S, x € C) jest

zgodne z dziataniem potgrupy:
T (st,z) =T(s,T(t, x)).

Reprezentacje nazywamy ciggta, jesli przeksztatcenie T jest cigglte (w topo-
logii produktowej S x C').
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W praktyce — upraszczajac zapis — reprezentacjg nazywac¢ bedziemy taka
indeksowana rodzine S = {7 : s € S}, ze przeksztalcenie T (s, z) = Tsx jest
reprezentacja w sensie zdefiniowanym powyzej. Wtedy warunek zgodnoéci z

dziataniem poélgrupy ma postac
TT =Ty
Mamy nastepujace (zob. |LaZh|[Lemat 3.4])

Twierdzenie 2.2.6. Ciggte reprezentacje potgrup lewostronnie odwracalnych

majg wtasnosé (SC).

2.3 Lewostronnie niezmiennicza Srednia

Dla danej polgrupy semitopologicznej S, przez C,(S) oznaczaé¢ bedziemy
zbior wszystkich rzeczywistych funkeji na S, ktore sa ciagle i ograniczone.
Ponadto C(S) bedziemy traktowaé jako przestrzen z norma supremum. Jest
to oczywiscie przestrzen Banacha. Dla ustalonego s € § wprowadZzmy na

Cy(S) operator lewego przesuniecia [g:

If =t f(st).

Semi-topologicznos$é pétgrupy S gwarantuje nam, ze jest to operator popraw-

nie zdefiniowany (to znaczy I f € Cp(9)).

Definicja 2.3.1 (Lewostronna jednostajna ciaglosé). Funkcje f € Cy(S5)
nazywamy lewostronnie jednostajnie ciggtq (Left Uniformly Continuous —

LUC), jesli przeksztatcenie
S slsf € GyY)

jest ciggte. Zbior wszystkich funkcji LUC' wzgledem potgrupy S oznaczaé
bedziemy przez LUC(S).

Okazuje sie, ze dla tych potgrup, ktore sa reprezentowalne w sposob ciagly

na zbiorach zwartych, wskaza¢ mozna naturalng rodzine funkcji lewostronnie
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jednostajnie ciagtych. Przez C'(K) bedziemy oznacza¢ zbior funkcji rzeczy-

wistych cigglych na K.

Lemat 2.3.2. Niech dana bedzie rodzina przeksztatcen S = {Ts : s € S}
bedgca ciggtq reprezentacjg potgrupy S na zwartym zbiorze K. Wtedy przy
dowolnym f € C(K) oraz x € K, funkcja f, : S — R zdefiniowana jako

fa(s) = f(Tix)
nalezy do LUC(S).

Dowdd. * Przeksztalcenie f,(-) = (f o T)(:, ) jest ciagte jako zlozenie prze-
ksztatceri ciaglych (czyli f, € Cy(S)). Zeby udowodni¢, ze f, € LUC(S)

musimy wykazaé, ze takze przeksztalcenie
Sor=l.fi € GyY)

jest ciagle, to jest dla kazdego r € S i € > 0 znalez¢ mozna otoczenie U
punktu r, takie ze

lefx - ltfo < €, teU.

Najpierw zauwazmy, ze zachodzi

lefm - ltfz“ = Sgg |f(TrTsx) - f(T'thl’)‘ S Sup ‘f(TTy) - f(j—;fy” ) (21)

yeO

gdzie O C K oznacza domkniecie zbioru {Tsz € K : s € S}. Dalej ustalmy
e >01ir € S. WeZmy takze €; speliajace 0 < ¢; < e. Z faktu, ze
reprezentacja S jest ciggla, wynika, ze dla dowolnego y € K znalezé mozna

otoczenie O, punktu (r,y) € S x K takie, ze

Vitz)eo, f(Try) = f(Tiz)] < e

Wykorzystujac definicje topologii produktowej mozemy przyja¢ w szczegol-
nosci

O, =U, xV,,

ITa wersja dowodu - zasugerowana przez prof. dr. hab. Adama Bobrowskiego z

Politechniki Lubelskiej - jest krotsza od wersji pierwotnie przedstawione]j przez autora.
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gdzie U, jest otoczeniem punktu r € S, a V, otoczeniem punktu y € K.

Zauwazmy, ze r € (), .o Uy, jednakze nie jest to dobry kandydat na U, po-

yeO
niewaz przeciecie dowolnej ilosci otoczen nie musi byé otoczeniem. Niemniej
jednak rodzina (V}),co pokrywa zwarty zbior O. Istnieje zatem skoriczone
podpokrycie

V;Jl?"'vvztln C (%)yGO

zbioru O. Przeciecie U = (i, Uy, jest juz otoczeniem punktu r. Wezmy
teraz dowolne t € U. Zauwazmy, ze dla kazdego y € O istnieje taki indeks
i, ze (r,y) € Uy, xV,,. Stad wynika tez (t,y) € U,, x V,,. Dochodzimy do
wniosku, ze dla ustalonego €; i dowolnego y € O istnieje takie otoczenie V'

punktu r, ze dla dowolnego t € V'

[f(Try) — f(Tw)] < e

W szczegolnoscel po wzieciu supremum po y otrzymujemy
sup |f(Toy) — f(Tiy)] < &1 <,
yeO

skad - po wykorzystaniu rownania (2.1) - wynika teza twierdzenia. O

Definicja 2.3.3 (Srednia lewostronnie niezmiennicza). Niech przestrzer li-
niowa A C Cy(S) zawiera 1, funkcje tozsamosciowo réwng 1. Wtedy funk-

cjonat liniowy m € A* nazwiemy $redniq (Mean) na A, jesli
Jm| = m(1) = 1.

Sredniqg m nazwiemy lewostronnie niezmienniczq, jesli dla kaidego s € S
zbior A jest niezmienniczy dla ls (to jest [;(A) C A) oraz Srednia jest lewo-

stronnie niezmiennicza:

m(lsf) = m(f).

Lemat 2.3.4. Srednia m na A jest funkcjonatem dodatnim, to znaczy dla
kazdego f € A,
Vsesf(s) >0 = m(f) > 0.
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Dowdd. Przyjmijmy g = 2 f — 1. Wtedy

1£1]
m() = Ehng 1) = W nig) + () = Wl gy 4 1)
Mamy oczywiscie
ol =1ttt = 12 gl o (200
()| < Jm] - gl = 1 HgH—H“fo ﬂH—s;gg L 1‘g1.

Tak wiec w szczegolnosci m(g) > —1. Dlatego

1/l

m(f) = HH(=1+1) 2 0,

]

Definicja 2.3.5 (Potgrupa dopuszczajaca lewostronnie niezmiennicza $red-
nia). Mowimy, ze potgrupa semi-topologiczna S dopuszcza lewostronnie nie-
zmienniczq Sredniq, jesli istnieje srednia m na LUC(S), ktora jest lewostron-

nie niezmiennicza.

Wiecej informacji na temat potgrup dopuszczajacych (lewostronnie) nie-
zmiennicza Srednia mozna znalezé przyktadowo w [Da2| oraz [Da3]. W ostat-
niej pracy mozna takze znalez¢ dowodd twierdzenia, ze potgrupy przemienne
dopuszczaja $rednia. Natomiast w pracy [LaZh| wspomniany jest nastepu-

jacy fakt:

Twierdzenie 2.3.6. Dyskretna potgrupa, ktora dopuszcza lewostronnie nie-

zmienniczq Srednig jest takze potgrupg lewostronnie odwracalng.

Jesli opuscimy zalozenie, ze topologia w potgrupie jest dyskretna, to po-
wyzsze twierdzenie przestanie by¢ prawdziwe (zob. |LaZh]).
Lematy zwigzane z teoria miary

Zeby pokazaé, ze potgrupy dopuszczajace lewostronnie niezmiennicza $red-
nig posiadaja wlasnosé (SC) wykorzystamy kilka twierdzen i poje¢ z teorii
miary. Wszelkie fakty i definicje konieczne do zrozumienia ponizszych lema-

tow mozna znalez¢ w [Dul].
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Lemat 2.3.7. Niech p bedzie borelowskq miarg prawdopodobienstwa okre-
slong na przestrzeni zwartej. Wtedy dowolna niepusta rodzina domknietych

zbiorow o mierze 1 w tej przestrzeni posiada niepuste przeciecie.

Dowdd. Niech A bedzie rodzina wspomniang w lemacie. Rodzina ta po-
siada wtasnosé skoriczonych przekrojow. Rzeczywiscie, dla A € A zachodzi

wu(A°) = 0. Wtedy dla dowolnej skoriczonej rodziny B C A

0= 3" A% = (| A% = () A1),

AeB AeB AeB
Stad
() A)=1

AeB
Poniewaz przestrzen jest zwarta, to przeciecie catej rodziny A jest takze

niepuste. ]

W dowodzie twierdzenia 2.3.10 kluczowa okaze sie wlasnosé reprezentacji

funkcjonatu przez miare.

Lemat 2.3.8. Niech K bedzie przestrzeniq zwartq (Hausdorffa) z wewnetrz-
nie reqularng miarg . Dalej, niech ¢ bedzie funkcjonatem okreslonym na

C(K). Ponadto niech pu reprezentuje funkcjonal ¢, to znaczy

o(f) = /K fdu, f € C(K).

Jesli dla ciggtego przeksztatcenia T @ K — K mamy ¢(fT) = ¢(f), to
maara i jest niezmiennicza wzgledem T', tzn. dla kazdego zbioru borelowskiego
B C K zachodzi

u(B) = u(T~'B).

Dowdd. 7 zatozen wynika, ze T jest mierzalne (poniewaz jest to przeksztal-
cenie ciagle zwartego zbioru Hausdorffa). Skoro miara p jest wewnetrznie
regularna, mozemy przybliza¢ p(B) od dotu za pomoca zbiorow zwartych, co

w naszym przypadku oznacza zbiory domkniete:
pu(B) = sup{u(A) : A C B domkniete}.
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Dlatego podobnie

w(T7'B) =sup{u(A) : A C T'B domknigte}
=sup{u(A) : TA C B A A domknigte}
=sup{u(T'A): A C B domknigte}.

Stad widzimy, ze wystarczy pokazac, ze
uw(A) = p(T1A), A C K domkniete.

Wybierzmy wiec zbior domkniety A. Wtedy A’ jest zbiorem otwartym (czyli

borelowskim) i ponownie
p(A") = sup{u(C) : C C A" domkniete}.

Dlatego mozemy wybra¢ taki ciag (C,) domknietych podzbioréw zbioru A’
ze
lim p(C,) = p(A).

Ponadto mozemy zalozy¢, ze ciag (C,,) jest wstepujacy. Przestrzen K jako
zwarta przestrzeni Hausdorffa jest normalna, wiec z lematu Urysohna wynika,
ze dla kazdego C,, otrzymujemy ciagla funkcje f, : K — (0, 1) spelniajaca

warunki:
fn(A) = {1}7
fa(Cr) = {0}

Skoro f,, € C(K), to z faktu, ze u reprezentuje funkcjonal ¢ otrzymujemy

/ Fudpt = 6(f) = B(fuT) = / i Tdn
K K

Poniewaz operacja brania skonczonego minimum zachowuje ciagtosé, to
przyjmujac f, := minj<k<, fr widzimy, ze mozemy dodatkowo zalozy¢ o
ciagu (f,), ze jest monotoniczny. Stad istnieje granica f = lim, f, (ktora

jest funkcja mierzalna). Pokazemy, ze f jest prawie wszedzie rowna funkcji
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charakterystycznej x4 zbioru A. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego n

mamy f(C,) =0, gdyz ciag (C,) jest wstepujacy. Ponadto

G={zeK: f(z) # xalx)}
={z e A: f(z) # xal@)} U{z € A": [ # xa(2)}
={z e A" f(z) # xal2)} ={r € A": f(z) # 0}
={r e A\Cy: f(z) #0 Uz € Cn: f(z) # 0}
={x e A'\C,: f(x)#0} Cc A\ C,.

Stad
p(G) < p(A'\ Cp) = p(A) = p(Cr),
co po przejsciu do granicy daje nam pu(G) = 0. Tak wiec f i x4 sa sobie
rowne poza zbiorem miary 0.
Wykorzystujac powyzsze wnioski oraz twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci

ograniczonej mamy

M(A):/ XAd,u:/ fd,u:/ limfndu:lim/ fndp
K K K n n K
:lim/ fan,u:/ limfanu:/ deu:/ xal'dpu.
n Ji K" K K

Poniewaz T jest mierzalne, to w ostatniej calce mozemy dokonaé¢ zamiany

zmiennych:
H(A) = [ xad(Ty) = (T)(A) = (T 4)

Ostatnia rownos$¢ wynika wprost z definicji miary obrazowej (czyli miary T'u).
O

Twierdzenie Riesza-Markowa daje nam warunki wystarczajace do istnie-

nia reprezentacji:

Lemat 2.3.9. Niech K bedzie zwartym zbiorem a ¢ : C(K) — R dodatnim
funkcjonatem liniowym. Wtedy istnieje jedyna taka miara Radona p na K,
ze

o(f) = /K fdu, f € C(K).
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Miara Radona jest miara wewnetrznie reprezentowalna; pozwoli nam to

wykorzysta¢ oba powyzsze lematy wspolnie.

Twierdzenie 2.3.10. Ciggla reprezentacja potgrupy dopuszczajgcej lewo-

stronnie niezmienniczq $rednig ma wtasnosé (SC).

Dowaod. Niech dana bedzie rodzina S przeksztatcen zwartego zbioru C' be-
daca ciagla reprezentacja potgrupy S dopuszczajacej lewostronnie niezmien-
nicza Srednia. Z ciagltosci reprezentacji i z faktu, ze C' jest zwarta przestrzenia
(Hausdorffa) na podstawie lematu 1.3.3 wnioskujemy, ze dowolne przeksztal-
cenie T, € S jest domkniete.

Podobnie jak w dowodzie lematu 2.1.1 otrzymujemy minimalny zwarty
zbior K C C, ktory jest niezmienniczy dla §. Pokazemy, ze S zawezone
do zbioru K jest rodzing suriektywna. Niech m bedzie $rednia lewostronnie
niezmiennicza okreslona na przestrzeni LUC(S). Przy ustalonym z € K
zdefiniujmy funkcjonal ¢ : C(K) — R jako

O(f) = m(fz).

Latwo zauwazy¢, ze ¢ jest funkcjonatem cigglym oraz liniowym. Z lematu
2.3.4 wnioskujemy, ze ponadto jest on funkcjonalem dodatnim. W zwiazku
z tym, z twierdzenia Riesza-Markowa otrzymujemy miare p odpowiadajaca

temu funkcjonatowi. Okazuje sie, ze jest to miara prawdopodobienistwa:
() = [ 1= 9(1) = m(1,) = m(1) = 1.
Zauwazmy, ze dla s,r € S zachodzi
(fTo)o(r) = (JTT)(2) = (fTe)(2) = falsr) = (L fa)(r).
Stad uzywajac lewostronnej niezmienniczosci otrzymujemy
O(fTe) = m((fTe)a) = mlsfe) = m(fe) = o(f)-

Tak wiec z lematu 2.3.8 wynika, ze miara p jest niezmiennicza wzgledem 7.
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Dalej, niech A bedzie rodzinag domknietych podzbioréow A C K, dla kto-
rych p(A) = 1. Rodzina jest niepusta, poniewaz nalezy do niej K. Z lematu
2.3.7 wiemy, ze niepuste jest takze przeciecie A, ktore oznaczymy przez K.

Z faktu, ze T, jest przeksztalceniem domknietym wnosimy, ze zbidr
K, =T,K C K jest domkniety. Dlatego powotujac sie na niezmienniczos¢ p

wzgledem T mamy
p(Ey) = w7 Ky = p(T7 T K) = p(K) = 1.
i wnosimy stad, ze K nalezy do A . Dlatego
Ky C K.

Mamy rowniez Ky = K. RzeczywiScie, z ciaglodci reprezentacji zbior T, 1A
jest domkniety dla dowolnego A € A. Z pokazanej wyzej niezmienniczosci

miary p wzgledem T, mamy
(T A) = p(T,A) = 1.
Czyli T, 1A € A, a stad wynika, ze Ky C T, 1A, co daje w efekcie

Ky (T'A=T" [ A=T1,"K,
AcA AcA

czyli
T, Ky C K.

Z minimalnosci K wnioskujemy, ze K = K| i ostatecznie otrzymujemy

Ky C Ky C K =K.

Stad K = K; = T, K i z dowolnosci wyboru s wynika suriektywnosé rodziny
S na zbiorze K. m

Powyzsze twierdzenie (wraz z lematem 2.3.2) pochodzi od Lau (zob.
[LaTal, lemat 5.1).
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Rozdzial 3

Asymptotyczna regularnosé

3.1 Pojecia wstepne

Definicja 3.1.1. O nieujemnej funkcji rzeczywistej f : X2 — R powiemy,

ze rozroznia punkty (na zbiorze X ), jesli

vx,yéXf('ray) =0 = z= Y.

Rozwazanymi w matematyce niemetrycznymi przyktadami funkcji rozréz-
niajacych punkty sa metryki czesciowe (zobacz [SaVe|, [BuKo|) oraz pewne

inne mozliwe uogo6lnienia metryk, ale nie pseudometryki.

Lemat 3.1.2. Niech dana bedzie suriekcja T : X — X okreslona na pod-
zbiorze przestrzeni topologicznej. Jesl istnieje taka funkcja f rozrozniajgca

punkty na X, Ze

sup f(T" e, Thr) =% 0, (3.1)
zeX

to T jest funkcjg tozsamos$ciowg.

Dowod. Ustalmy y € X oraz € > 0. Z zalozen lematu wynika, ze wskazac

mozna naturalng liczbe n, taka ze
Veex -€ < f(T" Mz, T"z) < e.
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Z suriektywnosci T' wynika, ze istnieje takie x € X, ze T"x = y. Stad mamy

-e < f(Ty,y) < e.

Z dowolnosci € wynika f(Ty,y) = 0, a co za tym idzie Ty = y. Natomiast
dowolnos¢ y pociaga za soba T = I. O]

Warunek 3.1 przypomina znana z przestrzeni Banacha jednostajna
asymptotyczna regularnosé¢. Zacheceni otrzymanym wynikiem sprobujmy

dokona¢ uogoélnienia:

Definicja 3.1.3 (Asymptotyczna regularnosé). Niech f bedzie funkcjq roz-
rozniajgcqg punkty mna przestrzent X. Powiemy wtedy, ze przeksztatcenie
T:X — X jest:

e (punktowo) f-asymptotycznie reqularne w punkcie x € X, jesli
F(T" e, Trr) 2220,
e f-asymptotycznie reqularne, jesli jest f-asymptotycznie reqularne dla
kazdego x € X,
e jednostagnie f-asymptotycznie reqularne, jesli spetnia warunek (3.1).

Ponadto, jesli S jest rodzing przeksztatcen zbioru X, to powiemy ze S jest

uniwersalnie jednostajnie f-asymptotycznie reqularna, jesl

sup sup f(T" 1z — Tz) 2225 0.
TeS zeX

Zauwazmy, ze przyjmujac w przestrzeni Banacha
f@,y) = llz =yl

nasze definicje pokrywajg sie z klasycznymi definicjami asymptotycznej re-
gularnosci.

Kilkakrotnie bedziemy sie powolywaé¢ na nastepujacy lemat:
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Lemat 3.1.4. Niech S bedzie rodzing przeksztatcen zbioru C, T € 8,
x € C. Wtedy rodzina S jest uniwersalnie jednostajnie f-asymptotycznie
reqularna = T jest jednostajnie f-asymptotycznie reqularne =— T jest
f-asymptotycznie reqularne = T jest f-asymptotycznie reqularne w punk-

cie x.

Twierdzenie 3.1.5. Jesli przy cigglej funkcji f rodzina S C C© jest uni-
wersalnie jednostajnie f-asymptotycznie reqularna, to S - domkniecie S w
topologii produktoweyj - jest takze uniwersalnie jednostajnie f-asymptotycznie

reqularne.
Dowadd. 7 zatozen, przy ustalonym e > 0 mozemy wybrac €, i ng takie, ze
‘v’n>nOVTeg‘v’xecf(T”+1x, T'z) < ey < €.
Niech ciag uogodlniony (7,) C S ma granice T. Stad w szczegolnosei
Voo VaVeeo f (T, TM2) < €.
Po przejsciu do granicy otrzymujemy
Voo Vaeo f (T, TMx) < ¢ < e.
Tak wiec przy dowolnym e > 0 mamy nq takie, ze
Vg VregVeeo f (T o, TMx) < ¢,
co konczy dowdd. [

Lemat 3.1.6. Niech X bedzie domknietym podzbiorem przestrzeni topologicz-
nej oraz T : X — X cigglym przeksztatceniem, ktore jest f-asymptotycznie
reqularne w punkcie x € X. Niech ponadto O oznacza orbite punktu x przy
przeksztatceniu T'. Zatozmy, ze f jest ciggte. Wtedy dowolny punkt skupienia

zbioru O jest punktem statym przeksztatcenia T .

Dowdd. Niech y bedzie punktem skupienia orbity O = {T"z|n € N}. Mo-
zemy wyciagnaé¢ wiec ciag uogolniony {1"x} C O zbiezny do y. Poniewaz
f 1T sa ciggle, to

f(Ty,y) = fAm Tz, lim T z) = lim f(T" 'z, T"z) = 0.
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Stad na mocy rozrézniania punktéw przez f mamy Ty = y. O

Tak wiec jesli f-asymptotycznie regularne ciagle przeksztalcenie nie po-
siada punktéw statych, to zadna z jego orbit nie posiada punktéw skupienia
(przy zalozeniu, ze f jest ciagle).

Na koniec zauwazmy, ze w ogblnym przypadku nie mozna pozby¢ sie
zalozenia jednostajnosci z twierdzenia 3.1.2: przeksztalcenie Tx = 22 na
przedziale (0, 1) jest | - |-asymptotycznie regularna suriekcja i w oczywisty

sposob nie jest identycznoscia.

3.2 Jednostajna asymptotyczna regularnosé
Zaprezentujemy kilka przyktadéow przeksztalcen w przestrzeniach Banacha
zwigzanych z asymptotyczna regularnoscia.

Definicja 3.2.1 (Przeksztalcenie regularnie nieoddalajace). Przeksztatcenie
T : C — C okreslone na podzbiorze przestrzeni Banacha nazywamy reqularnie

nieoddalajgcym, jesl
[Tz =Ty < [lo(x —y) + Tz — Ty,
gdzie @ =1 — « i nierdwno$é zachodzi dla kazdego o € (0,1) oraz x, y € C.

Jesli chodzi o te klase przeksztalcen, znany jest nastepujacy wniosek z

twierdzenia udowodnionego przez Reicha i Shafrira [ReSh]:

Twierdzenie 3.2.2. Regularnie nieoddalajgce przeksztatcenie ograniczonego

zbioru jest asymptotycznie reqularne.

Definicja 3.2.3 (Przeksztalcenie usrednione). Niech o € (0,1) oraz C be-
dzie zbiorem wypuktym. Powiemy, ze przeksztatcenie T : C' — C' jest a-
usrednione nieoddalajgce (averaged nonexpansive), jesli istnieje takie nieod-

dalajgce przeksztatcenie S : C'— C, zZe
T =al +as.
Analogicznie definiujemy przeksztatcenie a-usrednione afiniczne.
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Dla przeksztatcen usrednionych nieoddalajgcych mamy fakt udowodniony
przez Edelsteina i O’Briena [EdODb].

Twierdzenie 3.2.4. Usrednione nieoddalajgce przeksztatcenie ograniczonego
(1 wypuktego) podzbioru przestrzeni Banacha jest jednostajnie asymptotycznie

reqularne.

3.2.1 Przeksztalcenia afiniczne

W najblizszych wyprowadzeniach przyjmujemy

<nil> - (—nl) -

Definicja 3.2.5. Mowimy, zZe funkcja rzeczywista f jest doktadnie rzedu

funkcji rzeczywistey g, jesli istniejg dodatnie state ng, c1, co, takie zZe

vn>nocl ' g(n) < f(n) <co- g(”)

Piszemy wtedy f(n) = O(g(n)). Jesli zachodzi tylko druga nieréwnosé (czyli

n) < cg-g(n)), to piszemy f(n) = O(g(n)) Jesli limnmzl, to mowimy,
f() g( )) yf() g 9(n) Yy

ze funkcje sq asymptotycznie rownowazne. Zapisujemy wtedy f(n) = g(n).
W szczegolnodci istotne beda dla nas trzy wlasnodci:

Lemat 3.2.6. Zachodzi:
e f(n) = g(n)Ag(n)=0(h(n)) = f(n)
e f(n) <g(n) Ag(n)=0O(h(n)) = f(n)
f(n)

o f(n)~ fi(n) Ag(n) = gi(n) = L0~ B

= O(h(n)),
= O(h(n)),

Lemat 3.2.7. Przyjmijmy m = |a(n+1)|. Cligg

T =71K(n) = (Z) a=Rgk,

jest niemalejgcy dla k € {—1...m} oraz nierosngcy dla k € {m...n+ 1}.
Ponadto r,, = © (ﬁ)
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Dowod. Rozwigzujac nierd6wnosé ry > rp_1 otrzymujemy
m—k+la>ka <= k<(n—an)+(l—a)=an+a=a(n+1).

Oszacujemy teraz asymptotyczne tempo wzrostu elementu r,,. Wykorzy-

stamy do tego przyblizenie Stirlinga

n n
n! =~ vV2mn <—> .
e

() == () (57)

Dlatego mamy

n n "In—m\" (nem)m
Tm = « a.
2tm(n —m) \n—m m

Zauwazmy, ze dla pewnego €, € (0, 1)

Stad

m=a(n+1)—e, =an+ o,

gdzie §,, € (—1,1) jest odpowiednio dobrane. Mamy teraz
no \" n T 1\" no\
n—-m) \an—96,) \« n— %"

1
5\ Ta
()
an
Podobnie

m _am(1+5—")m_a

an

2ol

Stad po podstawieniu i skroceniu otrzymujemy

. # 1+_5n an —é (1_’__&_%)0[71 % 1_‘_;_(3’7 on
m 2tm(n —m) an . (14 &)™ . 1+ & '
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Przyjmijmy t(n) = C,, - \/%, gdzie

i (02 ()

Zauwazmy, ze przyjmujac

()
No =max |{ —, —
a

2Rl

| 4o\
1+ )

mamy 5
+9,
a+— >0, n>ng,
n
_ o,
a+— >0,n>ng.
n
Wtedy
n ! >0,n>
P , n no.
ni=2) " @5 (o= %)
Co wiecej,
1+ —=>0,n>no.

an
Widzimy stad, ze kazdy czynnik iloczynu wystepujacy we wzorze na C,, ma
dodatnie infimum (gdy n > ng). Poniewaz infimum iloczynu jest nie mniejsze
od iloczynu infiméw, mamy

c = inf C, > 0.

n>no
Ponadto kazdy z czynnikow iloczynu jest ograniczony, albo dlatego, ze po-
siada granice, albo dlatego, ze mozna go ograniczy¢ z géry przez ciagg posia-

dajacy granice, co wynika z ponizszych nieréwnosci:

:I:(Sn an 1 omn -
<1+ ) <(1—|——> oo, e,

an an
+6,\°" +8, nooo

(1 + ) <1+ LimaNy
an an

Dlatego mamy skoriczong stala

co = sup C,.
n>ngo
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Ponadto oczywiscie ¢; < C,, < co. PokazaliSmy wiec istnienie miejsca ng i

dwoch dodatnich statych ¢y, co, przy ktorych dla kazdego n > ny zachodzi

1 1
C1- _St(n>§02 —.
n n

Tak wiec wykazalismy, ze t(n) jest doktadnie rzedu @(\/%) Skoro 1, &~ t(n),
pociaga to takze r,, = @(\/%) O
Lemat 3.2.8. Przy afinicznym przeksztatceniu S przyjmijmy

T =oaol+as.

Wtedy
" /n
T" — (n—k:)—ksk‘
> (3 )ova
k=0
Dowdd. Dla n = 1, przyjmujac S° = I, widzimy ze teza zachodzi. Zalézmy

wiec, ze zachodzi

—_

n—

-1 (” ; 1) on—1-k)mk ok
0

=
Il

Oczywiscie zachodzi
T"=T(T" ") = (al +a@S)(T" ") = aT™ ' +asS(T" ).

Stad po wykorzystaniu zatozenia indukcyjnego otrzymujemy

n—1 n—1
™ — o Z (n ; 1) a(n—l—k)aksk + ESZ (n ; 1) a(n—l—k)aksk _ (*)

k=0 k=0
Zauwazmy, ze w drugim czynniku sumy mozemy wejsé z .S pod znak sumy;,

gdyz mamy do czynienia z kombinacja afiniczna:

u —1
> (n L )o%"—l—’“)a’f =(a+a)" =1

k=0

Otrzymujemy zatem

n—1 n—1
n—1\ _p_ n—1\ 1 p—
(*) = E ( I )Oz( Mak Sk 4 E ( f )04( RGED GEHD = (4x).
k=0 k=0
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Reszta przebiega jak klasyczny dowodd na rozwiniecie dwumianu Newtona:

(54) = (n ; 1) a—Rgkgk 4 Z (:: D o =Rk gk
k=1

n—1 " /n—1
(n—k)=k ok (n—k)=k ok
i )a a’sS +,§:0 (k—l)a a’s

n—1 n—1
(n—k)—=k ok
( k )*(k—lﬂ“ “o

]

O przeksztatceniu T': C' — C powiemy ze posiada wspoélnie ograniczone

potegi (ang. Power Bounded), jesli istnieje stata M > 0 taka, ze
Vnensup |[|[T"z|| < M.
zeC

Oczywiscie, jesli przeksztalcenie jest zdefiniowane na ograniczonym zbiorze,

to posiada ono wspolnie ograniczone potegi.

Twierdzenie 3.2.9. Jesli S jest afinicznym przeksztatceniem wypuktego pod-
zbioru unormowanej przestrzeni lintowej posiadajgcym dodatkowo wspdlnie
ograniczone potegi, to przeksztatcenie usrednione T' = ol +aS jest jednostaj-

nie asymptotycznie reqularne.

Dowod. Mamy

T =TT" = (al +@S)T" = oT" + aST".
Odejmujac stronami otrzymujemy

™ T =al™ —aST" = a(T" — ST").

Przyjmujac r; tak jak w lemacie 3.2.7 zauwazmy, ze

n+1

ST = irkSk“ = Zr,Hs’f.
k=0 k=0
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Stad

n n+1 n+1
—ST" = ZTkSk - Zrk_lSk = ZskSk,
k=0 k=0 k=0
gdzie s = rp — rg_1. 7 lematu 3.2.7 wynika, ze s; jest nieujemne dla

k € {0,...,m}. Wykorzystujac relacje sx + Sg11 = g1 — Tk—1 widzimy,

ze suma zwija sie teleskopowo:

m
E Sk = T'm-
k=0

Pozostale sktadniki sumy sg ujemne i podobnie

n+1 n+1
Z |sk| = Z Skl = |=Tm| = rm.
k=m+1 k=m+1
Z wypuklosci C' wynika, ze dla kazdego x € C,
s

Z “kGhy = 2y (x) € C,

=0 '™

Z RSk = 2y(z) € C.

T'm
k=m+1

Natomiast ze wspolnego ograniczenia poteg przeksztatcenia S,

m

sup ||z (x Z -sup || S*z|| < M - Z@ < 0.

zeC k=0 'm = =0 T'm

Analogicznie dla sup, o ||z2(2)|| 1 stad

n+1

sup [|z1(z) — @2()|| < sup(f|lz1(z)|| + [[z2(2)]]) = M - Z
zeC zeC

|Sk|

2M.
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Zauwazmy (wykorzystujac ponownie lemat 3.2.7 oraz lemat 3.2.6)

sup ||Tn(x) . TnJrl(iIZ')H — HTn o Tn+1||
zeC

n+1
=a|T" - ST"| =a | sS*
k=0
m s n+1 |S|
—= 2k gk _ 12kl gk
R DOE T
k=0 k=m+1
=0Ty - sup [|21(x) — z2(2)|
zeC
_ L\ &
gow'rm'QM:O( —>—>0.
n

Tym sposobem rzeczywiscie otrzymalismy jednostajnag asymptotycznag re-

gularnos¢ przeksztatcenia 7. ]

Zauwazmy, ze w dowodzie nie mozemy notacji duzego O zastapi¢ notacja
©, gdyz nie wskazaliSmy ograniczenia wyrazenia sup,. ||z1(z) — z2(z)|| od

dotu przez stala. Niemniej jednak

Uwaga 3.2.10. Ponicwaz jak wiadomo kazde lintiowe przeksztatcenie jest afi-

niczne, twierdzenie 3.2.9 potwierdza hipoteze postawiong przez Xu i+ Yamade
w [XuYa/[Remark 3] mowigcq, Ze

sup HT"“% — T"x” =0 ( l) .
zeC n

Uwaga 3.2.11. Tuwierdzenie nie jest prawdziwe bez zatozenia o wspdlnym
ograniczeniu poteq przeksztatcenia S. Rzeczywiscie, dla afinicznego S =k -1

przy k > 1 mamy
T=al+aS=(1+ak)l=t 1
Widzimy, ze t > 1. Dlatego
sup |7 e — T || = sup |t e — || =" sup |- z|| = oo.
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3.3 Uniwersalnie jednostajna asymptotyczna

regularnosé

Lemat 3.3.1. Niech S bedzie pewng rodzing przeksztatcen podzbioru C' prze-
strzent Banacha E. Dalej, dla danego A C E niech A* bedzie rodzing wszyst-

kich ograniczonych odwzorowan ze zbioru C w A:

A*={T € A . ||T||, < oo},

gdzie |||, jest standardowq normg supremum®. Zdefiniugmy takze rodzine

wszystkich ograniczonych odwzorowan z S w A*:
A = (f € (A1 £y < oo},

gdzie
£l = sup | F(T)], -
TeS

Wtedy:

o E* jest przestrzeniq Banacha (rozpatrujemy E* i E* jako przestrzenie

lintowe z dodawaniem funkcji i mnozeniem funkcji przez liczbe),

C* C E*,

jesli C' jest ograniczone, to takie C* jest ograniczone,

jesli C' jest wypukte, to takie C* jest wypukte,

jesli C' jest ograniczone, to odwzorowanie i : § — C* dane wzorem

’L(T) =le, TES

jest poprawnie zdefiniowane i nalezy do C*.

1 Zwroémy uwage, ze uzyto tutaj symbolu *, a nie standardowego oznaczenia dla prze-

strzeni dualnych, to jest *.
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Dowdd. Zbiér E* jest przestrzeniag Banacha, poniewaz E* jest przestrzenia
Banacha, poniewaz E jest przestrzenia Banacha. Takze C* C E*, gdyz
C* C E*, gdyz C C E. Z podobnego laiicucha zaleznosci wynika, ze C*

dziedziczy ograniczono$é po C'

Veeo ||z]] < M = Vpeer Sug ITz|| < M = Vyeer [T, <M
S

= Vres [Tll, < M = Vyeox sup [IF(T)], < M
G *

g vfeC"f Hf“* < M.

Jesli C' jest zbiorem wypuktym, to zbiér C* jest zamkniety na kombinacje
wypukle, wiec sam jest wypukly. Na tej samej zasadzie zbior C* jest takze
wypukty.

Odwzorowanie ¢ jest poprawnie zdefiniowane, gdyz I € C*:
el = sup [[Io(z)]| = sup €' < occ.
zeC
Teraz i € C*, poniewaz
lilly = sup [[((T)], = sup [[le]l, = [[Ie]|, < oo
TeS TeS
O

Lemat 3.3.2. Dia ograniczonego zbioru C operacje F : C* — C* zdefi-
niujmy nastepujgco: dla f € C* wartosé F(f) bedzie odwzorowaniem opisa-
nym wzorem

S>T—To f(T).
Wtedy dla i zdefintowanego jak w poprzednim lemacie zachodzi
[F*"(O)(T)=T",T € S. (3.2)
Ponadto, przy a € (0,1) dla
F, = allgx +af,
T, = ol +aT
zachodzi
FEG)(T) = T (3.3)

«
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Dowdd. Zauwazmy, 7e wzor (3.2) zachodzi dla n = 1:
FGi)T)=Toi(T)=Tolx=T.
Ponadto réwnosé
[FP@)T) = [FE(@)(T) =T o ([F"(0))(T)) =T

jest prawdziwa przy zalozeniu indukcyjnym [F™(:)](T) = T™. Dowodzi to
prawdziwosci pierwszej czesci lematu.

Jesli chodzi o druga czesé - to jest rownanie (3.3) - jest ono prawdziwe
dla n = 1:

F,(i)(T) = ai(T) +aF(i)(T) = ole +al =1T,.
Zatozmy [F™(i)|(T) = T 1 stad
[Fa ONT) = [FaFy ()|(T) = [(alew +@F) FL(D)(T)
=[odex F (1) + @F F (4)|(T)
= aflex FE(O)(T) + alF Fy (1))(T)
= allex ([F5(O)(T)) +aT([F5 (D](T))
=aolcT? +alT) = (ale +aT)Ty
— T, =T,
co konczy dowdd. O]

Twierdzenie 3.3.3. Rodzina S wszystkich reqularnie nieoddalajgcych prze-
ksztatceri ograniczonego podzbioru C' przestrzeni Banacha E jest uniwersalnie

jednostagnie f-asymptotycznie reqularna.

Dowaod. Niech operacja F' oraz odwzorowanie ¢ beda takie jak w lemacie
3.3.2. Latwo stwierdzi¢, ze regularne nieoddalanie przeksztatcen z S impli-

kuje regularne nieoddalanie operacji F"
1E () = F(g)lly = sup 7o £(T) = To g(T)],
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= supsup [T(F(T)(@)) = T(g(T)(@))]

< supsup [la [f(T)(z) — g(T)(2)] + @[T (f(T)(x)) = T(g(T)(x))]l

TeS zeC

= sup fla[f(T) —g(M)] +alT'o f(T) =T o g(D],
= lle(f —g) +a(F(f) = F(g)llx -
Z lematu 3.3.1 wynika, ze C* jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni Ba-

nacha. Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie 3.2.2 - operacja F' jest asymp-

totycznie regularna:
lim | () — F(f)]], =0, [ € C*.
Wtedy w szczegolnosci

0 = lim || (i) — F" (i),

= lim sup H [E"HH@)(T) — [Fn@](T)”*

n TeS

= lim sup sup HT”H(JL') — Tn(ﬂﬂ)H )
n TeS zeC

co konczy dowdd. O]

Nadmieni¢ nalezy, ze idea powyzszego dowodu pochodzi od Goebla i

Kirka. Udowodnili oni w ten sposéb nastepujacy fakt:

Twierdzenie 3.3.4. Niech S bedzie rodzing wszystkich nieoddalajgcych prze-
ksztatcen ograniczonego (i wypuktego) podzbioru C' przestrzeni Banacha. Przy

ustalonym o € (0,1) i T, zdefiniowanym jako oll + @T', rodzina
S, ={T,:T € S}
jest uniwersalnie jednostajnie f-asymptotycznie reqularna.

Dowaod. Dowdd przebiega analogicznie, F' oraz ¢ bierzemy takie same jak w
lemacie 3.3.2. Majac na uwadze, ze S tym razem sklada sie z przeksztalcen

nieoddalajacych stwierdzamy, ze operacja F' jest nieoddalajaca:

IF(f) = F(9)lly = sup|IT'e £(T) = T o g(T)],

< sup [[f(T) = g(T)ll, = [If = gllx -

TeS
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Zdefiniujmy operacje
Fa = Oé]Ic* + aF.

Jest to przeksztatcenie usrednione nieoddalajace na zbiorze wypuktym i ogra-
niczonym (lemat 3.3.1), wiec mozemy zastosowa¢ twierdzenie 3.2.4 (wraz z
obserwacja 3.1.4) i otrzyma¢ asymptotyczna regularnosé F,. Uzywajac teraz

lematu 3.3.2, mamy
0 = lim [|F2() = F2(0)]
— timsup | [ ()(T) ~ [F2(0)(T)|

= lim sup HTCZZ+1 —T;‘H*
" To€Sa

=lim sup sup ||T7F!(z) — T (2)||-
" Ta€Sq el

*

Czyli rodzina S, jest rzeczywiscie uniwersalnie jednostajnie asymptotycznie

regularna. O]

Proba zastosowania podanego schematu dowodzenia do przeksztatceni afi-

nicznych takze okazuje sie byé¢ owocna.

Twierdzenie 3.3.5. Niech S bedzie rodzing wszystkich afinicznych prze-
ksztatcen ograniczonego (i wypuktego) podzbioru C przestrzeni Banacha.

Wtedy przy ustalonym o € (0,1) rodzina
So={T,:T €S}
jest uniwersalnie jednostajnie asymptotycznie reqularna.
Dowadd. Definiujemy F' i F, jak wczesniej. Operacja F' jest afiniczna:
Flaf +ag)(T) =T o [(of +ag)(T)]
—T o [af(T) +ag(T)]
=Tolaf(T)]+T ofag(T)]
—a[T o f(T)] +alT o g(T)]
=aF(f)(T) +akF(g)(T)
=[aF (H)(T) +aF(g)I(T).
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Zbior C* spelnia zalozenia twierdzenia 3.2.9. Stad operacja F, jest asymp-
totycznie regularna i uzyskujemy dowod uniwersalnej jednostajnej asympto-

tycznej regularnodci w taki sam sposoéb jak poprzednio. O

Uwaga 3.3.6. Niech ® reprezentuje klase* wszystkich przeksztatcen posiada-
jacych pewng wtasno$é. Udowodnione przez nas twierdzenia pokazujq, ze ist-
niejg pewne wtasnosci (mianowicie reqularne nieoddalanie, usrednione nieod-
dalanie, usredniona afiniczno$é) rodziny S, ktdre przenoszq sie na zbudowane
— wraz ze zbiorem C* — na bazie tej rodziny przeksztatcenie F : C* — CO*.

Mozna wyrazi¢ to za pomocq formuty
VresT € ® — Fed.
Zauwazmy, ze twierdzenie 3.3.5 mozna rozszerzyc.

Twierdzenie 3.3.7. Niech S bedzie rodzing wszystkich afinicznych prze-
ksztatcen ograniczonego i wypuktego podzbioru przestrzeni Banacha C. Wtedy

rodzina

S<;71):{C¥H+5T:T€S/\Oé€ <%, 1)}

jest unitwersalnie jednostajnie asymptotycznie reqularna.

Dowaod. Niech S = al + a7 oraz T : C' — C bedzie przeksztalceniem afi-
nicznym. Przyjmijmy 8 = 2a — 1. Definiujac S’ = BI + ST widzimy, ze
S": C — C jest przeksztalceniem afinicznym. Ponadto zachodzi
S = 1(]I + 5.
2
Wiec S jest przeksztalceniem %—uérednionym afinicznym, a stad S (31) = S

1.

2

Teraz wystarczy wykorzystaé¢ twierdzenie 3.3.5. [
Analogicznie mamy dla wyniku Goebla i Kirka:

Twierdzenie 3.3.8. Rodzina wszystkich a-usrednionych nieoddalajgcych
przeksztatcen ograniczonego i wypuktego podzbioru przestrzeni Banacha, gdzie
a przebiega zbior <%, 1), jest uniwersalnie jednostajnie asymptotycznie requ-

larna.

2Mamy tu na my$li teoriomnogoéciowe uogélnienie pojecia zbioru.
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Na koniec zauwazmy, ze jesli istnialoby o € (0, %) takie, ze S, C S<%71)
to twierdzenia 3.3.7 i 3.3.8 mozna by automatycznie rozszerzy¢ do zbioru
{a}U <%, 1). Niemniej jednak tatwo stwierdzi¢, ze takie o nie istnieja. Oczy-
widcie nie znaczy to, ze wspominanych twierdzen nie mozna dalej uogdélnic;
pokazuje jednak, ze jesli jest to mozliwe to potrzebne sa inne techniki dowo-

dowe.

3.4 'Twierdzenia o punktach statych

Przestrzenie topologiczne

Z lematu 3.1.6 wynika twierdzenie, ktore nasuwa skojarzenia z twierdzeniami
Brouwera, Schaudera, czy Schaudera-Tychonowa, z tym, ze jest wystowione
dla przestrzeni ogolniejszej, bez struktury liniowej, w ktorej nie mozna wiec

zdefiniowaé¢ wypuktosci.

Twierdzenie 3.4.1. (iggle przeksztatcenie T' zbioru zwartego C', ktore dla
pewnej ciggtej funkcji f rozrozniajgcej punkty na C' jest (przynajmniej punk-

towo) f-asymptotycznie reqularne, posiada punkt staly.

Silniejsza, jednostajna f-asymptotyczna regularnos¢ pozwala otrzymaé
wyniki dla rodzin przeksztatcen. Co ciekawe, w takim przypadku ciaglosé f

nie bedzie wymagana.

Twierdzenie 3.4.2. Dowolna rodzina S jednostajnie f-asymptotycznie re-
gularnych przeksztatcen o wtasnosci (SC), okreslonych na zbiorze zwartym,

posiada wspolny punkt statly.

Dowdd. Niech C' bedzie zbiorem, na ktéorym elementy naszej rodziny stajg
sie suriekcjami. Wtedy dla kazdego przeksztalcenia z S zastosowaé¢ mozna

osobno lemat 3.1.2, z czego juz wynika teza twierdzenia. O

Zauwazmy, ze dowod twierdzenia dopuszcza, zeby kazde przeksztatce-
nie T' € § posiadato swoja funkcje fr, ktora spowoduje jednostajna fr-

asymptotyczng regularnosé T'.
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Mamy przydatny wariant dla polgrup przeksztatcen, w ktorych nieko-
niecznie wszystkie przeksztalcenia sa jednostajnie f-asymptotycznie regu-

larne. Sformutujmy go w sposoéb przypominajacy lemat 2.1.1.

Lemat 3.4.3. Dowolna pétgrupa S generowana przez rodzine A jednostajnie
f-asymptotycznie reqularnych przeksztatcen o wtasnosci (SC) posiada naste-

pujgcg wtasnosé:

Dla dowolnego zbioru zwartego, ktory jest niezmienniczy dla S, rodzina

S posiada punkt staty na tym zbiorze.

Dowod. 7 twierdzenia 3.4.2 wynika, ze istnieje niepusty zbiér C', na ktérym
elementy A staja sie identyczno$ciami. Poniewaz kazdy element z S jest

ztozeniem skonczonej ilosci elementow z A, wnioskujemy
0 #C C FixS.
O

Zauwazmy, ze majac twierdzenie o istnieniu punktu statego dla komutu-
jacej rodziny przeksztalcen zbioru zwartego wystarczy, ze dla danej rodziny
wykazemy komutowanie w jednym punkcie (patrz definicja 2.1.2). Ow sche-

mat rozumowania zaprezentujemy wykorzystujac twierdzenie 3.4.2:

Twierdzenie 3.4.4. Dowolna rodzina jednostajnie f-asymptotycznie requ-
larnych cigglych przeksztatcen zwartego zbioru, ktore komutujq przynajmniej

w jednym miejscu posiada wspolny punkt staty.

Dowadd. Niech S oraz C' beda odpowiednio rodzina i zbiorem o ktérych mowa
w lemacie. Zbior A = v(S) jest domknietym podzbiorem zwartego zbioru
C, wiec sam jest zwarty. Ponadto rodzina & komutuje na A, wykorzystujac

zatem twierdzenie 3.4.2 mamy wspoélny punkt staty. ]

Przestrzenie Banacha

Ponizsze twierdzenia sa szczegdlnymi przypadkami wystowionych wyzej bar-

dziej abstrakcyjnych wersji.
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Whiosek 3.4.5. Regularnie nieoddalajgce przeksztatcenie T ograniczonego
podzbioru C' przestrzeni Banacha posiada punkt staty na kazdym zbiorze, na

ktorym staje sie suriekcjq.

Dowdd. 7 twierdzenia 3.3.3 (wraz z lematem 3.1.4) wynika, ze T jest jedno-
stajnie asymptotycznie regularne na C'. Niech T bedzie suriekcja na A C C.
Stad z 3.1.2 otrzymujemy zadany wynik. O]

Whniosek 3.4.6. Usrednione nieoddalajgce przeksztatcenie T' ograniczonego i
wypuktego podzbioru C przestrzeni Banacha posiada punkt staty na kazdym

zbiorze, na ktorym staje sie suriekcjq.

Dowod. Dowdd przebiega analogicznie, z tym, ze uzywamy twierdzenia 3.3.4

zamiast 3.3.3. Albo bezposrednio twierdzenia 3.2.4. O
Podobnie z twierdzenia 3.2.9 mamy tez

Whiosek 3.4.7. Usrednione afiniczne przeksztatcenie T ograniczonego i wy-
puktego podzbioru C' przestrzeni Banacha posiada punkt staty na kazdym zbio-

rze, na ktorym staje sie suriekcjq.
Teraz mozemy uogodlni¢ to na rodziny przeksztatcen.

Twierdzenie 3.4.8. Niech w przestrzeni Banacha S bedzie rodzing genero-

wang przez:
o reqularnie nieoddalajgce przeksztatcenia ograniczonego zbioru,

e usrednione mnieoddalajgce przeksztatcenia ograniczonego 1 wypuktego

zbioru,
e usrednione afiniczne przeksztatcenia ograniczonego i wypuktego zbioru,

o przeksztatcenia z powyzszych trzech rodzin ograniczonego i wypuktego

zbioru.

Wtedy rodzina S posiada punkt staty na kazdym zbiorze, na ktorym staje sie

rodzing suriekcyi.
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Dowod. Prawdziwosé twierdzenia otrzymujemy stosujac jeden z wyzej udo-

wodnionych wnioskow oddzielnie do kazdego z przeksztalcen z S. [
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Rozdzial 4

Retrakcje

4.1 Pojecia wstepne

Definicja 4.1.1 (Idempotent). Niech A C B C C. Przeksztatcenie

R : C — B nazwiemy idempotentem na zbior A, jesli
RC = A = FizR.

Zbior A nazwiemy retraktem C', jesli istnieje idempotent R na A, ktory jest
przeksztatceniem cigglym (retrakcjg) w danej topologii. Jesli dodatkowo R
jest nieoddalajgce, afiniczne, itd., to mowimy o retrakcji/retrakcie nieoddala-

jacym, afinicznym, itd.

Przyjmujemy, ze jesli nie jest powiedziane wprost na jaki zbiér mamy
idempotent (retrakcje), to jest to idempotent (retrakcja) na wskazana prze-
ciwdziedzine. Ponadto jesli chcemy wskaza¢ konkretng topologie 7, w ktorej
retrakcja jest ciagta, powiemy o 7-retrakcji. Tak wiec przyktadowo staba
afiniczna retrakcja R : C' — A jest to slabo ciagle, afiniczne przeksztatcenie,
idempotentne na zbiorze A.

Ponizszy lemat okaze sie przydatnym narzedziem.

Lemat 4.1.2. Niech dany bedzie uogdlniony cigg (Ry)a przeksztatcen
R, : C — C, gdzie C jest zwarte. Wtedy istnieje subtelniejszy cigg uogol-
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niony (R, ), oraz takie R : C' — C, Ze zachodzi
Rr = 7-lim R, .
Y

Dowdd. 7 twierdzenia Tychonowa wynika, ze CC jest zwarte w topologii
produktowej. Poniewaz (R,), C CY, to istnieje subtelniejszy od niego ciag

uogélniony (R, ), ktory jest zbiezny. Mozemy zdefiniowac
R=IlmR,, € C.
vy

Powyzsza granica powinna by¢ rozumiana jako wzigta w topologii produkto-
wej. Traktujac aplikacje R do x € (' jako projekcje na z-ta wspolrzedna i

wiedzac, ze takie projekcje sa ciagle w topologii produktowej otrzymujemy

Rz =1lim R, .
v

Od Brucka (|Br2||Twierdzenie 3]) pochodzi nastepujace’

Twierdzenie 4.1.3. Niech na przestrzeni topologicznej C' bedzie dana pot-
grupa przeksztatcen S (niekoniecznie semitopologiczna w topologii C'). Za-
tozmy, ze S jest zwarte w topologii produktowej oraz posiada nastepujgcg

wtasnosé:

(FP) Kazdy domkniety podzbior C, ktory jest niezmienniczy dla S zawiera
punkt staty rodziny S.

Wtedy istnieje w S idempotent R : C' — FixS.

4.2 Jednostajna asymptotyczna regularno$é¢ a

retrakcje

Wyprowadzmy bardziej przystepna dla nas wersje twierdzenia Brucka.

1Zwroémy uwage, ze to co Bruck nazywa retrakcja, u nas nazywa si¢ idempotentem.
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Whiosek 4.2.1. Niech S bedzie potgrupg ciggtych przeksztatcen zwartej prze-
strzeni topologicznej C' o wlasnosci (FP). Wtedy istnieje w S idempotent
R:C — FizS.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli S,T € S, to wtedy istnieja ciagi uogélnione
(Sa)aen, (Ty)yer takie, ze S = 7-lim, S, i T' = 7-lim, S,. Zauwazmy, ze

przy ustalonym o € A mamy (S,7%).er C S. Z ciaglosci S, wynika, ze
S> lim ST, = Sy im 7, = ST
Stad (SuT)aes C S i znowu
S§=83lmS,T=SoT.

Stad S ma strukture polgrupy. Poniewaz jest takze domknietym podzbiorem
zwartego zbioru C'¢, mozemy zastosowa¢ twierdzenie Brucka, zeby otrzymac

idempotent R : C — FizS, ktory nalezy do S. Poniewaz
r€FizS —= Tywx=0 — Ter==x

to z dowolnosci wyboru T € S wynika FizS C FixzS. Przy oczywistej
inkluzji w druga strone wnioskujemy, ze R jest rzeczywiscie idempotentem
na FixS. O

Stad mamy

Lemat 4.2.2. Niech potgrupa S ciggtych jednostajnie f-asymptotycznie re-
gularnych przeksztatcen zwartego zbioru C posiada wtasnosé (SC). Wtedy

istnieje w S idempotent R : C — FixS.

Dowadd. Niech domkniety zbior A C C' bedzie niezmienniczy dla §. Wtedy
A jest tez zwarte. Z wlasnosci (SC) wnioskujemy wiec, ze istnieje zwarty
podzbiér B C A, na ktérym S jest suriekcja. 7 3.1.2 wnioskujemy wiec, ze
A zawiera punkt staly S. Dowolnosé wyboru A gwarantuje, ze C' posiada
wlasnos¢ (FP). Oczywiscie reszta zatozen wniosku 4.2.1 jest tez spelniona,

wiec teza lematu rzeczywiscie zachodzi. [

Pokazemy warunek wystarczajacy do tego, zeby tak powstaly idempotent

byt retrakcja.
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Rownocigglosé

Definicja 4.2.3 (Przeksztalcenia jednakowo ciagte). Niech C' bedzie prze-
strzenig lintowo-topologiczng. Powiemy, ze przeksztatcenia S zbioru C sg

jednakowo ciggte (lub réwnociggte) na C, jesli
V$ECVVETOHU€TOVT€SvyECx -y el = Tz — Ty eV.

Przez 1y oznaczamy otoczenia zera danej przestrzeni. Oczywiscie jedna-

kowa ciagtos¢ implikuje zwykla ciagltosé.

Lemat 4.2.4. W przestrzeni liniowo-topologicznej punktowa granica ciggu

uogolnionego przeksztatcen jednakowo ciggtych jest przeksztatceniem cigglym.

Dowdd. Niech (T,), bedzie ciagiem uogoélnionym przeksztatceri jednakowo
ciagtych z granica T. Przy dowolnym x € C oraz V € 7y obierzmy B € 7
takie, ze B C V (patrz lemat 1.3.2). Mamy wtedy U € 7, takie, ze dla
kazdego «

r—yel = Tyx—-TyeEDB.

Stad przechodzac do granicy otrzymujemy

r—yelU = Ta—TyeBCV.

Dlatego mamy nastepujacy wariant lematu 4.2.2:

Twierdzenie 4.2.5. Niech potgrupa S przeksztalcen zwartego podzbioru C
przestrzeni lintowo-topologicznes, ktore sq jednostajnie f-asymptotycznie re-
gularne i jednakowo ciggte posiada wtasnosé (SC). Wtedy istnieje retrakcja
R:C — FixS, ktéra nalezy do S.

Poniewaz dalej zajmowaé sie bedziemy przeksztalceniami afinicznymi,

istotna dla nas okaze sie ponizsza wtasnosé:

Lemat 4.2.6. Niech A bedzie rodzing przeksztatcen jednakowo ciggltych na
przestrzeni lintowo-topologicznej C'. Wtedy A, rodzina wszystkich kombinacyi

wypuktych elementow rodziny A, jest takze jednakowo ciggta.
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Dowadd. Wezmy dowolne V € 19 iz € C. Z réwnociagtosci rodziny A mamy

otoczenie zera U, takie ze
VreaVyect —y €U = To —TycV.

Wybierzmy dowolny element fl, to jest dowolng kombinacje wypukta
T = Z CYka
k=1
elementéw rodziny A. Jesli z —y € U, to

Tx — Ty = Zak(TkI — Tky) S Zakv =V.
k=1

k=1
Podsumowujac, przy dowolnym otoczeniu zera V' i punkcie x wskazaliSmy

otoczenie zera U takie, ze
ViciVyecx —y €U = Tx—TyEV.

Tak wiec jednakowa cigglosé A zostala dowiedziona. O]

Retrakcja dla przeksztalcen afinicznych

Lemat 4.2.7. Granica uogdlnionego ciggu afinicznych przeksztatcen jest

przeksztatceniem afinicznym.
Dowdd. Dla z,y € C; A € (0,1) mamy
TQx+Xw:d?ﬂgﬂx+&0:hykﬂw+thBy:ATx+Xﬂ;
O

Lemat 4.2.8. Niech § bedzie rodzing przeksztatcen afinicznych. Wtedy dla

dowolnego a € (0, 1), pdtgrupa S generowana przez usredniong rodzine
S={al+aTl:TeS}

jest potgrupg przeksztatcen afinicznych. Ponadto, jesli rodzina S komutuje,

to komutuje takze S.
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Dowdd. Dowdd przeprowadzi¢ mozna przez indukcje. Opiera sie on przede
wszystkim na tym, ze dla T, S € 8, zlozenie TS jest przeksztalceniem afi-
nicznym. Rzeczywiscie, przyjmijmy T = ol + @T i analogicznie dla S.

Wtedy

TSz + Ay) = (1 + a@S + aaT +a*TS)(Ar + \y) =

Ma?r + aaSz + aaTx + @°TSx) + Moy + aaSy + aaTy + a*TSy) =
ASTx + \STy.
Natomiast, jesli chodzi o przemiennos¢ zauwazmy, ze dowolne dwa prze-

ksztatcenia z S komutuja:
TS =(al+aT)S = aS +aTl'S = alal +as) + aT (ol + as)
=’ + aaS + aal +a*TS = o*1 + aaTl + aasS + a*ST
=a(al+aT) +aS(al +aT) = oT +a@ST = ST.

Teraz wystarczy zauwazy¢ ze kazde przeksztalcenie z S jest ztozeniem

skonczonej ilosci przeksztalcen z S:

!

T == Tl 1y
S =5...5m.

Pokazujemy, ze T8 jest afiniczne i przemienne przeprowadzajac dowodd in-

dukcyjny ze wzgledu na n =1 + m. ]

Lemat 4.2.9. Niech S bedzie potgrupg jednakowo ciggtych, afinicznych prze-
ksztatcen. Wtedy dla dowolnego o € (0,1), pétgrupa S generowana przez
uSredniong rodzine

S={al+al:Tc S}
jest rownociggta.

Dowdd. 7 lematu 4.2.6 wnioskujemy, ze wszystkie kombinacje wypukte ele-
mentéw rodziny S sa jednakowo ciaggte. Dlatego wystarczy pokazaé, ze do-

wolne przeksztalcenie 7' € S jest kombinacja wypukla elementéow rodziny S.
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Oczywiscie T jest ztozeniem pewnej ilosci, powiedzmy n przeksztalcen z S.
Gdy n = 1, to widzimy wprost, ze nasze zalozenie jest prawda. Zalézmy, ze

teza indukcyjna jest prawdziwa dla pewnego n, to jest przeksztalcenie

mozna przedstawi¢ jako pewng kombinacje wypukta przeksztatcen z S:

T = zm: OékSk.
k=1

Wtedy dla Tjppy = ol +a@ T, 1 € S mamy

Z OékSk> Tn+1 = Z CkaanH
k= k=1

1

TTnJrl

m 2m

Z ap(aSy +@SiTh41) = Z BrSk,
k=1 k=1
gdzie S, = Si_Th dlak >m i

apa, 1 <k<m,
B = B
Qp_ma, m <k <2m.

Poniewaz S jest polgrupa, wszystkie Sy naleza do S. Ponadto proste rachunki
pokazuja, ze mamy do czynienia z kombinacjg wypukta. Koriczy to dowdd

indukcyjny. O]

Gdybys$my pomineli zatozenie o tym, ze S jest potgrupa, lemat przestatby
by¢ prawdziwy. Rzeczywiscie, niech dla ¢ > 1 dane bedzie przeksztatcenie
liniowe

Tr =cx, x € R.

Zauwazmy
| Thx — T*y| = Flz —y|, k € N.

k

Poniewaz c” rosnie nieograniczenie, widzimy stad, ze warunek réwnociagtosci

nie moze by¢ spetniony dla potgrupy {T% : k € N} poteg przeksztatcenia T
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Twierdzenie 4.2.10. Niech S bedzie przemienng rodzing T-ciggtych, afi-
nicznych przeksztatcen wypuktego, T-zwartego i ograniczonego podzbioru C
przestrzeni unormowanej takiego, ze C' jest przestrzeniq liniowo-topologiczng
w topologii T. Wtedy istnieje afiniczny idempotent R : C' — FixS. Jesl
ponadto elementy S sq T-rownociggte, a S ma strukture potgrupy, to R jest

T-retrakcjq.
Dowdd. Niech przy a € (0,1)
S={al+aT:TecS}.

Chcieliby$my zastosowaé lemat 4.2.2, ale poniewaz S nie musi by¢ potgrupa,

wezmiemy S, polgrupe generowang przez S. Przeksztalcenia z S:
e sa ciagte,
e komutuja,
e sa afiniczne.

Ciaglosé jest oczywista, pozostale dwie wlasnosci wynikaja z lematu 4.2.8.
W takim razie elementy potgrupy S sa jednostajnie asymptotycznie regularne
(twierdzenie 3.2.9) i & ma wlasnoé¢ (SC) (twierdzenie 2.1.1), wiec na mocy
lematu 4.2.2 istnieje idempotent R lezacy w domknieciu potgrupy S. W
zwigzku z tym, ze R jest granica pewnego ciaggu uogbdlnionego (Ta) cS
afinicznych przeksztatcen, z lematu 4.2.7 mamy afinicznosé¢ R.

Zeby udowodni¢ druga czesé¢ lematu, zalozmy rownocigglosé S i prayj-

mijmy, ze ma strukture poétgrupy. Wtedy zachodzi ciag implikacji:
e 7 lematu 4.2.9 wynika, ze potgrupa S jest réwnociaggla,
e 7 lematu 4.2.4 wynika, ze przeksztalcenie R jest ciagte.

Ostatni punkt koriczy dowdd, gdyz R jako ciagly idempotent jest retrakcja.
[
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Jest to uogoélnienie twierdzenie Markowa-Kakutaniego, gdyz moéwi nie
tylko o tym, ze FixS # (), ale poprzez R okresla tez jego strukture. Pierwszy

raz dowod przedstawiony zostal w [BoWi2|.

Whniosek 4.2.11. Niech S bedzie przemienng rodzing ciggtych afinicznych
przeksztatcenn wypuktego, stabo zwartego podzbioru przestrzeni Banacha.
Wtedy istnieje afiniczny idempotent R : C' — FixS. Ponadto, jesli S jest
potgrupg stabo lub silnie jednakowo ciqglych przeksztatcen, to R jest silnie
ciggte.

Dowdd. Zauwazmy, ze ([Kra|[Wniosek 6]):

e domkniete i wypukte zbiory sa stabo domkniete,

e dla afinicznych przeksztalcen na C: silna cigglo$¢é <= staba cigglosé.

Czyli S jest przemienna rodzing stabo cigglych afinicznych przeksztalcen
stabo zwartego, wypuklego i ograniczonego zbioru. Stad, z pierwszej czesci
twierdzenia 4.2.10 mamy afiniczny idempotent R na FixS.

Przyjmijmy, ze S jest polgrupa. Jesli jest to poélgrupa stabo jednakowo
ciagta, to z drugiej czedci twierdzenia 4.2.10 wiemy, ze R jest stabo ciagle
i poniewaz jest afiniczne i zdefiniowane na zbiorze wypuktym, to jest silnie
ciagte.

Zatozmy teraz silng jednakowa ciaglosé potgrupy S. Pamietamy, ze R
jest stabo ciagta granica pewnego ciagu uogélnionego (Ta)a cS:

R = w-lim Ta.
Z lematu 4.2.9 wnioskujemy, ze przeksztalcenia (Ta)a sg silnie jednakowo

ciaglte. 7 definicji rownociaglosci (wyrazonej w przestrzeni unormowanej),

dla ustalonego x € C, € > 0 istnieje takie 6 > 0, ze dla kazdego y i «

le—yll < = ||Tuz — Tuy

<

Ze stabej dolnej potciagltosci normy mamy

e > || Thr — Tay ’ > lim inf ’ T.x — Tay ) > Hw— lim(fax — Tay)H
=|[|Rz — Ry]|.
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Dowodzi to ciagtosci R. [

Uwaga 4.2.12. W [Ph/[Twierdzenie 5.8/ mamy inny wynik (dla przeksztal-
ceni prawie okresowych), ktory daje ciggta afiniczng retrakcje z tym, Ze jest

przeprowadzony dla Scisle wypuktej przestrzeni Banacha.

4.3 Retrakcje dla rodzin nieskorniczonych z re-

trakcji dla rodzin skonczonych

Przypomnijmy kilka podstawowych definicji z teorii porzadkow.

Definicja 4.3.1. Praporzgdkiem nazwiemy relacje, ktora jest zwrotna i prze-
chodnia. Zbiorem skierowanym nazwiemy zbior C z zadang na nim relacjq

praporzgdku < spetniajgcq dodatkowy warunek:
Ve,yecTccr <2 ANy < 2.
Liniowym porzqdkiem nazwiemy praporzqdek, ktory jest:
o antysymetryczny, czyliVy o <yAy <z —= =1y,
o spajny, czyliVy o <yVy < x.

Zbior z zadanym na nim lintowym porzgdkiem nazwiemy zbiorem liniowo
uporzgdkowanym. Ponadto antysymetryczny praporzqdek nazywamy czescio-
wym porzgdkiem, a zbior z relacjg czeSciowego porzgdku zbiorem czesciowo

uporzgdkowanym.

Zauwazmy, ze zbiory liniowo uporzadkowane sa takze zbiorami skierowa-
nymi.

Punktem wyjscia bedzie nastepujaca konstrukcja.

Definicja 4.3.2. Dla rodziny S przeksztatcen zbioru C, niech R(S) oznacza
zbior wszystkich retrakcji z C' na FixS. W przypadku zbiorow jednoelemen-
towych przyjmujemy R({T}) = R(T).
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Definicja 4.3.3. Dla rodziny przeksztatcen S zdefiniugmy zbior
A={aCS:#a <o AR(a)#0}. (4.1)

Na A zadagmy praporzqdek jako relacje inkluzji. Powiemy, ze S ma wtasnosé

skonczonych retrakcyi, jesli spetnione sq ponizsze warunki:
® Vrcsdaen T € «,
o A jest zbiorem skierowanym.

Ponadto powiemy, ze S ma wtasnosé:

e nicoddalajgcych skoriczonych retrakcji, jesli R(«) we wzorze 4.1 ogra-

niczymy do nieoddalajgcych retrakcyi,

e afinicznych skoriczonych retrakcji, jesli R(«) we wzorze 4.1 ograni-

czymy do afinicznych retrakcyi,
o itd.

Zauwazmy, ze przy A zdefiniowanym jak wyzej, istnieje selektor? dla ro-
dziny {R(«) : @ € A}. Taki selektor mozemy opisa¢ jako indeksowang
rodzine (R, )aen, gdzie oczywiscie R, € R(«). Stad

Lemat 4.3.4. Niech na zbiorze zwartym C' dana bedzie rodzina ciggtych prze-
ksztatceni S o wtasnosci skoriczonych retrakcji. Wtedy z rodziny (Ra)aeca mo-
zemy wybrac cigg uogolniony, ktorego granicg bedzie idempotent

R:C — FixS. Albo inaczej, istnieje w domknieciu (Ry), 5 idempotent R.

Dowdd. Skoro A jest zbiorem skierowanym, to (Ra)aea C C© jest ciagiem

uogolnionym. Z lematu 4.1.2 otrzymujemy R € C takie, ze

Rr =lim R, x. (4.2)
Y

2Selektorem danej rodziny zbioréw nazywamy zbior zawierajacy doktadnie po jednym

elemencie z kazdego cztonka rodziny. Istnienie selektora gwarantuje aksjomat wyboru.
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Dla T € § wezmy « 5 T oraz 7o (ktoérego istnienie wynika z definicji subtel-

niejszego ciaggu uogodlnionego) takie, ze
Viz0y = a 2 {T}.
Wtedy dla dowolnego x € C"
sy Ra,® € Fix,, C FZ'SC%O C FixT,

wigc R, o od ktérego$ momentu lezy w domknigtym zbiorze FizT. Stad
takze granica Rx nalezy do FixT. Z dowolnosci wyboru 7' i x otrzymujemy
RC C FixT. Ale takze

r € Fix§ = x € Fiv,, = Ry r=2 = Rr=1 = € FizR.
Czyli
RC C Fix$S C FixR C RC,

wiec wprost z definicji przeksztalcenie R rzeczywiscie jest idempotentem na

FizS. O

Oczywiscie powyzszy lemat ma wariant dla rodzin o wtasnosci nieoddala-
jacych skoniczonych retrakeji, afinicznych skonczonych retrakeji, itd. Ponadto
w przypadku przeliczalnym sytuacja sie upraszcza. Przypomnijmy, ze dla da-
nego ciagu (a,)n, odcinkiem poczatkowym A,, tego ciagu nazywamy zbior
{a, :n < m}.

Whiosek 4.3.5. Zalozmy, zZe rodzine przeksztatcen S mozna ustawic w cigg
(T)n. Zdefiniugmy

A = {A, : istnieje retrakcja C — FixA,}.

Wtedy jesli
VresdaeaT € A,

to w rodzinie (Ra)aen zdefiniowanej jak wczesniej, istnieje cigg uogolniony,

ktorego granicg jest idempotent R : C' — FixS.
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Dowdd. Zbior odcinkow A jest porzadkiem liniowym, wiec takze zbiorem

skierowanym. Takze reszta warunkow lematu 4.3.4 jest spelniona. [

Oczywiscie lemat 4.3.4 sam w sobie nie niesie wickszej wartosci. Jed-
nakze mozna latwo pokazac¢, ze pewne wtasnosci skoriczonych retrakcji R,
przenosza sie na przypadek nieskoriczony R. Idea polega na tym, aby zagwa-

rantowaé, zeby dana wlasnos$é¢ zostata zachowana po wzieciu granicy.

Twierdzenie 4.3.6. Niech na zwartym zbiorze C' dana bedzie rodzina cig-
gtych przeksztatcen S o wlasnos$ci skoniczonych afinicznych retrakeyi. Wtedy

FixS jest afinicznym idempotentem C.

Dowod. Wykorzystujac rownanie 4.2 wraz z lematem 4.2.7 otrzymujemy po-

stulowany wynik. O]

Mamy tez wersje dla przeksztalcen nieoddalajacych, jednakze wymaga

ona dodatkowego zalozenia.

Twierdzenie 4.3.7. Niech C bedzie T-zwartym podzbiorem przestrzeni me-
trycznej, w ktorej metryka jest T-dolnie pdtciggta. Niech na C' dana bedzie
rodzina ciggtych przeksztatcen S o wlasnosci nieoddalajgcych skonczonych

retrakcyi. Wtedy FixS jest nieoddalajgcym retraktem C'.
Dowod. Dowod Twierdzenia 4.3.4 uzupeliamy nastepujaca linijka
d(Rz, Ry) =d(r- lign Ry x,7- liin Ro.y)
< limd(Ro, 2, Ra,y) < d(z,y).
O

W silnej topologii podobnie dziedziczy sie wlasno$é regularnego nieodda-

lania.

Twierdzenie 4.3.8. Niech na zwartym podzbiorze C' przestrzeni metrycznej
dana bedzie rodzina ciggltych przeksztatcen S o wtasnosci reqularnie nieodda-
lajgcych skonczonych retrakcji. Wtedy FixS jest regularnie nieoddalajgcym

retraktem C'.
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Dowdad.

Rz — Ry|| =

lim R,z — lim Rawa =lim ||Ro, @ — Ra, Y|
v v v
<lim Mz = y) + MRa,z = Ra,y)|
= H)\(x — ) + A(lim Re,x —lim Rawy)H
Y Y

= H)\(x — ) + MRz — Ry)H )

4.4 Twierdzenie o nieoddalajacej retrakcji a

dolna poélcigglosé

4.4.1 Ciagi przyblizonych punktéw statych

Dowod o istnieniu retrakeji, ktory zaraz przedstawimy bedzie wykorzystywat

ciagi przyblizonych punktow statych.

Definicja 4.4.1 (Ciag przyblizonych punktow stalych). W przestrzeni me-
trycznej ciqg (a,) nazywamy ciggiem przyblizonych punktow statych (appro-

zimate fived point sequence) danego przeksztatcenia T, jesli
d(Tay,a,) = 0.
Zachodzi

Lemat 4.4.2. Asymptotycznie reqularne przeksztatcenie posiada ciqgg przy-

blizonych punktow statych.

Dowdd. Niech T': C' — C bedzie asymptotycznie regularne w punkcie x € C.

Zauwazmy, ze mamy

ing d(Ta,a) < d(T(T"z), T"z) = d(T" 'z, T"z) == 0.
ac
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Zatem

1
VyTa, d(Tay,, a,) < o

ZdefiniowaliSmy w ten sposob ciag (a,), ktory jest ciagiem przyblizonych
punktow statych przeksztatcenia T O

Co ciekawe, mamy stad dowod znanego faktu.

Twierdzenie 4.4.3. Dia kazdego nieoddalajgcego przeksztatcenia T' ograni-
czonego 1 wypuktego podzbioru C przestrzent Banacha istnieje ciqg przyblizo-

nych punktow statych.

Dowad. Zdefiniujmy

-1 1
T=-I1+-T.
2 +2

Przeksztalcenie 7 jest zdefiniowane na wypuklym i ograniczonym zbiorze,
wiec na mocy twierdzenia 3.3.4 jest asymptotycznie regularne. Stad na mocy
wezesniejszego lematu 7' ma cigg przyblizonych punktow stalych (an)n. Z
faktu T = 2T — I,

A

n—oo
Ta,, — a,

=2 — 0.

I Ta, — a,|| = H2Tan —a, — a,
Czyli (a,), jest takze ciagiem przyblizonych punktow statych T O

Nadmienmy tylko, ze klasyczny dowod wykorzystuje twierdzenie Banacha

o kontrakcji.

Lemat 4.4.4. Jesli (z,), jest ciggiem przyblizonych punktow stalych prze-
ksztatcenia Q oraz (Qxy,), jest ciggiem przyblizonych punktow statych nieod-
dalajgcego przeksztatcenia P, to takze (x,) jest ciggiem przyblizonych punk-
tow P.

Dowdd.
| Pz, — || < || Py — Qo + [|Qrr — ]

<[Py — PQuyl| + | PQxy — Qunl| + |Qrn — 24
<2(|Qy — @]l + [ PQzy — Quy| == 0.
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Kluczowym elementem naszego twierdzenia okaze sie

Lemat 4.4.5. Niech S bedzie przemienng rodzing nieoddalajgcych przeksztat-
cen zbioru C' i niech istnieje nieoddalajgca retrakcja R : C — FixS. Za-
tozmy, ze nieoddalajgce T komutuje z elementami S. Wtedy dowolny przybli-
Zony cigg punktow statych (x,) przeksztatcenia TR jest takze ciggiem przy-

blizonych punktow statych przeksztatcenia T, jak i elementow S.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla kazdego S € & mamy
STRzx, = TSRx, = TRx,, (4.3)

wiec przyjmujac Q@ = TRi P = S widzimy, ze (x,,) jest ciagiem przyblizonych
punktow statych rodziny S. 7 réwnania 4.3 wynika takze, ze T'Rx, jest
punktem stalym dla rodziny S, skad mamy

RT Rz, = TRx,.
Przyjmujac tym razem Q = TR i P = R mamy || Rz, — x,|| — 0. Stad

Tz, — x| <||Txy — TRy + || TRy, — 24|

n—oo

<l||zp — Rxy,|| + || T Rx), — x,|| —— 0,

czyli (x,) jest takze ciagiem przyblizonych punktéow statych dla przeksztal-
cenia 7. ]

4.4.2 Pozostalte lematy

Lemat 4.4.6. Jesli norma (ogélniej metryka) danej przestrzeni jest T-dolnie
potciggta, to kazdy T-zwarty zbior C' tej przestrzeni jest domkniety w silnej

topologisi.

Dowdd. Niech ciag uogélniony (x,), C C bedzie zbiezny do x w silnej to-
pologii. Wykazemy, ze x € C. 7 7-zwartosci C' mamy subtelniejszy ciag

uogolniony (2. ), ktory jest 7-zbiezny do elementu w C'. Dalej

T-limz, —=x Slimianxa —xH zlimea —xH = 0.
~ Y ~ Y ~ Y
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Czyli

r=r7-limz, €C.
gl
O
Lemat 4.4.7. Jesli (T,) jest ciggiem uogdlnionym nieoddalajgcych prze-

ksztatcen oraz T jest topologig, w ktorej norma jest T-dolnie potciggta, to

T-lim, T, (jesli istnieje) jest przeksztatceniem nieoddalajgcym.

Dowdd. Niech

Tex=7-limT,x.

Wtedy

|Tx — Ty| = HT— liénTax —T- li(gnTay
<lim inf Tz — Toyl|
Slimyinf lz =yl =z —yl.
O

Lemat 4.4.8. Niech S bedzie rodzing przeksztatcen zbioru C i zatdzmy, ze
istnieje retrakcja R : C' — FixS. Wtedy dla T : C' — C' zachodzi

FizT N FizS C Fiz(TR).
Dowdd.

z € FixT N FizS =z € FixT Nz € FixS
—=Tr=xNRrxr==x

— TRx =2 = z € Fiz(TR).

4.4.3 Dowodd twierdzenia

Zacznijmy od wersji dla skoriczonych rodzin.
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Lemat 4.4.9. Niech dany bedzie T-zwarty wypukty i ograniczony podzbior C'
przestrzeni Banacha, w ktorym norma jest T-dolnie potciggta. Niech S bedzie
skonczong rodzing przemiennych, T-ciggtych, nieoddalajgcych przeksztatcen

zbioru C. Wtedy FixS jest nieoddalajgcym retraktem zbioru C'.

Dowdd. Rodzinie § narzuémy jeszcze jeden warunek: jednym z jej elementow
musi by¢ identycznosé na C'. Poniewaz oczywiscie Fix(S UT) = FizS, dowod
dla tak zmodyfikowanej rodziny da nam dowéd dla rodziny oryginalnej. Stad
jesli rodzina S posiada tylko jeden element, musi byé nim identycznosé i
twierdzenie zachodzi trywialnie: FizS = C' jest nieoddalajacym retraktem
przy retrakcji I.

Stosujac indukcje matematyczna zalézmy teraz, ze dla rodziny przeksztal-

cen S, = {11, ...,T,,} istnieje nieoddalajaca retrakcja
R, :C — FixS,,.

Na tej podstawie skonstruujemy inna nieoddalajaca retrakcje (dla rodziny
Sn—i—l =S, U {Tn+1})
Rn+1 O — Fi$$n+]_,

co zakonczy dowod. Niech A € (0,1), z € C' . Zdefiniujmy
Tyop = Ax + AT, R,
Jest to kontrakcja:
1 Tepy = Topzll = M Tusa Ry — Tusa Ruzll < Xy — =]

Jako silnie domkniety podzbior (lemat 4.4.6) przestrzeni zupelnej, samo C
jest zbiorem (silnie) zupelym. Dlatego z twierdzenia Banacha o kontrakeji

mamy dokltadnie jeden punkt Fhxz € C taki, ze
Ty e = Fyx.
Definiuje to przeksztalcenie F) : C' — C. Stad mamy wprost
Pz =Ty Fxx = Av + M\, R, Fax. (4.4)
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Przeksztatcajac powyzsze otrzymujemy
|1 R e — Fxz|| = M| 1o RoFoe — x| < X - diam(C). (4.5)
Niech
1
Ap = —, meN.
m

Dla wygody przyjmijmy
G =F)y,,.

Wiedzac, ze C jest ograniczone widzimy, ze nier6wnos¢ 4.5 przechodzi w

1Tt BuGint — G| < Ao - diam(C) = 24mUE) N

m

Miejmy na uwadze, ze powyzsza zbieznosé jest w silnej topologii. Stad wnio-
skujemy, ze ciag (Gp)men € CF tworzy z kazdym x € C' cigg przyblizonych
punktow statych przeksztalcenia 7),.1R,. 7Z lematu 4.4.5 wnioskujemy, ze

jest to takze prawda dla rodziny S, 41:
Vres, Voce lim [|[ TGz — G|l = 0. (4.6)
m—ro0

Wykorzystujac lemat 4.1.2; dla pewnego ciagu uogélnionego (m,, ), otrzymu-

jemy R, :C — C takie, ze
Rz =7-limG,, 2.
(6%

Dalej, wykorzystujac dla kazdego T € S,,,1 T-ciagto$é¢ T', T-dolna potciagtosé

normy oraz réwnanie 4.6 otrzymujemy
T Rps12c — Rosr]| = HT(T- lim Gy, ) — 7 lim GmxH
< liminf |TG,,,x — Gy, x| = 0.

Stad
TRn+1x = Rn+1x

i z dowolnosci wyboru T i x mamy
Rn—i—lc C Fil'8n+1.
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Ale takze

TRypix =2 =Ty, v=0 = F\ v=1u
— Gpnr=2 = R,r==

i stad
FiITn+1Rn C Fil’Rn_;'_l.

Ponadto z lematu 4.4.8 otrzymujemy
FixS, 1 C FixT, 1 R,.
Laczac trzy powyzsze inkluzje (wraz z czwarta oczywista) mamy
FixR, 1 C R, 11C C FixS,41 C Fixl,, 1R, C FixR, 11,

skad R,1C = FixS,,1 = FizR, 1, czyli R, 1 jest rzeczywiscie retrakcja
na zbior FizS,, 1.
Zeby zakonczyé¢ dowod musimy wykazaé nieoddalanie R, ;. Zauwazmy,

ze 7 réwnania 4.4 mamy

| Fae — Byl = H/\(x — ) + XN Tp1 Ry Frx — TnHRnFAy)H
<Az —yll + X|Faz — Fxyll -

Odejmujac stronami wnioskujemy, ze F) jest przeksztalceniem nieodda-
lajacym, a co za tym idzie jest to prawda takze dla G,,. Teraz wystarczy

wykorzystaé lemat 4.4.7. [
Teraz mamy

Twierdzenie 4.4.10. Niech dany bedzie T-zwarty, wypukly i ograniczony
podzbior C przestrzeni Banacha, w ktorym norma jest T-dolnie potciggta.
Niech S bedzie rodzing przemiennych, T-ciggtych, nieoddalajgcych przeksztat-
cen zbioru C. Wtedy FixS jest nieoddalajgcym retraktem zbioru C.

Dowadd. 7 lematu 4.4.9 wnioskujemy, ze S ma wlasnosé skonczonych nieodda-
lajacych retrakcji. Dlatego mozemy wykorzysta¢ lemat 4.3.7, zeby otrzymac

teze twierdzenia. O
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Uwaga 4.4.11. Warunku 7-ciggto$ci nie da sie opuScic¢. Inaczej ogranicza-
jac sie do jednego przeksztatcenia otrzymalibySmy twierdzenie mowigce, ze
kazda przestrzer Banacha ma T-FPP (dla topologii, przy ktorych norma jest
T-dolnie potciggta). Kontrprzyktadem do takiego twierdzenia jest chociazby
przeksztatcenie piekarza wskazane przez Alspacha w [All. Podobnie wiadomo,

ze przestrzen (1 = ¢ nie posiada w*-FPP (patrz [Si]).

Uwaga 4.4.12. Warunku nieoddalania takze nie da sie opuSci¢ w ogdlnym
przypadku. Bez niego nie otrzymamy nie tylko nieoddalajgce) retrakcyi, ale
nawet ciqggtej. Niech {4, = c. Na kuli jednostkowej tej przestrzeni zdefintugmy

stabo* ciqgte przeksztatcenie
T(x1, 29, 23,...) = (22,0, 29, T3, ...).

Wtedy FizT = {(0,0,...),(1,0,...)} jest zbiorem niespdjnym i R nie moze

by¢ przeksztatceniem ciggtym.

Twierdzenie 4.4.10 ukazalo si¢ po raz pierwszy w [Bo|.

4.4.4 Twierdzenie o nieoddalajacej retrakcji a centrum

Czebyszewa

Okazuje sie, ze w stabej* topologii mozna otrzymac twierdzenia zwigzane z

centrum Czebyszewa. Wynikaja one z ponizszych wtasnosci (|[BaGeMo)):

Lemat 4.4.13. W dualnej przestrzeni Banacha, C(A), centrum Czebyszewa

dowolnego niepustego i ograniczonego zbioru A, jest zbiorem.:
e niepustym,
o wypuktym,
e stabo* zwartym, a przez to
® ograniczonym.

Przypomnijmy definicje centrum Czebyszewa.
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Definicja 4.4.14. Centrum Czebyszewa zbioru A w przestrzeni E nazywamy
zbior

C(A)={ce E: ACB(c,r(A))},
gdzie B(z,r) oznacza domknictq kule o Srodku x i promieniu r, natomiast

r(A) jest promieniem Czebyszewa zbioru A:
r(A) =inf{r > 0:3,cpA C B(x,r)}.

Twierdzenie 4.4.15. Niech S bedzie przemienng rodzing stabo* ciggtych,
nieoddalajgcych przeksztatcen dualnej przestrzeni Banacha. Ponadto niech S
bedzie rodzing suriekcji na ograniczonym zbiorze A. Wtedy S posiada punkt

staty, ktory lezy w C(A).

Dowdd. Jak juz wiemy C(A) spelnia wszystkie warunki twierdzenia 4.4.10.
Dlatego pozostaje nam pokazaé, ze centrum C(A) jest niezmiennicze dla S.
Wezmy wiec T € S. Jedli r jest promieniem Czebyszewa zbioru A oraz

ce€C(A), to z faktu A C B(c, ) wnioskujemy
A=TACTB(c,r) C B(Tc,r).

Ostatnie zawieranie jest prawda, gdyz jesli z € TB(c,r), to istnieje
x € B(c,r) dla ktorego z = Tx. Stad

[Te =zl = ITec = Taf| < fle —zf| <,

czyli rzeczywiscie z € B(T'c,r). Ostatecznie mamy A C B(T¢,r), a to znaczy
Tc € C(A). Z dowolnosci wyboru T i ¢ wynika, ze C(A) jest niezmiennicze
dla S. ]

Zwroémy jeszcze uwage na

Twierdzenie 4.4.16. Niech S bedzie przemienng rodzing stabo* ciggtych,
nieoddalajgcych przeksztatcen dualnej przestrzeni Banacha. Ponadto niech
istnieje stabo* zwarty zbior C, niezmienniczy dla S. Wiedy S posiada wspolny

punkt staty.
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Dowdd. Skoro S komutuje, mozemy otrzymac stabo* zwarty, a wiec i ogra-
niczony zbiér B C (', na ktorym § jest suriekcja. Mozemy wiec wykorzystaé

dla tego zbioru twierdzenie 4.4.15, zeby otrzymac¢ punkt staty. O

Uwaga 4.4.17. Nie mozemy tym razem wnioskowac istnienia punktu sta-
tego rodziny S wewngtrz C(C'), gdyz wtasnosé centrum Czebyszewa nie jest

monotoniczna w nastepujgcym sensie
AC B# C(A) cC(B).

Powyzsze twierdzenie i wezesniejsze wyniki sugeruja, ze staba* zwartosé
jest wystarczajaca do tego, zeby wspolny punkt staty istnial”, ale do tego
zeby znajdowal sie¢ w dziedzinie rodziny wymagana jest jeszcze wypukltosé.
Nasuwa sie tu skojarzenie z ciagami Cauchy’ego - zeby ich granica nalezata
do przestrzeni (czyli zeby$my mogli efektywnie mowi¢ o istnieniu tej gra-
nicy), to owa przestrzen musi by¢ zupetna. Niestety w naszym przypadku
nie posiadamy operacji analogicznej do uzupelniania przestrzeni (operacja

otoczki wypuktej rodzi oczywiste problemy).

4.4.5 Inne uogoblnienia twierdzenia o nieoddalajacej re-

trakcji
Regularne nieoddalanie
Idea dowodu ponizszego lematu pochodzi z [Br3]:

Lemat 4.4.18. Przeksztatcenie Fy z dowodu lematu 4.4.9 jest reqularnie

nieoddalajgce.

Dowdd. Ustalmy x,y € C. Przypomnijmy rownanie (4.4) (dla wygody
S - Tn+1Rn):
F)\CL’ = Az +XSF/\(L’

Ustalmy ¢ € (0,1) i zdefiniujmy
p=tx+ ZF,\ZE.
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Mamy stad

1t -
F)\I = A (;p — EFA.I’) + >\SF)\$

Przeksztatcajac otrzymujemy

A At
Fo = _ _SF\x.
I v vAEE
Przyjmijmy g = HLH Zauwazmy, ze
B_t+)\f—)\_t+>\—)\t—)\ At

t+ A t+ Nt AL
Dlatego mamy Fhz = fp + 3SF\z. Latwo stwierdzi¢, ze 8 € (0,1). Stad tak

jak wczedniej, kontrakcja

Q(x) = Bp + BSx
posiada dokladnie jeden punkt staly Fpgp. Jak pokazaliSmy wyzej, Fix

jest tez punktem stalym Q(z) i z jednoznacznosci punktu stalego mamy
Fyx = Fgp. Prowadzac analogiczne rozumowanie dla ¢ = ty 4+ tF\y w miej-

sce p 1 y w miejsce z, otrzymujemy F\y = Fjq. Dlatego

[Exe — Exyll = 1 Fsp — Fsall < |lp — 4
Dowolno$¢ wyboru ¢ gwarantuje prawdziwo$é twierdzenia. ]

Stad w silnej topologii otrzymujemy mocniejszy wynik (poréwnaj tez z
[Br3|[Twierdzenie 3]).

Twierdzenie 4.4.19. Niech dany bedzie zwarty, wypukty © ograniczony pod-
zbior C' przestrzeni Banacha. Niech S bedzie rodzing przemiennych, nieodda-
lajgcych przeksztatcen zbioru C. Wtedy FixS jest reqularnie nieoddalajgcym

retraktem zbioru C'.

Dowad. Skoro wiemy, ze F)\ jest regularnie nieoddalajace, jest to tez prawda
dla kazdego G,, z dowodu lematu 4.4.9. Stad dowodzimy regularnego nie-
oddalania R, w taki sam sposob, jak w twierdzeniu 4.3.8. Nastepnie wy-
starczy wykorzysta¢ samo twierdzenie 4.3.8, by rozciagnaé¢ wynik na rodziny

nieskoriczone. [
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Rozszerzenie na rodziny niekoniecznie komutujace

Analiza dowodu lematu 4.4.9 pokazuje, ze wlasno$¢ przemiennosci zostata
wykorzystana tylko jeden raz poprzez uzycie lematu 4.4.5 tak, zeby otrzymac
rownanie (4.6). Dlatego mamy twierdzenie dla klasy rodzin (potencjalnie)

szerszej niz rodziny przemienne:

Twierdzenie 4.4.20. Niech dany bedzie T-zwarty, wypukty @ ograniczony
podzbior C' przestrzeni Banacha, w ktérym norma jest T-dolnie potciggla.
Niech § bedzie rodzing T-ciggtych, nieoddalajgcych przeksztatcen zbioru C' o

nastepujgcej wtasnosci:

(W) Niech P C S bedzie skoriczone oraz T € S. Wtedy za kazdym razem,
kiedy R : C' — FixP jest nieoddalajacq retrakcjq oraz (ay,) jest ciggiem
przyblizonych punktow statych ztozenia TR, to (a,) jest takze ciggiem
przyblizonych punktow statych rodziny P U {T'}.

Wtedy FixS jest nieoddalajgcym retraktem C.

Pochylmy si¢ nad wlasnoscia (W). Rzeczywiscie, jest to wlasnos¢ nie-
trywialna w tym sensie, ze przystuguje nie tylko przemiennym potgrupom

przeksztalcen.

Definicja 4.4.21 (Lewostronnie niezmiennicza potgrupa). Powiemy ze pot-
grupa S jest lewostronnie niezmiennicza, jesli dla dowolnych T,S € S za-

chodzi TS = S.

Tak wiec w szczegblnosci nieprzemienna, lewostronnie odwracalna pot-
grupa z przyktadu 2.2.4 jest wedlug powyzszej definicji lewostronnie nie-

zmiennicza.

Twierdzenie 4.4.22. Niech dany bedzie T-zwarty, wypukly i ograniczony
podzbior C' przestrzeni Banacha, w ktorym norma jest T-dolnie potciggta.
Niech S bedzie rodzing T-ciggltych nieoddalajgcych przeksztatcen zbioru C.
Zatozmy, zZe rodzina S jest lewostronnie niezmiennicza. Wtedy FixS jest

nieoddalajgcym retraktem C'.
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Dowdd. Musimy jedynie wykazaé, ze S posiada wlasnos¢ (W). Niech wiec
T € § oraz P C S bedzie skoniczone. Niech ponadto R : C' — FixP
bedzie nieoddalajaca retrakcja, a (a,) ciagiem przyblizonych punktow statych
ztozenia T R. Stad dla dowolnego S € P

|Sx, — x,|| <||Sxy, — TRz, + || T Rxy, — 24|
=||Sx, — STRx,| + ||T Rz, — x|
<2||TRx,, — z,|| — 0.

Tak wiec (z,,) jest AFPS dla P. Podobnie dla 7"

|T2n — 2| <||Tp — Syl + [|Sw0 — 20|
=Tz, — TSzy| + || Sz — 24|

<2||Sz, — x,|| — 0.
UJ

Zauwazmy, ze dla polgrup, ktoére sa co najwyzej przeliczalne zachodzi
inne uogodlnienie lematu 4.4.9, ktére wymaga warunku stabszego niz wtasnosé
(W). Wynika to z wniosku 4.3.5.

Twierdzenie 4.4.23. Niech dany bedzie T-zwarty, wypukty @ ograniczony
podzbior C przestrzeni Banacha, w ktérym norma jest T-dolnie potciggta.
Niech S bedzie co najwyzej przeliczalng rodzing T-ciggtych, nieoddalajgcych
przeksztatcen zbioru C. Zaldzmy, zZe rodzine S mozna ustawié w cigg (T),)y,

tak, zeby zachodzito

W') Jesli R,, jest nieoddalajgcq retrakcjg na zbior punktow statych odcinka
poczgtkowego A,,, to kazdy cigg przyblizonych punktow statych ztoze-
nia L1 Ry, jest takze ciggiem przyblizonych punktow statych odcinka

poczgtkoweqo Ay, yi.

Wtedy FixS jest nieoddalajgcym retraktem zbioru C'.
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4.5 Uogoblnienie twierdzenia Brucka o nieodda-
lajacej retrakcji dla pétgrup przemiennych

Istnieje schemat dowodzenia, ktory w pewnych przypadkach pozwala rozcia-
gnaé twierdzenia o retrakcjach dla pojedynczych przeksztatcen na skonczone

rodziny przeksztatcen.

Lemat 4.5.1. Dowolna przemienna rodzina S przeksztatcen zbioru C' posiada

nastepujgceg wltasno$c:

(B) Niech P C S bedzie skoriczone oraz T € S. Wtedy za kazdym razem,
kiedy R : C' — Fix'P jest retrakcjq, zachodzi

FizT N FizP = Fiz(TR).

Dowad. Inkluzja w prawg strone, to po prostu lemat 4.4.8. Jesli chodzi o
inkluzje w druga strone zalézmy, ze x € Fiz(TR), czyli TRx = . Wtedy
dla kazdego P € P, z przemienno$ci i faktu Rz € Fix P wynika, ze

PTRx =TPRx =TRx.
Czyli TRx € FixP i z dowolno$ci P mamy
r =TRzx € FixP.

Poniewaz R jest retrakcja na Fiz’P, wnioskujemy Rxr = z, a stad takze
Tx =x, czyli x € FixT N Fix’P. Dowodzi to inkluzji i konczy caty dowod.
O

Twierdzenie 4.5.2. Niech pétgrupa przeksztatcern A C CY posiada nastepu-

jacqg wtasnosé3
\V/TGAR(T) ﬂ A 7é @

Wtedy dla dowolnej skoriczonej rodziny S C A o wlasnosci (B) zachodzi

R(S)N A 0.

3Patrz definicja 4.3.2.
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Dowad. Jesli rodzina S sktada sie tylko z jednego przeksztalcenia, wtedy
twierdzenie zachodzi wprost z zalozen. Zalézmy wiec, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla rodzin n-elementowych i rozwazmy nastepujaca rodzine
Spy1 = {T1,....,Th1} C A o whasnosci (B) i podrodzine S,, = {711, ...,T,,}.
Wtedy z hipotezy indukcyjnej istnieje retrakcja R, € R(S,) N.A. Poniewaz
A jest polgrupa, to T, 1R, € A. Stad na mocy zatozen twierdzenia mamy
retrakcje
Ro1:C — Fix(T,1Ry).

Z wlasnosci (B) zachodzi Fix(T,11R,) = FixS,.1, wiec R,11 € R(Sp1) O

Pomyst jest taki, ze A jest rodzina przeksztalcen o pewnych , porzadnych”
wlasnosciach, takich jak nieoddalanie, afinicznosé, itd. Niestety powyzsze
rozumowanie zawiedzie, jesli rodzina A nie posiada struktury potgrupy albo
precyzyjniej — nie bedziemy w stanie stwierdzi¢ faktu 7,, .1 R,, € A. W takich
wypadkach musimy szuka¢ bardziej wyrafinowanych sposobéw na wygenero-
wanie odpowiedniego R,,.

Powyzszy schemat dowodzenia (w mniej wyabstrahowanej formie) pocho-

dzi od Brucka [Br2|. Pokazal on go dla rodzin przemiennych.
Lemat 4.5.3. Wiasnos¢ (W) implikuje nastepujacy wariant wtasnosci (B):

Niech P C S bedzie skoniczone oraz T € §. Wtedy za kazdym razem,
kiedy R : C' — Fix’P jest nieoddalajgcq retrakcjq, zachodz

FizT N FizP = Fiz(TR).

Dowdd. Zakltadajac wlasnos¢ (W), chcemy udowodnié
FizT N FiaP = Fiz(TR).

Inkluzja w prawa strone jest juz udowodniona (lemat 4.4.8). Zat6zmy wiec,
ze ¢ € Fiz(TR). Ciag (x,) tozsamosciowo rowny x jest oczywiscie ciagiem
przyblizonych punktow statych przeksztalcenia TR. A wiec z wlasnosci (W)
ciag (z,) jest ciagiem przyblizonych punktow statych rodziny {7} UP. Stad
x € FixT N FixP. O
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Whiosek 4.5.4. Niech potgrupa nieoddalajacych przeksztatcers A C C¢ po-

stada nastepujgcqg wltasnosc:
\V/TGAR(T) ﬂ A 7é @

Wtedy dla dowolnej skoriczonej rodziny S C A, ktdra posiada wltasnosé (W),
zachodzi

R(S)NA£D.

Przejdzmy teraz do twierdzenia 1 z publikacji [Br2|. Szczegotowa analiza
pokazuje, ze w calym rozumowaniu zatozenie o przemiennosci zostato uzyte
tylko raz oraz, ze z pomocg powyzszego wniosku tatwo mozna je zastapi¢
zalozeniem o wtlasnosci (W) - w dowodzie twierdzenia 1 zmieniaja sie cztery

pierwsze akapity, reszta pozostaje taka sama. Stad otrzymujemy

Twierdzenie 4.5.5. Niech domkniety © wypukty zbior C posiada FPP 1
CFPP, bedzie w-zwarty lub ograniczony v osrodkowy. Wtedy dla dowolnej
rodziny S nieoddalajacych przeksztatcen o wtasnosci (W), zbior FixS jest

nieoddalajgcym retraktem zbioru C.
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Rozdzial 5

Hipoteza Lau

5.1 Wprowadzenie

Zaczniemy od podania wygodnej definicji:

Definicja 5.1.1 (Reprezentacja Lau). Niech S bedzie potgrupa, a S jej re-
prezentacjq ktora, sktada sie z nieoddalajgcych przeksztatcen stabo* zwartego,
wypuktego podzbioru dualnej przestrzeni Banacha. Jesli jest to reprezentacja
ciggta, gdy rozwazamy C z topologig stabg®, to powiemy, ze S jest reprezen-
tacjg Lau potgrupy S.

Reprezentacja Lau zawezona do zbiorow o danej wlasnosci X oznacza
reprezentacje opisang jok wyzej z tym, ze C' posiada dodatkowo wtasnosé X .
Podobnie definiujemy reprezentacje Lau zawezone do przeksztatcen o danej

wtasnosci.

Zauwazmy, ze przy takiej definicji, elementy reprezentacji Lau sa zawsze
stabo*-ciagte. Wynika to z faktu, ze ciaglosé¢ reprezentacji (s,z) — Tyx
implikuje ciagltosé w drugim argumencie, co w tym przypadku oznacza stabg*
ciagglosc.

Wiadomo, ze zachodzi (por. wprowadzenie niniejszej pracy, a takze
|[LaTa2|[strona 528])

Twierdzenie 5.1.2. Jesl kazda reprezentacja Lau danej potgrupy S posiada

punkt staly, to wtedy S dopuszcza lewostronnie niezmienniczq Sredniq.
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Zeby potwierdzi¢ hipoteze Lau (w wersji, w jakiej zostala przedstawiona
w |[LaZh|), nalezy udowodnié¢ odwrécenie powyzszej implikacji, to jest naste-

pujace stwierdzenie:

Jesli S jest potgrupg dopuszczajgeq lewostronnie niezmienniczq Srednig,

to kazda jej reprezentacja Lau posiada punkt staty.

W nastepnym podrozdziale podsumowane zostana dotychczasowe wyniki

zwiazane z prawdziwo$cig hipotezy.

5.2 CzeSciowe wyniki
Przypomnijmy wspomniane w rozdziale pierwszym twierdzenie Daya:

Twierdzenie 5.2.1. Potlgrupa dopuszcza lewostronnie niezmienniczq Sred-
niq wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazda jej ciggla reprezentacja bedgca rodzing
afinicznych przeksztatcen zwartego i wypuktego podzbioru lokalnie wypuktej

przestrzeni lintowo-topologicznej posiada punkt staty.
Na poczatek warto zauwazy¢

Twierdzenie 5.2.2. Jesli S jest potgrupg dopuszczajgcg lewostronnie nie-
zmienniczq $redniqg, to kazda reprezentacja Lau tej potgrupy, ktora jest zawe-

zona do przeksztatcen afinicznych posiada punkt staty.

Dowadd. Jest to po prostu szczegbdlny przypadek twierdzenia 5.2.1 Daya o
punkcie statym. O

Innymi stowy, afiniczne reprezentacje Lau sa ,reprezentacjami Daya” (dla
potgrup dopuszezajacych lewostronnie niezmiennicza $rednia).

W |LaTa|[Twierdzenie 5.3] pokazano nastepujacy wynik czesciowy.

Twierdzenie 5.2.3. Jesli S jest potgrupq dopuszczajgcg lewostronnie nie-
zmienniczq Sredniq, to kazda reprezentacja Lau tej potgrupy, ktora jest zawe-

zona do zbiorow osrodkowych (w normie) posiada punkt staty.
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Twierdzenie 4.4.10 potwierdza hipoteze dla potgrup przemiennych (ktore

jak wiemy dopuszczaja lewostronnie niezmiennicza $rednia).

Twierdzenie 5.2.4. Dowolna reprezentacja Lau potgrupy przemiennej po-

stada punkt staty.

Dowad. Jest to po prostu twierdzenie 4.4.10 z topologia 7 = w*. Mozemy
dokonac takiego podstawienia, poniewaz w topologii stabej* norma jest dolnie

potciagta. ]

Wynik ten zostal zaprezentowany po raz pierwszy w [BoWi|. Praca

[BoWi2| udowadnia natomiast

Twierdzenie 5.2.5. Jesli S jest potgrupg dopuszczajgcg lewostronnie nie-
zmienniczq Sredniq, to kazda reprezentacja Lau tej potgrupy, ktora jest zawe-
zona do przeksztatcen generowanych przez przeksztatcenia regularnie nieod-

dalajgce posiada punkt staty.

Dowad. Niech S bedzie reprezentacja, jak w zatozeniach twierdzenia. Ozna-
cza to, ze jest to polgrupa przeksztatcen wypuktego, stabo* zwartego (a co
za tym idzie ograniczonego) zbioru C, ktoérej generatory sa stabo* ciaglymi,
regularnie nieoddalajacymi przeksztatceniami. Jak wiemy potgrupy dopusz-
czajace lewostronnie niezmiennicza srednia maja wtasnosé (SC) (twierdzenie
2.3.10). W naszym przypadku oznacza to, ze istnieje stabo* zwarty podzbior

A, na ktorym S jest suriekcja. Podsumowujac:
e S jest generowane przez przeksztatcenia regularnie nieoddalajace,
e ( jest ograniczone,
e S staje sie suriekcja na zbiorze A C C.

Spetnione sg wiec wszystkie zatozenia jednego z wariantow twierdzenia 3.4.8.

Po jego zastosowaniu dostajemy punkt staty na A C C, co konczy dowod. [
Analogicznie mamy
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Twierdzenie 5.2.6. Jesli S jest potgrupg dopuszczajgcg lewostronnie nie-
zmienniczq $redniqg, to kazda reprezentacja Lau tej potgrupy, ktora jest zawe-
zona do przeksztatcen generowanych przez przeksztatcenia usrednione nieod-

dalajgce posiada punkt staty.
Dowaod. Tym razem zachodzi:
e S jest generowane przez przeksztalcenia usrednione nieoddalajace,
e (U jest ograniczone i wypukle,
e istnieje A C C na ktorym S staje sie suriekcja.
Stosujemy znowu twierdzenie 3.4.8. O]

Jak juz wiemy, z rodziny przeksztalcen nieoddalajacych & w oczywisty
sposob potrafimy stworzy¢ potgrupe S generowang przez usrednione prze-
ksztalcenia utworzone z S. Zachodzi wtedy FizS = FizS. Podobnie mo-
zemy utworzy¢ polgrupe przeksztalceri generowang przez przeksztalcenie re-
gularnie nieoddalajace, ktora zachowuje punkty state poélgrupy wyjsciowe;j.
Dlatego mozna pomysle¢, ze zeby otrzymac potwierdzenie hipotezy Lau, wy-
starczy przeksztatci¢ S na S i zastosowaé twierdzenie 5.2.5 lub 5.2.6. Niestety
nie jest to prawda, gdyz nie mamy twierdzenia moéwiacego o tym, ze S be-
dzie dalej reprezentacja (ktora ponadto jest ciagla), a co za tym idzie, nie
mozemy wykorzystaé¢ twierdzenia 2.3.10.

Zauwazmy, ze mamy jeszcze nowe rezultaty wynikajace z twierdzenia
4.4.20.

Twierdzenie 5.2.7. Jesli S jest potgrupg dopuszczajgcg lewostronnie nie-
zmienniczq Sredniq, to kazda reprezentacja Lau tej ptgrupy o wtasnosci (W)

posiada punkt staty.
Teraz naturalna wydaje sie

Definicja 5.2.8. Powiemy, zZe pdtgrupa S ma wtasnosé (W), jesli kazda jej

reprezentacja Lau posiada wtasnosé (W).
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Tak wiec przyktadowo potgrupy przemienne oraz potgrupy lewostronnie

niezmiennicze posiadaja wlasnosé (W).

Twierdzenie 5.2.9. Jesli S jest pdtgrupg o wtasnosci (W), to jest potgrupg

dopuszczajgeg lewostronnie niezmienniczq Sredniq.

Dowdd. Niech § bedzie reprezentacja Lau potgrupy S. Oznacza to, ze S
spetnia warunki twierdzenia 4.4.20, a co za tym idzie posiada punkt staty.
7, dowolnosci wyboru reprezentacji Lau S i korzystajac z twierdzenia 5.1.2,

otrzymujemy teze twierdzenia. [

Latwo zauwazy¢, ze potgrupy lewostronnie niezmiennicze (patrz definicja

4.4.21) sa lewostronnie odwracalne, ale z powyzszego mamy takze

Whniosek 5.2.10. Pdtgrupy lewostronnie niezmiennicze dopuszczajq lewo-

stronnie niezmienniczq Sredniq.
Jednakze warto zauwazy¢

Twierdzenie 5.2.11. Istniejg potgrupy lewostronnie odwracalne, ktore nie

posiadajq wtasnosci (W).

Dowad. Jesli powyzsze stwierdzenie byloby falszywe, to z twierdzenia 5.2.9
wynikatoby, ze dowolna reprezentacja Lau potgrupy lewostronnie odwracal-
nej posiadataby punkt staly. 7 twierdzenia 5.1.2 oznaczaloby to, ze taka
potgrupa dopuszczataby lewostronnie niezmiennicza $rednia. Ale w ogdlnym

przypadku nie jest to prawda (|LaZh]). O

Naturalne wydaje sie teraz pytanie, czy te potgrupy, ktore dopuszczaja
lewostronnie niezmiennicza $rednia i ktore spetniaja Hipoteze Lau, nie sg do-
ktadnie tymi polgrupami, ktore posiadajg wlasnosé (W). Innymi stowy, czy
hipoteza Lau nie jest r6wnowazna stwierdzeniu, ze dopuszczanie lewostronnie
niezmienniczej $redniej jest tozsame wlasnosci (W). Latwo zauwazy¢, ze od-
powiedz bytaby twierdzaca, gdyby kazda potgrupa przeksztalcen posiadajaca

punkt staly miata wlasnosé (W). Jednakze nie jest to prawda.
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Przyklad 5.2.12. Niech B bedzie kulg jednostkowq w przestrzeni R? z normg

supremum 1 na owej kuli zdefiniuymy:
S(ma y) = (xa _y)7

I(z,y) = (z,2).
Wtedy FixzS = (0,1) x 0 i R(x,y) = (z,0) jest nieoddalajocq retrakcja B na
FixS. Zauwaimy, ze TR(a,a) = T'(a,0) = (a,a), ale S(a,a) = (a,—a) i
ktadgc a # 0 widzimy, zZe potgrupa generowana przez T i S nie czyni zadosé

wtasnosci (W), natomiast posiada wspdlny punkt staty (0,0).

Poniewaz powyzsza polgrupa nie jest lewostronnie odwracalna, a co za
tym idzie nie dopuszcza lewostronnie niezmienniczej $redniej, przyktad nie
wyklucza prawdziwosci alternatywnego sformutowania hipotezy Lau. Jed-
nakze sugeruje nietrywialno$é ewentualnego dowodu.

Na koniec nalezy dodaé, ze od czasu napisania pierwszej wersji tej roz-
prawy ukazaly sie w Proc. AMS dwie prace K. Salame [Sal, Sa2|, w ktorych
twierdzi on, ze udowodnit hipoteze Lau (odpowiednio w przypadku dyskret-
nym i ogélnym). Jednak na stronie 65 w [Sal], Wy (ey) moze by¢ dowolnie

duze i dlatego oszacowanie

los(o(x)i,) — d(ss, x)i,|| < 2¢

nie jest poprawne. Podobnie na stronie 20061917 w [Sa2|, porzadek indeksow
w catkowej nier6wnosci Minkowskiego nie jest przestawiony i stad oszacowa-
nie
Mo (N~ ol ol | i 5\ ( Ja! 2\ /2
D5 Qo i (et 3) (s wo — 83 70))
Mo Mgl (1dal | 00 2\ ( oJa Ja! 2 1/2
< D0 (v (G e g) (81 .m0 — ;7 .x0))

jest nieprawidtowe. W obecnej chwili Autor tych artykuléow pracuje nad
poprawieniem btedow, ale wydaje sie, ze bedzie to bardzo trudne.
Tak wiec w swojej ogolnej wersji hipoteza Lau wciaz czeka na rozwiaza-

nie.
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