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WSTEP

W praktyce badawczej, w ktorej postugujemy sie logika i teorig mnogo$ci,
nie pojmujac ich jako przedmiotu badan, nie traktujemy tych nauk jako
ukladéw czysto formalnych. Nalezaloby sadzié, ze uwazamy je woOwczas za
systemy zinterpretowane. Powstajg wtedy natychmiast watpliwo$ci, poniewaz
trudno nam wskazaé te interpretacje stosowana w praktyce. Gdy za$ siegniemy
do metodologii nauk dedukcyjnych, to z reguly interpretacja bogatszych syste-
moéw logieznych i matematycznych znajduje sie¢ w ramach teorii mnogosci. Aby
wiec zrozumie¢, o co chodzi w teorii mnogosci, musimy te teorie juz znaé,
z tym, ze na innej plaszczyznie, bo w metasystemie. Jesli na tym nie poprze-
staniemy, pozostanie nam po prostu wskazanie sposobu odczytania podstawo-
wych zwrotow symbolicznych oraz zalozenia, ze wiemy, co znacza wyrazenia
jezyka naturalnego. Znaczenia wyrazen symbolicznych uzywanych w syste-
mach logicznych i matematycznych bylyby wtedy jedynie pewnymi uprosz-
czeniami lub modyfikacjami znaczenn potocznych. OczywiScie tego typu inter-
pretacja niewiele daje. Znany jest fakt wieloznacznosci wyrazen potocznych.
Umieszczenie pojeé¢ pierwotnych zinterpretowanych w jezyku potocznym w
aksjomatach wyklucza niektore znaczenia, ale tez nie rozwiazuje calego pro-
blemu. Nie da sie bowiem wykluczyé wszystkich znaczen i — co wiecej — nie
spos6b wskazaé usprawiedliwienia wyboru takiej lub innej aksjomatyki. Po-
zostaje tylko stwierdzi¢, ze wybér aksjomatyki jest konwencjonalny, co jest
wla$ciwie przyznaniem sie do nieznajomos$ci racji, ktére kierowaly jej wybo-
rem (wszakze nic nie dzieje sie bez dostatecznej i zniewalajacej przyczyny).
Niekiedy wskazuje si¢ na przyczyny ad hoc pozwalajace usungé jakie§ manka-
menty, niekiedy na wzgledy wygody lub estetyki. Tych racji nie mozna jed-
nak przyja¢ jako wystarczajacych przyczyn konstrukcji takiego, a nie innego
systemu. Najwainiejsze jednak jest to, ze przesuniecie ciezaru znalezienia in-
terpretacji na jezyk naturalny nie rozwigzuje zagadnienia, albowiem nie po-
trafimy takze znalezé przekonujacych interpretacji dla wyrazen jezyka natu-
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ralnego, bedacych odpowiednikami terminéw pierwotnych systeméw logiki
i teorii mnogosci. Mam na mys§li przede wszystkim stowa ,,jest” i ,kazdy”.

W tej trudnej sytuacji teoretycznej (praktyka logiczno-matematyczna nie
odczuwa wiekszych klopotéw, gdyz wspomniany brak nie grozi sprzeczno$cia)
trzeba nieustannie zastanawiaé¢ sie¢ nad znaczeniem wspomnianych wyrazen,
nad ich interpretacja i pochodzeniem. Prébowano réznych sposob6éw, aby roz-
wigza¢ naszkicowany problem. Mozna np. prébowaé ustali¢, w jakich warun-
kach postugujemy sie interesujacymi wyrazeniami. Metoda ta jednak jest chyba
skazana na niepowodzenie. Zwrot, ktéry bedzie nas szczegolnie interesowal,
a mianowicie ,,jest”, bywa uzywany w przer6znych okoliczno$ciach empirycz-
nych i psychicznych. Ich opis prawie na pewno bedzie zawieral stowo ,,jest”.
Tego typu wyja$nienia znaczenia slowa ,jest”, o ktére w tych rozwazaniach
chodzi, narazone jest na te same zarzuty, co metoda podawania jego znacze-
nia przez interpretacje w metajezyku, o ktérej juz wspomniano.

Przypuszczalnie najbardziej owocne bedzie przebadanie ksztaltowania sie
interesujacych nas poje¢ w trakcie osobniczego rozwoju ludzi. W tej teoretycz-
nie trudnej sytuacji decydujemy sie na rozwazenie genezy poje¢ uzywanych
w teorii mnogoSci. Decyzje ulatwia 1o, Ze przeprowadzono obszerne badania
dotyczace pochodzenia pojeé logiczno-matematycznych. Mam tu na mysli przede
wszystkim dociekania Piageta i jego szkoly. Moze wlasnie uwzglednienie do-
robku psychologii genetycznej pozwoli lepiej zrozumieé znaczenie termindéw
logiko-teoriomnogosciowych.

OGRANICZENIE ROZWAZAN

Nie sposéb oméwié wszystkich podstawowych terminéw logicznych w tej
krétkiej pracy. Do rozwazan wprowadze wobec tego funktory zdaniotwoéreze
od argumentéw zdaniowych, jako okreslone pod kazdym wzgledem, takze pod
wzgledem genezy. Podobne, upraszczajace zalozenie przyjmuje odnosnie do
kwalifikatoré6w. Tym samym problemem znaczenia i interpretacji podstawo-
wych terminéw logiczno-matematycznych bedzie poruszony jedynie utamkowo.
Nie bedzie takZe rozpatrywana sprawa genezy psychologicznej definicji ter-
minéw pochodnych. A zatem interesowaé¢ sie bedziemy tylko pojeciem klasy
i znaczeniem stowa ,,jest”, nieodlgcznie zwigzanym z pojeciem zbioru (klasy).

Rozwazania zostana takze ograniczone pod innym wzgledem. Ot6z nie bede
w szczegllach referowal pogladéw Piageta, a raczej podstawy jego teorii.
Z drugiej strony, wychodzgc poza to, co wyraznie powiedziatl Piaget, nie bede
wprowadzal zadnej dokumentacji historycznej jego pogladéw.

SZKIC NIEKTORYCH WCZESNIEJSZYCH KONCEPCJI PSYCHOLOGISTYCZNYCH
WYRAZENIA X JEST Y

Druga polowa XIX wieku byla swiadkiem bardzo zywej dyskusji dotyczacej
znaczenia zdan typu x jest y. Dyskusja ta w przewazajacej mierze miala chara-
kter psychologiczny i toczyla sie wokét pytania, jak polaczone (czy rozdzielone)
sa my$li, gdy wypowiadamy zdanie typu = jest y. Nie kladziono w niej nacisku
na r6éznice miedzy tak zbudowanymi zdaniami atomowymi a podobnymi zda-
niami subsumcyjnymi. Podstawowym mechanizmem, ktory stuzy? sformulowa-
niu teorii sadu psychologicznego, bedacego odpowiednikiem zdania typu e jest b,
byla asocjacja-kojarzenie wrazen, wyobrazen lub pojeé (czymkolwiek one sg)
na zasadzie styczno$ci w czasie i przestrzeni, kontrastu itd. przedmiotéw do-
starczajgcych owych wrazefi, wyobrazen i pojeé. U Wundta my$l o przedmiocie
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oznaczanym przez podmiot zdania byla zespolem skojarzonych wrazen lub
wyobrazen traktowanych jako calo$é. Z tego zespolu wylaczato sie, wedlug
niego, jedno wyobrazenie przyporzadkowane orzecznikowi. Powiazanie podmio-
tu i orzecznika bylo w ten sposoéb zagwarantowane przynalezno$cia wyobraze-
nia orzecznikowego do zespotu wyobrazen podmiotowych. Sigwart pojmowat
sprawy inaczej, uwazal, ze podmiot zwiazany by! z wrazeniami bezposrednimi,
a orzecznik z obrazem zapamietanym.

Na podstawie tych dwéch przyktadéw szerokiej dyskusji, w ktérej brali takze
udziat Trendenlenburg, Windelband, Becker, Paul i Miklosich, rozpatrzmy
psychologistyczne poglady drugiej polowy XIX wieku.

Koncepcje te sprawily powazne trudno$ci przy tlumaczeniu sadéw abstra-
kcyjnych, gdzie pojecia: wrazenia lub wyobrazenia sa raczej niestosowne.
Ponadto sposéb kojarzenia poje¢ nie byl przekonujaco przedstawiony. Koja-
rzonym pojeciom abstrakcyjnym nie odpowiadaja bezposrednio przedmioty,
ktére bylyby w stycznosci czasowej lub przestrzennej. Inny powazny brak tych
koncepcji polegal na tym, ze kojarzenie jest raczej procesem biernym, ktéry
odbywa sie niejako automatycznie niezaleznie od tego, czy dane skojarzenie
jest nam potrzebne czy nie. Nie widaé¢ tu zwiazku miedzy tworzeniem skoja-
rzenn i sadéw, a potrzebami ludzkimi. Dopiero behawioryzm powigzal mys$li
z potrzebami ludzkimi. Asocjacjonizmmowi zarzucono takze, ze nie daje gwaran-
cji, iz ludzie bedg posiadali podobne asocjacje i beda je laczyli z tymi samymi
stowami. Tym samym podkre§lono, ze nie moze on zapewnié¢ jednoznacznosci
wyrazen. Jak wiadomo, skojarzenia powstaja dzieki wielokrotnemu zestawianiu
kojarzonych przedmiotéw. Ten mechanizm wydawal sie nie do pogodzenia
z umiejetno$cia tworzenia (i rozumienia) nowych zdan, ktérych dotad sie nie
styszalo i nie widzialo. Wreszcie asocjacjonizm opieral swoje tezy na intro-
spekcji. Poniewaz ta metoda uzasadniania twierdzen psychologicznych nie
dawata jednolitych i okreslonych wynikdéw, uznano ja za bardzo malo warto-
$ciowa. Tym samym twierdzenia asocjacjonizmu zostaly pozbawione uzasadnie-
nia. Do tych pretensji, kierowanych pod adresem samej istoty asocjacjonizmu
mozna dodaé dalsze uwagi dotyczace jego strony formalnej. Oté6z koncepcje
asocjacjonistyczne sa bardzo nieokreslone i dla matematyka z tej racji zupelnie
nieprzydatne. Wydaje sie, ze teoria znaczenia podstawowych terminow logiczno-
-matematycznych powinna byé tak dalece dokladna i tre§ciowo bogata, zeby na
jej postawie dalo si¢ dedukcyjnie wyprowadza¢ wnioski interesujace mate-
matyka.

Na podobne zarzuty narazony jest takze behawioryzm, ktérego jednak nie
dotyczy zarzut opierania sie na introspekcji. Behawioryzm mniej zajmowat sie
jednak tym, co nas najbardziej interesuje, a mianowicie znaczeniem terminéw
logicznych i matematycznych. Wynika to z predylekcji behawioryzmu do badan
nad zwierzetami. Te za$ nie postuguja sie zadnymi terminami, nawet logiczno-
-matematycznymi.

PIAGET O POWSTAWANIU POJECIA KLASY

Wedlug Piageta, umiejetnoéci intelektualne ludzi nie s3 im dane w gotowej
postaci przy urodzeniu, lecz rozwijaja sie w trakcie wykonywania coraz to
nowych czynnosci i dziatan. Cechg charakterystyczna teorii Piageta jest lgcze-
nie umiejetno$ci poznawczych m. in. z rozwojem motoryki.

Wedlug niego, do pojecia klasy, ktére nas tu interesuje, dochodzimy przez
szereg etapéw. Kazdy wczeéniejszy jest warunkiem koniecznym przejécia do
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nastepnego. Z pierwocinami umiejetnosci tworzenia pojecia klasy mamy do czy-
nienia wtedy, gdy dziecko (do lat 2) jest w stanie rejestrowaé korzystne dla
siebie odruchy i powtarza¢ je. Ten bardzo pierwotny mechanizm jest o tyle
wainy, ze nie ginie on w poézZniejszych etapach rozwojowych, lecz jest tylko
rozwijany, uzupelniany itd. Swiadezy to o tym, ze tworzenie pojecia klasy
w pézniejszych etapach réowniez dzieje sie w imie potrzeb organizmu. Nieco
pdzniej dziecko tworzy pierwsze prymitywne pojecie klasy, tj. zalicza przed-
mioty do jakiej§ calosci, ale nie rozumie jeszcze stosunku elementu do tej calo-
Sci. W tym okresie nie potrafi ono jeszcze odro6znié owej calosci od elementu,
po prostu przedmioty o danych cechach wywoluja pewna jednolita reakcje
u dziecka. Na nastepnym, wyzszym etapie dziecko juz wyraznie odr6znia klase
od elementu, dysponuje bowiem jednym sposobem reagowania na wszystkie
elementy klasy i cala gamg reakcji odmiennych na poszczegélne elementy.
Pierwsza reakcja konstytuuje, wyréznia zbior; reakcje drugiego rodzaju wyréz-
niaja elementy zbioru. Jednak i te umiejetnosci nie wystarczaja dla utworzenia
pelnego pojecia zbioru. Wtasciwe pojecie zbioru powstaje wéwcezas, gdy dziecko
w pelni rozumie, ze ulozenie fizyczne elementéw nie decyduje o zbiorze,
a takze woweczas, gdy rozumie, ze w ogble nie trzeba gromadzi¢ przedmiotéw
w jednym miejscu, aby mie¢ do czynienia ze zbiorem.

Zdaniem Piageta, ten ostatni etap tworzenia pojecia zbioru pojawia sie, gdy
dziecko nabywa umiejgto$ci internalizowania ezynnosci, a w szezegoélno$ci opa-
nowuje umiejetnoéé internalizowania czynnosci gromadzenia przedmiotéow
droga ich kolejnego dokladania Czynno$¢ gromadzenia przez dokladanie jest
dla Piageta odwracalna, tj. mozna od zbioru odejmowaé przedmioty i znowu
je dokladaé do tego samego ugrupowania. Mozliwo$¢é odwracania decyduje
o tym, Ze miejsce w ugrupowaniu fizycznym jest obojetne. Gdy czynnosé fizy-
cznego gromadzenia zostaje zinternalizowana, staje sie ona eksperymentem
my$lowym. Ujmuje sie ja wtedy jako czynnoé¢ dajaca sie zawsze wykonaé. Nie
ma juz wtedy bowiem fizycznych przeszkéd w gromadzeniu przedmiotéw,
takich jak ciezar, wielko§¢, wzajemna odlegltosé itp. Internalizacja m. in. umo-
zliwia gromadzenie zbioréw i tworzenie rodzin zbioréw, fizycznie za$ nie da
sie gromadzié¢ zbioréw abstrakcyjnych. W trakcie zinternalizowanego tworze-
nia zbior6w operujemy nie przedmiotami i nie ich wyobrazeniami, lecz ich
symbolami. Symbolizacja jest warunkiem swobodnego operowania klasami
i rownocze$nie jest sposobem wyrdzniania zbiorow. W przypadku klas abstrak-
cyjnych jest to jedyna metoda ich wyrézniania.

Poglad Piageta, ktory zostal tu skrétowo naszkicowany, wiaze tworzenie po-
jecia zbioru z fizyczna czynnoS$cia dokladania przedmiotéw do siebie. To ujecie
ma szereg zalet. Stanowi mianowice odejScie od pasywistycznego punktu
widzenia asocjacjonistéw. Nie ogranicza tworzenia klas przeciwnie — dopuszcza
tworzenie coraz bardziej abstrakcyjnych zbior6w przy pomocy zinternalizo-
wanego dokladania. Nie wigze tworzenia pojecia klasy z samym wyréznianiem
przedmiotéw (trzeba je doktadaé, aby powstala klasa). Wreszcie Piaget — o czym
jeszeze nie méwiono— nie wyklucza mozliwosci tworzenia klas przy pomocy
dodatkowych czynnoéci, w miare jak z rozwojem nauki takie czynnosci beda
sie pojawialy. Kré6tko, metody tworzenia zbioréw nie sa raz na zawsze ustalone
i moga sie rozwijaé. Rezultaty, do ktérych doszedl Piaget, nie opieraja si¢ na
danych introspekcyjnych, lecz na obserwacji dzieci, ktérym zrecznie podsuwano
do rozwiazania odpowiednie zadania.

Wszystkie te cechy teorii Piageta powoduja, ze géruje ona znacznie nad
wezedniejszymi koncepcjami, chociaz nie jest do konca dopracowana. Nadal
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bowiem matematyk nie potrafitby formalnie utworzy¢ ani jednej klasy, majac
wyzej podane wskazéwki budowania zbioréw. Te momenty koncepcji Piageta,
ktére precyzyjnie przedstawil Grize, wystarczaja jedynie dla budowy elemen-
tarnej teorii klas; przedstawione metody tworzenia pojecia zbioru nie wystar-
czajg dla skonstruowania tych wszystkich pojeé, ktére faktycznie wprowadza
sie w teorii mnogos$ci. Wobec tego, problem bardziej formalnego przedstawienia
teorii Piageta jest otwarty. Jest to problem wazny, a jego rozwiazania obie-
cujace. Wolno i nalezy wiec blizej zajaé sie pogladami badacza.

PROBA DOKLADNIEJSZEGO UJECIA KONCEPCJI PIAGETA
METODA POSTEPOWANIA

Piaget uzaleznia stworzenie pojecia klasy od wyréznienia jej elementow
i od zinternalizowanego zgromadzenia ich. Jesli chcemy zatem dokladniej sfor-
mulowa¢ teorie Piageta, trzeba blizej scharakteryzowaé¢ czynno$é gromadzenia
przedmiotéw droga kolejnego dokladania. Pojecie to mozna zdefiniowaé lub
scharakteryzowat przez podanie typowych, ogélnych twierdzen dotyczacych
dokladania. Ten drugi sposéb to nic innego, jak okreslenie metoda postulatéw
(aksjomatow). Wydaje sig, ze tylko ta druga metoda postepowania moze znalezé
tutaj zastosowanie. Twierdzenia Piageta poddane odpowiedniej przerébee inter-
pretacyjnej beda stanowily owa aksjomatyczng charakterystyke, na ktérej nam
zalezy. W twierdzeniach charakteryzujacych gromadzenie beds wystepowaly,
oprécz terminu odnoszacego sie do doktadania, jedynie spéjniki rachunku zdan,
kwantyfikatory ze zmiennymi jednego tylko typu oraz predykatowe litery
schematyczne (nie kwantyfikowane).

W trakcie precyzowania idei Piageta trzeba bedzie uzupelni¢ wiele mo-
mentéw nie wypowiedzianych explicite w jego pracach. Niekiedy chodzi
0o sprawy stosunkowo proste: na ogol w wypowiedziach sformulowanych
w jezyku etnicznym nie zaznacza sie pedantycznie kwantyfikacji, ktéorg tu
trzeba bedzie uzupelni¢ zgodnie z ogélna tendencja sformulowan Piageta.
Jednak juz na tym etapie dopelniania koncepcji Piageta zawsze powstajg wat~-
pliwosci, jaka jest ta ogblna tendencja i ktére z mozliwych uzupelnien nalezy
wprowadzi¢. Gdy sprawa bedzie dotyczyla zagadnien wazniejszych, a nawet
kluczowych, busolg postepowania bedzie przede wszystkim dazenie do nie-
sprzeczno$ci z tym, co wyraznie zostalo powiedziane przez niego.

Dodatkowo bedziemy kierowaé sie¢ nastepujaca wytyczna. Wezmiemy pod
uwage kilka przykladéw fizycznego dokladania i na ich podstawie wprowa-
dzimy uogélnienia — prawa dokladania zinternalizowanego. Przyjmiemy przy
tym, o czym juz wspomniano, ze dokladanie zinternalizowane rézni sie od
zwyklego, fizycznego dokladania brakiem ograniczen zwiazanych z nasza wy-
dolnos$cig fizycznag; w przypadku dokladania zinternalizowanego cigezar i wiel-
kosé dokladanych przedmiotéw nie odgrywaja roli, podobnie odleglosci dokla-
tdanych przedmiotéw i czas, w ktérym sie to dokonuje.

W pewnym przypadku powolamy sie na Piagetowska koncepcje asymilacji,
polegajaca najogélniej na tym, ze najpierw staramy sie¢ dostosowaé¢ wszystkie
nasze czynnoSci do wypracowanych schematéow dziatan, dopiero pézniej,
w przypadku natrafienia na trudnosci przy stosowaniu schematu, poddajemy go
przerdbce. Powolanie sie na te zasade pozwoli ustali¢ bardzo istotng prawidto-
wos$é dokladania.

Mimo uzupelnien, ktére zostana wprowadzone, opis prawidlowosci doktla-
dania bedzie ogdlnikowy. Nie chodzi bowiem o wyczerpujace ujecie prawidlo-
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wosci, lecz o uchwycenie tych jego cech, ktore wystarczaja do scharakteryzo-
wania zbioru i nalezenia do zbioru. Nie nalezy wiec oczekiwaé, Ze podane
prawidlowosci doktadania jednoznacznie wyréznia te czynnoéé spoéréd innych.

Ze wzgledu na og6lnikowo$é przedstawionego szkicu pogladéw Piageta
i dosyé licznych dodatkéw, za ktére moze Piaget nie chcialby wzigé odpowie-
dzialno$ci, artykutu nie nalezy pojmowaé jako rozprawy o walorach histo-
rycznych.

Wydaje sie, ze Piaget jest konceptualista, tj. ze klasy sa dla niego wytwo-
rami ludzkiego umystowego dzialania. Klasa i pojecie klasy sprowadza sig
wiec u niego do tego samego (oczywiscie $wiadomo$é operowania pojeciem
klasy jest czym innym niz samo pojecie klasy). Odpowiednio do tego pojmo-
wania klasy méwili§my zamiennie ,klasa’ ewentualnie ,zbior” i ,,pojecie klasy
(zbioru)”.

TERMINOLOGIA

W nastepnych partiach niniejszego szkicu bedziemy nieustannie mowili
o dokladaniu. Aby wypowiedzi byly pelniejsze, wprowadzimy dwa zwroty:
osoba v doklada przedmiot x do przedmiotu y, otrzymujqc przedmiot z, lub
krétszy: przedmiot x dotozony do przedmiotu y daje przedmiot z. W obu przy-
padkach stowo ,,przedmiot” powinno byé pojete jak najbardziej ogélnie (Mei-
nongowsko). Przy tym znaczeniu nie tylko konkretne rzeczy sa przedmiotami,
ale takze ludzie, zbiory, cechy itp. Skr6tami tych zwrotéw sa: D(v,xy,z)
i D(x,y,z). Poniewaz nie zdarzy sie w naszych rozwazaniach, ze dwie rézne
osoby beda doktadaly przedmioty, nigdy tez nie bedzie wchodzila w gre kwan-
tyfikacja egzystencjalna zmiennej osobowej; jest ona zbyteczna. Mozna zatem
ograniczy¢ sie do zwiezlejszego z wymienionych skrétéw. Choé nie zachodzi
miedzy nimi zadna réznica logiczna, pod wzgledem psychologicznym s3 od-
mienne. Pierwszym zwrotem bedzie si¢ postugiwala osoba, ktéra sama nic nie
dokladajac, obserwuje jak kto§, czyli v, to robi. Krétszy zwrot shuzy raczej
temu, zeby poslugiwata sie nim osoba, ktéra sama doklada przedmioty i zwra-
ca na nie uwage, a nie na swoje czynnosdci i na siebie. Konsekwencje tej psy-
chologicznej r6éznicy miedzy tymi zwrotami zostang oméwione we wnioskach
artykuhu.

Wsérod tez Piageta znajduje sie twierdzenie gloszace, ze warunkiem do-
kladania przedmiotéw jest ich wyréznienie (uprzednie rozpoznanie). Naleza-
loby wiec przyjaé stosowny zwrot, nieco dokladniej ujmujacy intuicje, np.:
dla osoby v przdmiot x jest wyréznony przez ceche P. Jednak i w tym przy-
padku mozemy zrezygnowaé z uwidocznienia zmiennej osobowej i przyjac
uproszczong formule: x wyréznione jest przez P. Dla tego zwrotu przyjmiemy
skrét P(... r..). Poniewaz nasza uwage skoncentrujemy na charakteryzowaniu
dokladania, zwrot ten pozostanie bez blizszych okreslen.

W§éréd cech wyrédzniajacych przedmioty najbardziej interesowaé nas beda
le, ktére sa zwigzane z mozliwofcia gromadzenia przedmiotéw i budowania
przy ich pomocy nowych konstrukeji, choé¢ inne cechy nie sa wykluczone.
Cechy zwiazane z mozliwoécia zestawiania ich w nowe twory sa tu specjalnie
cenione, gdyz — jak juz zaznaczono — przyjeto teze, ze poznajemy rzeczy-
wisto§é nie przez bierna obserwacje, lecz przy pomocy wysitkéw przeksztal-
cania rzeczywistosci. Zatem wszystkie cechy zwigzane z konstruowaniem przed-
miotéw, a przede wszystkim dokladalno$é przedmioté6w, jako cecha podsta-
wowa pozwalajaca gromadzié cechy, jest tu osobno wyrézniona.

Wedlug Piageta, klasa powstaje przez dokladanie jednych przedmiotéow do
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drugich. Przedmiot x jest wiec elementem klasy y, gdy x zostalo do czego$
dodane (np. do 2). Moze zaj$¢ takze inna ewentualnoéé polegajaca na tym, ze
klasa y powstala przed dodanie czegos (np. z’) do 2, x za§ thkwi w owym z,
ktére powstalo przez dodanie x do jeszcze czego$ innego. Daje to nastepujaca
definicje:

D, zey=V.D(z2ylv Vi, [D(E,2,9) AD(x,2,2)].

Definicja ta jest redundantna. W $wietle aksjomatu, ktéry przyjmiemy, okaze
sig, ze jej definiens sprowadza sie po prostu do jej pierwszego czlonu, czyli
do pierwszego czlonu alternatywy bedacej definiensem:

D, xey=V,D(x,2y).

Do tych dwoéch definicji dodajmy okreslenie indywiduum, gdyz z pojecia
indywiduum bedziemy zaraz korzystali. W naszej skromnej terminologii in-
dywiduum meozna okresli¢ jako taki przedmiot, ktéry jest pierwotny w tym
sensie, ze nie powstal przez dokladanie do siebie przedmiotéw, ale jednocze$-
nie moze byé¢ dokladany. Te uwagi pozwalaja zaproponowaé¢ nastepujaca de-
finicje:

D; Ind(x)=~Vy [yFxAzFx ADWY2x)]AV,  D(x,y,2).

CHARAKTERYSTYKA DOKLADANIA

Aby te czynnosé¢ blizej okre$lié, mozna np. roztozyé ja na czynno$ci prostsze
i przedstawié jako splot tych prostych czynno$ci. Mozna takze staraé¢ sie daé
odpawiedZ na pytania: 1) co mozna dokladaé? 2) czego nie mozna dokladaé?
3) po spelnieniu jakich warunkéw potrafimy dokladaé? 4) jakie podstawowe
warunki spelniaja rezultaty dokladania? W naszych rozwazaniach bedziemy
odpowiadali ogélnie jedynie na pytania 1—4.

A. Jakie przedmioty dokladamy zatem? Fizycznie dokladamy przedmioty,
ktére sa z punktu naszych fizycznych mozliwos$ci indywiduami, np. kamienie.
W sposob zinternalizowany dokladamy takze i przedmioty abstrakcyjne. Na
razie jednak przyjmijmy, ze potrafimy doktada¢ przedmioty indywidualne:

T, Ind(x)>V,.D(xyz).

Teza ta, gloszaca, ze kazde indywiduum bywa dokladane, oczywiscie wy-
kracza daleko poza to, czego potrafimy fizycznie wykonaé. Wykracza nawet
poza to, czego potrafimy faktycznie dokonaé w spos6b zinternalizowany, chot
przy pomocy tej ostatniej czynnosci potrafimy zestawi¢ nawet cale globy. Teza
pierwsza wskazuje, ze ,,bywa dokladane” nalezy rozumieé jak wyrazenie: ,,po-
trafimy potencjalnie doktadaé w zinternalizowany sposob”. Jest to kolejne
uogédlnienie zwyklego dokladania fizycznego.

Jesli pierwsza teze uzupelnimy teza egzystencjalna, ze istniejg indywidua

T, V.Ind(x),
to latwo dojdziemy do wniosku, ze potrafimy dokladaé (ze bywa, iz dokla-
damy). Jak latwo spostrzec, pierwsze twierdzenie nie rozwiazuje w petni pro-
blemy, co potrafimy doktadaé.

B. Dalsza cze$ciowa odpowiedZz na pytanie, co mozna dokladaé, sugeruje
pospolite do$wiadczenie kazdego czlowieka, polegajgce na tym, ze gdy pewne
przedmioty kiedy$ dokiadal, to potrafit je pdiniej dokladaé w uklad, ktéry
w danej chwili byl mu potrzebny. Krécej, przedmioty doktadalne daja sie
doklada¢ w okres$lone zestawy. U podstaw tego twierdzenia leza dodwiad-
czenia nabyte bardzo wczeSnie w czasie zabaw dzieciecych, wytwarzajace prze-
konanie, ze potrafimy do woli zestawiaé przedmioty, ktére juz raz udalo sie
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ruszyé i zestawié z innymi. OczywiScie fizyczne dokladanie tego typu jest
stosunkowo bardzo ograniczone, ale gdy nastepnie w dokladaniu zinternali-
zowanym operujemy wyobrazeniami zwyklymi lub symbolicznymi, to mozli-
woé¢ dokladania przedmiotéw juz raz dotozonych zostaje istotnie wzbogacona.
Jesli wiec przedmioty x byly dolozone i s3 wyrdznione przez P, to istnieje
zbiér u, do ktérego nalezy x i ktéry posiada jako elementy jedynie przed-
mioty x’ wyrdzniajace sie cecha P. Krécej zapisane daje to twierdzenie Ty:

Ty V. D(x,yz)AP(..x ...)_>Vu[Vy,D(x,y,’u) A Azo[D(xz/u) - P(..x...)] }

C. Nadal nie potrafimy w pelni odpowiedzie¢ na pytanie: co mozna do-
kitada¢? Dotad bowiem wiemy, ze mozna to czynié¢ z indywiduami i z ewen-
tualnymi przedmiotami, ktére dalo sie juz dolozy¢. Ktére jednak przedmioty
mozna doklada¢? Na przyklad, czy potrafimy wstepnie doklada¢ zestawy in-
dywiduéw? Jesli zestawy indywiduow sa pewnymi fizycznymi catosciami, to
potrafimy to robié. Mimo ze taki zestaw potrafimy w kazdej chwili rozlozyé
na elementarne skladniki, w trakcie doktadania zachowuje sie on (lub my
w stosunku do niego) jak przedmiot indywidualny i w tym charakterze mozna
go dokladaé. Czy jednak kazdy zbiér indywiduéw (nawet ni- posiadajacy cha-
rakteru calosci fizycznej) mozemy dokladaé w spos6tb zinternulizowany? Jesli
tak, to jaki jest mechanizm psychologiczny, ktéry doprowaaza nas do tak
istotnego odejscia od bezposredniego doswiadczenia. Aby odpowiedzieé na py-
tanie, przejdZmy do spraw pozornie nie zwiazanych z obecnyin problemem.

Piaget twierdzi, ze nim czlowiek w rozwoju osobniczym dojdzie do pezio-
mu, ktéry pozwala mu dokladaé i zestawiaé ze soba przedmioty, to musi je
umie¢ wyroéznia¢. Twierdzenie to nie budzi zastrzezen. Wolno przypuszczaé,
ze nie tylko dokladane przedmioty potrafimy wyréznié, ale takze to, do czego
dokladamy, i sam rezultat dokladania. W szczegélno$ci potrafimy to robié
wtedy, gdy wyrozniamy rezultat dokladania po prostu werbalnie: ,to, cb
otrzymuje prze= dodanie’’. Wtedy nie musimy mieé zadnego dalszego rozezna-
nia cech rezultatu dokladania. Tego typu wyréznianie jest pospolite w przy-
nadku dokladania zinternalizowanego, gdzie rezultat nie jest ani widoczny,
ani w inny sposob dostrzegalny. Powyzsze uwagi daja sie ujaé w nastepujacy
sposob:

Ty D(r,y,2) > Vyju[Pil.c. 2 . )APY ... Y L) APY(... 2..)].

Zawsze wiec, gdy mamy do czynienia z dokladaniem przedmistéw, koniecz-
nym tego warunkiem jest ich wyré6znienie.

Twierdzenie czwarte nasuwa natychmiast pytanie, czy (odwrotnie do niego)
wyréznienie przedmioté6w natychmiast nie uzdolnia nas do ich dokladania.
GdybySmy i to twierdzenie przyjeli, to dokladanie przedmiotéw staloby sie
rownowazne ich wyréznianiu. Wtedy doszlibySmy do koncepeji bardzo po-
dobnej do tej, jaka przedstawil Cantor, ktéry uwazal, ze zawsze wyrdznianie
przedmiotéw pozwala utworzyé stosowny zbiér: ,,Unter einer Menge verstehen
wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschieden Objekten
m zu einem Ganzen”. Jak wiadomo, przyjecie, ze kazda cecha wyrdzniajaca
(kazda funkcja) wyznacza zbiér, stalo sie przyczyna paradokséw teoriomno-
go$ciowych w teorii mnogo$ci Cantora. Gdyby$my przyjeli zasade, ze wyroz-
nianie pocigga za soba dokladanie a wiec i nalezenie do zbioru, réwniez by-
liby$my narazeni na paradoksy. Jednak Piaget nalezenie do klasy sprowadza
do dokladania, ktére odréznia ed wyrézniania. Zatem nie mozna wiecei przyja¢
niz T4.
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D. Z drugiej jednak strony dokladaniu stale towarzyszy wyroznianie przed-
miotéw dokladanych i wyréznianie rezultatu dokonanego gromadzenia. Zgod-
nie z zasada asymilacji, wyrdznienie klas indywiduéw (jako rezultatu dokla-
dania) powinno wiec doprowadzi¢ do mozliwoéci ich dokladania. Podstawowa
idea zasady asymilacji sprowadza sie do tego, ze raz urobione pozyteczne sche-
maty sa stosowane bez zmiany tak dlugo, az wyrazne niepowodzenia zmu-
szaja do ich modyfikacji. Skoro wiec dzialanie przebiegalo pomyslnie, tzn.
w ten sposob, ze najpierw zostaly wyréznione indywidua, ktére mozna bylo
poézniej dokladaé, to po wyro6znieniu klas indywiduéw powinna powsta¢ mozli-
wosé dokladania powstalych w ten sposob zbioréw. Ten sam schemat powinien
regulowaé¢ dalsze nasze postepowanie z rezultatami dokladania, czyli klasami,
o ile nie powstang trudnosci wymuszajace zmiane schematu.

Sprobujmy dokladniej sformulowaé schemat, ktéry zgodnie z zasada asy-
milacji powinien powstaé na podstawie pomys$lnego dokladania indywiduéw
i powstawania w ten sposéb wyréznionych zbioréw. Otéz w opisanym przy-
padku mamy do czynienia z szeregiem indywiduéow (z,,r,...x,), o ktérych
wiemy, ze byly juz gdzie§ dokladane; dodatkowo mozemy mieé jeszcze kilka
indywiduéw w, o ktérych nie potrafimy na podstawie wlasnego do$wiadczenia
orzec, ze byly juz kiedy$ dokladane. Z obu tych rodzajéw indywiduéw wy-
roznionych w jakis sposob (P(xy, .., w, .., T;)) mozemy utworzyé zbiér u i ten
powinien byé¢ dokladalny, skoro na mocy T, jest wyr6znialny tak, jak dokla-
dalne indywidua. Gdy przedmioty w s3a indywiduami, cho¢ sami nie dokla-
dalismy ich jeszcze, to z uwagi na T, wiadomo, ze sa one dokladalne. Inaczej
rzecz sie ma w przypadku dowolnych przedmiotéw w. Schemat w tym punkcie
moze zawie$¢ i trzeba zatem wysunaé zastrzezenie, iz brak wiedzy co do do-
kiadalno$ci przedmiotéw nie moze stworzyé komplikacji.

Ostatecznie otrzymujemy takie tymczasowe sformulowanie odpowiedzi na

pytanie, co mozna doklada¢, a w szczeg6lnoéci jakie rezultaty dokladan mozna
réowniez dokladaé:

T'5(a) Vyp -olUnZy wnnZa[ DT, Y0200 A oo AD(Tn,Yn,Z0)]IA
(ry ... T, sa dokladalne)
(b) P(xy,..,w, .., T )A
(przedmioty xy..x, i blizej nie znany co do dokladalno$ci przed-
miot w sa wyroznione ze wzgledu na P)
(c) Charakterystyka przedmiotu w: P(x,,..w, ..T,) nie stwarza kom-
plikacji (tymczasowe sformulowanie) —
(d) Voo, u[D(w,o,0)A
(istnieje dokladalne u, ktére)
©  Am(VunD(mw”u)=Vy, [V,,Dmu”w)A
A wl Vo D(w,0,%’) — P(xy, ..ow, ..., T5)] ,
(jest identyczme z u’ bedace rezultatem dokladania samych przed-
miotéw wyréznionych przez P)
To samo krocej i przejrzy$ciej:
Ts Vi oo UniZy eeZn[DIT1,9 120 A e AD(Zp Y ns20) ] A
AP(xzy, .w, ) AP(2y, .. W, ., x,) nie prowaedzi do trudnosci —
— Voo, u[D(u,0,9') A An(Vyp,Dimw’u) =V, qu,,D(m,u",u’)/\
Awl[ Vi, D(w,w’ w’) — P(x, ..., w, ...,x,)] } ]
E. Aby do konca ustali¢, kiedy mozna doklada¢ rezultaty wczesniejszych

2 Annales, sectio I, vol. [
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dokladan, musimy zastanowi¢ sie nad tym, kiedy moga powstaé komplikacje
w trakcie dokladania.

Tak jak poprzednio, przypatrzmy sie przykladowemu dokladaniu fizycz-
nemu, ktére nastepnie odpowiednio uog6élnimy, przechodzac do dokladania
zinternalizowanego. Wyobrazmy sobie, ze dziecko zgromadzilo (droga dokla-
dania) krazki z6lte na kwadracie. Zielone krazki zostaly zgromadzone na in-
nym kwadracie. Czerwone krazki znalazly sie na trzecim kwadracie. Odpo-
wiednie tréjkaciki z6lte, zielone i czerwone znalazly miejsce na odpowiednich
trzech pieciokatach. Kwadraty i pieciokaty tjcznie ze zgromadzonymi na nich
przedmiotami sa odpowiednio fizycznymi zbiorami krazkéw o réznych kolo-
rach i tréjkatow o tych samych kolorach. Przypus$émy, ze z kolei dziecko
umiescilo wszystkie trzy kwadraty (razem ze znajdujgcymi sie na nich kraz-
kami) na jednym owalu, ktoéry stanowi tu zbiér fizyczny kwadratéw. Jesli
teraz dziecko otrzyma zadanie, aby owal umiesci¢ na krazku, tj. otrzyma in-
strukcje, aby krazek potraktowaé jako zbiér owali, to zadania tego nie wy-
kona, chyba ze zmieni jeden ze zbioréw krazkéw, czyli jeden kwadrat, zdej-
mujac z niego krazek. Wtedy wszakze jeden z kwadrat6w zmieni swéj cha-
rakter i zmieni takze charakter owal, gdyz bedzie zawieral jeden inny niz
poprzednio element. :

Ten przykiad fizycznego dokladania i tworzenia zbioréw ilustrowanych fi-
zycznymi cialami (kwadraty, pieciokaty, owale) przedstawia pewna niemozli-
wo$¢é, bardziej zasadniczg niz ciezar, wielko$é itp. Ta niemozliwo§é polega na
tym, ze jeden i ten sam krazek nie moze byé jednocze$nie w dwéch réznych
miejscach: pod owalem i na kwadracie, ktéry jest na owalu. Przytoczony przy-
ktad daje podstawe dla nastepujacego twierdzenia:

Tg ~[D(xy,Y1,21) AD(2,,Y5,25) AD(25,93,23) A .. AD(2g_1,90,7)].

Podany przyklad sugeruje przyjecie Ty, ale posiada bardzo istotna wade: do-
tyczy zestawdw fizycznych znajdujacych sie na konkretnych fizycznych przed-
miotach ulatwiajacych przenoszenie zestawu i jego dokladanie. W podanym
przykladzie niemozliwo$é dokladania spowodowane jest w gléwnej mierze
fizycznym charakterem nosicieli zestawéw. W jakim stopniu wolno nam te trud-
no$ci przenie§¢ na dokladanie zinternalizowane, w ktérym nie ma takich ,,tac”
jak kwadraty i pieciokaty? OdpowiedZ na to pytanie bedzie zalezala od do-
kladnego sprecyzowania internalizowania. To zadanie jednak przerasta daleko
ramy niniejszego studium i musi pozostaé nie rozwigzane az do podjecia tematu
w osobnych rozwazaniach. Na razie mozemy przyjaé¢ jedynie tymczasowa propo-
zycje wyjScia z dylematu. Jak juz powiedziano, w zinternalizowanym dokia-
daniu nie odgrywaja roli takie fizyczne wielkosci jak ciezar, rozmieszczenie
dokladanych przedmiotéw, czas ich dokladania, sily wiazace przedmioty lub
je odpychajace. Pozostaje do uwzglednienia tylko to, Zze mySlowo zostaly
tak zgromadzone, ze staja sie nowa calo$cia. Wyobrazenia, ktére moga wia-
zaé sie z utworzeniem nowej caloSci sa raczej niewazne. Ot6z, jesli tak
ujmiemy internalizowanie dokladania, to Tg pozostanie wazne dla doklada-
nia zinternalizowanego, tworzenie bowiem nowej cato$ci z calosci, jakimi sa
uklady krazkéw, dokonuje sie sukcesywnie; zaklada utworzenie najpierw ukla-
dow krazkéw, a pédiniej dopiero zestawu tych wcze$niejszych ukladéw. Nie
spos6b zatem pojaé krazka jako zbioru pézniejszych zestawéw, gdyz krazek
musi sta¢ do dyspozycji, gdy poZniejszych tworéw jeszcze nie ma. Nie mozna
dokladaé przedmiotéw, ktérych ze wzgledu na niewykonanie doktadania jesz-
cze nie ma.
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Te niepelne uwagi musza nam obecnie wystarczy¢; sugeruja one, ze przy-
toczona ilustracja dostatecznie uzasadnia Tg. Twierdzenie Tg przyjmujemy za-
tem jako jedna z charakterystyk dokladania.

Wezmy teraz pod uwage nastepny przyklad z zakresu zadan, ktdre mozna
zleci¢ dziecku (dobér tego typu przykladéw jest pewnym na$ladownictwem
Piageta). Krazki (5 sztuk) s3 zgromadzone w jeden zbiér i znajduja si¢ na
trojkacie. Kwadraty (5 sztuk) sa podobnie zebrane i znajduja si¢ na innym
tréjkacie. Z kolei tréjkaty ukladamy na owalu. Powstaje pytanie, czy krazki
znajduja sie na owalu? (jest to pytanie o przechodnio$¢ nalezenia do zbioru).
Czysto fizycznie nie jest to mozliwe. Zeby tej sztuki dokonaé, trzeba krazki
zabraé z tréjkata, ale wtedy 6w trojkat zmieni swo6j charakter i przestanie by¢
nosicielem pieciu krazkéw. Wtedy takze owal zmieni swé6j charakter, gdyz nie
bedzie uosabnial zbioru dwéch dotychczasowych trojkatéw — zestawdw po
pieé¢ elementéw. Mamy wiec odpowiedz na postawione pytanie, ale tylko w od-
niesieniu do gromadzenia (dokladania) fizycznego przedmiotéw. Sprawa jest
otwarta odno$nie do dokladania zinternalizowanego. Zauwazmy we wstepie
do odpowiedzi na te kwestie, ze je§li zbiér owalowy (tak dla krétkoéci nazy-
wam zbiéor powstaly przez dobranie dwoéch zbioré6w odpowiednio krazkéw
i kwadratéow i dolozenie ewentualnych dalszych przedmiotéw) bedzie mégt
takze posiadaé krazki, to zbior trojkatowy bedzie zawarty w zbiorze owalowym,
krazki bowiem beda w jednym i drugim zbiorze. Wtedy nalezenie do zbioru
bedzie w tym przypadku réwnowazne zawieraniu sie.

Przejdzmy do udzielania wla§ciwej odpowiedzi na pytanie, czy przedmiot
nalezacy np. do zbioru A moze naleze¢ do rodziny zbioréw, do ktérej nalezy A.
Jak wiemy, zbiory powstaja przez dokladanie: ono konstytuuje zbiér. Rodziny
zbioréw tworzymy przez dodanie dwéch zbioréw jako pewnych calo$ci. Tak
sie rzecz przedstawia réwniez w przypadku dokladania zinternalizowanego.
Aby te rodzine zbioréw wzbogacié, trzeba dokonaé¢ dalszych aktéw dokladania.
Gdy jednak dokladamy przedmioty, to musimy je skad$ bra¢. W naszym przy-
kladzie musimy uja¢ przedmioty ze zbioru A, ktéry tym samym przestaje
istnie¢ w dotychczasowym ksztalcie. Poniewaz w dokladaniu zinternalizowa-
nym czas nie odgrywa roli, zbiér A jest ukonstytuowany i jednocze$nie po-
zbawiony elementéw; jest sprzeczny. Podobnie jak poprzednio, musimy sie
zadowoli¢ ta odpowiedzia, brak bowiem pelnego rozeznania w sprawie inter-
nalizacji.

To, co opisano w przykladzie ujmijmy obecnie ogélnie:

~[D(a:,vl,y)/\D(y,vz,z)/\D(a:,v,,z)]
lub jeszcze bardziej ogdlnie:

T’1 N[D(I,‘Ul,yl)/\ D(yp”z:yz)/\ A D(I,‘U",yn)] .

F. Twierdzenie Ty sprowadza sie do tego, ze nie jesteSmy w stanie dokla-
da¢ w spos6éb zinternalizowany metodg kolowa. Twierdzenie T, glosi, ze nie
potrafimy tego robi¢ w sposoéb skokowy. Gdy zastosuje sie definicje D, do
Ty i Tq, otrzymamy formuly bardziej uwidoczniajace wspomniang kolowosé
1 przeskokowo$é:

T'e ~(Tezy AZ1€25 ... AZLET) T’ ~TeYy A Y1EY2 A . ATEY).

Gdy teraz spojrzymy na T’y i T, to stanie sie jawne, ze obie formuly sg nie
stratyfikowane w normalnym, Quinowskim tego slowa znaczeniu.

Twierdzenia T"g i T'; $wiadcza o tym, ze nie potrafimy gromadzié zbioréw,
ktorych opis tworzenia jest nie stratyfikowany. Sam opis jest dla nas w pelni
zrozumialy i gramatycznie sensowny, choé ostatniemu znakowi nalezenia w
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omawianych twierdzeniach nie jest przyporzadkowana zadna czynnos$é dokla-
dania, ktéra jest w tym przypadku niemozliwa. Wolno nam wiec postugiwaé
sie wypowiedziami nie stratyfikowanymi, ale nie potrafimy powigzaé¢ z nimi
zadnego dokladania. Sytuacja jest tu odmienna niz w teorii typéw, gdzie wy-
powiedzi nie stratyfikowane — moca decyzji twércy systemu — sa pozbawione
sensu syntaktycznego.

Jak powiedzieliSmy, zbiér powstaje przez doktadanie. StaraliSmy si¢ znalezé
warunki dokladalnosci tak rozumianych zbiorow. Wstepnie zostaly one podane
w T’;. Obecnie mozemy uzupelni¢ tymczasowy warunek poprzednika T’;. Zazna-
czyliSmy tam, ze bedzie mozna utworzyé pewien interesujacy nas zbiér u, o ile
wyrodznienie jego elementéw nie stworzy trudno$ci. Obecnie mozna dopowie-
dzie¢, ze utworzymy zbiér u, o ile jego elementy nie beda dokladane w sposéb
kolowy lub przeskokowy — lub inaczej — o ile zdanie wyrézniajace P(z,...,w,...
T,) elementy zbioru u nie bedzie nie stratyfikowane. Po prostu mozna utworzyé
zbiér u, o ile powstaje on przez wykonalne dla nas dokladanie zinternalizo-
wane. Twierdzenie T’; moze uzyska¢ obecnie ostateczng postaé:

T’ Vype-YUni21-2n[D(T1,Y1,20) A oo AD(T0,Yn 2n)] AP(Zy, oW, o ,T0) A

Y P(xy, ...,w, ..Ty)" jest stratyfikowane —
Voru[Dup,0) A An(Vap, D(m,w” u)=
=V | VunD(m, w”w)A A w[Vw,D(w, W, w')—>P(z,... ,w, ..x,)]. })].

W T’5 jeszcze jedna sprawa wymaga pewnego komentarza. Nie wyjasniono,
dlaczego zamiast zaznaczenia, ze P(xy, ..., W, ... ;) musi byé zgodnie z Tq i Ty,
wprowadzony metajezykowy odpowiednik takiego sformutowania: ,,P(xy, ... ,w,
..Xn) jest stratyfikowane”. Jak powiedziano, nie potrafimy dokladaé¢ w sposéb
kolowy lub przeskokowy. Zadna wypowiedz nie stratyfikowana nie posiada od-
powiednika w postaci dokonanej czynno$ci dokladania. Twierdzenia Tg i Ty
sa nie stratyfikowane. Nie potrafimy zatem utworzyé zbioru przez dokladanie,
ktory by spelniat Tg i T;. Stad T i T; nie sa pozadane w T";, gdzie powinien
byé podany warunek mozliwy do zrealizowania.

G. Dotychczas odpowiedzieliSmy przynajmniej czeSciowo na dwa pytania:
co mozna dokladaé i czego nie da sie dokladaé. Wypada teraz odpowiedzie¢ na
pytanie, jakie sa rezultaty doktadania.

Czlowiek w mlodosci nabiera wielu doswiadczen dotyczacych dokladania.
Na przyktad dziecko, ktore wybrato z pudta klocki, buduje zamek, nastepnie
burzy go, a klocki sktada do pudla. Nastepnego dnia z tych samych klockow
konstruuje most, znowu po zabawie uklada klocki w pudle, aby trzeciego dnia
znowu zbudowaé zamek. Okazuje sie, ze kolejno$¢ wkladania klockow do pu-
dia nie ma wplywu na mozliwo$é budowania z klockéw dowolnych ukitadow.
Tym samym zbidr, jako rezultat dokladania, nie zalezy od kolejnosci doklada-
nia przedmiotéw (o ile istnienie jednych nie zalezy od wczesniejszego doktada-
nia innych przedmiotéw. Por. w tej sprawie uwagi wprowadzajace Tg). Uwa-
zamy, ze tym bardziej dotyczy to nie tylko dokladania fizycznego, ale w szcze-
gbélnoci dokladania zinternalizowanego, ktére nie jest skrepowane wieloma
ograniczeniami fizycznymi. Zgodnie z tym mozemy przyjac, co nastepuje.

Jezeli wiec klasa y powstala przez zestawienie ze soba przedmiotéow x’ i z,
przy czym z jest réwniez zbiorem i ma jako element przedmiot x, to zawsze
da sie y otrzymaé przez dodanie x do jakiego$ innego zbioru u. Inaczej méwiac,
je§li y powstalo ze zbioru z zawierajacego x, to x jest bezposrednio elemen-
tem y. Zamiast wiec dodawaé x do czego$, aby utworzy zbiér z, ktéry z kolei
stuzy do zbudowania y, zawsze znajdzie sie taka kolejnos¢ dodawania przed-
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miotéw, Ze x bedzie ostatnim dodanym przedmiotem. Jego dolozenie spowoduje
uzupelnienie dotychczas zgromadzonego materialu do pelnego zbioru y. Roz-
wazania te daja:

Ty D(x’,z,y) AD(x,2’,2) -V D(x,u,y)

Ty pozwala uprosci¢ D, i sprowadzié¢ do D,.

Piaget w wielu miejscach zwraca uwage, ze dziecko nie dysponuje pelnym
pojeciem klasy, je$li uzaleznia tozsamo$¢ klasy od kolejnosci dodawania przed-
miotow (nie opanowalo jeszcze operacji odwrotnej do dokladania), od ksztaltu
fizycznego uzyskanego ugrupowania (zbiory figuralne utworzone przez fizyczne,
nie zinternalizowane dokladanie). ZwracaliSmy uwage, ze miejsce, w ktorym
znajduja sie aktualnie przedmioty nie ma wplywu na mozliwo$é ich doklada-
rnia w sposéb zinternalizowany. Jest to zrozumiale, gdy wezmiemy pod uwa-
ge, ze osoba, ktéra w mySlach doklada przedmioty, nie musi przebyé
drogi od miejsca, w ktdérym znajduje sie przedmiot do miejsca, gdzie ma
byé zlozony. Po prostu osoba ta zaklada, ze droga ta jako§ zostala przebyta.
Podobnie z czasem, w ktérym istnieje dokladny przedmiot i z czasem, w kto6-
rym zostal polaczony z innymi. Nie sposob obecnie oméwié, jak jest mozliwe
tego typu pomijanie tych waznych spraw w zinternalizowanym dokladaniu.
O zinternalizowaniu wiemy po prostu za malto. Gdybysmy jednak zebrali ra-
zem wszystkie uwagi dotyczace tego, co nie jest brane pod uwage w zinterna-
lizowanym dokladaniu, to zebrane razem, tworza one pewna pozytywna charak-
terystyke klasy: zalezy ona jedynie od swoich elementow. Uwagi Piageta nale-
zy teraz wyrazi¢ w przyjetym przez nas jezyku. Zalezno§¢ klasy jedynie od
jej elementé6w mozna chyba nastepujaco przedstawi¢. Gdy mamy do czynienia
z pozornie dwoma Téinymi zbiorami utworzonymi z tych samych przedmio-
tow, to muszg one byé identyczne, czyli z kazdym mozna czynié to samo, co
z drugim, otrzymujac ten sam rezultat. Te my$l da sie juz prosto przedstawié.
Poniewaz w naszym jezyku mozemy moéwi¢ jedynie o dokladaniu przedmiotéow
(predykaty ,,P” sa w zasadzie skrétami wypowiedzi, w ktérych wystepuja wy-
tacznie predykaty D i terminologia logiczna) i wyréznianiu, zbiory o tych sa-
mych elementach tam samo daja sie dokladaé i wyrdzniaé:

Ty  AzylD(xy,2)=D(z,y,u)]->[D(u,w,w')=D(z,w,w’ )] A [D(w,u,w’)=

=D(w,z,w’) A[P(xy, ..., 4, ..., Tp)=P(x;, ..., 2, ..., T,)].
Latwo zauwazyé, ze Ty z uwagi na litere schematyczng ,,P” jest schematem
twierdzenia. Ty stwierdza, ze rezultaty dokladania sg identyczne, gdy zostaly
utworzone dokladnie z tych samych przedmiotéw. T, jest wiec odpowiedzia
na ostatnie pytanie postawione na poczatku paragrafu.

KONKLUZJE
TRESC MATEMATYCZNA PODANYCH TWIERDZEN

Poniewaz nieustannie rezultaty dokladania nazywali§my zbiorami, juz na
tej podstawie mozna by przypuszczaé, ze twierdzenia, do ktérych doszliémy, po-
siadajg pewng tre$é matematyczng. Ten punkt chce obecnie nieco rozbudowaé
Chce ukazaé¢, jak dalece niektére przyjete tezy przypominaja znane skadinad
aksjomaty teoriomnogo$ciowe. W tym celu bede wstawial w mniektérych przy-
jetych tu twierdzeniach wyrazenia typu xey zamiast V,D(z,z,y). Bedzie to
zgodne z definicja D,, W T, poprzednik =zastapimy réwnowazna formula
A =[VyD(x,y,2)=V D(x,y,u)] i nastepnie czlony tej réwnowaznodci zastgpimy
ich odpowiednikami z D,, otrzymujac zmieniony poprzednik Ty: A (Tez=xTeu).
Jest to twierdzenie o réwnozakresowos$ci z i u. Z kolei, z pierwszego czynnika
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nastepnika otrzymujemy: Aw.[VywD(u,w,w’)=D(z,w,w’)], co da sie na podstawie
D, skrécié do A ,(uew'=zew’).

Ostatecznie wiec otrzymujemy:

Tio Azlrez=xeu)—> A p(uew'=zew’),
Jest to odpowiednik zasady ekstensjonalnosci.

Weimy teraz pod uwage T, Po zastapieniu zwrotéw dotyczacych dokla-
dania zwrotami dotyczacymi nalezenia elementu do zbioru, otrzymamy po-
chodne sformulowanie T;, a mianowicie:

Ty Vi[rezAP(zy, .., x, .., xp)] >V, {xeun A y[2'eu—P(x,, ..., T, ..., )] ).

Wprow?dimy obecnie definicje abstraktu podang przez Quine’a:

D, (Bea @) zastepuje VI[(BeTAAa(asT— @)].

Zgodnie z ta definicja T, przeksztalca sie w:

Tya V[xezAP(zy,..x,..,2,)] > xex’[P(xy, ... T, ooy 2,)] .

Ostatna teze mozna jeszcze dalej zmieniaé. stosujac do niej definicje zbioru
pelnego X
VY =z(x=x)
i twierdzenie, ktére da sie otrzymaé z tej definicji i definicji identycznosci przy
uzyciu jedynie praw teorii zdan i kwantyfikacji:
Vizez)=xey/.
Wtedy otrzymamy: R

T3 xey AP(xy, .7, ...xy) > Te ' [P(xy, ..., o0iTy)).

Poniewaz przyjmujemy, ze w teorii kwantyfikatoréw za zmienne wolno wsta-
wiaé abstrakty (niechaj a bedzie abstraktem):

P(a) - V,[P(z)].
Z T,; uzyskamy:

Ty Zey AP(xy, ...x, .,xp) = Vi(xez)
lub:

Tys Vizey AP(xy, .o, ...iTq) — XE2)

(z nie jest identyczne z zadnym sposréd x,, ...Tp).
Mozna réwniez udowodnié¢ odwrotnoéé tezy T,s. Na mocy praw rachunku zdan
i kwantyfikacji mamy:

MzxezA Ax[rez — P(xy, .02, oy Ty)] }> XTe2 AP(Ty, 0, o Th) .

Po roztozeniu kwantyfikatora wiazacego zmienng z w implikacji z jednoczes-
nym jego ostabieniem i zastosowaniu definicji tak, jak przy dowodzie T,s,
otrzymamy:

Tis xe:}[PII, wosy ey Tn)] = Vo [xez AP(xy, ..0X, ooy T3]

Teza ta po zastosowaniu przytoczonego prawa kwantyfikacji i definicji zbioru
pelnego przeksztalca sie w:
Tir Vizez) > zey AP(xy, ., oTh).
Male dodatkowe przeksztalcenie daje pozadany rezultat.
Ty Azez — xe Y AP(zy, oiT, ooiTy)]
Zestawienie T;5 i Ty daje:

Ty Vi(rez=zey AP(xy, .7, wiZp)].

Przypatrzmy sie teraz Tg'. Po zastosowaniu- tych definicji co poprzednio
i dodatkowej definicji: X

Ds z[P(.)]ley=V, {z=x[P(..)] Azey}.

Ts"” przeksztalca sie w:
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Tos T1EZ A AXEZ, APy, ... w0, ..., x,) e stratyfikowane
>V (ue Y Am{weu=V, [wew’ A Ap(wew’ — Pz, .., w, ... z5)] }).
Teza ta z kolei przybiera nastepujaca posta¢:
Ty, TEZ A AZpeZpa APy, W, ...,T3) e stratyfikow. —
— Vylue y Au=w[P(z,, .,w, ..,x,)] }.
Ostatecznie otrzymamy:
Ty XEZ A AZpeZa A"P(xy, W, . xp) e stratyfikow, —
— W[P(x, .00, W, ..., T5)]eY/ .

Patwo zauwazyé, ze Ty, T i T,y sa odpowiednikami aksjomatéw logiki
matematycznej Quine’a (Math. Logic. s. 162). Ty, jest podobne do *201, Ty,
przypomina *202, a T,, odpowiada *200. System Quine'a stanowi pewna teorie
mnogoSci; zauwazone podobiefistwo miedzy aksjomatami a tezami Ty, Tyg i Ty
pozwala wnosié, ze w koncepcji psychologii genetycznej zawarty jest spory
tadunek czysto matematycznej treci. Jest to ilo§é wystarczajaca, aby blizej
zainteresowa¢ sie tg psychologisa.

Miedzy wspomnianymi tezami a aksjomatami Quine'a istnieja takze pewne
réznice. Jedna z nich polega na tym, ze w T, nie uwzglednia sie zmiennych
(zaréwno wolnych jak i zwigzanych), gdy w *202 s3 one uwzglednione. Trudno
bylo uwzgledni¢ ten moment bez dodatkowego dokladnego rozpatrzenia ca-
losci spraw zwiagzanych z kwantyfikacja.

Inna réznica polega na tym, ze aksjomaty Quine’a sa sformulowane w me-
tajezyku. Natomiast wszystkie uwagi o dokladaniu przedmiotéw sa wyrazone
w jezyku przedmiotowym. Ta pozornie stylistyczna réznica ma konsekwencje
czysto rachunkowe (u Quine’a nie jest potrzebna regula podstawienia).

WNIOSKI FILOZOFICZNE

Zgodnie z tym, co powiedziano, ludzie dochodza na podstawie swoich do-
Swiadczen zyciowych zwigzanych z dokladaniem do pewnego pojecia nale-
zenia do zbioru. Te do§wiadczenia sa powszechne. Mozna by na tej podstawie
dojsé do wniosku, ze istnieje jedno ,,wlasciwe” pojecie nalezenia przedmiotu
do zbioru, zgodne z tymi do$wiadczeniami. Konkluzja ta bylaby jednak przed-
wezesna.

Jak wiele razy juz moéwiliSmy, wedtug Piageta, zbior jest rezultatem ko-
lejnego dokladania przedmiotéw. Nalezenie elementu do zbioru sprowadza sie
do tego, ze 6w element jest jednym z przedmiotéw, z ktérych powstal zbiér.
Jak wszystkie czynno$ci ludzkie, tak i dokladanie ulega w miare rozwoju czlo-
wieka doskonaleniu. Petnie umiejetnosci zdobywaja ludzie w tym wzgledzie
okolo 12 roku zycia, gdy osiagaja etap my$lenia opartego na symbolach. Nim
posiada te pelnie, oczywiécie postuguja sie wyrazem ,jest”. Uzywaja go nawet
wtedy zanim udalo im sie zinternalizowaé¢ dokladanie. Okazuje sie zatem, ze
slowo ,jest” w kazdym okresie rozwoju posiada nieco inne znaczenie; kazde
kolejne jest bogatsze od poprzedniego. Wynika z tego istotny wniosek, ze sto-
wo ,jest” ma po prostu wiele znaczen. Najprawdopodobniej kazde z tych
znaczen utrwalilo sie w jezyku i obecnie wszystkie aktualnie przystuguja
slowu ,,jest”, powodujac, ze wyraz jest bardzo wieloznaczny i wiaze sie z bar-
dzo licznymi intuicjami teoriomnogo$ciowymi. Istnienie licznych sposobéw po-
dejScia do problemu charakterystyki nalezenia i zbioru nie tylko da se po-
godzié z koncepcja Piageta, ale jest na jej gruncie wrecz konieczne.

Forma naszych wypowiedzi o dokladaniu nie zawiera zadnych wyra¢nych
momentéw pragmatycznych. Zwrot D(x,y,z) kieruje uwage na pewne przed-
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mioty x,y,2 i na pewna relacje miedzy nimi. W swej zewnetrznej formie przed-
stawiona teoria dokladania jest teoria przedmiotéw, a nie teoria czynnodci
ludzkich. W tym wzgledzie jest ona w pelni dopasowana do zewnetrznego
ksztaltu systeméw teorii mnogosci. Tego rodzaju ujecie dokladania jest uza-
sadnione nie tylko tym, o czym wspomnieliSmy w trakcie wprowadzania pre-
dykatu D(z,y,2z). Ponadto, nalezy zwréci¢ uwage na sprawe nastepujaca. Gdy
dokladamy fizycznie przedmioty, terminy, ktérymi woéweczas sie postugujemy,
oznaczaja owe fizyczne przedmioty. Odpowiedniki psychiczne tych terminéw
(mowa subwokalna) oznaczaja takze owe przedmioty. W tym wiec przypadku
stuszne jest formulowanie wypowiedzi w jezyku przedmiotowym, gdy chcemy
opisaé tego typu dokladanie. Dokladanie zinternalizowane jest ogoélniejsze, ale
nie zmienia naszego odniesienia do doktadanych przedmiotéw. Stad przy opisie
dokladania zinternalizowanego nalezy postugiwaé sie jezykiem przedmioto-
wym. Uzyte terminy nazwowe posiadaja w przypadku obu dokladan te sama
intencje znaczeniows. Uzycie jezyka przedmiotowego jest wiec uzasadnione.
Jednak tezy, do ktérych odnoszg sie terminy (i pojecia) opisujace dokladanie
zinternalizowane, niekiedy nie sg przedmiotami fizycznymi. Powstaly tylko na
skutek dokladania zinternalizowanego. Sa wiec tworami powstalymi dzieki
naszej umyslowej dzialalno$ci. Sa one o tyle fizyczne, o ile fizyczne sg czyn-
nosci umyslowe. Tego typu przedmioty mozna chyba nazwaé¢ pojeciami. Po-
niewaz jednak terminy, ktérymi sie poslugujemy, maja te samg intencje zna-
czeniowg co terminy (i odpowiadajace im pojecia) oznaczajace przedmioty fi-
zyczne, pojecia klas s3 w pewien sposob umieszczane w $wiecie przedmiotéw
niezaleznych od nas, w $wiecie przedmiotéw obiektywnych. Zarazem wiec
sluszne jest postugiwanie sie jezykiem przedmiotowym i stuszne jest trakto-
wanie klas jako pojeét. W przypadku metajezyka intencja znaczeniowa uzy-
tych terminéw bylaby skierowana na wytwory naszej umystowej dziatalnoéci
jako na nie nalezace do swiata obiektywnego. Wtedy tez bylby bardziej wska-
zany zwrot D(v,x,y,z). Mozliwosé traktowania logiki na oba sposoby podkresla
dwoisty charakter klasy.

Mozliwosé traktowania teorii mnogos$ci jako nauki o dokladaniu i jego
umystowych wytworach, a takze jako nauki o pewnej specjalnej relacji mie-
dzy przedmiotami pozwala rozwiazaé trudno$¢, o ktéra potykaly sie wszystkie
teorie starajace sie¢ przedstawi¢ teorie mnogo$ci nie jako nauke o obiektyw-
nych bytach, lecz o naszych umystowych konstruktach. Przedstawione tu uje-
cie teorii mnogosci stanowi pewien argument na rzecz tych koncepcji, dla
ktéorych matematyka jest teorig ludzkiej dziatalno$ci konstrukcyjnej.

Inne nieco wnioski plyna z rysujacego sie zwigzku psychologii i teorii
mnogos$ci, gdy wezmie sie pod uwage przyklady wprowadzajace podstawowe
i ogdélne twierdzenia, mianowicie naszkicowane zwiazki moga sta¢ sie ptodne
dydaktycznie. Juz nie tylko iloczyn klas, suma itp. znajduja swoje ilustracje,
ale takze znacznie trudniejsza kwestia paradoksow teoriomnogosciowych.

Proponowana geneza pojecia nalezenia i podwéjny charakter twierdzen
teorii mnogosci pozwala ponownie podjaé problem analityczno$ci. Poniewaz
jednak jest to zagadnienie bardzo obszerne, sprawy tej nie bedziemy rozwijali.
Niemniej widaé, ze dalsze rozwazania nad stosunkiem genezy pojeé do logiki
i teorii mnogos$ci wydaja sie wazne i nalezaloby je kontynuowaé. Jednak skoro
okazano juz perspektywy badan w dziedzinie psychologii genetycznej, to w
przysztosci nalezy to czynié¢ bardziej systematycznie niz w niniejszym artykule.
Nalezy w odpowiedniej kolejno$ci najpierw zajaé sie pojeciem zinternalizo-
wania, nastepnie ustalenia genezy poje¢ wystepujacych w teorii zdan, dalej
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pojeciami teorii kwantyfikacji, aby w kofcu ponownie wréci¢ do teorii mno-
gosci i blizej zbadaé jej podwdjny charakter, co pozwoli dokladniej w nowym
$wietle przyjrzeé¢ sie zagadnieniu analitycznosci.

PE3IOME

floHATME MHOMECTBA HEOAHOKPATHO NOABEPrancoCh AKCHOMATHHECKOMY OXapaxtepu-
3osanmio, OgHako cnocob obpaaosaHus 3TOro MOHATMR M3yueH A0 cux nop mano. [po-
6neme reHeauca NOHATMA MHOXKECTBA NOCBATMA MHOro BHMMaHua M. Muawe u ero cortpya-
HWKM. ABTOP HACTOSWIEN CTATbM, TAK Me KAK W [mae cuuTaeT, 4TO NOHATHE MHOMecTsa
sensetca obobuieHnem noOHATHA peaynbrata cduanueckoro npubasneHns npeameros ApYr
K Apyry. Paseueas koHuenuwio [lwawe, aBTOp nbITAeTCA nepeuncnuts Hanbonee obuine
npuaHaku npubasnenus ocobeHHo ero 0606WEHHOR WM UHTEPHANW3UPOBAHHOK BEPCMM.
CympaeHnn, onucyowue npouecc npubasneHns B Bbilue YKA3AHHOM CMbICNe, 8 TaKKe fge-
PUHMUMA NPMHAANEHHOCTM 3INEeMeHTa K MmHomecTBy (npuHagnemHocts Gbina onpepenexa
KaK COOTHOWweHue Mmexay npeametos npubasnenus u peaynstatom npubasneHus) npu-
BOAAT K NPOM3IBOAHLIM CYAEHMAM, OUEHL HANOMMHAIOU\MM AKCMOMATMKY TEOPMM MHO-
wecte Kyanuna (ML).

SUMMARY

The notion of set has often been defined axiomatically. However, the way in
which this notion originated has rarely been investigated. This problem was prima-
rily discussed by Jean Piaget and his school. The author adopts Piaget’s position,
according to which the notion of set is the result of a generalization of the notion
of physical addition of entities to one another. Developing Piaget’s conception an
attempt has been made to enumerate the most general features of physical addition
(not mathematical), particularly of its generalized and internalized version. The
theorems describing addition in the above sense, and the definition of elementhood
(elementhood has been defined as a relation between the object which is added and
the result of the addition) lead to derived theorems, vividly resembling Quine’s (ML)
axioms of set theory.






