
ANNALES
U N I V E R S I T A T I S MARIAE CURIE-SKŁODOWSKA 

LUBLIN — POLONIA
VOL. XXIV/XXV, 11 SECTIO AA 1969/1970

Z Katedry Fizyki Teoretycznej Wydziału Mat. Fiz. Chem. UMCS 
Kierownik: doc. dr habil. Stanislaw Szpikowski

Janina MARCIAK-KOZŁOWSKA, 
Maksymilian PIŁAT

Podstawowe drgania napiętej prawie kołowej płyty

Основные колебания почти круговой напряженной пластины

Principal Vibrations of the Nearly-Circular Strained Plate

Wpływem niewielkich zmian kształtu brzegu na drgania membrany 
kołowej zajmował się już Lord Rayleigh [1]. Rozważano podobne 
zagadnienie dla membrany pierścieniowej i dla falowodów [2, 3]. Rozwią­
zano także ten problem dla prawie kołowej płyty, nie poddanej dzia­
łaniu sił stycznych [4].

W tej pracy zbadano wpływ kształtu brzegu na drgania płyty 
poddanej izotropowym napięciom w płaszczyznach równoległych do po­
wierzchni płyty. Obliczono podstawową częstość drgań i odkształcenie 
naciągniętej lub ściśniętej płyty prawie kołowej.

Rozważmy poprzeczne drgania płyty leżącej na płaszczyźnie z = 0 
i zamocowanej na brzegu.

Równanie drgań takiej płyty jest następujące [5]: 
h2E A8S _ э2а _ л 84 

12(1-а2) A d dt2 (1)

gdzie h oznacza grubość płyty, d — jej gęstość, В — ugięcie, E jest 
modułem Younga, o — współczynnikiem Poissona, оац oznacza dwuwy­
miarowy tensor napięć, A zaś dwuwymiarowy operator Laplace’a.

Przy izotropowym rozciąganiu lub ściskaniu płyty siłami przyłożo­
nymi do jej brzegu tensor napięć można zapisać następująco:

0 0 == ^a0 ""ł~ 0,<xB ар ctp 1 o-p
gdzie T oznacza wartość napięcia przyłożonego do brzegu płyty, zaś 
o'aß — tensor napięć wywołany ugięciem P płyty. Przy małych ugięciach
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( IВI h),o'a? można pominąć wobec T i równanie drgań przyjmie 
postać:

2 127(1 — o2) 12(1 — о2) э2е
J a---------h*E at2-° (3)

Płytę możemy teraz traktować jako powierzchnię dwuwymiarową. Przy 
skrajnie dużych napięciach T można także pominąć wyraz pierwszy 
w równaniu (3), które po takim uproszczeniu opisywać będzie drgania 
membrany. Z uproszczenia tego korzystać nie będziemy.

Rozwiązania szukamy w postaci:

s = и(х,у)е'ш* (4)
Podstawiając wyrażenie (4) do (3) otrzymamy po prostych przekształce­
niach następujące równanie na funkcję v (x, y): 

gdzie

----? V T + 3(1-«1 ) (6)
Funkcja v (x, y) musi spełniać zwykłe dla zamocowanej płyty warunki 
brzegowe:

<j.=0 m
gdzie C jest brzegiem płyty, zaś v normalną do C leżącą w płaszczyźnie 
z=0.
Równanie (5) spełniają funkcje następujące:

Jn(\r)e'"ł oraz Jn(\r)ein' (8)

gdzie n jest liczbą całkowitą, a Jn (x) są funkcjami Bessela rzędu n.
Dla płyty kołowej o promieniu R, podstawowym rozwiązaniem rów­

nania (5) przy warunkach (7) jest: *
vo(r) = I'o(kiR) JoG^r) — J'o(kiR) 7о(к]Г) (9)

Oznaczyliśmy:
kj = OfX), k2 — X2(æ0), foCkjr) = Jo(k2r) 

gdzie cdo jest podstawową częstością drgań płyty, tzn. najmniejszym 
dodatnim pierwiastkiem równania:

vo(R)=0 (10)
Isteresujące jest, jak zmieni się k1; a więc i podstawowa częstość 

drgań płyty co0, a także funkcja v0 (r), opisująca wychylenie płyty, gdy 
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brzeg płyty ulegnie niewielkiemu odkształceniu: Zagadnienie to spro­
wadza się do poszukiwania podstawowego rozwiązania równania (5) 
przy warunkach (7) danych na krzywej C o równaniu:

rc = 1 + P(<P)

przy czym

I P(?) К 1 8p
8<?

Funkcję 9 (Ф) przedstawimy w postaci szeregu:

P(?) = do+2 £ an cos n<p-(-bn sin ncp 
n = 1 \

(U)

(12)

Rozwiązania równania (5) dla obszaru г (ф) 1 + р (ф) szukamy w postaci:
t> = i’o(kr)— p(kr,<?)— q(kr,<f) (13)

p(r, ф) = Jn(r) (ап cos ntp Bn sin n<p) + InW (Cn cos n<p + Dn sin n<p) (14) 
n—0 n=0

q(r’?) = X JnM (a,COS n<p + B'n sin 7i«p) 4- УIn(r) [cn cos n<p + D'n sin n<p) (14) 
n=0 n=0

u* = tt>o 4~ l -j-l' (15)

/с = ^i(co) = ki 4~ a(( 4" if) 4~ ßl2 (16)
krc = kl -|-al4-k1p4-aZ'4-ßZ24-aZp (17)

gdzie l, An, Bn, Cn, Dn są, tak jak 9 (ф) wielkościami małymi rzędu pierw­
szego, zaś Г, A'n, B'n, C'n, D'n — małymi rzędu drugiego, a, ß — współ­
czynniki rzędu jedności.

Z warunków brzegowych (7) wynikają następujące związki:

v|c = vo(ki) 4-(°d 4“ kiP 4~ «1'4- #2 + alPh’ó(fci) + V <al + kiPJWkJ —
Z

— p(kp<p) — («14- fciP) Pr — <ł (ki’?) = 0 (18)

8 у
8 r = + (“14- kiP + al' + ßl2 + alp)v"(k,) 4- y al 4- kjpj^Xki) —

С

— pr(ki,tp) — (al 4- ki?) p„(ki,?) — qr(ki,?) =0 (19)

gdzie

„,ы
O T r = kl

i podobnie wyraża się qr.
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Wobec tego, że:
Vo(ki) = tykj = 0 (20)

wyrazy rzędu pierwszego w (18) i (19) dają: 

p = 0
(«Ï + kiP)v° (kj — pT(kv<f) = 0 (21)

Z ostatniego otrzymujemy na p (r, <p) następujące wyrażenie:
“ w (r)

p(r,cp) = Wo(ki) 4- 2k!v"(ki) X —7ГТ (an sos n<P + bn sin n?) i al = “Mo (22) 
n=l wrAKP

gdzie wn(r) = Jn(r) In(kt) — In(r) Jn(kj)

Wyrazy rzędu drugiego w (18) i (19) po uśrednieniu względem <p dają 
związki:

k^(kj 5 (a* + ty + [/»Ą, + 1о(кл) ą] = 0 (23)
n=l

(af + W _ fcia2) V"Q (fcl) + Ц v-'' (fcj g (a2n + b2n) _ 

n=l

~ го'Чк,)
- 2t; < ад Щ -14 №.) л;+1;»,) су=o (24)

Z równań (20) wynika, że:

Jo (kjA' 4- lo(k,) C'c = . [Jo (ki) A'o + 7o (ki) C’o] =

да)Jo K'Cly n=l

Zatem z równości (24) mamy: 

u " (k,) 00 00 w" (k,)
«Г + = Mi - 4 2 (4 + ь= ) + 24 2 (а’ + Щ -

-4^1 È («i + Ч) (26)
n=l

Funkcje Io (x) i Io (x) spełniają równanie Bessela:

J'ó^ + 4? = 0

I”(x) + yl>y+7lo(x)=0
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gdzie

Wobec tego mamy:

< (ki) _ J Jp(ki) 
uó(fci) — fci Jo(kj)

<(M_ 1 .[W J"(kl)
<(ki) fci 1

i stąd
al' + ßr=k1L - f (p0 + Pn)(a2+b’) 

L n=l

gdzie
_  , 2k1Jo(k1)

(27)

(28)

(29)

(30)

jest wartością stałą, zależną tylko od własności sprężystych płyty, zaś
współczynniki Pn, n^l, zmieniają się wraz z n według wzoru:

Ze wzorów (16), (22) i (29) otrzymujemy poszukiwane wyrażenie na 
k= Àj (co), określające podstawową częstość drgań płyty:

k = k1 l-ao + kX-X(Po + Pn)« + ^) (32)
n=l

Odkształcenie płyty z dokładnością do małych rzędu pierwszego wyraża 
się wzorem:

V (r, cp) = vo (r) — p (r, <p)
gdzie v0 (r) dane jest związkiem (9), a p (r, <p) — związkiem (22). Poka- 
żemy w końcu, że współczynniki Pn ze wzoru (32) spełniają następującą 
nierówność:

(n-f- 1) (33)

Z teorii funkcji Bessela [6] wiadomo, że
Jn^ _ 2Ł _ о V X

Jn(æ) x v=i inV - X'Ł (34)
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oraz
у .—2__ 1
v=i]nv ~ 4(n + 1)

gdzie
Jnl Jn2 Jnv

oznaczają dodatnie pierwiastki równania Jn(x)=0. 
Wyrażenie

W I 'M
9n W In(k,) 

możemy przedstawić następująco: 
27kt 2k1
- ffcî Лу - fcî

2fcl(1 J2 \
V_1 Jnv'vnvJ

gdzie

... , , , ВДиЧ-М)’fOn.)=-i+——

1

j2 i4Jnv Jnv

Stąd i ze wzoru (34) wynika, że zachodzi nierówność:
. fclfc2

g« 2 к2 — кг2

Zatem słuszna jest nierówność:

2(k?-4) -rJ 
9n <1Pn

к

co należało udowodnić.
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РЕЗЮМЕ

В этой работе рассматривается влияние формы края на колебания 
почти круговой пластины, подвергнутой изотропическим напряже­
ниям, действующим параллельно поверхности пластины. Проблема 
сводится к нахождению решений двухмерного уравнения (3) при 
краевых условиях (7) на кривой (11). Найдена основная частота и де­
формации такой напряженной пластины.

SUMMARY

The influence of the edge shape on the vibrations of a nearly circular, 
isotropically strained plate was investigated. The problem consists in 
solving the two-dimensional equation (3) at boundary conditions (7) 
on a curve (11). The basic frequency of vibrations and the distorsion 
of strained plate wre found.
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