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Drgania dwuwarstwowej lepkiej kropli

Колебания двухслойной вязкой капли

The Oscillations of a Two-Layered Liquid Viscous Sphere

§ 1. Drgania kropli cieczy idealnej i nieściśliwej z uwzględnieniem 
sił grawitacyjnych rozważał po raz pierwszy Lord Kelvin [1]. Podane 
przez niego rozwiązanie przeniósł Lamb [2] na przypadek drgań 
warstwy cieczy idealnej, pokrywającej sztywny rdzeń kulisty. W pracy 
[3] uogólnia się wspomniane wyniki na n warstw cieczy idealnych i nie­
ściśliwych, pokrywających sztywny rdzeń, a w dyskusji uwzględnia się 
przypadek kropli pokrytej warstwą innej cieczy.

Drgania kropli cieczy lepkiej badał Chandrasekhar [4], a na­
stępnie R e i d [5] uogólnił jego wyniki na przypadek kropli ze sztyw­
nym rdzeniem. Podali oni równania na częstości własne drgań tych 
kropli.

W naszej pracy wyprowadzamy równanie na częstości własne drgań 
kropli cieczy lepkiej, pokrytej warstwą innej cieczy. Zagadnienie to 
obejmuje zarówno przypadek dyskutowany przez Chandrasekha- 
r a [4], jak również wyniki dla kropli dwuwarstwowej [3].

§ 2. Rozważamy, zgodnie z postawionym zagadnieniem, małe drgania 
ciekłej dwuwarstwowej kuli o promieniach powierzchni warstw równych 
odpowiednio Rj i R2, gdzie R2 < Ri- Przyjmujemy, że ciecz jest nie­
ściśliwa, lepka i ciężka. Równania ruchu po odrzuceniu małych rzędu 
drugiego są następujące [4].
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(2)div и = О

<о = — SV + — (3)
P

AöV = 0, (4)
gdzie и oznacza prędkość, v lepkość, Q gęstość, Ôp i ôV są zmianami 
ciśnienia i wewnętrznego potencjału grawitacyjnego, wywołanymi od­
kształceniami kropli od kształtu kulistego.

Równania odkształconych powierzchni = r, (Q, (p) i r2 = r2 (0, <p) 

piszemy w postaci szeregów funkcji kulistych y™ (0,<p)

n-Rj 1+S«^Y7(0,?) (5)

r2 = R2 l+Za^Y^(0)tp) (6)

gdzie a([^i = a*^ (t) dla г — 1,2 są współczynnikami zależnymi od czasu, 

a sumowanie rozciąga się po m od —l do l i po l od 0 do oo. Zmiana 
potencjału grawitacyjnego ÔV wyraża się następującymi wzorami [3]: 

dla r2 r

sT, — V / Pi „'U 1 4. P2 P1 p l + 3„(2) \ ml ' “w)y.
oraz dla О г гг

<5V = У —+ P2~Pj_a<21 \rz ym(0’ <p) 
0V2 ^21 + 1 lpl-2 l.m+ pi-2 l,m r h " Tl

l,m 'Л1 Л2 '

(7)

Biorąc dywergencję równania (1) otrzymamy ze względu na równanie (2)

Дсо = 0 (8)
i ponieważ AôV — 0, mamy:

Д —= 0; (9)
P

zatem: 

oraz:

ÊE = У „(2) p«.m) l yr-m 
o Â-i im *0 ' 1 l
r im

dla n r2

я / i Rl + 1\
°P _ У I D(lm) r___ i Tjdm) 1 I ym
P \ 1 Pl ~r*2 r! + 1 I 1‘ Im \ rti 1 '

dla r2 r

(10)

(U)
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gdzie Po, Pi, P2 są stałymi. Ze wzorów (3), (7), (10) i (11) otrzymujemy 
wyrażenia:

W1 = - SV1 + ^- = 21 <) [(H-l) r1- -—t] yp (12)
‘1 l,m L r J

dla r2=Cr^r1,

“2 = -SV2 + v- = 2'a(tm(i+l)A't’m)rtYr dlar<r2 (13) 
"2 Im

gdzie A5, Ag, A7 są stałymi.
§ 3. Grad co jest wektorem biegunowym o funkcji skalnej [4]:

£(1т) = Jl) / A<lm) / + 1 4. A«’n) J_\ dla r2 r
1 1771 10 7* /

c(tm)_ (2) .(im) l + l
o. — a,m A. T2 im 5

to znaczy, że zachodzą następujące równości:
V 1(1 + 1)

(grad co)r = 2^-----2—
Im T S

«,m) vm 
(rO) 11

1 es aY(
(grad = -30

Im u

dla r r2;

( я 1 = V 1 8Y™

(gra co). rsjn0 8r

u i rot rot u są zatem także wektorami biegunowymi o 
larnych Ua’m)(r) i odpowiednio _ jïÉlIL _ № + J)

I dr2 r2

funkcjach ska-

(14)jjCl.m) l.

u poprzez U m) wyraża się w następujący sposób [4]

i,mxur = У e~ a‘’mt 1(1+ 1) u<l'm)(r) Ym 
» 'Г" l

l,m

a,„t 1 dU(l-m) 8УГ
r dr 80 (15)

1 dU(l’m> 
rsin© dr

W™
8(p

l,m

(13), (14), (15i) do (1), przyrównaniu współczynni-Po podstawieniu (12), 
ków przy Y Y i opuszczeniu wskaźników otrzymamy:

d2
dr2

1(1 +1) 
r2 U, +— Ut = 

”1

(i) 
o (a6 rl + l + A7 A) 

\ r / (16)i

u f

a
V
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(17)
d2U2 
dr2

1(1 + 1) U i a ту  ао'1 д l + l

Przyjęliśmy, że współczynniki a <*> (t) w porównaniu (5), 
i (13) są postaci aa,e_ot

Rozwiązaniami (16) i (17) są odpowiednio funkcje: 
„(i) 

(q1r) + -^-A6rl + 1

(6), (7), 10), (12)

Ui(r) = A2r2 J j (qir) + A3r2 JI I — 
2

di)
-=-A. a

7 4 (Ю) 
Г

i 41’ iU2(r)- A4r2 J1+±fq2r) + —A6r , gdzie

Qi = <12 =

a(2)
J (x) jest funkcją Bessela rzędu l. Stałe —= Ab Afc dla к = 2, 3, 4,

1 “o
5, 6, 7, wyznaczamy z następujących warunków granicznych:

1. Ur wyliczone z funkcji tworzącej U (r\) i ze wzoru

muszą być równe.r = R ™ a■m l,m
Stąd otrzymujemy dwa równania dla dwóch powierzchni:

2. Ciśnienie styczne ргв j рга musi znikać na powierzchni zewnętrznej. 
pr0 = pr_, = 0 dla r = Rb Prowadzi to do warunku:

u1 + -4rŁ+~S-= ° dla r = Ri-
r r dr dr2

3. Ciśnienie normalne prr na powierzchni r = Rj (1 + X' a^Y™) musi 
Im

znikać. Ciśnienie to wyraża się następującym wzorem:
L -LÄ _Lo ÖÜT
Prr - Po + SP1 + 2 Pi -gT* gdzle

o / \ л / R \ / \Po=4 *pi2Ki2 i - + 4 *pi (p2 - po > «г V -1

4. Prędkość radialna ur wyliczona z Ui (r) powinna być równa ur 
wyliczonej z U2 (r) dla powierzchni r = R2. Prowadzi to do warunku 
Ui = U2 dla r = R2. j
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5. Składowe prędkości prostopadłe do promienia powinny być ciągłe

=,,<2>| oraz u(1)l = i/2)l dla r = R Ul ri /< U> I LL Uld / llo0 I 9 I — *

Stąd = dla r=R2

6. Napięcia styczne muszą być ciągłe w cieczy.

Pre I = Pre I _ oraz Pæ I Ргт I _ dla r =

stąd otrzymujemy dla r = R2- następujące równanie:

/1(1 + 1) _ 2 dU, , d2Ui I _ /1(1 + 1) _ 2 dU2 , d2U, |
P1V4 r2 r dr dr2 / р2Ч r2 r dr dr2 )

7. Warunek ciągłości ciśnień normalnych w cieczy prowadzi do rów­
nania prr I = prr I • na powierzchni r = R2 (1 + Y?),J -г I — .    ..Im

które po przekształceniach przyjmuje postać następującą:

a u, ’ a u‘21
àpi - 2v1P1 — = óp2 - 2v3p2 -w—-dr dr

Z powyższych warunków otrzymujemy następujący układ równań:

2. aik^k ~ ~ ai8> i~l,—,8, k— 
łc=l

gdzie Ajt są stałymi, o których była mowa poprzednio, natomiast
3ii 314 315 315 a22 a23 a26 a27 a2§ a3i a34 a33 a33 a44 = 
= a45 = a51 = a58 — a6i — a7i = a78 — 0,

_-®_ __L
ai2=Rl A+_L^!R1)’ а13~ R1 +

r'-2 i a
a24 R2Jl + l(q2R2), Э16=——, a17 =oRi + 3, ais =” 1(1 + 1) ’

a  Rl2~2
а2Д 1(1 + 1) ’ H25 ~ a ’

__3_ _ 2_

»^-[ki+D+Ijb, ’r.+l^R.l + äR, ЧЛ+±(чА>+

+ кГ\+1+|(ч1«,).



106 Stefan Król, Maksymilian Piłat

a33 = [l<î + 1)+|]Ri + + 2 q1J'_(l + j.)(q1ß1) +

= R22q21J"_(l+ÿ(q1R1),

_ 2l2 1 41t R[ + \ _
a37 a Rl + 2’ a4i 2l + lftl + 1 P2 P1 ’

a42 =V1Kl + D
— A —A

3Rx 2 J_(l+i)4R1)-2Ri 2 ч/'1+1Чк1)

a43=V(l + l) 3R
— A _ 3

+1)(4A>+2K. !41J'_(1+|)(q1K1).

.„-»+1)я( ![r; 2vi 1(1+1) 
a

1 Г 2vt (t + 1) (Z + 2) _ 1 
а*7 ~ К'+1 L a

_ 4 2 2 (I +1) R 1 1
а48 - у 71R1 [-2Ï+T" Pi + (р2~Р1 ) R^J ’ а82 = R22 Л +1 (71R2),

а53~ R2 (? + т) ^1R2^’ Э54 = R2 J1 + 2R2) а55 ~ а ’

4^2 __ 11 1 ~ 2 2

а5в = “’а^ > a62=j R2 JH.i(q1R2)+^2 q/ i+|4r2)>

1 “т
a63 =”2~R2

1

2. 1
1 2 2

аб4=~ "2R2 J , 1 ^2R2^ — R , 1 ^2R2^ ’
l + T t + y

a65 “ a R2, aee a Я2 , а67 <3 Rl + 1 ’

+ K2q2j;'+±(q1R2)
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a = p V7 3 ri :

__ A _2_

1
3 2

R2 ^_(1 + 1)(^Р2) + ЗР2 q/' _(l +

K2

+ 4 = — O V 
‘ 2 2

_ £

1
3 
r2

2 
l(q2R2) + 3R2 ±(q2R2) +

2

1

!9;л+1<чл>}.

Э83

2 (1 +1)2
a76 ~ a

2l2 
a77 — O P;

P2V2 R2

a8 1

a82“VlPl^l + 1) 3R

_2« + l)- R.
a76 a 1 1 2

4rc
21+1 R2 P1^ ’

г — A _
= V]P11(1 + 1) 3R 2J_(l + £) (Q1R2)-2R \/_(1 + 1) (Q1R2) ,

a84=~W<î+1) 3R.
_ £ _£
2 2J-(‘ + f) W~2R2 2q2J'l + i(q2R2) ,

“ - p2 (i +1) Ir2 - -2Vg?(ł + 1) 
‘2х ' 2a85 r2

1 — 2 
r2

a86=P1(i + 1) R22- 2vil(l + 1) 
a

2
- a87 = R2 P,

2vi (l + 1) (1 + 2) i

'2
a88 21+1 rj ~ 2 (P1 P2^

V
1

C

2
2

_ A
2

2

a

a

4^
R

Po wyrugowaniu z tego układu równań stałych A;, i = 1, 2, ..7, 
otrzymujemy szukane równanie na częstości własne drgań dwuwarstwo­
wej lepkiej kropli w postaci:



108 Stefan Król, Maksymilian Piłat

det I aik |=0, ï, к = 1, 2....... 8.

Znalezienie konkretnych rozwiązań tego równania wymaga stosowania 
metod numerycznych.
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РЕЗЮМЕ

В этой работе рассматриваются гравитационные малые колебания 
двухслойной капли- которая состоит из жидкого шара, покрытого 
слоем иной жидкости. Полагаем, что эти жидкости вязки, так что 
проблема включает в себе так случай колебаний капли однородной 
вязкой жидкости, который рассматривал Чандрасекхар [4], как и 
случай колебаний двухслойной капли составленной из идеальных 
жидкостей [3].

Выведено уравнение для частот собственных колебаний. Полу 
ченное уравнение оказалось трансцендентным.

SUMMARY

The case of gravitational vibrations of a two-layered sphere is con­
sidered. The vibrations system consists of a fluid sphere covered with 
a layer of another fluid. The fluids are supposed to be viscous so that 
our problem includes both, the vibrations of a homogeneous viscous 
sphere discussed by Chandrasekhar [4] and the vibrations of 
a two-layered sphere of ideal fluids [3].

The equation for the eigen-frequencies is obtained. This equation 
is transcendental.
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