2 'uMCs

UNIWERSYTET MARII CURIE-SKEODOWSKIEJ
Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki

Teoriogrupowa analiza wybranych dyskretnych
grup symetrii wewnetrznych w
kwadrupolowo-oktupolowym jadrowym modelu
kolektywnym

Agnieszka Szulerecka

Praca doktorska wykonana w Katedrze Fizyki Teoretycznej
Instytutu Fizyki UMCS pod kierownictwem
prof. dr. hab. Andrzeja Go6zdzia

Lublin 2018






Sktadam serdeczne podziekowania
promotorowi
Panu Profesorowi Andrzejowi G6zdziowi
za pomoc otrzymang podczas pisania tej pracy.






Spis tresci

1

2

Wstep 9
Ukltady wewnetrzne 12
2.1 Przyktady wyboru osi uktadu wewnetrznego . . . . . . . . .. 12
2.2 Przyktady opisu ruchu w uktadzie wewnetrznym . . . . . . . . 14
Grupy symetryzacji dla wybranych ukladéw wewnetrznych
w modelu kolektywnym 34
3.1 Przykltady grup symetryzacji dla kolektywnych zmiennych kwa-
drupolowych i oktupolowych . . . . . . ... ... ... ... 40
3.2 Grupa symetryzacji w przypadku wystepowania ,zamrozonych”
kwadrupolowych zmiennych kolektywnych . . . . . ... . .. 46

Przykladowe transformacje pomiedzy wybranymi zbiorami

zmiennych kolektywnych 47
4.1 Transformacje pomiedzy dwoma réznymi uktadami wewnetrz-
nymi w zmiennych kwadrupolowych . . . . . .. ... ... .. 48

4.2 Czy mozna opisa¢ powierzchnie jadrowa tylko przez Re(a,)? . 51
4.2.1 Jakobian transformacji pomiedzy utadem laboratoryj-
nym a wewnetrznym . . . . . ... ..o 54

Hipoteza istnienia jader o wyzszych symetriach punktowych 58

Wibracyjno-rotacyjny jadrowy model kolektywny 64
6.1 Pasma energetyczne modelu kolektywnego . . . . . .. .. .. 68
6.2 Budowa funkcji bazowych . . . .. ... 72
6.2.1 Procedura uzyskania funkcji bazowych . . . . . . ... 73
6.2.2 Zwiazki pomiedzy dziataniem grupy G oraz G na zmienne
kolektywne . . . . .. .o 76
6.2.3 Postac¢ stanéw uzywanych do opisu pasm energetycznych 80
6.2.4 Charakterystyka funkcji bazowych . . . . . . . .. . .. 86
6.2.5 Struktura stanéw rotacyjnych . . .. .. .. ... ... 101
6.3 Zredukowane prawdopodobieristwa przejs¢ elektromagnetycz-
nych . . .. 108
6.3.1 Miedzypasmowe przejécia dipolowe . . . . . . . . . .. 117
6.3.2 Wewnatrzpasmowe przejscia kwadrupolowe . . . . . . . 124
6.4 Schematy przejs¢ £21 E'1 w modelu kolektywnym o zmiennych
zespolonych . . . . . .. .o 129



6.4.1 Model z niezerowymi deformacjami statycznymi w pa-
$mie kwadrupolowym gy, @9 1 W pasmie oktupolo-
WYIL (g« o v v e oo e e 131
6.4.2 Model z niezerowymi deformacjami statycznymi w pa-
$Smie kwadrupolowym &sg, (r9e 1 W pasmie oktupolo-

WYL G0, (22, (g« « v o e e e e e e 134
6.5 Schematy przejsé kwadrupolowych i dipolowych w modelu ko-
lektywnym o zmiennych rzeczywistych . . . .. .. ... ... 137
6.5.1 Model o parametrach dopasowanych tylko do pierw-
szych dwoch pasm . . . . . . . ... .. ... ..... 140

6.5.2 Czy pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu
ma inng strukture niz pasmo oktupolowe o nieparzy-

stych momentach pedu? . .. .. ... ... ... ... 156
Grupy punktowe 171
Al Grupa O . . . . .. . 171
A2 Grupa Dgy, . . . . ..o 173
A.3 Wybrane grupy punktowe . . . ... ... ... ... . ... 177
Funkcje bazowe dla grupy symetryzacji O 178
B.1 Funkcje rotacyjne . . . . . . .. ..o o 179
B.2 Funkcje kwadrupolowe . . . . . . . .. .. ... 185
B.3 Funkcje oktupolowe . . . . . . . .. ..o 198
Funkcje bazowe dla grupy symetryzacji 54;3, 202
C.1 Funkcje kwadrupolowe . . . . . . ... .. ... ... 204
C.2 Funkcje oktupolowe . . . . . . . . ... 206
C.3 Funkcje rotacyjne . . . . . . .. ..o 233
Rozklad prawdopodobienstwa orientacji wektora momentu
pedu dla funkcji bazowych 237
Rozklad prawdopodobienstwa funkcji bazowych dla grupy
symetryzacji Dy, 242
E.1 Model o parametrach dopasowanych tylko do pierwszych dwoch
PASIIL . . . . e e e e 246
E.2 Model o innej strukturze trzeciego pasma . . . . . . . . . . .. 267
Wtasnosci grupy Dy, o 279
F.1 Dzialanie grupy symetryzacji Dy, na rzeczywiste zmienne ko-
lektywne . . . . ... ..o R 280
F.2 Parzystos¢ fukeji oktupolowych w Dy, . . . . . . 0 00 . 0. 281



G Operator dipolowy i kwadrupolowy 283

H Elementy macierzowe operatoré6w multipolowych 290






1 Wstep

Metody teoriogrupowe wykorzystywane sa w wielu zagadnieniach fizycznych,
gdzie pozwalaja w duzym stopniu uprosci¢ obliczenia, [1, 2|. Przyktadem
dziedziny, gdzie sa one bardzo pomocne jest miedzy innymi rozwigzywanie
zagadnienia wlasnego hamiltonianu lub konstrukcji stanéw wtasnych dla ja-
drowych modeli kolektywnych. Teoria grup byta rowniez wykorzystywana do
opisu powierzchni jadrowych, ktore sa niezmiennicze wzgledem wybranych
grup punktowych, [3, 4]. W tym przypadku dla wybranych grup tworzone
byty modele $redniego pola dla jadra atomowego, opisanego za pomoca ha-
miltonianu jednoczastkowego Woodsa-Saxona. Na podstawie przeprowadzo-
nych obliczen powstata hipoteza istnienia jader o symetrii innej niz sferyczna,
osiowa lub elipsoidalna. Biorac te hipoteze po uwage zaproponowano prosty
kolektywny model wibracyjno-rotacyjny, dla ktérego zostaly stworzone stany
posiadajace symetrie, ktora rowniez opisywata powierzchnie jadrowa. Korzy-
stajac z tych stanéw zostaly oszacowane wewnatrz i miedzypasmowe przejscia
elektryczne.

Zadaniem niniejszej pracy jest konstrukcja modeli jadrowych, w ktorych
stany opisane sa przez funkcje posiadajace pewne wlasnosci wynikajace z
grupy symetrii odpowiadajacej wyborowi zmiennych kolektywnych opisuja-
cych powierzchnie jadrowa. Chcgc uzyskaé opis ruchu powierzchni jadra ato-
mowego, w ktérym mozemy osobno przedstawi¢ ruch wibracyjny i rotacyjny,
najwygodniej jest uzy¢ uktadu wewnetrznego. Wykorzystanie takiego uktadu
powoduje pytania dotyczace jednoznacznosci przeksztatcenn pomiedzy ukta-
dem wewnetrznym a laboratoryjnym. Otrzymanie takiej transformacji wiaze
sie z pojawieniem grupy ,symetrii”’, ktéra nastepnie wykorzystywana jest
do konstrukeji fizycznych stanéw dla kolektywnego modelu kwadrupolowo-
oktupolowo-rotacyjnego. Kazdy z otrzymanych modeli jest proba odtworze-
nia wynikéw eksperymentalnych otrzymanych dla *°Gd, [5, 6].

W trakcie konstrukcji kolektywnych modeli istotna czescia bylo wyko-
rzystywanie grup wewnetrznych, |7, 8|, oraz stworzenie pewnych narzedzi,
ktore umozliwiaty ich wykorzystanie. Wiekszo$¢ obliczen byta wykonana za
pomocg programu Mathematica, w ktorym zostaly napisane programy stu-
zace gltownie do otrzymywania analitycznej postaci stanéw posiadajacych
okreslong symetrie oraz do znalezienia wartosci przej$¢ wewnatrz i miedzy-
pasmowych.

Przedstawiona praca sktada sie z dwoch czesci: pierwsza zawierajaca roz-
dziaty 2-6 przedstawia gtéwna tematyke, w ktérej omoéwione sa cele tej pracy,
wykorzystywane metody oraz otrzymane wyniki. Druga cze$¢ stanowa dodat-
kowe uzupelniajgce rozdziaty A-H, w ktérych znajduja sie bardziej szczego-
towe wyjasnienia poje¢ i wykorzystywanych metod.



Ponizej przedstawione sg krotkie opisy poszczegolnych rozdziatow: w dru-
gim rozdziale oméwione sa przyktady wyboru uktadu wewnetrznego wyko-
rzystywanego w opisie ruchu atoméw w molekutach oraz jadra atomowego
jakie mozna znalez¢ w literaturze.

W rozdziale trzecim wprowadzone jest istotne pojecie grupy symetryza-
cji Gy, ktore pozniej uzyte jest do konstrukcji stanéw fizycznych opisujacych
poziomy energetyczne dla wybranego jadra atomowego. Jak bedzie pokazane
grupa symetryzacji wynika z wyboru zmiennych wewnetrznych oraz z jed-
noznacznosci transformacji pomiedzy uktadem laboratoryjnym i wewnetrz-
nym. Przedstawione sa tez otrzymane grupy symetryzacji dla kilku wyboréw
zmiennych wewnetrznych kwadrupolowych lub/i oktupolowych.

W rozdziale czwartym rozwazane sg transformacje pomiedzy wybranymi
zmiennymi wewnetrznymi. Pierwsza czes¢ tego rozdziatlu dotyczy istnienia
i jednoznacznosci transformacji pomiedzy ukltadem wewnetrznym opisanym
przez dwa rézne zbiory zmiennych kwadrupolowych. W drugiej czesci zbiory
kwadrupolowych zmiennych wewnetrznych rozszerzone sa o zmienne oktupo-
lowe.

W rozdziale piatym przedstawiona jest hipoteza istnienia jader o wyzszej
symetrii punktowej, [3, 4]. Przedstawia on pierwsze proby rozstrzygniecia
prawdziwosci tej hipotezy przez wykorzystywanie reprezentacji nieprzywiedl-
nych wybranych grupy symetrii. Rozdzial ten jest réwniez istotnym wstepem
do dalszych rozdzialow, w ktorych przedstawione sa moje obliczenia.

Rozdzial szosty zawiera opis konstrukeji oraz analize otrzymanych wyni-
kow dla wibracyjno-rotacyjnego modelu kolektywnego. Ze wzgledu na wybor
wspotrzednych wewnetrznych rozwazane sa dwa rodzaje modeli. Kazdy z
nich opisany jest przez inng grupe symetryzacji co wpltywa na posta¢ nisko-
lezacych stanéw opisujacych widma energetycznego jadra atomowego 6Gd.
Dla otrzymanych modeli zostaly réwniez obliczone zredukowane prawdopo-
dobienstwa przejs¢ elektromagnetycznych wewnatrz i miedzypasmowych. Po-
dane wyniki otrzymywane zostaly z napisanych programéw w Mathematice.

W dodatkowych rozdzialach przedstawione sa nastepujace zagadnienia:
w dodatku A opisane sg dokladniej grupy symetrii wykorzystywane do kon-
strukeji przedstawionych modeli, |9, 10, 11, 12|. Bardziej szczegdtowo przed-
stawione sg grupy O oraz Dy, dla ktérych podane sg nie tylko elementy, ale i
wektory bazowe dla nieprzywiedlnych reprezentacji tych grup. Poza tym po-
dane sa tam charaktery, klasy oraz iloczyny Kroneckera. Dodatkowo zostaty
przedstawione elementy grup symetryzacji otrzymanych w rozdziale 3.

W dodatku B i C rozpisane sa uzyskane funkcje bazowe opisujace rotacje
oraz wibracje powierzchni jadrowej dla wybranych grup symetryzacji O i
D4;y.

W dodatku D omoéwiona jest szerzej definicja rozktadu prawdopodobien-
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stwa orientacji wektora momentu pedu dla otrzymanych funkcji bazowych
dla modelu rzeczywistego. Pojecie rozktadu prawdopodobienstwa orientacji
wektora momentu pedu pojawito sie we wezedniejszych pracach doktorskich,
[13, 14|, a w tej pracy zostalo ono przeksztalcone tak, aby bylo mozna wy-
korzysta¢ je do analizy otrzymanych wynikéw opisanych za pomoca grupy
wewnetrzne;j.

W dodatku E przedstawiony zostal rozktad prawdopodobienstwa funkcji
bazowych dla grupy symetryzacji 54;y. Rozktad ten pokazuje z jakim praw-
dopodobienistwem funkcje bazowe dla modelu rzeczywistego wchodza w sktad
danego stanu. Dzieki tej informacji mozna zobaczy¢ jakie wzbudzenia posia-
daja funkcje dajace najwiekszy wktad w okreslony stan. Jest to dodatkowa
informacja jaka mozna uzyska¢ na temat stanow sktadajacych sie z sum wielu
funkcji bazowych nalezacych czasami do réwnowaznych nieprzywiedlnych re-
prezentacji r6zniacych sie wzbudzeniami.

Dodatek F zawiera dokladniejszy opis grupy Da.,, uzytej do konstrukeji
modelu rzeczywistego. Przedstawione sg tam wyniki opisujace dzialanie tej
grupy na rzeczywiste zmienne kolektywne oraz przedstawiaja ciekawa wtla-
snos¢ dotyczaca parzystosci, otrzymanag z dziatania tej grupy na funkcje oktu-
polowe.

W dodatku G zostal przedstawiony operator dipolowy i kwadrupolowy
wykorzystywany do obliczeni zredukowanego prawdopodobienstw przej$é we-
wnatrz i miedzypasmowych. Ksztatt tych operatoréw zalezy od wyboru zmien-
nych wewnetrznych, wiec rowniez od grupy symetryzacji. Pokazany jest uzy-
skany rozktad omawianych operatoréw na czesci opisane przez nieprzywiedlne
reprezentacje grupy symetryzacji. Otrzymane wyniki okazalty sie przydatne
podczas szukania regul wyboru.

W ostatnim dodatku H pokazane sa doktadnie postacie elementéw ma-
cierzowych operatoréw multipolowych wykorzystywanych do obliczen zredu-
kowanych prawdopodobienistw przejsé miedzy i wewnatrzpasmowych. Wy-
prowadzenie przedstawionych wzoréw pozwolito uprosci¢ postaé¢ programow
wykorzystywanych do obliczen.

Czes¢ wynikéw opisanych w tej pracy przedstawiona jest w artykutach
[15]-[20].

Praca ta zostata napisana podczas projektu unijnego ,,Programowa i struk-
turalna reforma systemu ksztalcenia na Wydziale Mat-Fiz-Inf".
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2 Uktady wewnetrzne

Pojecie uktadu wewnetrznego wprowadzane jest w badaniach uktadéw wielu
cial np. w fizyce molekularnej czy w opisie jader atomowych. Jest to uktad od-
niesienia, ktorego poczatek umieszcza sie zazwyczaj w punkcie srodka masy,
a jego osie sa np. osiami gtownymi elipsoidy bezwtadnosci ciata. Dodatkowo
okazuje sie, ze energia kinetyczna w ukladzie wewnetrznym przyjmuje dosé
prosta forme. Niestety nie zawsze umozliwia to catkowite rozdzielenie czto-
néw opisujacych rézne rodzaje ruchéow.

[stotnym zagadnieniem jest réwniez opis przejscia pomiedzy uktadem la-
boratoryjnym i wewnetrznym. Wazng cecha takiej transformacji jest jedno-
znacznos¢. Niestety okazuje sie, ze czasami pomijany jest problem niejed-
noznacznosci otrzymanych przeksztatcenn pomiedzy dwoma wybranymi ukta-
dami.

Niektorzy autorzy ttumacza istnienie niejednoznacznosci transformacji
pomiedzy uktadami za pomoca permutacji nazw osi uktadu wewnetrznego.
Przy takim podejsciu liczba otrzymanych uktadow zalezy od wymiaru prze-
strzeni, np. dla dwoch wymiaréw mamy osiem mozliwosci wyboru osi, za$
dla trzech wymiarow jest ich juz czterdzie$ci osiem. Podobnie jest z ozna-
czeniem czastek, dla ktorych uwgledniane sa wszystkie mozliwe ich kombi-
nacje. W takim przypadku rozwigzaniem jest ograniczenie si¢ do jednego
stalego oznaczenia osi ukladow lub czastek. Takie podejscie do problemu
niejednoznacznosci nie jest jednak zwigzane z istnieniem symetrii w uktadzie
wewnetrznym.

Poza przypadkami przedstawionymi powyzej proba konstrukcji jedno-
znacznego przeksztalcenia pomiedzy ukltadami sprowadzona jest gtéwnie do
ograniczenia otrzymanej przestrzeni opisujacej ruch w uktadzie wewnetrz-
nym. Wowczas moga pojawiac sie pytania dotyczace dziatania tensoréw prze-
ksztatconych do ukladu wewnetrznego, dla ktorych poézniej zostata sztucznie
ograniczona przestrzen.

W dalszej czesci tego rozdziatu opisanych jest kilka typowych przyktadow
uktadéw wewnetrznych oraz konstrukcje zmiennych wewnetrznych stuzacych
do opisu ruchu uktadu N czastek oraz jadra atomowego.

2.1 Przyklady wyboru osi uktadu wewnetrznego

Ogolng definicje uktadu wewnetrznego sztywno zwigzanego z cialem mozna

znalezé np. w [21], gdzie dla N czastek o masach my, mo, ..., my i wektorach
opisujacych ich polozenie w ukladzie laboratoryjnym 7, 22, 7N, tworzy
go trojka prostopadlych do siebie wersorow (A f1, f2, f3), bedacych funkcjami

chwilowych potozenn N czastek, tzn. f; = fi(#,...,7V), i = 1,2,3 oraz
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spetiajacych nastepujace warunki:

~

i) fi(@ +a,....2N+a) = fi(@,...,2Y), dla kazdego wektora @,

~

(i) fi(RZ,...,RZN) = R[fi(Z",..., )], dla kazdej rotacji R,

(i) (35,;, ggé, ggé) +(0,0,0), dlan=1,2,..., N ico najmniej jednego 1.
Warunek (i) przedstawia niezmienniczos$é¢ wersorow wzgledem translacji, (ii)
oznacza, ze chwilowy obrot R wszystkich NV czastek powoduje, taka sama ro-
tacje wersorow ( fl, fg, fg), (iii) zapewnia, ze orientacja uktadu wewnetrznego
zalezy od chwilowego potozenia kazdej z N czastek.

Inng mozliwosciag utworzenia ukladu wewnetrznego jest wybranie jego
osi, tak aby tensor bezwladnosci byl w tym ukladzie diagonalny, [21]. W
przypadku, gdy rozwazamy N czastek wzgledem srodka masy, w dowolnym
uktadzie wspotrzednych, postaé tensora bezwtadnosci jest nastepujaca:

Zmn _R’L (.fl? _Rj)7 Zaj = 172737 (1)

gdzie z jest wspolrzedna ¢ wektora opisujacego polozenie czastki o numerze
n w uktadzie laboratoryjnym, a R; jest wspotrzedna $rodka masy. Macierz )
jest nazywana réowniez jako masowa macierz kwadrupolowa.

Macierz () jest symetryczna, wiec mozna ja zdiagonalizowaé za pomocg
odpowiedniej ortogonalnej macierzy C':

C_IQO - diag()\lu )\27 )\3) (2)

Wowezas osie ukladu wewngtrznego ( fl, f2, f3) mozna uzyskac z osi ukltadu
laboratoryjnego (ll, lg, lg) uzywajac przedstawionej wezedniej macierzy C"

fi = Z Cijls. (3)

Diagonalizacja macierzy zwiazana jest z rozwigzaniem rownania charaktery-
stycznego. Otrzymane wektory wlasne okreslaja osie nowego uktadu, ktore
nazywane sa gtownymi osiami tensora bezwtadnosci.

Innym przyktadem wyboru osi uktadu wewnetrznego sg osie uzyskane z
ortogonalizacji Grama-Schmidta, [21]. Przyjmijmy, ze mamy N czqstek kto-
rych potozenie wzgledem srodka masy R opisuja wektory y" = " R gdzie
", n=1,..., N sa wektorami polozen czastek w uktadzie laboratoryjnym.

Wiérod wszystkich czastek, ktore nie leza w jednej ptaszczyznie oraz na jednej

13



prostej, mozna wybra¢ trzy liniowo niezalezne wektory %, i = 1,2, 3. Chcac
otrzymac osie uktadu wewnetrznego wystarczy wybrane wektory zortogona-
lizowaé¢ metoda Grama-Schmidta

y y
RN
=g 7 ¢ § | VDiD:Ds, (6)
g P

gdzie Dy, k=1,2,3, jest k wymiarowym wyznacznikiem Grama.

Podana metode mozna réwniez zastosowaé do dwoch liniowo niezaleznych
wektorow %, i = 1,2 otrzymujac z nich, tak jak zostalo to przedstawione
powyzej, dwa wersory fi, 1 = 1,2. Wowczas trzeci wersor okreslajacy uktad
wewnetrzny utworzony jest za pomoca iloczynu wektorowego, tzn. fg = fl X f2.

2.2 Przyklady opisu ruchu w uktadzie wewnetrznym

7, wyborem uktadu wewnetrznego zwiazana jest rowniez konstrukcja zmien-
nych wewnetrznych. Zazwyczaj nowe zmienne wybierane sg tak, aby opisy-
waly cechy charakterystyczne ruchu. Réwniez w tym przypadku moze poja-
wi¢ sie problem niejednoznacznosci.

W dalszej czedci przedstawionych jest kilka przyktadéw wyboru wewnetrz-
nego uktadu wspotrzednych oraz wspotrzednych opisujacych ruch w tym
uktadzie.

Carl Eckart w [22, 23| pokazal, ze dla molekuty sktadajacej sie z N ato-
méw mozna znalezé uktad, w ktéorym energia kinetyczna rozktada sie na
cztony odpowiadajace za ruch rotacyjny caltej molekuty oraz wibracje NV ato-
mow wokot punktow rownowagi. Nowy uktad, nazwany pozniej uktadem Ec-
karta, okreslony jest przez osie powiazane z osiami gléwnymi dla chwilowej
konfiguracji molekuty. Orientacje uktadu Eckarta wzgledem uktadu labora-
toryjnego okreslaja trzy katy Eulera. Dokladny opis tego uktadu réwniez
mozna znalez¢ np. w [21] oraz [24]. W dalsze] czeSci zostang przedstawione
wyniki przedstawione w [24].

Rozwazmy molekule, ktora sktada sie z N atomow. W uktadzie labora-
toryjnym wektory potozenia czastki n oznaczmy przez £, n=1,2,...,N a
ich mase m,,.

Konstrukcja uktadu Eckarta dla chwilowej konfiguracji molekuty, sktada
sie z dwoch czedci. Pierwszym krokiem jest umieszczenie w punkcie srodka
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masy osi gtownych chwilowego potozenia czastek, a nastepnie ustala sie poto-
zenie punktow réwnowagi, ktore opisuja potozenie czastek dla sztywnej mole-
kuty. Wybor tych punktow jest staly i nie zmienia sie podczas ruchu czastek.
Wektory opisujace poltozenie poszczegdlnych punktéw réwnowagi rozktadane
sa na wspotrzedne wzgledem uktadu osi gléwnych o, i = 1,2,3. W ten spo-
sob otrzymuje sie tzw. model statyczny dla chwilowego polozenia czastek.
Nastepnym krokiem jest utworzenie tzw. wektorow Eckarta

= mual(F" - R), i=1,2,3, (7)

gdzie R jest wektorem $rodka masy molekuty w uktadzie laboratoryjnym.
Korzystajac z wektoréw Eckarta, definiowane sa wersory uktadu ﬁ, =
1,2, 3. W przypadku nieliniowych i nielezacych w jednej ptaszczyznie molekut
definicja ta ma postaé:

[NIES

[f1f2f3] = [ﬁ1ﬁ2ﬁ3]G7 ; (8)

gdzie wektor sktadajacy sie z F, mnozony jest przez dodatnio okreslona
macierz G2 oraz G 2G~2 = G-, gdzie G! jest macierza odwrotna do
macierzy Grama G uzyskang z wektorow Eckarta G;; = F; - ﬁ .. Wersory
fl, i =1,2,3 tworzace ten uklad nazywane sg uktadem Eckarta.
Relaqa pomiedzy wersorami fZ oraz wektorami Eckarta F, okreslona jest
przez réwnosé: L
fix Fi+ fax Fy+ f3 x F5 = 0. 9)

Nastepnym krokiem jest ustawienie uktadu Eckarta w chwilowym punkcie
srodka masy, tak by zgadzal sie z osiami gléwnymi otrzymanymi w modelu
statycznym.

Przy takiej konstrukecji wektory potozenn punktéw rownowagi N czastek
w uktadzie Eckarta sa stale:

i" = a} fi+ ayfo+ aj f. (10)
Transformacja z uktadu laboratoryjnego do uktadu Eckarta ma postac:
=R+a"+p", (11)

gdzie " = af fl + ay fz + ag fg jest wektorem opisujacym potozenie punktu
rownowagi dla atomu n (n = 1,2,--- | N) w ukladzie Eckarta, a wektor
p" okresla polozenie atomu n wzgledem punktu rownowagi. Wektory 4" =
>o.ar ﬁ s state, zatem wspotrzedne wewnetrzne opisujace molekute sg wspot-
rzednymi wektoréow p™. Poniewaz polozenie uktadu wewnetrznego opisane
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jest za pomoca wspotrzednych §rodka masy molekuly oraz katéw Eulera, za-
tem jest 3N — 6 niezaleznych wspotrzednych wewnetrznych opisujacych ruch
w uktadzie Eckarta. Warunki, okreslajace p' maja postac:

Rownanie (12) opisuje poltozenie srodka masy dla punktéw rownowagi mole-
kuty i jest pozniej nazwane przez autora warunkiem srodka masy. Wzor (13)
jest warunkiem wyprowadzonym przez Eckarta.

Autorzy wzieli pod uwage mozliwosé niejednoznacznosci wyboru uktadu
wynikajacego z permutacji nazw czastek i osi uktadu. Zauwazyli, ze dla roz-
nych oznaczen czastek oraz wyboru osi gltéwnych otrzymuje sie rézne uktady
Eckarta, co wynika z opisu punktéw réwnowagi w uktadzie osi gtownych.
Przy jednoznacznym okresleniu czastek oraz osi gtoéwnych uktad wewnetrzny
jest wybrany jednoznacznie.

W dalszych rozwazaniach opisujacych wybrane wlasnosci uktadu Eckarta
potrzebne jest uzywane przez autoréw pojecie identycznych czastek, czyli
takich ktore maja taka sama mase oraz tadunek.

Dla takich czgstek mozna przedstawi¢ transformacje miedzy uktadami Ec-
karta, utworzonymi przy innych wyborach osi gtéwnych i oznaczen czastek.
Jednoznaczne odwzorowanie pomiedzy wszystkimi opisami ukladow zwia-
zane jest z niezmienniczoscia wektorow Eckarta F; = > mualx". Prze-
ksztalcenia, ktore nie zmieniaja ich postaci sa to transformacje wspotrzed-
nych wektoréw punktéow rownowagi:

aj = al Sy (14)
n/
oraz wektorow potozen czastek

E— Y &S, (15)

gdzie S jest dowolna macierza ortogonalna komutujaca z macierza mas:

m; 0 - 0
M = 0 mg --- O ) (16)
0 0 - my

Istnieja rowniez inne przeksztalcenia wspotrzednych, ktoére nie zmieniaja
ukladu Eckarta. Przyjmijmy, ze wektory #" = 4" 4+ p", n = 1,2,--- /N
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opisuja polozenie czastek w uktadzie Eckarta majacym poczatek w punk-
cie srodka masy. Transformacje, ktore zachowuja srodek masy oraz uktad
Eckarta maja posta¢ y" = u" + 17", oraz
7" => (Bp")Swm, n=1,2--- N, (17)
Bp™ = Zz] Bij(ﬁn ) fj)fia (18)
gdzie R jest macierzg ortogonalna, S jest przedstawiona za pomoca macierzy
permutacji S identycznych czastek:

S, 0 -+ 0
0 S, -~ 0

S = : : (19)
0 0 --- Sy

Przy czym zachodzi réwnos¢ BA = AB, dla macierzy A skladajacej sie ze
wspolrzednych wektoréw opisujacych potozenie punktéw réwnowagi mole-
kuly @" =" alfi, 1 =1,2,3, tj.:

12 N
a/l a/l P a,}v
— 12
A= a% a% a%{ . (20)
a3 a3 DR a/3

Inny opis wspotrzednych wewnetrznych przedstawiony jest w [25], [26],
gdzie W. Zickendraht przedstawil go najpierw dla uktadu trzech cial. Na-
stepnie w [27| opisal je dla czterech czastek, a w 28] uogolnit przejscie do
nowego uktadu dla N czastek. Podobnie jak we wczesniejszych artykutach za
poczatek uktadu wewnetrznego przyjat srodek masy, w ktérym wprowadzit
wektory Jacobiego.

Dla trzech cial nowe wspolrzedne skladaly sie z trzech katéw Eulera
(9,0, p), okreslajacych orientacje uktadu osi gtownych wzgledem uktadu la-
boratoryjnego, oraz trzech wspotrzednych wewnetrznych «, 5, y. W [26] autor
doktadnie opisal przejécie do nowych wspoétrzednych oraz zauwazyt, ze przed-
stawiona transformacja nie jest jednoznaczna, gdy dwa gtéwne momenty bez-
wtladnosci sa réowne. Uwzglednil réwniez te wieloznaczno$é przy tworzeniu
funkcji falowej, zadajac aby byla ona niezmiennicza wzgledem tej transfor-
macji.

W [28] dla czterech czastek mamy trzy wektory Jacobiego ¥%, i = 1,2, 3:

3=t =7 =7+ 71)/2, (21)



gdzie wektory 7%, i = 1,2,3,4 opisuja polozenie atoméw wzgledem srodka
uktadu wspotrzednych. Autor przedstawil je za pomocg trzech zewnetrznych
katow Eulera (¢,0, ), trzech zmiennych y', y? 3, oraz trzech wewnetrz-
nych katéow Eulera, (o, 3,7). Wspotrzedne y*, y?, 43, ¢,0, ¢ okreslaja polo-
zenie oraz rozmiar elipsoidy bezwladnosci. W [28] zwiazek pomiedzy nowymi
wspotrzednymi a wektorami Jacobiego przedstawit nastepujaco:

i xy Ty vyt 0 0
oi a3 23 | =R(a,B,7)| 0 ¥* 0 |R(b0,9), (22)
3 oy 0 0 3

gdzie x%, i,k = 1,2,3 oznaczaja k-ta wspolrzedna wektora Jacobiego o

numerze i, y* jest dlugoscia wektora 7%, R (a,3,7) i R(¢,6,¢) sa macie-
rzami obrotu opisanymi odpowiednio przez katy (a, 8,7) i (¢, 8, p). Wektory
7t i =1,2,3 tworzace nowy uklad odpowiadajg wierszom iloczynu macie-

IZy:

yt 0 0
0 y* 0 |R($.0,9). (23)
0 0 33
Tak otrzymana transformacje mozna wiec zapisa¢ w postaci:
Fl=ayy’ +ayy” + agy”, (24)
gdzie spelnione sa warunki:
gzgk = yiykéilm 7:7 k= 17 27 37 (25>
>y = Ok (26)

W przypadku, gdy mamy ustalone wektory 7%, i = 1,2, 3, orientacje oraz
moment bezwtadnosci, woéwczas aé» opisuja pozostate stopnie swobody.

Podana powyzej transformacja moze byé¢ uogélniona dla N czastek i ma
ona postac, [28]:

Fl=ay' +aby? +aly?, (27)

gdzie spelione sa warunki:
vyt =y, i,k =1,2,3, (28)
> djag = G (29)

Wektory 7* odpowiadajg osiom uktadu wewnetrznego i maja kierunki osi
elipsoidy bezwtadno$ci, a momenty bezwtadnos$ci moga byé¢ zapisane za po-
moca y* w postaci:

Ji=m((*)?+ (°)%), (30)
Jo=m ((y°)* + (¥)%), (31)
Js=m((y")* + (%)?). (32)
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W przypadku, gdy rozwazamy uktad o poczatku w punkcie srodka masy;,
wowczas mozemy zapisaé N — 1 wektoréw Jacobiego nastepujaco:

zh=[ =2,
72 = [t + 7% — 273 /G,

N = [F1+F2+---+FN‘.1—(N—l)FN]/\/N(N—l)a (33)

gdzie 7%, i = 1,--- , N s wektorami polozenia czastek wzgledem punktu
srodka masy.

Wektory 7% albo sze$é¢ zmiennych, przedstawionych powyzej, y1, y2, Y3, ©,
Y, 6 sa przez autora nazwane kolektywnymi wspotrzednymi. Opisuja one pa-
rametry oraz orientacje w uktadzie laboratoryjnym elipsoidy bezwladnosci.
Pozostate zmienne, a;1, a;2, a;3, w rownaniu (27) nazywane sa zmiennymi
wewnetrznymi. Z warunku (29) widaé, ze tylko 3N — 9 zmiennych wewnetrz-
nych a;, (k =1,2,3) mozna wybraé¢ niezaleznie.

Poniewaz wektory Jacobiego nie sa wygodnie przy opisie identycznych
czastek, mozna zastapié je wektorami wodzacymi 7% opisujacymi polozenie
czastek w uktadzie o poczatku w punkcie srodka masy. Wéwczas, podobnie
jak dla wektorow Jacobiego, mozna je zapisa¢ w ukladzie wewnetrznym jako:

F= s+ s+ sy (34)

gdzie spelione sa warunki:

Z 33 =0, (35)

Zs;si = 0. (36)

=1

Réwniez w tym zapisie tylko 3N — 9 ze wspolrzednych s;; mozna wybrac
niezaleznie.

W [29, 30, 31] zostal przedstawiony inny uktad wspohrzednych, ktory
przez autoréw zostal nazwany symetrycznym ukitadem wspoétrzednych. Na
poczatku stuzyt on do opisu zderzen trzech czastek oraz oddzialywan pomie-
dzy nimi. Wspoélrzedne wprowadzone w przedstawionych artykutach sa jedna
z mozliwosci wyboru wspotrzednych nazwanych hipersferycznymi.

Podobnie jak we wczesniejszych rozwazaniach, uktad ten posiada pocza-
tek w punkcie srodka masy. W [29] wspolrzedne hipersferyczne zostalty wpro-
wadzone nastepujaco: niech £* k = 1,2,3 oznaczaja wektory okreslajace
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potozenie k-tej czastki, z.%,i = 1,2,3 jej wspotrzedne kartezjatiskie, my jej

mase. Znormalizowane wektory Jacobiego utworzone z wektorow #* maja
postac:
&= d (@ = ), (37)
&7 = difwh — (tipr + o) Mt A 0 ), (38)
3
Xi = Zk:l tﬁkxfa (39>

gdzie M oznacza calkowitg mase, indeks ¢ przy & okresla kolejnosé taczenia
czastek, wektor tE ! jest wektorem wzglednym miedzy dwiema czastkami i, j
dla ktorych i,7 # t, a t{ 2 jest wektorem poprowadzonym ze $rodka masy
dwoch wektorow i, j do czastki oznaczonej przez t. di, k = 1,2,3 jest stala
normalizacji, ktora zalezy od zredukowanej masy pu:

M = mq + my + ms,

u? = mymoms/M, (40)
B= (- 2)

Wspotrzedne srodka masy X; mozna oddzieli¢ od rownan ruchu i dalej ich nie
uzywaé. Rownania (37), (38) okreslaja trzy rozne zbiory wzglednych wspot-
rzednych trzech czastek w zaleznosci od wartosci m = 1,2,3. Wspotrzedne
te sa szczegblnie wygodne do opisu trzech czastek, gdzie czastki ¢, j znajduja
sie blizej siebie niz czastka k. Transformacje opisujaca przejscie pomiedzy
roznymi zbiorami podanych wyzej wspolrzednych, {;¢'} 1 {;¢2}, mozna opi-
sa¢ za pomoca rozwartych katéow f3;;. Ponizej sktadowe wspotrzednych {;&'}
1 {;£?} sa oznaczone za pomoca indeksu k:

& > - ( cos fij  sin By ) ( ik ) _
( in B — sin Bij Cos Bij Zfl% , k=1,2,3. (41)

Katy B;; zaleza od mas czgstek i spelniajg nastepujace wlasnosci:
Bij = —Bjis Bi =0, tghi; = ==,

didj sin 51‘3‘ = 1, dzd]mk COS 61']' = — U, (42)
Biz2 + Pas + B31 = 2.

Powyzsza transformacja nazywana jest kinematyczng rotacja o kat f3;;. Nie
jest to zwykty obrot w przestrzeni, tylko okresla on przejscie pomiedzy dwoma
rOwnowaznymi opisami trzech czastek.

Bedac w uktadzie srodka masy potrzeba szesciu zmiennych do opisu trzech
czastek, mozna wiec przejéé¢ do 6-cio wymiarowego uktadu wspotrzednych hi-
persferycznych. Nowe wspotrzedne podzielone sg na dwa rodzaje: zewnetrzne
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oraz wewnetrzne. Wspotrzedne zewnetrzne okreslaja orientacje uktadu obra-
cajacego sie wzgledem ustalonego uktadu laboratoryjnego i sa to trzy katy
Eulera a;, 3, . Osie uktadu wewnetrznego wybrane sa tak, aby pokrywaly sie
z osiami gtownymi bezwladnosci. W dalszej czesci przedstawiony jest sche-
mat wyboru tych wspotrzednych, [29, 31].

Na poczatku wybierany jest jeden ze zbioréw wektoréow Jacobiego, usta-
lajac t = 1,2, 3. Nastepnie dla uktadu trzech czastek mozna utworzyé¢ wektor
A= 2(:€" % 4£?). Dlugos¢ tego wektora A = | A] jest polem trojkata utworzo-
nego przez trzy czastki. Wektor A opisany jest przez wspolrzedne sferyczne
w ukladzie laboratoryjnym: A, 04, ¢ 4.

Przejécie do uktadu wewnetrznego odbywa sie w dwoch krokach. Uktad
laboratoryjny obracany jest zgodnie z katami Eulera o = ¢4, 3 = 04,7 = 0.
O$ OZ uktadu posredniego jest prostopadia do ptaszczyzny wyznaczonej
przez trzy czastki i ma kierunek zgodny z kierunkiem wektora AW kolejnym
kroku uktad obracany jest o kat v wokél osi OZ ukladu posredniego, tak
zeby osie uktadu posredniego byty jednoczesnie osiami gtéwnymi momentu
bezwtadnosci rozwazanych trzech czastek.

Aby znalezé kat v zostaly wprowadzone wielkosci skalarne s i ¢ okreslone
przez moment bezwladnosci na plaszczyznie wyznaczonej przez czastki, |29,
31]:

s = Iy = L)/, (43)
t =21,/ (44)
W uktadzie posrednim maja one postac:

s = (&) + (&) — (6 — (&) (45)
t = 261561 + 5€2,63)- (46)
Uktad posredni obracamy o kat v wzgledem osi OZ, tak aby jego osie pokry-
waly sie z osiami gtéwnymi. Przy takim obrocie wielkosci s i ¢ transformuja

sie jakby byly wspotrzednymi wektora obracanego o kat 2+:
s’ = scos(2y) + tsin(2y), (47)
t = —ssin(2y) + t cos(27), (48)

gdzie s', t' sa juz w ukladzie wewnetrznym. Znajac s, t w uktadzie posrednim
oraz wiedzac, ze w ukladzie wewnetrznym ¢ = 0 mozna wyznaczy¢ kat ~:

cos(27) = s/Q, (49)
sin(2y) = 1/Q, (50)
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gdzie Q = v/s? + t? jest niezmieniczy wzgledem opisanych obrotéw. Poniewaz
kat v € [0, 27), wiec otrzymuje sie dwie wartosci: 1 € [0,7) oraz 75 = v, + .
Dodatkowo mozna ustali¢ oznaczenie osi uktadu wewnetrznego w plaszczyz-
nie, w ktorej leza czastki tak, ze 0§ OX oznaczona jest dla mniejszego mo-
mentu bezwladnosci a OY dla wiekszego.

Do pelnego opisu czastek w ukladzie wewnetrznym potrzebne sa trzy
wspolrzedne wewnetrzne: dwa katy 6, ¢’ oraz promien hipersferyczny p =
(€12 + (G&oo)? + (G€21)? + (j€25)?, gdzie indeks w oznacza wspolrzedne
wektorow Jacobiego zapisanych w uktadzie wewnetrznym.

Wektory Jacobiego we wspoétrzednych wewnetrznych maja postac:

i€ = peos(9) cos(¢?),
JSw2 — pSIH(e) SIH(W%
€2, = pos(8) sin(¢7),
1€2, = psin(6) cos(). (51)
Kat 6 mozna uzyskaé z jednego z roéwnar:
cos(20) = %, (52)
: 4A
sin(20) = R (53)

gdzie Q = (;j€41)* + (i) — (i€01)° — (€02)" A = 3(&1565 — j635€7) Jest
dtugoscia wektora A w ukladzie wewnetrznym. Ze wzgledu na nieujemne
wartosci p, A, @ otrzymuje sie, ze 6 € [0, J].

Drugi kat ¢’ zalezy od wyboru wektoréw Jacobiego. Kat ten mozna otrzy-
mac z rownosci:

i - LT -
sin(2¢’) = % (55)

Poniewaz |;¢1|> —|;62|? oraz ;&' ;€* sa skalarami, wiec mozna je wyliczy¢ albo
w uktadzie laboratoryjnym albo wewnetrznym. Dla dwoch réznych wybordw
wektorow Jacobiego {;&} i {;£} istnieje zwiazek pomiedzy katami od ktorych
zaleza: ¢ = ¢' — (i, co odpowiada kinematycznym rotacjom w ukladzie
wewnetrznym, opisujacym przejscie do nowej bazy.

Poniewaz ¢’ € [0, 2m), wiec mozna uzyska¢ dwie jego wartosci: ¢? € [0, )
oraz gbi = ¢ + 7, podobnie jak dla 7. Zgodnie z [31] sa dwa uklady we-
wnetrzne réznigee sie katami ¢/ i kazdemu odpowiada okreslony kat Eulera
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7. Aby wyznaczy¢ katy v i ¢/ odpowiadajace temu samemu uktadowi ustala
sie kat v = 71, a nastepnie w (51) wstawiany jest ¢?. Jesli uzyskamy wektor
poczatkowy, wowczas dwa uklady okreslone sg odpowiednio dla (71, #) i
(72, ng] ). W przeciwnym wypadku mamy pary katow: (v, gb] )i (2, ¢1). Wi-
da¢ zatem, ze kazda konfiguracja trzech czastek moze byé przedstawiona na
dwa sposoby. Promieri hipersferyczny p jest niezmienniczy wzgledem rotacji
i jest proporcjonalny do momentu bezwladnosci wzdtuz osi prostopadtej do
plaszczyzny, w ktorej leza czastki. Niestety w [29] nic nie jest wspomniane o
jednoznacznos$ci przejscia pomiedzy uktadami, dopiero w [31] rozpatrywane
sa mozliwosci otrzymania réznych uktadéw wewnetrznych ze wzgledu na war-
tosci katow opisujacych transformacje pomiedzy uktadami.

Inne mozliwosci wyboru wspotrzednych hipersferycznych mozna znalezé
w [31] oraz w [32], gdzie miedzy innymi wprowadzone sa kwaterniony.

Wspoélrzedne hipersferyczne mozna uogélni¢ dla N czastek, gdzie mamy
hiperpromien oraz N — 1 katow, ktérych wyboér nie jest jednoznaczny. Przy-
ktad wykorzystania podanych wspolrzednych mozna znalezé¢ miedzy innymi
w [33].

W dalszej czesci przedstawione sa dwa inne sposoby opisu ruchu N cza-
stek. Pierwszy z nich dotyczy zastosowania tzw. diad, a drugi gtadkich krzy-
wych transwersalnych. W obu przypadkach mamy podzial na podprzestrzenie
opisujace rozne rodzaje ruchow.

W [34] autorzy rozwazyli N identycznych nukleonow lub czastek o masach
M, ktorych wspotrzedne przedstawili za pomoca pojecia diady, (|34, 35]).
Diada zdefiniowana jest jako skornczona suma formalnych iloczynéow dwoch
wektorow d = >, AiBi (w zapisie Diracowskim odpowiada postaci d =
> AN (BY). Mnozenie lewo i prawostronne przez wektor okreslone jest na-
stepujaco:

F.-d=> (F-A)B (56)
T=> A(B'-G), (57)

gdzie (F - A"),(B' - G) sa iloczynami skalarnymi wektoréw. Diady mozna
traktowaé¢ jako operatory dziatajace na wektory z prawej lub lewej strony
przeksztalcajace jedna przestrzen, w ktorej leza wektory, w druga.

DladQ d mozna roéwniez przedstaw1c jako macierz n x m wymiarowa, gdzie
wektor A jest n wymiarowy, B' ma wymiar m, a element macierzowy ma

postac:
dy =Y ABL (58)
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gdzie p i r okreslaja odpowiednio wektor bazowy w przestrzeni m i n wymia-
rowej.

Przyjmujac, ze wektory £™, n = 1,--- N okreslaja polozenie N cza-
stek, R = % 27]1\[:1 2" jest srodkiem masy uktadu, mozna zdefiniowa¢ diade
sktadajaca sie z wektoréw polozen czagstek " = " — R:

N
D=>) ¢, (59)
n=1

gdzie €™ tworza zbior ustalonych, ortonormalnych wektoréw w N wymia-
rowej przestrzeni czasteczek takich, ze ¢, = (0,0,---,1,0,---,0), gdzie je-
dynka znajduje sie na n-tym miejscu. Diada transponowana jest zdefiniowana
nastepujaco:

D" = "imen, (60)

Za pomoca N X 3 wymiarowej macierzy D zostaly zdefiniowane rzeczy-
wiste i symetryczne diady, ktore opisuja ruch wewnetrzny, tj. macierz 3 x 3
tzw. diada kwadrupolowa Q:

N
Q=D"-D=) 7", (61)
n=1

oraz N wymiarowa diada P:

P=D.-D" =) em@Fm im)en. (62)

Macierze Q i P sa dodatnio zdefiniowane, zatem mozna ja przeksztatci¢ do
postaci diagonalnej o nieujemnych wartosciach wtasnych.
Roéwnanie wlasne dla Q ma postac:

Q- 5% =X\5% a=123, (63)

gdzie §, )\, sa odpowiednio ortonormalnymi wektorami wlasnymi oraz war-
tosciami wlasnymi. Otrzymane wektory 5 definiuja uktad wewnetrzny dla
N czastek. Podobnie mamy rozwazajac rownanie wtasne dla P:

P57 =AY (64)

dzie A, sa wartosciami wlasnymi, ¢ ¢ ortonormalnymi N wymiarowymi wek-
q )
torami wlasnymi.
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W [34] przedstawiono twierdzenie, z ktorego wynika, ze trzy wartosci
wlasne A, odpowiadaja Ao, = 1,2, 3, a pozostate N — 3 wartosci wlasne A,
sa rowne zero. Dodatkowo wektory ¢, ktorym odpowiadaja wartosci wlasne
Ao Maja postac:

1 N 1 N
R W D DA GLEE-L0 P WS LTl (65)
n=1 n=1

tzn. n-ta wspotrzedna wektora v jest rzutem n-tego wektora 7™ na oS
gltowng §* tensora kwadrupolowego Q.

N — 3 wektoréw wtasnych P, ktérym odpowiada zerowa wartos¢ wtasna,
mozna wybraé¢ na wiele sposobow zachowujac ich ortonormalnosé¢ wzgledem
siebie oraz do pozostatych trzech niezerowych wektorow witasnych. Wektory
odpowiadajace zerowym wartosciom wlasnym tworza tzw. podprzestrzen ze-
rowa, a pozostale trzy podprzestrzen wewnetrzng.

Kolejne twierdzenie przedstawione w [34] opisuje ruch uktadu wewnetrz-
nego, ktorego poczatek znajduje sic w punkcie $rodka masy. Zgodnie z nim
wektory {7 “} rotuja w przestrzeni N wymiarowej tak, ze zawsze sg prostopa-
dte do kierunku okreslonego przez wektor nalezacy do podrzestrzeni zerowe;j.
Oznacza to, ze parametry opisujace ruch trzech wektorow {v'*} okreslaja
potozenie nowego ukladu wzgledem ukladu laboratoryjnego, oraz 3(N — 3)
uogdblnionych katoéw Eulera, opisujacych orientacje v w przestrzeni N wy-
miarowej, okreslaja ruch czastek w uktadzie wewnetrznym. Zatem nowymi
wspotrzednymi sa: trzy wspolrzedne §rodka masy, trzy zmienne kolektywne
o = % opisujace rozmiar oraz ksztalt kwadrupolowej elipsoidy dla N
czqstek oraz trzy kolektywne zmienne katowe opisujace orientacje osi glow-
nych §¢ elipsoidy bezwladnosci i 3(N — 3) uogodlnione katy FEulera opisujace
orientacje v w przestrzeni N wymiarowej. Zatem transformacja z uktadu
laboratoryjnego do wewnetrznego moze by¢ zapisana nastepujaco:

=R+ ) 06 )nad (02, (66)

gdzien=1,...,N, a,A=1,23, 0 =1,...,3(N — 3) oraz &,, 0, parame-
tryzuja uogolnione katy Eulera.

Niestety autorzy nic nie pisza o jednoznacznosci przejscia do nowego
uktadu. Z (66) nie wida¢, aby byla ona zapewniona, ze wzgledu na dowolne
wybory katow opisujacych obrét osi uktadu oraz wektoréow w przestrzeni ze-
rowej. Jedyny warunek natozony na te obroty dotyczy wektoréow v ¢, ktorych
obrot jest zawsze prostopadly do pewnego wektora z przestrzeni zerowej.

Powyzsza metoda wprowadzenia nowych wspotrzednych [34] jest podobna
do przedstawionej w 1972 roku w [36], gdzie do opisu N czastek uzyte sa trzy
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N — 1 wymiarowe wektory utworzone z wektoréw Jacobiego zrzutowanych
na osie gtowne bezwladnosci. Wspotrzedne kartezjanskie wektorow w N — 1
wymiarowej przestrzeni opisane sa za pomoca 3N — 6 katow Eulera oraz
trzech dtugosci rozwazanych wektorow.

Inna metoda opisu zmiennych wewnetrznych zostata przedstawione w
[37]. W podanym artykule autorzy rozlozyli przestrzenn wspolrzednych N
czastek, R3Y | na orbity grupy Liego opisujace np. translacje, rotacje czy de-
formacje, oraz na tzw. gtadkie krzywe transwersalne. W podanych artykule
grupa Liego jest grupa kinematyczna dziatajaca w przestrzeni Euklidesowej
E tak, ze kazdy punkt z tej przestrzeni ma postac¢ gxry € E, gdzie g € G oraz
xo € FE, czyli nalezy do pewnej orbity grupy G. Dodatkowo zaktadajac, ze
grupa H C G jest stabilizatorem dla punktu zy dowolny punkt mozna zapi-
sa¢ x = gH - xy. Wspolrzedne na hiperprzestrzeni wyznaczonej dziataniem
grupy ilorazowej G/H nazwane zostaly wspolrzednymi kolektywnymi.

Gladka krzywa transwersalna jest zdefiniowana jako ciaglty zbiér punk-
tow przecinajacy kazda orbite grupy G w jednym punkcie. Krzywa ta jest
sparametryzowana przez wspolrzedne &, wiec xy € E lezacy na tej krzywej
jest przedstawiony za pomoca tych zmiennych z((€). Zatem dowolny z € F
mozna otrzyma¢ majac pewien element gH € G/H oraz &: x = gH - xo().
Ogolnie transformacje wspotrzednych wektora x = (2!, 2%, --) mozna zapi-
sa¢ za pomoca reprezentacji P(G/H) grupy G/H:

a" = P(Hg ")xp(6), g € G. (67)

W przypadku, gdy G C GL,(3N,R) opis wspotrzednych za pomoca ma-
cierzy reprezentacji D grupy GL, (3N, R) jest nastepujacy:

0" = 2§ () Doy s Hg ™). (68)

Ruch rotacyjny dowolnego wektora z opisany jest w hiperpowierzchni R3¥
okreslonej przez ustalony wektor opisujacy srodek masy X € R3 oraz rotujacy
wektor opisujacy polozenie N czastek wzgledem $rodka masy xy € R3V=3,
Oznacza to, ze ta hiperpowierzchnia wyznaczona przez orbite grupy SO(3)
oraz dowolng krzywa w R3" lezaca na tej orbicie opisuje rotacje uktadu N
czastek.

Korzystaja z (68) wspotrzedne w R3*Y mozna przedstawié¢ jako:

2" = X'+ 2 (§)Dai(r), (69)

gdzie r € SO(3), D jest macierza reprezentacji SO(3), a £ jest zbiorem we-
wnetrznych wspotrzednych krzywej transwersalnej, oraz spetniony jest waru-
nek:

> a7 (€) = apMi. (70)
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W przypadku, gdy zmienimy grupe G na kinematyczna grupe GL (3, R)
mozna uzyska¢ opis wibracyjno-rotacyjny N czastek. Oddzielajac srodek
masy X € R iz (68) dowolny punkt z R*N mozna przedstawi¢ jako sume
wspotrzednych $rodka masy X oraz wzglednych wspotrzednych kartezjan-
skich Zy:

2" = X'+ 70 Dai(g7), n=1,..., N, (71)

gdzie D jest macierza reprezentacji grupy GL.(3,R). Korzystajac z odpo-
wiedniego zapisu g € GL, (3, R) uzyskuje sie rozklad wspotrzednych na czesé
wibracyjna i rotacyjna. Autorzy zalozyli, ze g = R{*SR,, gdzie Ry, Ry €
SO(3) oraz S jest rzeczywista diagonalng macierza 3 x 3, ktora jest dodatnio
okreslona. Przy ustalonej kolejnosci pomiedzy diagonalnymi elementami S—*
oznaczonymi A4, A = 1,2,3, podany rozklad staje sie jednoznaczny. Trans-
formacja z uktadu laboratoryjnego do kolektywnych wspotrzednych opisuja-
cych Ry, Ry oraz A4 ma postac:

= X'+ Dai(R1)AaDaa(Ra)T5" (). (72)

A

Lacznie wspotrzednych kolektywnych jest dziewieé: trzy katy Eulera dla R, €
SO(3) oraz Ry € SO(3) opisujace rotacje, a takze trzy As, A = 1,2,3
odpowiadajgce za wibracje. Wybor wspolrzednych wewnetrznych opisujacych
gtadka krzywa transwersalna nie jest jednoznaczny. Mozna je wybrac tak, aby
spetnialty réwnanie:

Z e ( = 0ap. (73)

Taki wybor oznacza, ze ry Jest obrotem diagonalizujacym tensor kwadrupo-
lowy

Dui(Ry1) ng“ng Dp;(R1) = 0ap)\%. (74)

Dla powyzszych rozwazan grupa H jest jednostkowa.

Dodatkowo autorzy [37] analogicznie jak w [36] wykorzystali podwojna
mozliwoéé opisu R3*V, tj. przedstawienie jej jako N wektorow o wymiarze
3 albo trzech wektorow N wymiarowych. Zatozyli, ze hiperpowierzchnia w
R3N otrzymywana jest dla wybranego wektora o, € R3" za pomoca rotacji
SO(N) w przestrzeni N wymiarowej, transformacji skalowania R? dlugosci
trzech wektorow N wymiarowych oraz rotacji w przestrzeni fizycznej SO(3).
Zatem mamy zbiér punktow x € R?*V | ktore maja postac:

r=R-ISR™!, R’ € SO(N),S € RS R € SO(3), (75)
R-1SR-! € GL,(3N,R).
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Otrzymana hiperpowierzchnia (75) pokrywa orbity GL,(3N,R), a zatem
prawie catg R3V.
W podanej hiperprzestrzeni wspotrzedne czastek moga by¢ zapisane jako:

ZDSO 3) R/ e DSO(N) (7-\;/)1,67112:7 (76)

gdzie DSOG) i DIOW) 53 macierzami reprezentacji grup SO(3) i SO(N), a
Ak, k=1,2,3 sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Podobny opis ruchu w uktadzie wewnetrznym przedstawionym w [37]
mozna znalezé w [38].

Kolejny przyktad wyboru zmiennych wewnetrznych jest przedstawiony w
[39], gdzie rozwazany jest uktad trzech atomoéw, ktoérego ruch opisany jest
w przestrzeni majacej punkty osobliwo$ci. Do opisu potozenn atoméw wy-
korzystywane sa wektory Jacobiego utworzone w uktadzie laboratoryjnym
7%, i = 1,2. Nastepnie autorzy wprowadzaja przestrzen konfiguracyjng RS, w
ktorej punktem @) sa wspotrzedne dwoch rozwazanych wektoréw Jacobiego,
tzn. odpowiada jemu para wektoréw (7!, 72). W przestrzeni tej pomijane
sa wspotrzedne srodka masy, ktore w dalszej cze$ci opisu nie sa potrzebne.
Dziatajac rotacja R € SO(3) na 7!, 72

7Y =Rr* a=1,2, (77)

R € S0(3) (78)

otrzymuje si¢ podzial przestrzeni konfiguracyjnej na orbity dla punktu Q.
Wszystkie punkty nalezace do tej samej orbity opisuja te sama konfiguracje
atomow. Roznia sie jedynie orientacja w przestrzeni opisang przez trzy katy
Eulera. Autorzy rozwazaja tylko te konfiguracje, ktore nie sg liniowe oraz nie
opisuja zderzen trzech atomoéw. Orbity grupy rotacyjnej tworza tak zwane
wlokna rotacyjne.

Poza obrotami opisanymi grupa SO(3) dodatkowo wprowadzona jest ro-
tacja kinematyczna okreslona przez grupe SO(2):

2
= Kas(0)i?, K € SO(2), (79)
B=1
= < cos¢ —sin¢

sing  cos¢

>,O§¢§27r. (80)
Dziatajac grupa kinematyczng na okreslona konfiguracje otrzymuje sie inng,
ktora opisana jest przez punkt lezacy na innym wloknie rotacyjnym. Autorzy

[39] uzywajac metody jak w [34| pokazali, ze w obrebie wlokna rotacyjnego
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nie zmienia sie wzajemne polozenie trzech cial, oraz dla wiékna kinematycz-
nego nie zmienia si¢ posta¢ tensora momentu bezwladnosci. Orbita grupy
kinematycznej dla punktu @) jest jednowymiarowa krzywa w przestrzeni kon-
figuracyjnej, ktora lezy na jej powierzchni, poniewaz grupa kinematyczna nie
zmienia tensora bezwtadnosci zatem nie rusza tez kierunkoéw osi gtownych.
Co najwyzej moze je przestawia¢ pomiedzy sobg.

Przy zaltozeniu, ze trzy ciata leza na jednej plaszczyznie pojawia sie
osiem mozliwosci wyboru osi uktadu wewnetrznego, ktory jest zdefiniowany
jako osie glowne. Zatem w przestrzeni konfiguracyjnej wprowadzono funk-
cje oSmiowartosciowa, ktorej galezie odpowiadaja poszczegdlnym wyborom
orientacji uktadu wewnetrznego. Funkcja ta przecina wigzke rotacji w oSmiu
punktach. Kazda z wartosci tej funkcji jest gtadka trojwymiarows przestrze-
nig w przestrzeni konfiguracyjnej. Zatem wybor uktadu wewnetrznego zwia-
zany jest z wyborem punktu na wiazce opisujacej interesujacy nas ksztatt.
Przejscie miedzy r6znymi uktadami mozna uzyska¢ za pomoca o$mioelemen-
towej grupy odpowiedzialnej za zmiane orientacji osi uktadu. Wybor uktadu
wewnetrznego dla pewnego obszaru w przestrzeni konfiguracyjnej jest zwia-
zany z wyborem powierzchni przecinajacej wlokna rotacyjne doktadnie w
jednym punkcie.

W przestrzeni ksztaltow RS autorzy wprowadzili wspotrzedne zwigzane z
wektorami Jacobiego {7, }:

wy = |72 — P22 = p? cos(20) cos(2P),
wy = 271 - 72 = p? cos(20) sin(2P),
ws = 2|7 x 7% = p*sin(20), (81)

gdzie —o0 < wy,we < oo oraz 0 < ws, (p, O, P) sa wspotrzednymi hipers-
ferycznymi [29]. Poniewaz rozwazany jest tylko ruch niewspotliniowy, wow-
czas w przestrzeni ksztaltow nie ma osi ws oraz plaszczyzny wiws. W takiej
przestrzeni moment bezwtadnosci nie jest zdegenerowany oraz okreslone sg
kierunki osi gtownych. Podany wybor wspotrzednych (wy, ws, w3) oznacza, ze
wspotrzedna ws jest niezmiennicza pod dziataniem grupy kinematycznej, a
dziatanie na pozostate wspotrzedne opisane jest za pomoca obrotu o kat 2¢
wokod!t osi ws:

u/1 [ cos2¢ —sin2¢ wy r
( w, ) N ( sin2¢  cos2¢ wy )7 3T (82)
Kat 2¢ odpowiada hipersferycznemu katowi 2®.
Dla grupy kinematycznej dzialajacej na przestrzeni konfiguracyjnej wi-

dac, ze jesli ¢ # 2w, to nie otrzymuje sie poczatkowego punktu @ lezacego
na wioknie rotacyjnym. Nie oznacza to, ze dla ¢ # 27 nie powraca sie do
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tego samego wtokna. Taki przypadek istnieje dla ¢ = 7, a obrét kinema-
tyczny KC(m) dziala jak inwersja i przeprowadza wektory Jacobiego {7*}
w {—7“}. Opisane dzialanie mozna roéwniez uzyska¢ za pomoca zewnetrz-
nych rotacji. Jest to obrot o m wokoét osi OZ. Mozna to zapisa¢ nastepujaco
K(m)Q = R.(m)Q. Korzystajac z tego autorzy rozwazyli dowolna krzywa na
przestrzeni ksztaltow biegnaca wokot osi ws. Taka petle mozna przedstawic
za pomoca orbity kinematycznej na przestrzeni ksztaltéw. Okazuje sie, ze
dla rozwazanego przypadku trzech cial nie ma mozliwosci powrotu do po-
czatkowego uktadu wewnetrznego. W przypadku, gdy kinematyczna orbita
powr6ci do punktu poczatkowego w przestrzeni ksztaltow, to w przestrzeni
konfiguracyjnej rowniez powrdci do tej samej orbity rotacyjnej, ale z doktad-
noscig do orientacji. Dopiero podwojny obrét R.(m)? w przestrzeni ksztal-
tow pozwoli powroci¢ do tego samego uktadu wewnetrznego. Petle, ktore nie
obiegaja punktow osobliwych w przestrzeni ksztaltow powracaja do poczat-
kowego uktadu wewnetrznego w przestrzeni konfiguracyjne;j.

W [39] doktadnie przedstawiono réwniez przejscie do uktadu Eckarta,
ktore pozwolito, miedzy innymi, na pozbycie sie punktéw osobliwych na osi
ws.

Przypadek dla czterech atomow zostal opisany w [40] 1 [41].

Rozszerzenie podanej metody dla N atomoéw zostalo dokladniej przed-
stawiona w [41] oraz [42].

Poza podanymi autorami opis ruchu w uktadzie wewnetrznym wykorzy-
stujacym wlokna mozna znalez¢ miedzy innymi w [43].

Dla jadra atomowego autorzy [44, 45| wspolrzedne wewnetrzne przedsta-
wili za pomoca wspotrzednych opisujacych uktad N nukleonéw. Do ich opisu
uzyli wektoréow Jacobiego, ktore po przejéciu do srodka masy maja postac:

S

r = AT DX s X =L N1 ()

t=1

gdzie X[*, i =1,2,3, s=1,---, N sa wspolrzednymi nukleonéw w ukladzie

laboratoryjnym.
Wyrazy macierzy ) opisujacej kwadrupol wzgledem srodka masy:

N-1
Qij:ZXfX;> i,)=1,2,3. (84)
s=1

Kawadrupol w uktadzie wewnetrznym opisany jest przez trzy rzeczywiste i
dodatnie pierwiastki A réwnania charakterystycznego dla (84):
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Za pomoca pierwiastkow réwnania (85) A = p? autorzy znalezli trzy nowe
zmienne p, b, ¢ spetniajace relacje:

2

P = %[1 + 2bcos(c — 27k /3)). (86)

Zmienne te zaleza od kwadrupola w uktadzie laboratoryjnym () oraz we-
wnetrznego QU, ktérego wyrazy maja postac Qi = Q5 — £0;;Tr(Q):

p2 = TF(Q), (87)
¥ = STH((QU ) (TH(Q)), (59)
cos(3c) = VELdet(QUew) 3/ Tr((Qwm)?). (59)

Trzy zmienne p, b, c oraz trzy katy Eulera 0y, k = 1,2, 3 sa zmiennymi kolek-
tywnymi.

Do pelnego opisu ruchu nukleonéw w uktadzie wewnetrznym brakuje jesz-
cze 3N —9 zmiennym, ktére mozna otrzymac z parametréow opisujacych grupe
O(N —1). Poniewaz wspotrzedne w uktadzie laboratoryjnym mozna zapisac
za pomocy szesciu kolektywnych wspolrzednych oraz grupy O(N — 1) mamy:

Xis = Z{kallci(ej)D]lV—4+k,s(¢)}? (90)

gdzie D'(6;) jest macierza reprezentacji O(3), D'(¢) dla grupy O(N —1) oraz

(P00
q= (D' (6r)) 0 p5 0 | D'(6k) (91)
0 0 43

W (90) wystepuja tylko trzy ostatnie wiersze zatem jest tylko 3N — 9
zmiennych ja opisujacych. Katy 6, wystepujace w (90) sa katami Eulera,
ktore okreslaja potozenie uktadu wewnetrznego.

Transformacja (90) musi by¢ jednoznaczna co zapewniaja nieréwnosci
0 < ps < p1 < p3 < o0, Oznacza to, ze rowniez b i ¢ sa ograniczone, np.
0 < ¢ < % oraz b nie moze by¢ wigksze od jedynki.

Zachowanie sie jadra atomowego mozna rozwazac¢ rowniez wzgledem zmian
wspohrzednych opisujacych jego ksztalt, [46, 47, 48]. Powierzchnie jadra ato-
mowego przedstawia sie za pomoca zespolonych wspotrzednych kolektywnych
Oy

R(0,6,t) = Ro[l + > a3, (t)Yxu(0, )], (92)

A
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gdzie Ry okresla promien sfery, ay,(t) sa zalezne od czasu i opisuja ksztalt
jadra. Dodatkowo «,, sa czlonami tensora sferycznego oM = {ay,}, p =
—A, ..., A, ktory jest funkcja 3N wspotrzednych N nukleonéw wchodzacych
w sktad jadra. Ogoélnie zaleznos¢ ta nie jest znana, a ruch jadra atomowego
rozpatruje si¢ w zmiennych «y,. Dowolny obrét jadra opisany przez grupe
SO(3) przedstawia sie jako transformacje:

O//\u = Z Di\u(wb W2, w3>a/\u> (93)

gdzie (w1, ws,ws) sa katami Eulera, a D{,\M sa funkcjami Wignera, [49]. Ze
wzgledu na to, ze powierzchnia jadrowa opisana jest przez zmienne rzeczy-
wiste otrzymuje sie zwigzek:

oy, = (—=1)Ffar_y. (94)

Dla A = 2 powierzchnia jadra, dla matych as,, w uktadzie laboratoryjnym
jest elipsoida:

R(0,¢,1) = Ro[L + Y _ a3,Y2,(0, 9)]. (95)

Uktad wewnetrzny dla takiego opisu zwigzany jest z wyborem warunkéw na-
tozonych na ay,, tak aby liczba wewnetrznych wspotrzednych kolektywnych
byta réowna liczbie wspotrzednych w uktadzie laboratoryjnym. Naktadajac
warunki agg = g9, g1 = 0 otrzymuje sie uktad, w ktéorym tensor kwadru-
polowy ma posta¢ diagonalng. Zmiennymi wewnetrznymi sa trzy katy Eulera
(w1, ws,ws) opisujace potozenie ukltadu wewnetrznego wzgledem laboratoryj-
nego oraz (vpg, (rag, KtOre maja wartosci rzeczywiste. Przedstawione zmienne
wewnetrzne mozna zapisaé¢ réwniez za pomoca innych wspotrzednych i
wprowadzonych przez Bohra, [50, 51]:

Qo9 = Bcosy, oy = % sin 7. (96)

Ogolnie przejscie z uktadu laboratoryjnego do wewnetrznego mozna zapisaé
nastepujaco:

A
ay = Dii () an, (97)
v=—A\
gdzie na «y, sa nalozone trzy warunki. Wedlug autorow [46, 47| istnieja
24 mozliwosci zapisu jednego punktu z uktadu laboratoryjnego w uktadzie
wewnetrznym. Jest to zwiazane z tym, ze mozna na 24 sposoby wybra¢ ozna-
czenia osi nowego uktadu. Obroty, z ktorych otrzymuje sie wszystkie 24 moz-
liwosci mozna zapisa¢ za pomoca trzech generatoréw, ktore dzialajg na osie
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nowego uktadu X, Y, Z oraz na katy Eulera () nastepujaco:
Rl(Xa K Za Wi, Wa, w3) = (Xa _Y7 _27 wy + ™, T — W2, _w3)7 (98)
RQ(X7 Y, Z, W1, Wy, wg) = (y, —X, Z, w1, W, Ws + g), (99)
RB(Xa Ya 27 w1>w27w3) = (K Z7 X7 W1, W2 + %7w3 + %) (100)
Okazuje sie, ze transformacja pomiedzy uktadami

0/2(217 = D;Q[S(Wl,wz,ws)%o + [DZ*_Q(WDW%WS) + Di;(wl,w%wg)} aga, (101)

pod dzialaniem powyzszych obrotow jest niezmiennicza, gdzie dziatanie R;, i =
na o, (ipg ma postac:
17 27 3 ) 0 t

_ _ _ _ 6 1
Riqgs = agp, Roiza = —aiga, Ragy = —77 %20 — 522, (102>
— _ _ V6 1
Riqag = agg, Rotrag = argg, Ravgz = “z (o2 — 5Q20. (103)

Obroty utworzone za pomoca R1, Rq, R3 tworza grupe O. Odpowiednio dla
zmiennych £ iy mamy:

R1<6777w17w27w3) = (ﬁ,’y,wl—i-’ﬂ',ﬂ'—WQ,—Wg), (104)
R2(6775w15w27w3) = (ﬁ) _77w17w27w3+%)7 (105)
Ra(B, 7, wi,ws,w3) = (8,7 — %W,wl,a& +5,ws+5). (106)

W przypadku, gdy nie rozwaza si¢ zaleznosci od katow Eulera, wowczas dla
(a9, (Qigp otrzymuje sie jedynie sze$¢ przeksztalcen zmieniajacych ich postac.
Mozna je przedstawié¢ za pomoca transformacji 77, T5:

T1(0420, 0422) = (0420, 0422)7 (107)
Ty (o, (i) = (_%QQO + \/7604227 —\/760420 - %0622)- (108)

Wszystkie te przeksztalcenia (amg, age) maja postaé:

TQ(a207 @22) = (—%0420 + \/Tgazz, —\/Tgazo - %am),

T22(0420, 0422) = (—%0420 - \/760422, \/Téoézo - %Olm)a

T3 (a0, (a2) = (20, Qa2),
T.T — (=1 V6 V6 1
1To (g, qaz) = (=500 + P, Py + 5022),
T1T5 (cvg0, i) = (—%@20 - \/7604227 —\/760420 + %0422)7

T (20, a22) = (a0, —i22).
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Pozwala to ptaszczyzne asgaas podzielié na szesé czesci rownowaznych wzgle-
dem dziatania grupy O. Poniewaz w zmiennych asg, awe opis jednej z czesci
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jest dosé skomplikowany, dlatego przechodzi sie do zmiennych g, ~. Otrzy-
muje si¢ w ten sposob ograniczenie dla pierwszej czesci 0 < v < Z. Ze wzgledu
na to, ze dowolnej aé‘ﬁ’ z uktadu laboratoryjnego odpowiada jedna z wartosci
z kazdej z szedciu czesci, dlatego ogranicza sie rozwazania tylko do jednej
czescl.

W [48] z rownan:

Z Dill(wbw%wS)aQu = O; (115)
ZMDZ (wl,w%wg)agu Z D (Wl,WQ,w:g)OéQu (116)

otrzymano 24 niezmiennicze transformacje, ale ze wzgledu na to, ze rowniez
powyzsze réwnosci zachodza dla inwersji, wiec wszystkich przeksztatcen nie
zmieniajacych (agp, aa2) wzgledem ukladu laboratoryjnego jest 48, co daje
wieksza grupe Oy,. Tak jak dla O réwniez plaszczyzne asgass mozna podzieli¢
na sze$é¢ czesci i wprowadza sie identyczne ograniczenia na 7.

W dalszej czesci pracy przedstawione beda uzyskane wyniki rozwazan
opierajacych si¢ na ostatnim przedstawionym uktadzie wewnetrznym. Proba
jednoznacznego opisu jadra atomowego we wspotrzednych wewnetrznych wy-
musita wprowadzenie nowego pojecia grupy symetryzacji, ktérej postaé za-
lezy od sposobu opisu ukladu wewnetrznego.

3 Grupy symetryzacji dla wybranych ukladow
wewnetrznych w modelu kolektywnym

W przedstawionej pracy wszystkie rozwazania opieraja sie na pewnych wta-
snosciach uktadu wewnetrznego modeli kolektywnych. Wtasnosci te zwiazane
sg z brakiem jednoznacznosci transformacji pomiedzy uktadem laboratoryj-
nym i wewnetrznym. Pojawiajaca sie niejednoznaczno$é zwiazana jest z ko-
niecznoscig zachowania interpretacji fizycznej czesci obserwabli.

W dalszej czesci, dla utatwienia, zmienne laboratoryjne, w odréznieniu
od wewnetrznych sa oznaczone symbolem ‘.

W uktladzie laboratoryjnym z opisem powierzchni jadra atomowego
Rlab(glab plab) zwigzane sy laboratoryjne zmienne kolektywne al)\aj, [47, 52,
53, b4, 55|

Rlab(elab’(blab RO 1+ Zalab *Y elab7¢lab) ) (117>

W zaleznosci od wartosci A, opisuja one rézne rodzaje ruchéw powierzchni
jadrowej, np. dla:
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(i
(i

(iii

= 0 opisuja wibracje zwigzane ze zmiang objetosci jadra,
= 1 opisuja drgania dipolowe,

= 2 sg okreslane jako drgania kwadrupolowe,

) A
) A
) A
(iv) A = 3 odpowiadaja drganiom oktupolowym.

Ze wzgledu na mozliwosé uproszczenia obliczent oraz bardziej bezposred-
nig interpretacje fizyczna, interesuje nas transformacja do nowego uktadu
zwigzanego bezposrednio z jadrem atomowym. Nowy uktad okreslony jest
przez trzy katy Eulera Q = (Q,€s,€3), ktore opisuja jego chwilowe poto-
zenie wzgledem uktadu laboratoryjnego oraz przez trzy dodatkowe warunki
okreslajace uklad wewnetrzny fi(o,,2) = 0, k = 1,2,3. Sa one nalo-
zone na zmienne kolektywne wewnetrzne, tj. na zmienne opisujace ksztalt
powierzchni jadrowej iy, oraz na katy Eulera 2. W naszym przypadku beda
rozwazane jedynie warunki, ktore dotycza zmiennych okreslajacych ruch wi-
bracyjny.

Pojawienie sie trzech warunkéw natozonych na zmienne wewnetrzne, zwia-
zane jest z zachowaniem wymiaru przestrzeni opisujacej ruch w uktadzie labo-
ratoryjnym oraz wewnetrznym. Wprowadzenie trzech katéw Eulera powoduje
zwiekszenie o trzy liczby zmiennych wewnetrznych, gdy ich liczba w uktadzie
laboratoryjnym nie ulega zmianie.

Dodatkowo do opisu transformacji do uktadu wewnetrznego potrzebne
sa zwiazki pomiedzy laboratoryjnymi zmiennymi kolektywnymi i zmiennymi
opisujacymi powierzchnie w nowym ukladzie [47, 52, 53, 54|. Zatem pelna
postac transformacji pomiedzy uktadem laboratoryjnym i wewnetrznym jest
nastepujaca:

{ O‘lAa;? - Zz)/\:—/\ D,l)i\u (le Q,, 93)* Qv (118)
fk(Oé)\'u, Q) = O, k= 1, 2,3,

gdzie o4’ sa zmiennymi w uktadzie laboratoryjnym, ay, - w ukladzie we-

wnetrznym, D2V<Ql,92793)* sa funkcjami Wignera grupy SO(3) sparame-
tryzowanymi katami Eulera 2 [49].

Powierzchnia jadrowa w uktadzie wewnetrznym ma postaé analogiczna
jak w zmiennych laboratoryjnych (117). Zmiennymi opisujacymi ruch po-
wierzchni jadowej sa zmienne a, zdefiniowane przez (118). Natomiast katy
sferyczne 6, ¢ w funkcjach sferycznych Y, (0, ¢) sa okreslone wzgledem uktadu
wewnetrznego.

Przy transformacji do uktadu wewnetrznego trzeba pamietaé, ze na ogot
nie jest ona jednoznacznie okre$lona. To oznacza, ze jednej wartosci zmien-
nej kolektywnej w uktadzie laboratoryjnym o/ moze odpowiada¢ wiele war-
tosci zmiennych wewnetrznych. Niejednoznacznosé przekszktatcenia uktadu
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laboratoryjnego do wewnetrznego dla dwoch réznych wartoéci zmiennych we-
wnetrznych (ay,, Q) # (a,,, Q) odpowiadajacym tej samej wartosci w ukta-
dzie laboratoryjnej, mozna zapisa¢ nastepujaco:

Ay = ol (an, Q) = ol (d),, Q). (119)

Okazuje sie, ze w uktadzie wewnetrznym wiele rownowaznych stanéw kwan-
towych posiada ten sam odpowiednik w uktadzie laboratoryjnym. Poniewaz
interesujg nas jedynie stany fizyczne, zatem wymagana jest rowniez ich jed-
noznacznosé¢ przy transformacjach pomiedzy uktadami.

Do konstrukeji stanéw fizycznych nalezy znalezé tranformacje g w ukta-
dzie wewnetrznym, ktére nie zmieniaja zmiennych laboratoryjnych, to znaczy
zachowujg rownosé:

ok (G, Q) = i (an, Q). (120)

Poniewaz przeksztalcenie pomiedzy uktadem laboratoryjnym i wewnetrznym
naklada dodatkowe warunki na zmienne wewnetrzne okreslone przez réwnosci
fr(an, 2) = 0z (118), zatem réowniez (120) nie moze wyprowadzaé o, €
poza wybrana przestrzen. Oznacza to, ze szukajac transformacji g ze wzoru
(120) jednoczesnie otrzymujemy przeksztatcenia opisane przez uktad réwnan
(118). W dalszych rozwazaniach potrzebna nam bedzie nastepujaca definicja:

Definicja 1. Zbior wszystkich operacji g ze wzoru (120), zachowujgcych wa-
runki okreslone przez wszystkie rownania fi(a,, €2) =0z (118) tworzy grupe
nazywang w dalszej czesci pracy grupg symetryzacji Gs.

7 warunku (120) otrzymujemy, ze G sktada sie z takich obrotow dziata-
jacych na zmienne wewnetrzne, ktére zapewniaja niezmienniczo$¢ laborato-
ryjnej postaci powierzchni jadrowej. Grupe te mozemy réwniez wykorzystaé
do wyboru stanéw fizycznych, ktore sa niezmiennicze pod jej dzialaniem, a
co zapewnia jednoznaczno$¢ transformacji ich z uktadu laboratoryjnego do
wewnetrznego.

Kazdej grupie symetryzacji mozna przypisa¢ odpowiednia grupe dziata-
jaca w uktadzie laboratoryjnym, co wynika z ogdlniejszego opisu przedstawio-
nego dla dowolnej grupy, gdzie wykorzystywane jest pojecie grupy wewnetrz-
nej |7, 8]. Wewnetrzna grupa rotacji SO(3) pojawia sie juz u A. Bohra i
B. Mottelsona w [56]. Autorzy otrzymali ja z transformacji operatorow z
uktadu laboratoryjnego do wewnetrznego uzywajac jako zmiennych dyna-
micznych katéw Eulera opisujacych potozenie nowego uktadu wzgledem la-
boratoryjnego. Otrzymali w ten spos6b moment pedu w uktadzie rotujacym
J/;, u = 0,=£1, ktory nie zalezy od orientacji uktadu laboratoryjnego, wiec
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komutuje on ze sktadowymi momentu pedu J,, v = 0,41, w zewnetrznym
uktadzie wspolrzednych. Dodatkowo operatory J; sa traktowane jako gene-
ratory obrotéw uktadu wewnetrznego wokot jego osi o kat przeciwny do kata
jaki by odpowiadat obrotowi uktadu laboratoryjnego. Oznacza to, ze komu-
tatory dla momentu pedu w uktadzie wewnetrznym maja przeciwny znak niz
dla ukladu laboratoryjnego, [56, 52, 49].

Dopiero podczas rozbudowy pojecia grupy wewnetrznej |7, 8|, pokazano,
ze grupie obrotow jadra w uktadzie laboratoryjnym SO(3), odpowiada grupa
wewnetrzna SO(3), ktorej generatorami sa momenty pedu w uktadzie we-
wnetrznym. Pojecie grupy wewnetrznej zostato réwniez rozszerzone na do-
wolnag grupe, co pozwolilo zastosowaé teorie grup miedzy innymi do opisu
kolektywnego ruchu jadra atomowego w uktadzie rotujacym.

Zgodnie z [7, 8] chcac zdefiniowaé grupe wewnetrzng G odpowiadajaca
grupie laboratoryjnej G o wymiarze dim(G) trzeba zdefiniowaé¢ formalne do-
dawanie elementow tej grupy oraz mnozenie przez liczbe zespolona. Wéwczas
otrzymuje sie przestrzen liniowa utworzona przez grupe G, tzw. przestrzen
grupowa L. Dowolny wektor P z tej przestrzeni mozna zapisaé¢ jako kombi-
nacje liniowa elementéw grupy G:

P =" 44(g4) gas (121)
9o € G, a=1,2,...,dim(G), u, € C.

Dla kazdego elementu g, € G okreslamy réwniez operator g, dzialajacy na
L¢ nastepujaco:
.S = Sqa, Vs € Lg. (122)

Z rownania (122) mamy, ze operator g, dzialajac na dowolny wektor z prze-
strzeni grupowej Lg daje nowy wektor w postaci sg,. Zgodnie z definicja
przyjeta przez autoréw zbior wszystkich operatoréow g, tworzy grupe we-
wnetrzng G.

Grupa wewnetrzna ma dwie wazne whasnosci, |7, 8|:

1. Grupy G oraz G sa antyizomorficzne.
Oznacza to, ze iloczynowi dwoch elementéw g1 go z G odpowiada iloczyn
G201 7 grupy wewnetrznej G.
Chceac to sprawdzi¢ przyjmijmy, ze g1go = h jest iloczynem w grupie
G. Zgodnie z definicja (122) dla dowolnego g € Lg mamy

2619 = §2(991) = 99192, (123)

co daje, ze gh = hg, gdzie h = §271.
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2. Grupa G komutuje z G.
Korzystajac z definicji grupy wewnetrznej mamy:

01929 = G1992, 9 € Le, (124)

gdzie g; jest operatorem dzialajacy na L.

Poniewaz g19gs = g2(919) = Gag1g, Wige otrzymujemy g1gag = G2919.-
Zatem dla dowolnego g € L zachodzi ¢1g2 = g2g1. Wiec mamy, ze
grupy G i G komutuja.

Powyzsze wlasnosci zgadzaja sie z tym co zostalo przedstawione w [56].

W |7, 8] zostaly wyprowadzone dziatania grupy wewnetrznej SO(3) na
funkcje Wignera:

gD, (Q) =D, (27" ZD 9 D)), (125)

ktore w naszym przypadku uzyte sa do opisu ruchu rotacyjnego jadra ato-
mowego. Rozwazania dotyczace grupy wewnetrznej przedstawione w |7, 8|
byty przeprowadzone jedynie dla zmiennych opisujacych rotacje. W naszym
przypadku dodatkowo potrzebne jest dzialanie grupy wewnetrznej SO(3) na
zmienne kolektywne a,, ozl“b Ponizej przedstawione sa wyprowadzenia po-
trzebne do dalszych obliczen [57].

W tym celu potrzebne sa wzory transformacyjne dla funkcji sferycznych
opisujacych dziatanie grupy SO(3) w uktadzie laboratoryjnym:

WY (0%, ¢9) = 32, Dy (W)Yo (0%, ¢/%), h € SO(3),  (126)

oraz opisujace przeksztalcenie do uktadu wewnetrznego:
Yau(0,0) = 32,0 D (Yo (00, ¢'°), (127)

gdzie (2 sa katami Eulera okreslajacymi potozenie uktadu wewnetrznego wzgle-
dem laboratoryjnego, [49].

Poza tym, ze wzgledu na to, ze grupa wewnetrzna SO(3) jest réwniez
grupa obrotéw mozna zapisac:

EYAp(elab lab Z UH . Y)\,LL (Qlab ¢lab) g€ 50(3)7 (128)

w
gdzie uﬁ,u(ﬁ) jest funkcja, ktoérej postaci na razie nie znamy. Wiedzac, ze

grupy SO(3) oraz SO(3) komutuja mozemy poréwnaé prawe strony naste-
pujacych réwnosci:

G000, 61) = 5,00 (0 W (§) D), (1)) Your (6, 62), (129)
(BG) Yo (0%, 61%) = 5,0 (o (@)D (1)) Yaur (6, 610), (130)
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co daje rownos¢ »_ Wy (G) Dy (h) = y Wy () Dy (h) dla kazdego
h € SO(3)ig € SO(3). Ze wzgledu na to, ze funkcje Wignera tworza zupetny
zbior funkcji w L*(SO(3)), z ostatniej rownosci otrzymujemy u), ,(7) = Oy
dla kazdego g € SO(3). Zatem ze wzoru (128) mamy, ze dzialanie dowol-
nego obrotu g z grupy wewnetrznej SO(3) nie zmienia postaci laboratoryjnej
funkcji sferycznej, tj. g¥s,.(0'%, ¢'%) = Y, (0", '*). Wiedzac o tym, mo-
zemy podziata¢ grupa SO(3) na réownanie opisujace powierzchnie jadrowa
w ukladzie laboratoryjnym (117), ktora jest niezmiennicza pod dzialaniem
dowolnej grupy obrotéw. Poréwnujac ja z powierzchnia poczatkowa otrzymu-

jemy wzOr opisujacy dziatanie grupy wewnetrznej na zmienne al;ﬁf :
§ozl)\alf = ozf\“lf. (131)
Podobnie jak dla funkcji sferycznych Y, (0", ¢!%) otrzymujemy, ze O/A‘Z’ jest

niezmiennicze pod dziataniem grupy wewnetrzne;j.
Korzystajac z otrzymanych wtasno$ci mozna znalezé wzory opisujace dzia-
lanie SO(3) na funkcje sferyczne oraz deformacje w uktadzie wewnetrznym:

gY/\M(ea ¢) = EZM’ D;);\’M(Q)Y)\u’ (elab’ d)lab)
=20 [0, ()] [gYaw (0, ")) = 32,0 Do (g™)Yow (6, 6)  (132)

oraz

Gonu =G 2,0 D, ()l
=3, (9D, ()] [gaih] =3, DY (g™Da, (133)

gdZie Oé)\u - Zul DQ,M(Q)O{Z)\(J;?/
Analogicznie jak dla (131) mozna pokazaé¢ dziatanie grupy SO(3) na we-
wnetrzne zmienne kolektywne oy,

gan, =y, g € SO(3). (134)

7 powyzszych rozwazan widac, ze dzialanie grupy wewnetrznej mozna zapi-
sa¢ za pomoca odpowiadajacej jej grupy laboratoryjnej. Wynika to z faktu,
ze dla dowolnej grupy G i jej odpowiadajacej grupie wewnetrznej G istnieje
antyizomorfizm. Zwiazek ten pomiedzy grupami laboratoryjnymi i wewnetrz-
nymi jest wykorzystywany réowniez w dalszej czesci pracy.

Oprocz dziatan grupy wewnetrznej na wewnetrzne zmienne kolektywne
potrzebna jest réwniez definicja dzialania tej grupy na funkcje zalezne od
zmiennych wewnetrznych ({a,,}, ). Zostala ona wprowadzona nastepujaco

[57]:
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Definicja 2. Dziatanie na funkcje wewnetrznych zmiennych kolektywnych
obrotu § z grupy wewnetrznej G C SO(3) okreslone jest za pomocq odpo-
wiadajgcemu mu elementowi g z grupy laboratoryjnej G C SO(3) zgodnie ze
wzorem:

go({ana}, Q) = 6({Fana}, 92) = o({D_ Dy (97 ey}, Q971). (135)

3.1 Przyklady grup symetryzacji dla kolektywnych zmien-
nych kwadrupolowych i oktupolowych

W zaleznosci od wyboru warunkow okreslajacych uktad wewnetrzny fi,(an,, 2) =
0, k=1,2,3 oraz wyboru podzbioru zmiennych kolektywnych mozna otrzy-
maé rézne uktady wewnetrzne oraz rézne grupy symetryzacji G..

Ze wzgledu na to, ze grupa symetryzacji G, dziata na zmienne wibracyjno-
rotacyjne, zatem jest podgrupa iloczynu trzech grup wewnetrznych, ktore
odpowiednio dzialaja w przestrzeni kwadrupolowej G,,, oktupolowej G,
oraz rotacyjnej SO(3)q:

Gy X Gy x SO(3)y D SO(3) D Gy, (136)
gdzie SO(3) reprezentuje wspolne obroty zmiennych kwadrupolowych, oktu-
polowych i rotacyjnych.

Ponizej przedstawionych jest kilka przyktadéow wyboréw uktadu wewnetrz-
nego oraz uzyskanych grup symetryzacji dla zmiennych kwadrupolowych i
oktupolowych.

Grupy symetryzacji uzyskane sa z transformacji (118), przy zalozeniu,
ze nie ma warunkéw wiazacych rézne wartosci A. Przykladem takiego wy-
boru uktadu wewnetrznego jest zaproponowany przez Bohra wyboér zmien-
nych kwadrupolowych, dla ktérych zachodzi gy = 0, aige = ag_o.

[stnieje rowniez mozliwo$é analizy sytuacji, kiedy liczba natozonych wa-
runkow fi({on,}, ) = 0 jest wieksza od wymaganych trzech. Wowczas pozo-
stale rownania opisujg pewna podprzestrzenn zmiennych kolektywnych, ktora
im odpowiada. Ograniczenie podprzestrzeni zmiennych kolektywnych w ukta-
dzie wewnetrznym powoduje pojawienie si¢ zaleznosci pomiedzy zmiennymi
w uktadzie laboratoryjnym.

Przyktadem wiekszej liczby natozonych warunkéw na zmienne wewnetrzne
moze byé przestrzen kwadrupolowo-oktupolowa, dla ktorej awg, aszg przyj-
mujg wartosci rzeczywiste, a4 3 zespolone, natomiast pozostate zmienne spel-
niaja nastepujace waruki: ans = g9, any; = 0 oraz asz4; = 0, a3y = az_s.
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Aby utatwié¢ korzystanie z wewnetrznych zmiennych kolektywnych wpro-
wadzony jest nastepujacy zapis, ktory dla omawianego przykltadu ma postac:

{0620, o1 = 0,99 = Qa_9, 30, 311 = 0, zp = az_o, a3:t3}fa (137)

gdzie w nawiasie wypisane sa wszystkie zmienne opisujace ruch wibracyjny
wraz ze wszystkimi warunkami fi,({a,,}, 2) = 0, co jest oznaczone indeksem
dolnym f. W przypadku, gdy mamy przestrzen kwadrupolowo-oktupolows,
wowcezas warunki opisujace czesé kwadrupolowa (oktupolowa) oznaczone sa
@ ( f(3)).

Jesli przy zmiennej nie ma wypisanych jawnie warunkéw spetnionych w
uktadzie wewnetrznym, jak dla asg czy asiz, wowcezas przebiega ona pelny
zakres wartosci.

Taki schemat opisu wewnetrznych zmiennych kolektywnych uzywany jest
w dalszej czesci pracy.

W omawianym przyktadzie zmiennych wewnetrznych uktad wewnetrzny
moze by¢ opisany np. przez standardowe warunki agy = ap_o, g1 = 0, gdzie
zwiazek pomiedzy kwadrupolowymi zmiennymi wewnetrznymi i laboratoryj-
nymi ma postac:

2
Q=Y D2, (Qakh. (138)
W==2

Wowczas pieciowymiarowa przestrzeri kwadrupolowa redukuje sie do pod-
przestrzen dwuwymiarowej, w ktorej zmiennymi niezaleznymi sa rzeczywiste
zmienne aipg, (r99. Pozostale trzy wymiary zastapione sa przez trzy katy Eu-
lera Q = (Q1,,Q3) opisujace polozenie uktadu wewnetrznego wzgledem
laboratoryjnego. Zatem otrzymany w ten sposob uktad wewnetrzy okreslony
jest przez dwie zmienne kwadrupolowe ayg, oy oraz katy Eulera €.

Naszym celem jest otrzymanie jednoznacznej transformacji pomiedzy ukta-
dami, zatem trzeba znalezé grupe G, ktéra zachowuje warunki opisujace
uktad wewnetrzny oraz zapewnia otrzymanie stanéw fizycznych. Dla przed-
stawionego uktadu wewnetrznego jest to grupa G = Oy, skladajaca sie z 48
obrotow (dodatek A).

Przy takim opisie uktadu wewnetrznego dodatkowe warunki opisujace
podprzestrzen oktupolowa powoduja ograniczenie wykorzystywanych wewnetrz-
nych zmiennych oktupolowych. Odpowiada to fragmentowi przestrzeni opi-
sanej przez zmienne oktupolowe w uktadzie laboratoryjnym:

ZM/ DZ’;L(Q)O{%&% = 07 H = :t]w
> D)okt =3, DY, (Q)ak,. (139)
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W praktyce, w wickszosci zastosowari, znajomos¢ warunkow opisujacych pod-
zbior {al)\alf} nie jest dla nas istotna. Dlatego dla omawianego przykladu nie
jest dla nas wazna doktadna znajomos¢ postaci laboratoryjnej podprzestrzeni
oktupolowe;j.

Poniewaz problem niejednoznacznoéci dotyczy wyboru wszystkich zmien-
nych wewnetrznych, zatem trzeba znalezé grupe symetryzacji ktora oprocz
zachowania warunkow opisujacych uktad wewnetrzny jednoczesnie nie wy-
prowadza zmiennych poza wybrana podprzestrzen oktupolowa. Oznacza to,
ze szukana grupa symetryzacji jest albo znaleziona grupa wewnetrzng albo
jej podgrupa. B o

W opisywanym przykladzie grupa symetryzacji G jest grupa Dy.., skla-
dajaca sie tylko z odmiu obrotéw wiasciwych (dodatek A).

W rozwazanym przykladzie, alternatywna mozliwoscia wyboru warunkow
opisujacych uklad wewnetrzny sa asi; = 0, ass = as_o. Wowcezas transfor-
macja z uktadu laboratoryjnego do wewnetrznego opisana jest przez siedem
niezaleznych laboratoryjnych zmiennych oktupolowych:

3
aso= Y D2, (Qakh. (140)
p==3

Uktad wewnetrzny opisany jest wtedy przez nastepujace zmienne agg, aigs €
R, az43 € C oraz trzy katy Eulera €.

Grupa zachowujaca transformacje do nowego uktadu wewnetrznego jest
grupa 54;2 sktadajaca sie z o$miu obrotow. Jak wida¢ taki wybor ukltadu
wewnetrznego powoduje otrzymanie o wiele mniejszej grupy obrotéw niz w
przypadku standardowego wyboru uktadu wewnetrznego.

Do pelnego opisu potrzebna jest jeszcze przestrzenn zmiennych kwadru-
polowych. Jest ona ograniczona do podprzestrzeni, krorej odpowiadaja w
uktadzie wewnetrznym warunki ass = @y 9,947 = 0, co mozna zapisaé
jako:

W D2 (Q)akh =0, p==+1,
S Dl Q)akih =3, Db o (Q)ags. (141)

Grupa symetrii zachowujaca wszystkie warunki natozone na zmienne w ukta-
dzie wewnetrznym jest grupa 54;2, ktora jest identyczna z grupa otrzymana
dla warunkéw opisujacych uktad wewnetrzny.

W obu rozwazanych przypadkach mamy identyczne wewnetrzne zmienne
kolektywne, a zatem i grupe symetryzacji G. Jak wida¢ otrzymana grupa G,
nie zalezy od tego jakie wybierzemy warunki opisujace uktad wewnetrzny.
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Poniewaz zmienne kwadrupolowe i oktupolowe nie sa powiazane ze soba
za pomoca jakichkolwiek rownan, zatem warunki natozone na zmienne we-
wnetrzne fi({an,},Q) = 0, & = 1,2,..., K moga by¢ rozlozone na dwa
zbiory funkcji o mocy M i N oraz M + N = K:

(1) Opisujacy ograniczenia natozone na zmienne kwadrupolowe oraz katy
Eulera, ktore oznaczone sa jako:

FP({an},2) =0, m=1,2,..., M. (142)

L =2
Grupa otrzymana z tych warunkéw oznaczona jest jako G®. Do znale-
zienia tej grupy nie sa brane pod uwage warunki narzucone na zmienne
oktupolowe.

(2) Okresla ograniczenia nalozone na zmienne oktupolowe i katy Eulera:

P (faz}, ) =0, m=12...N. (143)

Jest ona oznaczona jest jako @(3). Analogicznie jak dla wczesniejszego

przypadku G nie uwzglednia warunkéw narzuconych na zmienne kwa-
drupolowe.

Grupa symetryzacji G, ktora otrzymuje sie dla wszystkich warunkéw
fr{an}, 2) = 0 jest grupa, ktora sklada sie elementow, ktore jednoczesnie
obracaja wszystkie zmienne.

Oczywiscie zwiekszajac liczbe zmiennych, przez dodanie kolejnych warto-
Sci A, grupe G, tworza jedynie takie dziatania, ktore pojawia sie w kazdej z
otrzymanych grup dla kazdego z \.

Ponizej w tabelach 1 i 2 przedstawione sa otrzymane grupy @(2) i @(3) dla
wybranych zmiennych kwadrupolowych i oktupolowych. Uzywane w dalszej
czedci grupy oraz oznaczenia ich elementéw wyjasnione sag w dodatku A.

wewnetrzne zmienne kwadrupolowe | grupa @(2)
{0, g2, g, va, 04271}f<2> 59(3)
{ao, ago = ap_9, ap1 = 0} 42 Oh
{0, pg = —ap 9, 0941 = O}f(2> %h
{0, 22 = a2 = 0,91 = 042—1}f<2> D,
{ago, og = ap 9 = 0,91 = —042—1}f(2>

Tablica 1: Grupy wewnetrzne dla wybranych warunkéw okreslajacych
zmienne kwadrupolowe
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wewnetrzne zmienne oktupolowe grupa a¥
{aso, as1, a3_1, azp, a3, ass, Oé3—3}f<3) SO(3)
{aso, azp = —a3 9, 0341 = aze3 = 0} 49) -
{aso, a1 = 0,30 = 39, 33, 33} 43) Dy,
{aso, 31, 031,30 = 39, Q33 = a3 = 0}f(3> _
{0, 31 = —az 1,30 = a3 9, Q33 = —043—3}f<3) D_4;y
{aso, az1 = az_1, a3, a3 9,033 = 33 = O}f(3) Dy
{aso, 31 = az 1, a3 = a3 » = 0, a3, 04373}]0(3)
{aso =0,031 = a3 1 = 0,30 = a3 9,33 = @33 = 0} ;9 | R.(F)OR.(—7%)

Tablica 2: Grupy wewnetrzne dla wybranych warunkéw okreslajacych
zmienne oktupolowe

Zgodnie z tym co zostato przedstawione powyzej zostaly otrzymane na-
stepujace grupy symetryzacji Gy w przestrzeni kwadrupolowo-oktupolowe;j:

(i) dla kwadrupoli {aag, oo = qa_n, ox1 = 0} 4 Oraz

(a) oktupoli {asp, 32 = —a3_9,a311 = Q313 = O}f(3>7 {as0, 341 =
0, aze = a3_2, az3, 043—3}f<3> oraz {aig, Qi31, Q3_1, Qi3 = Qr3_9, 3z =
33 =0}, {azo = 0,31 = @31 = 0,30 = Q39,033 = A3_3 =
0} f» uzyskana grupa symetryzacji jest Gy = Dy,

(b) oktupoli {asg, 31 = —3_1, 30 = 32, 33 = —043—3}f<3> grupa
symetryzacji jest Gg = Dy,

(c) oktupoli {aso, 31 = az_1, 32, 32, 33 = @33 = 0} p5) 1
{aso, 31 = az_1,a3 = az_» = 0, a3, Oé3—3}f(3> grupa symetryza-
cji wynosi Gg = Do,

(d) wszystkich oktupoli otrzymana grupa symetryzacji jest G, = O,
(ii) dla kwadrupoli {augg, a2 = —a_2, a1 = 0} ) oraz

(a) oktupoli {asp, a3y = —az 9,341 = azrz = 0} ), {az0, @321 =
0, g2 = 32, 133, 043—3}f<3> oraz {asg, Qi31, Qi3_1, Qi3 = Qr3_9, i3z =
a3 3 = O}f<3) grupa symetryzacji opisana jest przez Gy = Dy,

(b) oktupoli {04307 Q31 = —Qi3_1, 039 = (32, (X33 = —043—3}f(3>,
{aso, 31 = @z 1, 39,03 2,33 = a3 3 = 0}f(3) i {az, a3 =
Q3-1,Q32 = Q32 = 076133,@3—3},0(3)7 {azo = 0,031 = a3 1 =
0,030 = 30,033 = Q3_3 = O}f(3> grupa symetryzacji wynosi
Gs = D27
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(¢) wszystkich oktupoli {as,} grupa symetryzacji jest Gy = Dy,

(iii) dla kwadrupoli {ago, a2 = az_» = 0,91 = a1} i dla dowol-
nego wyboru wewnetrznych zmiennych oktupolowych przedstawionych
w tabeli otrzymujemy grupe G5 = Ds,

(iv) dla wszystkich zmiennych kwadrupolowych {ay,} grupa symetryzacji

jest identyczna z grupa 6(3) otrzymang dla odpowiednich zmiennych
oktupolowych.

Istotna réznica pomiedzy otrzymanymi grupami dla zmiennych kwadru-
polowych {as,} i oktupolowych {as,} jest wystepowanie inwersji /.

Z definicji dzialania inwersji na wewnetrzne zmienne avy,: fay, = (_1)/\O‘Au
widac¢, ze gdy A jest nieparzysta pojawia si¢ przeciwny znak dla a,. Daje to
inny wynik niz dla parzystych wartosci A, dla ktérych nie nastepuje zmiana
znaku.

Oznacza to, ze inwersja I moze wchodzi¢ do grupy @(2), a w przypadku
5(3) nie jest to mozliwe.

W dalszej czesci pracy wazng role odgrywaja dwie, z przedstawionych po-
wyzej przestrzeni kwadrupolowo-oktupolowych, ktérych wewnetrzne zmienne
opisane sa przez nastepujace zbiory:

(1) Zbior {0420, 941 = 07 Qg9 = (ig_9, X309, X341, (349, Oégig}f. Zgodnie z_tym
co zostalo przedstawione powyzej grupa symetryzacji jest grupa Gy =
O. Tak wybrana przestrzeii uzyta jest w dalszej czesci do konstrukeji
modelu kolektywnego o zmiennych zespolonych oznaczonego za pomoca
litery (Z).

(ii) Zbior {agg, age1 = 0,09 = p 9, 30, 31 = —Q3_1, 39 = 39, Qg3 =
—a3_3}¢. Grupa symetryzacji dla tego wyboru zmiennych jest Gy =
54;y. Model budowany na tak wybranej przestrzeni kolektywnej na-
zwany jest w dalszej cze$ci modelem kolektywnym o zmiennych rzeczy-
wistych i oznaczony jest przez (R).

Powyzsze oznaczenia ((Z),(R)) wykorzystywane sa zaré6wno do oznacze-
nia skonstruowanych modeli oraz podczas analizy transformacji pomiedzy
powierzchniami jadrowymi opisanymi przez wybrane zbiory wewnetrznych
zmiennych kolektywnych.
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3.2 Grupa symetryzacji w przypadku wystepowania ,,za-
mrozonych” kwadrupolowych zmiennych kolektyw-
nych

W tym podrozdziale opisana jest sytuacja, w ktorej czes¢ zmiennych kolek-
tywnych jest ,zamrozona”, to znaczy posiada ustalong wartos¢ i staje sie
parametrem modelu. Pokazane jest to na dobrze znanym przyktadzie zmien-
nych kwadrupolowych. Przedstawione sa tez pewne konsekwencje rozszerze-
nia tego modelu o zmienne oktupolowe.

Uogoélnienie na dowolny przypadek jest bezposredni.

Rozwazmy zatem model kolektywny {agg, oy = a2, ox1 = 0} ).

Tradycyjnie w fizyce jadrowej zamiast zmiennych gy, oo uzywa sie
zmiennych kolektywnych (s, v, [50, 51|. Przyjmijmy, ze rozwazamy ksztalty
jadrowe o statycznej deformacji v = 9. Wtedy:

Qoo = P2c08(70), Qo2 = g_g = % sin(7o), (144)

gdzie 82 = a3, + 2a3,. Zatem mamy tylko jedna zmienng opisujaca czesé
kwadrupolowa, jest nia .
Grupa 5(2) otrzymana dla czesci kwadrupolowej {32, 7 = 70} s wymaga
rozwazenia dwoch przypadkéw wartosdci parametru ~o:
(i) gdy 70 = 0,7 otrzymujemy {ago, oz = Qa_p = a1 = az_1 = O}
oraz grupe 6(2) = D, gdzie osig glowna jest o§ OZ,
(i) dla~y # 0, 7 czes¢ kwadrupolowa ma postaé {ags = as_o # 0, g, o1 =
0}y, ale nalezy rozwazy¢ trzy podprzypadki:
1. Dlz; sin(y) = v/3 cos(yy), czyli dla vy = % 4?” otrzymujemy grupe
G = Do z osig gtowna OY.
2 5w

2. Dla sin(vg) = —v/3cos(y0), co jest rownowazne o = 2, 5T row-

niez otrzymujemy 6(2) = D, z osia gtowna OY.
3. Dla dowolnego 7y # 0, 7, gdy nie ma zadnych zwiazkoéw pomiedzy

sin(7yp) oraz cos(7o), otrzymujemy grupe a® = Dy = {E,Cy,, Cyy,, Cy. 1.

Jezeli rozszerzymy powyzszy model o zmienne oktupolowe {ags = ag_o, 39 =
Q3+3 = aze1 = 0} 3, musimy uwzgledni¢ dodatkowo oktupolowa grupe okta-
edralng 5(3) = 0.

Dla przestrzeni, w ktorej ruch wibracyjny opisany jest przez zmienne oktu-
polowe {3y = a3 9,30 = Q343 = Q341 = O}f(g) oraz czes¢ kwadrupolowa
{B2,7 = 70} s grupa symetryzacji jest nastepujaca:
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(i) dla {f2,7 = % = 0,7} grupa symetryzacji jest Gy = Dy, =
{EJ OQ:E? 02y7 02z7 0427 O4_z17 02(17 026}7

(i) dla {Ba,7 = # 0, 7T}f(2) otrzymujemy Gy = Dy = {E, Cy,, Coy, Cas ).

Zmniejsze liczby zmiennych kwadrupolowych wynikajace z przyjecia 7o =
0,7 powoduje otrzymanie wickszej grupy G, niz dla przypadku 7, # 0, 7.
Otrzymany ostatni wynik zwigzany jest rowniez z dotaczeniem odpowiednich
zmiennych oktupolowych.

Otrzymane powyzej grupy dla ukltadu wewnetrznego mozna znalezé w
dodatku A, a odpowiadajgce im grupy w uktadzie laboratoryjnym np. w
[2, 9, 10, 11]

4 Przykladowe transformacje pomiedzy wybra-
nymi zbiorami zmiennych kolektywnych

W tym rozdziale przedstawione sa transformacje pomiedzy dwoma réznymi
zbiorami wewnetrznych zmiennych kolektywnych opisujacych powierzchnie
jadrowa. Pierwszy z opisanych przykladow dotyczy jedynie wewnetrznych
zmiennych kwadrupolowych. Dla nich nowy uktad jest okreslony przez wa-
runki, ktore ograniczaja zmienne kolektywne {ay,} do wartosci rzeczywi-
stych.

Druga czes¢ jest proba odpowiedzi na pytanie czy wszystkie powierzch-
nie jadrowe otrzymane w zmiennych kwadrupolowych i pelnych zmiennych
oktupolowych {as,} daja si¢ odtworzy¢ uzywajac w czesci oktupolowej je-
dynie zmiennych rzeczywistych. Szukane transformacje dotycza identycznych
uktadéw wewnetrznych okreslonych warunkami agy = a9, anyq = 0.

Powyzsze przeksztalcenia mozna skonstruowaé¢ na dwa sposoby. W kaz-
dym przypadku szukane transformacje sa okreslone przez trzy katy Eulera
0 = (01, 02,05), ktore moga zaleze¢ od wartosci zmiennych .

Pierwsza metoda opiera sie jedynie na znalezieniu takich obrotow, ktore
spetniaja uktad réwnan:

A
Qe =Y D), (0) . (145)
W==X

Zmienne {a,,} i {a,,} naleza odpowiednio do koncowego i poczatkowego
uktadu wewnetrznego. W kazdym z przypadku wyboru kwadrupolowych zmien-
nych wewnetrznych musza by¢ zachowane warunki zapewniajace przynalez-
noé¢ ich do odpowiedniego uktadu wewnetrznego. Metoda ta opiera si¢ na
dziataniu grupy wewnetrznej na zmienne kolektywne.
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Druga metoda opiera sie na jawnym przeksztatceniu opisu powierzchni
jadrowej przedstawionym w jednej z przestrzeni do drugiej. W tym podejsciu
{a,,} sa parametrami, ktore okreslaja ksztalt powierzchni jadra atomowego a
zmiennymi, na ktore dziata grupa wewnetrzna sa funkcje sferyczne Y, (0, ¢).
W tym przypadku szukane katy Eulera otrzymuje si¢ z poréwnania wyrazen
stojacych przy tych samych funkcjach sferycznych.

Obie metody sa réwnowazne, zatem nie jest istotne ktora z nich sie wy-
korzysta.

4.1 Transformacje pomiedzy dwoma réznymi uktadami
wewnetrznymi w zmiennych kwadrupolowych
Rozwazmy dwa uktady wewnetrzne, w ktorych zmienne kolektywne ograni-

czone sg do zmiennych kwadrupolowych, co w praktyce fizyki jadrowej jest
dosy¢ czestym przypadkiem:

uktad 1: {0420, g9 = g_9, 0941 = O}f, (146)
uktad 2 : {0_620, Qg1 = —0_62,1, Qlg49 = O}f (147)

Chcemy sprawdzi¢, czy istnieje wzajemnie jednoznaczna transformacja po-
miedzy tymi ukladami, tj. czy istnieja takie katy Eulera 6 = (61,65, 63) opi-
sujace obrot lokalny, dla ktérych zachodzi

Qo = [D2_y(0)" + D25 (0)] cuaa + D7y (6)* cvzo. (148)

We wzorach transformacyjnych (148) nalezy uwzgledni¢ warunki (147)
definiujace drugi uktad wspotrzedny:

Qo] = —Qa_1, Q12 = 0. (149)

Wykorzystujac jawng forme funkcji Wignera warunki te mozna zapisaé¢ w
postaci:

e sin(6y) {1 [~ (1 — cos(ha)) e7% + (1 4 cos(6s)) €% ] g —

/3 cos(Bz)az0 | = —e % sin(0) {3 [~ (1 + cos(,)) e +
+ (1 — cos(bs)) €% ] ap + \/gcos(ﬁg)a%} ,

eI [(1- cos(63))? e72% 4+ (1 + cos(6s))” €% ] ot

+\/§sin2(92)a20} =0,

e L {171 4 cos(6:)) e~ 4 (1 — cos(6,))* €20 ] agp+

+\/§sin2(82)a20} = 0.
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Rozwiazaniem powyzszego uktadu rownan sa katy Eulera 0 = (61, 65, 05)
opisujace lokalny obrot zalezny od warto$ci zmiennych aigg i args.

Z dwoch ostatnich réwnosci uktadu (150) otrzymujemy dwa réwnania,
ktore musza by¢ spelnione przez katy 65 i 05:

(1 + cos?(6)) cos(263) gy + \/gsinz(Qg)ago =0, (151)
COS(@Q) sin(293)a22 =0. (152)

Poniewaz chcemy sprawdzié¢ czy istnieje transformacja pomiedzy ukta-
dami wewnetrznymi (146,147), zatem wystarczy znalezé tylko jedno mozliwe
przeksztalcenie dla wybranych katow lokalnych 6 = (64,05, 603), ktore jest
bijekcja.

Przymujac z (152), ze 0, = 5 otrzymujemy z (151) zaleznos¢ 63 od ay i
Q99!

1
cos(203)ans + \/;ago =0. (153)

Z powyzszej réwnosci otrzymujemy dwa przypadki. Pierwszy zachodzi,
gdy a9y = 0, wowczas agg = 0 oraz kat 05 jest dowolny. Dla takich wartosci
otrzymujemy punkt w uktadzie wewnetrznym 2 o wartos$ciach réwnych zero.
W tym przypadku katy 6 moga przyjmowaé¢ wartosci dowolne.

Druga mozliwoscia, ktéra bedziemy dalej rozwazac, jest ass # 0, ktora

3 ago

pozwala uzyska¢ wartos¢ kata 3 z réwnosci cos(203) = —4/552.

Wykorzystujac zapis biegunowy dla zmiennych asy = S cos(y), ag =
Bg\% sin(y) otrzymujemy wyrazenie na s:

cos(203) = —V/3ctg(7). (154)

Poniewaz z lewej strony wystepuje funkcja kosinus, zatem dla prawej
strony musza zachodzi¢ nieréwnosci:

V3 V3

——— <ct < — 155
5 Sctg(y) < =, (155)
ktore ograniczaja zakres kata v do przedzialow
T 2 4 5
—,-m| U |z, o). 156
e (136)

Kazdy z otrzymanych przedziatow odpowiada jednemu z mozliwych row-
nowaznych zakreséw katow opisujacych wszystkie ksztalty w uktadzie 1,

(146).
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W dalszej czesci wybrany jest przedzial v € [ , ﬂ

Mozliwos¢ ograniczenia do jednego przedzialu v wynika z grupy syme-
tryzacji G, = Oy, dzialajacej na zmienne 35, v w ukladzie wewnetrznym
{90, 22 = ao_9, 041 = 0};. Zmienna [ jest niezmiennikiem pod dzia-
taniem obrotéw. Zatem grupa Op bedzie jedynie zmieniaé¢ kat v dajac ich
rownowazne wartosci okreslone przez relacje rownowaznosci dla katow ~' i +:
v =G, gdzie § € Op.!

Zbior otrzymanych rownowaznych katow tworzy klase rownowaznosci na-
zywang Oj-orbita, ktora dla ukladu 1. ma postaé:

47 27 2

Orbah(/Y) = {77 LY~ o5 YT oY T o

4
EPVETLRY 1
3 3 3t (157)

Otrzymana orbita dzieli plaszczyzne; By na szes¢ rownowaznych czesci
odpowiadajacym przedziatom ~ € [ T, wﬂ'] k=0,1,2,3,4,5 oraz (35 > 0.
Zatem wybrane przez nas wartosci kadta v naleza do Jednego z przedzialow
otrzymanego z orbity grupy O,. Pozostale wartosci katow 6, i 63 musza spet-
nia¢ pierwsze rownanie uktadu (150). Podstawiajac je otrzymujemy wyraze-

nie na 6;:
sin(203) cos(0;)age = 0, (158)

co daje wartos¢ 0 = 7 lub 0, = —7r wynikajaca z wartosci jakie moze przyj-
mowaé kat 6, w funkCJach ngnera [49]. Wystarczy wybraé tylko jedng z
otrzymanych wartosci 6.

Zatem transformacja (148) pomiedzy uktadami (146, 147) ma postac:

Qo = —25 cos(7),

Q19 = 0,
BQ s sin(260;) sin(7),
Qog_1 = —0421, (159)

gdzie B3 = a3y+203,, v € 27, 37] oraz 6 = 0, = Z, cos(203) = —v/3ctg(7).
Z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy dwie funkcje opisujace sin(263):

sin(260;) = +£+1/1 — 3ctg? . (160)
Przyjmijmy, ze sin(2603) = /1 — 3ctg?(7).

Wowcezas oy = —BQ\% 1 — 3ctg?(7) sin(7y).

'Dwa punkty z,2’ € A nazywamy réwnowaznymi wzgledem dzialania grupy G na A,
jesli o' = gz dla pewnego g € G. Relacja rownowaznosci rozkladajaca zbior A na klasy
rownowaznosci. Klasy te nazywamy G-orbitami i oznaczamy orbg(z) = {gz : g € G}, [58].
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Dodatkowo transformacja pomiedzy uktadami powinna przeksztatci¢ wy-
brany fragment plaszczyzny (f2,7) otrzymanej z orbity grupy O w jeden z
rownowaznych przedzialow opisujacych zmienne aog i (o1 Wyznaczony przez
orbite otrzymana dla grupy symetryzacji G, = D4 ukladu 2.

Dla uproszczenia rachunkow w ukladzie {aag, @21 = —@a_1, Gato = 0}y
wprowadzmy zmienne biegunowe opisujace g i (io1:

0720 == 52 COS(@ZJ), (161)

Qg1 = 52\% sin(y), (162)

gdZie 52 - 6[%0 + 26&%1 = OC%O + 2@%2
Dla powyzszej parametryzacji otrzymujemy orbite dla D4 w postaci:

otby, () = {1, —}, (163)
co daje nastepujace rownowazne przedzialy dla kata ¢: [kr, (k 4+ D)7], k =
0, 1.

Wowezas z (159) otrzymujemy:
cos(vp) = —2cos(y), (164)

sin(y)) = —sin(y)y/1 — 3ctg? (7). (165)

Dzielac rownosci z (159) stronami otrzymujemy zwiazek pomiedzy katami

Vi
1
te(¢) = 54/1 = 3ctg’(7) te (7). (166)
W wybranym przedziale v € [%7?, gﬂ powyzsza funkcja jest bijekcja.

Oznacza to jednoznaczne przyporzadkowanie wartosci katow ~ i 9.

Na podstawie wartosci otrzymanych dla funkeji sin i cos), (164,165),
dla wybranego przedzialu kata v mozemy okresli¢, ze przedziat do ktérego
nalezy kat 1 jest nastepujacy ¢ € [0, 7]. Odpowiada on jednemu z przedzia-
6w otrzymanych z orbg, ().

Zatem transformacja (159) jest bijekcja oraz przeksztatca wszystkie moz-
liwe ksztalty otrzymane w uktadzie 1 na wszystkie mozliwe ksztalty w ukta-
dzie 2.

4.2 Czy mozna opisa¢ powierzchnie jadrowa tylko przez
Re(oqu)?

W tej czesci przedstawiona jest analiza dwoch opiséw powierzchni jadrowej
wykorzystujacej zmienne kwadrupolowe oraz oktupolowe. W obu przypad-
kach uklad wewnetrzny jest identyczny i okre$lony jest przez standardowe
warunki Q99 = (Xg_9, o4 = 0.
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W jednym z opisow {as,} przyjmuja wszystkie wartosci zespolone, czyli

otrzymujemy réwnanie opisujace dowolna kwadrupolowo-oktupolowa powierzch-

nie zamknieta. Zadajemy pytanie, czy mozna uzywaé tylko rzeczywistych
zmiennych Re(a,) zamiast zespolonych? Pytanie to jest o tyle zasadne, ze
z fizycznego punktu widzenia w opisie powierzchni przez o, interesuje nas
jej ksztalt, a nie jej orientacja reprezentowana przez katy Eulera. Dodat-
kowo w praktyce, w obliczeniach mikroskopowych znaczna czes¢ uzywanych
programoéow wykorzystuje tylko rzeczywiste wartosci zmiennych a,. Zatem,
czy ograniczenie sie jedynie do rzeczywistych zmiennych oktupolowych po-
zwala otrzymac wszystkie ksztalty powierzchni jadrowej opisanej przez pelny
zakres zmiennych oktupolowych?

Rozwazmy zatem nastepujace dwie powierzchnie jadrowe okreslone przez
rozne zbiory zmiennych oktupolowych:

(Z) zespolone zmienne kolektywne asg,, gdzie g = 0,£1, £2, £3 oraz réw-
nanie powierzchni:

R(6,¢0) = Ro[l+ axYn(0,p)+ an(Yaa(l, ) + Yo _2(6,9))

+ ) apYa(0,9), (167)

v=-3

(R) rzeczywiste zmienne kolektywne as,, p = 0,1,2,3 otrzymane z wa-

runkow 0~631 = —dg_h 6[32 = 6[3_2, 5(33 = —d3_3 oraz odpowiednio
roéwnanie powierzchni:
R(0,p) = Ro[l+ azYa0(0, ) + daa(Yaz(0, ) + Yo, -2(0, 9))

d30Y30(0, ) + ds1(Yar (6, 0) — Ys_1(0,9))
a3a(Ya2(0, ) + Y3 _2(0, )
d33(}/33(0a 90) - %},—3(97 90))] (168)

+ o+ +

Zgodnie z postawionym wczesniej pytaniem, chcemy wiedzieé¢, czy oba
roOwnania opisuja ten sam zbiér powierzchni.

Jedynymi transformacjami zachowujacymi ksztalt oraz objeto$é powierzchni

jadrowej sa translacje oraz transformacje ortogonalne.

Poniewaz interesuja nas jedynie takie przeksztalcenia, ktore zachowuja
warunki okreslajace uktad wewnetrzny {aoo, ae = sz, aosy = 0}, za-
tem musimy ograniczy¢ sie jedynie do grupy oktaedralnej Oy, (podrozdzial
3.1).
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Dowolna transformacja obrotu powierzchni (167) przeprowadzajaca ja do
postaci (168) opisanej przez zmienne &z, okreslona jest przez uklad roéwnan:

Qg = Qi <D3/§(9) + Dﬁz*_g(g)> + a0 D25 (9),

vV =0,+1, +2,
G = Y50, D3 (g), i =0, 41,42, 43, (169)
gdzie spetnione sa warunki dos = a9, Qsr; = 0, az1 = —da3_1, Q3 =

Q3_2, (33 = —Q3_3.

Ze wzgledu na to, ze operacja inwersji przestrzennej, ktéra komutuje z
obrotami, jedynie zmienia znak stojacy przy ds,s, dalsze rozwazania mozna
ograniczy¢ do podgrupy O.

Okazuje sie, ze istnieja trzy podzbiory powierzchni (167) oraz trzy odpo-
wiadajace im podzbiory obrotow, ktore przeprowadzaja (167) w (168):

(i) Pierwszy podzbiér powierzchni (167) okreslony jest przez zawezenie
zmiennych zespolonych przez warunki o, = aj, = oy = 0%

R(0,0) = Ro[l+ axYan(0, ) + an(Ya(l, ¢) + Yo 2(0, 9))

a30Y30(0, ) + a1 (Yai (0, ) — Yz -1(0, 9))

32 (Ya2(0, ) + Y3,-2(0,¢)) + a3 (Yaa(0, ) — Y3 -3(0, )]
(170)

+ +

W tym przypadku obroty przeprowadzajace (167) w (168) tworza grupe
54;3, = {E, Oy, Cyy, Cay, Cyy, ngl, Coe, Coq}, ktora jest rownoczesnie
grupa symetryzacji odpowiadajacego modelu kolektywnego. Grupa sy-
metrii tej powierzchni jest grupa Cs,,, ktorej osig symetrii jest o§ OY .
Elementy tej grupy przedstawione sa w dodatku A.3.

(ii) Drugi podzbior dany jest przez zwiazki ol = oy, = a3 = 0:

R(8,9) = Ro[l+ axYn(l,p)+ an(Yaa(l, ) + Yo _o(0,¢))
+ a30Ys50(0, ) + as1(Ysi(0, ) + Y5 _1(0,9))
+ age(Ysa(0, ) + Y5 _2(0, ) + ass(Yss(0, ) + Y5 _3(0, ).
(171)

faf,, = 3(on + 03,). 0, = —§(on — ).
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Grupa symetryzacji zmiennych opisujacych (171) jest Dy., = {E, Caq,
Coy, Coz, Cuy, Cil, Coe, Cor}. Mozna ja otrzymac obracajac grupe Dy,

o kat —5 wzgledem osi OZ, tj. Dy, = R.(—5) Dy Ro(5).

W przypadku powierzchni (171) obroty C3., Ci', C’;;Yl, Cysty O, O,
Csq, O, pozwalaja otrzymaé powierzchnie opisana zmiennymi rzeczy-
wistymi (168). Otrzymane obroty nie tworza grupy. Grupa symetrii tej

powierzchni jest grupa Cs,,, ktorej osia symetrii jest o§ OX.

(iii) Trzeci zbiér warunkow asy = af, = oh, = 0 opisuje powierzchnig
jadrowa:

R(0,¢) = Ro[l+ agYa(0,p) + axa(Yaa (0, ) + Y _2(0, ¢))
06?31)/31(6), 90) + a;—ly&—l(ga 30) + 0423}%3,(97 30)

+
+ 05373}/3’),73(67 90)] )

(172)
ktorej grupa symetryzacji jest Dy, = {E, Cay, Cay, Cos, Cuz, CL Caa,

C9}. Podobnie jak poprzednio grupe te mozna otrzymac z grupy Dy

obracajac ja o kat —% wzgledem osi OX, tj. Dy, = Ro(—5)DayRe(5).

Jak 1 poprzednio, w tym przypadku obroty transformujace (172) do
(168) nie tworza zadnej grupy. Sa nimi Cs,, Csg, Cs.y, Css, Cug, Cit, Cse,
Cyy. Grupa symetrii tej powierzchni jest grupa C.., ktérej osig symetrii
jest 0§ OZ.

We wszystkich trzech przypadkach mozna zauwazy¢, ze zmienna o, musi
byé¢ réwna zero. Zmienna ta jest niezmiennikiem grupy tetraedralnej Ty o
osiach czterokrotnych OX,OY, OZ. Ze wzgledu na to, ze w réwnaniach opi-
sujacych powierzchnie (170,171,172) oj, = 0, zatem nie jest mozliwe otrzy-
manie powierzchni (168) z powierzchni (167) o wyzej wspomnianej symetrii
tetraedralnej T'.

Dodatkowo wida¢, ze kazda z otrzymanych powierzchni posiada inng os
symetrii.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze ograniczenie si¢ tylko do zmiennych
Re(ay,), A = 2,3 prowadzi do zawezenia pelnego modelu kolektywnego.

4.2.1 Jakobian transformacji pomiedzy utadem laboratoryjnym a
wewnetrznym

Podczas rozwazan transformacji pomiedzy uktadem laboratoryjnym a we-
wnetrznym istotna informacja jest rowniez posta¢ jakobianu tego przeksztal-
cenia. W przypadku, gdy wartos¢ jakobianu jest rézna od zera w danym
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punkcie, wowczas mozna znalezé przeksztalcenie odwrotne pomiedzy ukta-
dami wspohrzednych w otoczeniu tego punktu rozmaitosei kolektywnej, [59].

W przypadku, gdy mamy jedynie zmienne kwadrupolowe, wowczas dla
standardowego przeksztatcenia do uktadu wewnetrznego otrzymujemy nieze-
rowy jakobian wyliczony np. w [62]. W naszym przypadku, zgodnie z definicja
transformacji pomiedzy uktadami (wzor (118)):

Oélg‘Lb D2 0(£21,Q, Q23)* o + [D 2 (€21, Q, Q) +Diz(91792793)*] (g2,
o1 =0, Qoo = g9 (173)
otrzymujemy nastepujaca warto$¢ jakobianu przejscia:
lab lab ,lab  lab

lab
(az?y, ay? 1>a20>a217a22)

8(0420, a2, 2y, (o, 93)

= da (203, — 3a3) sin(Qs). (174)

Zatem transformacja z uktadu laboratoryjnego do wewnetrznego jest moz-
liwa, gdy ans # 0, a3y # 2a3, oraz Qy # 0, .

Przypu$émy nastepnie, ze rozwazamy model, w ktérym jedynymi zmien-
nymi sa zmienne oktupolowe [62, 63, 64, 65, 66, 67|. Z podanych przyktadow
parametryzowania zmiennych oktupolowych najbardziej interesuje nas ogra-
niczenie sie do wartosci rzeczywistych {asg, 31 = —a31, 3_9 = Q39,33 =
—d3}p. Jednakze, jak pokazano w pracy [62|, w tym przypadku jakobian
przeksztalcenia zeruje sie dla wszystkich wartosci zmiennych kolektywnych,
co oznacza, ze warunki {&sg, G3—1 = —a&s1, A3—2 = Q3, G3—3 = —Qs3}s Nie
definiuja uktadu wewnetrznego.

Korzystajac z naszej definicji uktadu wewnetrznego:

ol = D30 (Qy, Qa, Q3)*ago + [D (1,99, Q3)" — D3 (1,09, Q3)" | &y
+ |:D22(917§227Q3) + D Ql’QQ,Qg *:|
+ [ D (1, Qo, Q3)* — D3 5(Q1, 2, Q3)*] G (175)

/ / / " " 1"
8(aé%b,a3lf‘b,a3l§b,a lga,b’a?)iab,o%%ab’a lab)

0(a30,0% ,0%4,055,821,022,03)
tyczna jak wynik uzyskany w [62], gdzie o/l“b i agftab oznaczaja odpowiednio
czes¢ rzeczywista 1 urojona dla aé‘fj’, po= 1 2,3. Doktadny wzor dla tych
funkcji przedstawiony jest ponizej we wzorze (176).

Przyktad parametryzacji zmiennych oktupolowych, dla ktoérych jakobian
przej$cia ma warto$¢ rézna od zera zostal podany np. w [67].

Trzeba jednak pamietac, ze rozwazany przypadek zachodzi, gdy w modelu
mamy jedynie zmienne oktupolowe. Nie jest on jednak rownowazny sytuacji,

gdy oprocz zmiennych oktupolowych mamy jeszcze kwadrupole.

otrzymana wartos¢ jakobianu

= (01 jest iden-
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Gdy definiujemy uktad wewnetrzny poprzez warunki {asg, ot = 0, g =
Qo_1, (30, 341, A342, 313 £, tzn. gdy zmienne oktupolowe tworza pelny ten-
sor o warto$ciach zespolonych (Z), gdzie katy Eulera sa zdefiniowane jedno-
znacznie przez zmienne kwadrupolowe, jakobian przeksztatcenia jest rowny
jakobianowi (174) i nie jest zalezny od zadnych zmiennych oktupolowych,
[62].

Poniewaz w naszym przypadku, jako drugi model, rozwazamy przestrzen
kwadrupolowo-oktupolowa ograniczona do zmiennych rzeczywistych (R), za-
tem nalezy policzy¢ jakobian dla tak wybranej podprzestrzeni zmiennych
kolektywnych. Zgodnie z przyjeta definicja transformacji pomiedzy uktadem
laboratoryjnym a wewnetrznym, wzor (118), katy Eulera okreslajace potoze-
nie uktadu wewnetrznego wzgledem laboratoryjnego sa identyczne zaréwno
dla zmiennych kwadrupolowych jak i oktupolowych. Jednak samo okreslenie
katow (2 zalezy jedynie od trzech warunkéw definiujacych uktad wewnetrzny,
co w naszym przypadku odpowiada réwnosciom agy; = 0, app = g_5. Do-
datkowe warunki zawezajace zakres zmiennych oktupolowych do czesci rze-
czywistych Re(as,) odpowiadaja sytuacji, gdy liczba funkej fi(an,, Q) jest
wieksza od wymaganych trzech, podrozdziat 3.1, co pociaga za soba zmiane
struktury rozmaitosci zmiennych kolektywnych. Zwiekszenie liczby natozo-
nych warunkéw na zmienne wewnetrzne powoduje ograniczenie przestrzeni
zmiennych laboratoryjnych do pewnej podprzestrzeni.

W dalszych rozwazaniach, aby to pokazaé¢, wygodniej jest osobno rozwa-
zaé czeSci rzeczywiste: a2l agfgb, i =1,2 31 urojone: o/’l“b laboratoryjnych
zmiennych oktupolowych:

et = Gigodiy () cos(psd)
+das; (dil(Qg) cos(ufh + Q) — di 1 () cos(ush — )
)

Vg <d22(§22) cos(jih + 20) + d3_y(Qs) cos(p — 20

)

+Qi33 (dig(QZ) cos(p€ + 3Q3) — d5_3(Qa) cos(p2 — 393)>,
Al = Gsody(Q2) cos(psdy)

+ai31 <di1(92) sin(vQ + Q3) — d3_;(Qy) sin(v82; — )

)

+0i30 <dl3,2(f22) sin(vQy + 2Q3) + d3_5(Qy) sin(vQy — 23

)

g (3,(92) sin(uAd; +3023) — d_y(Qa) sin(v — 30) ),
p=01,23 v=123, (176)

oraz a4’ = /. Funkcja d3 , () wystepujaca w (176) jest rzeczywista funk-
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cja wehodzaca w sktad funkeji Wignera D2 ,(Qy, Qy, Q3) = e7 443 ,(Qy)e %
[49].

Jak bylo wczedniej wspomniane uklad wewnetrzny otrzymywany jest z
trzech warunkéw natozonych na zmienne kwadrupolowe, dlatego tez w ukta-
dzie laboratoryjnym mamy peina przestrzen w zmiennych kwadrupolowych
ay?, = 0,+1,+2. W ukladzie wewnetrznym odpowiadaja im rzeczywi-
ste zmienne ang 1 any oraz trzy katy Eulera §2q, {2, Q3. Dodatkowo mamy
ograniczenie przestrzeni oktupolowej do czterech wymiaréw opisanych przez
zmienne rzeczywiste dasg, gy, iz, izz. Oznacza to, ze chcac zachowadé iden-
tyczny wymiar w uktadzie laboratoryjnym i wewnetrznym, laboratoryjna
przestrzen oktupolowa réwniez musi posiada¢ cztery wymiary. Problem po-
lega na znalezieniu czterech niezaleznych zmiennych oktupolowych w ukta-
dzie laboratoryjnym, tak aby jakobian przej$cia miatl wartos¢ r6zna od zera
[60], [61]. Z (176) wida¢, ze kazda oktupolowa zmienna laboratoryjna zalezy
od siedniu zmiennych wewnetrznych asg, gy, aigo, aiss, (21, o, Q3, gdzie katy
Q) zdefiniowane sg z warunkéw natozonych na zmienne kwadrupolowe. Chcac
znalez¢ cztery niezalezne laboratoryjne zmienne oktupolowe trzeba policzy¢
jakobiany rzedu 4 dla czterech wybranych ok, o4%, a4/®, 1 = 1,2,3 1 wy-
braé¢ ten, ktory przyjmuje wartosci rozne od zera. Dla naszego przypadku
zostal obliczony nastepujacy jakobian:

lab / lab ! lab / lab
8(a30 ) Qg1 Qg (33 )

8(6@07 6‘317 d32; &33)

(177)

ktory jest funkcja zalezna od katow Eulera (katy Eulera sa tu tylko para-
metrami), przyjmujaca wartosci zerowe dla poszczegolnych przypadkow, na
przyklad dla (Ql, QQ, Qg) = {(%, QQ, O), (g, QQ, 7T), (Tr z 93)}

272
Korzystajac z (173) i (176) warto$¢ jakobianu przejscia dla omawianej

przestrzeni kwadrupolowo-oktupolowej

lab lab lab lab lab lab / lab 1 lab 1 lab
Iy, gy, Qg , Qgy, Qg Oz, gy, Qizg 5 (g )

(0, vga, 1, o, Q3. Gisp, Qg1 Qiza, (i3)

, (178)

mozna ogdlnie zapisaé¢ jako
Qg (203, — 3agy) f(92), (179)

gdzie f(2) jest funkcja zbudowana z funcji trygonometrycznych zaleznych od
katéw Eulera. Otrzymany jakobian jest niezalezny od wewnetrznych zmien-
nych oktupolowych, co oznacza, ze istnieje transformacja pomiedzy uktadami
dla dowolnych wartosci zmiennych oktupolowych.

Zatem przy przeksztatceniu pomiedzy uktadami, gdzie uktad wewnetrzny
okreslony jest przez warunki nalozone na kwadrupole {ay,}, a oktupole
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{as,} ograniczone sa do czesci rzeczywistych otrzymujemy, ze niezaleznymi

laboratoryjnymi zmiennymi oktupolowymi {a{®} sa w naszym przypadku

lab /lab /1 1lab / lab : P : ab nab - Mab 4
O30, 37, Qg (33, natomiast CZgSCl urojone iy, Qg9 , (3g moga byC

przedstawione za pomoca funkcji zmiennych ot a4l® a4l % i trzech
katow Eulera Q. Oznacza to, ze zmienne aj* nie sg niezalezne w ukladzie
laboratoryjnym, a ich wartosci zaleza od potozenia uktadu wewnetrznego
wzgledem laboratoryjnego oraz pozostatych oktupolowych zmiennych labo-
ratoryjnych. W takiej kwadrupolowo-oktupolowej przestrzeni postacie do-

puszczalnych ksztaltow jadrowych sa okreslone wzorem:
Rlab(glab, glab) — Ry [1 X ZZ:—2 ke Yy, (6, glab)
2o s (5 (0)" + (i (2, {(a5)™)})*) Yo (6%, ¢'%)] . (180)

5 Hipoteza istnienia jader o wyzszych syme-
triach punktowych

W tym rozdziale zadajemy sobie pytanie czy istnieja jadra o wyzszej syme-
trii punktowej, czyli roznej od sferycznej (SO(3)), osiowej (SO(2), Dy,) oraz
elipsoidalnej (trojosiowej) (D, Dayp) [3, 4]. Zgodnie z teoria grup symetrii de-
generacja widma energetycznego jadra opisanego danym hamiltonianem jest
Scisle powigzana (o ile nie wystepuje tak zwana degeneracja przypadkowa) z
wymiarem reprezentacji jego grupy symetrii. Doktadniej méwigc degeneracja
jest na ogot (zalezy to od zachowania sie reprezentacji wzgledem transfor-
macji odwrocenia w czasie) rowna wymiarowi odpowiedniej nieprzywiedlnej
reprezentacji. Oznacza to takze, ze symetrie posiadajace wiecej wymiarowe
reprezentacje moga prowadzi¢ do zwigkszenia odlegto$ci pomiedzy stanami
energetycznymi (grupowanie sie stanéow zwiazane z degeneracja), co z kolei
moze prowadzi¢ do powstania wiekszych przerw energetycznych.

Znajac symetrie G hamiltonianu jadrowego mozna znalezé, niezaleznie od
szezegotow modelu, reguty wyboru ([1]) dla przejsé elektromagnetycznych.
Przyjmujemy, ze stan poczatkowy |v['a) transformuje sie wzgledem grupy
symetrii G przy pomocy nieprzywiedlnej reprezentacji I'. Tu v oznacza do-
datkowe liczby kwantowe opisujace stan, a a numeruje wektory nalezace do
bazy reprezentacji I'. Podobnie oznaczamy stan koricowy [/I"a’), a operator
przejscia Q' niech bedzie nieprzywiedlnym tensorem wzgledem grupy syme-
trii G: _ B B

R(9QAR™(g) = 3 AL (0)Qh. (181)
W

gdzie AT (g) oznacza macierz dla elementu g w nieprzywiedlnej reprezentacji
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T do ktorej nalezy Q', R(g) odpowiada obrotowi o kat g € G. Elementy ma-
cierzowe (V/'T"a’|Q"|vTa) moga mieé¢ wartosci rozne od 0 wtedy, gdy iloczyn
Kroneckera reprezentacji stanu poczatkowego i operatora mozna roztozy¢ na
sume reprezentacji, ktéra zawiera te do ktorej nalezy stan koncowy. Oznacza

to, ze musi zachodzi¢: B
I'xI>TI. (182)

W przeciwnym wypadku wiadomo, ze taki element macierzowy bedzie miat
warto$¢ réwna zero, czyli otrzymujemy przejscia wzbronione.

Doktadniejszy opis otrzymywania regut wyboru oraz potrzebne definicje
i twierdzenia przedstawione sa w podrozdziale 6.3.

Zaréwno mozliwo$é pojawienia sie wiekszych przerw energetycznych jak
i regul wyboru dla przejs¢ elektromagnetycznych zostata wykorzystana do
badania jader podejrzewanych o posiadanie wyzszych symetrii punktowych.
Hipoteze te analizowano dla szeregu jader atomowych takich jak gadolin czy
dysproz. Do ich opisu wykorzystano grupy: tetraedralng oraz oktaedralna, za
pomoca ktorych skonstruowano stany, dzieki ktérym probowano odtworzyé
wyniki eksperymentalne.

W badanych modelach udato sie znalezé¢ liczby magiczne inne niz dla
jader majacych mniejsza symetrie, niestety grupy tetraedralna i oktaedralna
nie pokazuja bardzo charakterystycznych, mozliwych do wykorzystania w
eksperymentach regut wyboru. Zatem na podstawie otrzymanych wynikow
pomiaru trudno jest powiedzie¢ czy dane jadro atomowe posiada symetrie
tetraedralna (oktaedralna).

Badania byly przeprowadzone w ramach modelu $redniego pola, gdzie
wprowadzajac odpowiednie parametry deformacji, modelowano hamiltoniany
o réznych symetriach punktowych. Jadra atomowe zostaty opisane za pomoca
fenomenologicznego hamiltonianu jednoczastkowego z potencjatem Woodsa-
Saxona, [52, 53, 54, 55]:

_ Vo
1+ exp(dists(7) /a)’

gdzie powierzchnia jadra X przedstawiona jest za pomoca standardowego
WZOT'u:

Vivs (183)

S R(0,9) = Roll+ ) Y a3, Yau(0,9)]. (184)

A=2 v=—\

Uzyty potencjat zalezy od dwoch parametrow: od glebokosci potencjatu V
oraz rozmycia jego brzegu a. Funkcja disty(7) okresla odlegtosé punktu wy-
znaczonego przez wektor 7 od powierzchni jadrowej Y. Ksztalt jadra atomo-
wego, w tym opisie, zalezy od wartosci parametrow deformacji avy,. Istotne
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jest réwniez to, ze grupa symetrii potencjatu jest rownoczesnie grupg symetrii
geometrycznych powierzchni jadra atomowego. W pracach |3, 4| wykonano
obliczenia, w ktorych powierzchnia Y byla opisana przez tetraedralny para-
metr deformacji agy = ajy:

Yt R(0,9) = Ro[l + asa(Yaa (0, 0) + Ys2(6, 0))]- (185)

Tak otrzymana powierzchnia ¥ posiada symetrie opisana przez grupe T, [2].
Co byto istotne, w tej grupie istnieja dwie dwuwymiarowe reprezentacje oraz
jedna czterowymiarowa. Pamietajmy, ze degeneracja okreslonego poziomu
energetycznego zalezy od wymiaru reprezentacji nieprzywiedlnej, dla ktorej
ta energia zostata wyznaczona i prowadzi do grupowania sie poziomoéow jed-
noczastkowych w multiplety wzgledem grupy symetrii. To grupowanie moze
prowadzi¢ do pojawienia sie innych lub dodatkowych liczb magicznych niz
zaobserwowane dla jader sferycznych. W podanych wczedniej artykutach zo-
staty policzone numerycznie protonowe i neutronowe widma jednoczastkowe
dla grupy T?. W trakcie tych obliczeri otrzymano duze wartosci przerw ener-
getycznych dla nastepujacych liczb protonow, [4]:

Z = 16,20, 32,40, 56, 58, 70, 90, 94, (186)
oraz dla neutronéw
N = 16,20, 32, 40, 56, 58, 70, 90, 94, 112. (187)

Grupa TP nie jest jedyna grupa posiadajaca wielowymiarowe reprezenta-
cje. W dalszych badaniach, [68], wzieto rowniez pod uwage wieksza grupe
OP . posiadajaca cztery dwuwymiarowe reprezentacje i dwie czterowymia-
rowe. Dla tych dwoch grup skonstruowano niezmienniki powierzchni (184),
dla multipolowosci A < 9. Zgodnie z wynikami prac [3, 4] niezmiennikiem
grupy TP o najnizszej multipolowodci A = 3 jest sama zmienna azi, = 3.
W przypadku grupy OF niezmiennikiem o najnizszej multipolowosci jest

UV =4/ 1340440—044,4—0444, co daje nastepujacy zwigzek pomiedzy parametrami

deformacji: ayg = 04, grg = —4/ 15—404. Oznacza to, ze powierzchnie jagdrowe

majace symetrie 77 lub OF maja odpowiednio nastepujace postacie:
R(0,¢) = Ro[1 + t3(Y32(0, p) + Y3-2(0, ¢))] (188)

oraz

R(0,¢) = Ro[1 + \/%04( %43/40(87 ©) = Yi4(0,0) — Yau(0,9))].  (189)
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Poniewaz w prezentowanych wynikach z femenologicznym potencjatem
Woodsa-Saxona symetria zostata narzucona przez dobor odpowiednich para-
metrow, zostaly dodatkowo wykonane obliczenia samozgodne metoda Hartree-
Focka. Nie zawieraja one bezposredniej informacji o symetrii powierzchni ja-
drowej. Celem tych rachunkéw byto obliczenie momentow multipolowych dla
jader ziem rzadkich. Zwiazki pomiedzy sktadowymi momentéw multipolo-
wych zostaly przedstawione w tabeli ponizej, [68|:

Z N Qn Qo Qu  —\/5Qu
64 86 0.94181 —0.22737 0.13587 0.13588
64 90 1.39465 —0.42825 0.25592  0.25592
64 92 0.00000 —0.44721 0.26726 0.26726 (190)
62 86 0.48739 —0.08694 0.05195 0.05195
62 88 0.81210 —0.21880 0.13076 0.13076
62 90 1.20601 —0.38033 0.22729  0.22729

Poréwnujac liczby wystepujace w kolumnie 5 i 6, widaé, ze sa one zgodne z
zalezno$ciami wystepujacymi pomiedzy ayg, aiyro W niezmienniku v. Sugeruje
to powierzchnie jadrowa o nastepujacym ksztalcie:

i R(0,¢) = Bo{1+t5(Yaa(0,9) + Ya2(6,)) +

+\/§04(\/T€4n0(9, ) — Yy_4(0,0) — Yiu(0, go)} (191)

Dodatkowo widaé, ze dla jader przedstawionych w tabeli, jednoczesnie wyste-
puja kombinacje symetrii TP i OP. Jedynie dla jadra o liczbie protonéw 64 i
liczbie neutronow 92, 1%6Gd, otrzymujemy czysta symetrie OF (o$mioscianu),
2].

Pierwsze modele probujace oszacowaé przejécia elektromagnetyczne dla
hipotetycznego jadra atomowego opisanego przez grupe 1T, zostaly przedsta-
wione w artykulach [68, 69]. Przedstawiony w nich model kolektywny opisy-
wal czes¢ wibracyjnag w rzeczywistych zmiennych kwadrupolowych aw,, p =
0,2 i zespolonych oktupolowych as,, p = 0,£1,£2,4£3, co lacznie daje
dziewie¢ zmiennych wibracyjnych. Powierzchnia jadrowa opisana przez taki
dob6r zmiennych ma postac:

R(6,¢) = Ro[l+ axYa(l, )+ an(Yaa(l, ) + Yo _o(6,9)) +
3

3 a3 Yal6,0)) (192)

v=-—3

Przedstawiony model sktada sie z sumy niesprzezonych pomocniczych hamil-
tonianéw oscylatora harmonicznego, dla ktorych czesé wibracyjna dzieli sie
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na cze¢$¢ kwadrupolowa Hyp.2 1 oktupolows Hyp.3:

vzbZ - Z Hv:lz 240 Wb3 - Z Hf}fb ;31 Z Hf}ib 3 (193)

©n=0,2
gdzie
h 02 1 0
k k k .
H?Eib);/\u 2B o k) a( ) PN 2B/(\,u) [wg\u)] (O‘/E\,u) - (aku)(k))2; k= T, (194)

a B® jest parametrem masowym, wf\u) - okredla czesto$é drgan, r- oznacza

czSC rzeczywisty oraz 1- czeSC urojong oz, = aég + mg’g (co jest rownowazne
zapisowi uzywanemu w dalszej czgSci pracy: ag, = oy, + z'agu) Parametry
deformacji statycznych O‘A okreslajq minima potencjalu, a zatem réwniez
powierzchni jadrowe; Wokol ktorej nastepuja drgania. Konstrukcja hamilto-
nianu posiadajacego symetri¢ T, zostala rowniez przedstawiona w |70].

W omawianym modelu rozwazany jest maly fragment widma energetycz-

nego, ktory mozna schematyczne przedstawi¢ jako:

. 4
6" 5—
4+ 3-
2t o
0+ Qig, Qigg = 0

. Gy 7 0

(rg0, Qg # 0 T,

Cokgu - O

Doy,

Rysunek 1: Fragment widma energetycznego dla modelu kwadrupolowo-
oktupolowego

Pierwsze pasmo, jest rotacyjnym pasmem kwadrupolowym. Ta czes$¢ sta-
noéw posiada deformacje tylko w czesci kwadrupolowej, co odpowiada syme-
trii elipsoidy trojosiowej Dgp. Stany, dla tego pasma, opisane sa za pomoca
funkcji oscylatora harmonicznego majacych zero fononoéw.

Drugie pasmo jest rotacyjnym pasmem oktupolowym. Jedyna niezerowa
deformacja statyczng w tym pasmie jest deformacja tetraedralna, co daje
symetrie T,;3. Dla tego pasma oktupolowego stany opisane sg za pomocs
jednofononowych funkcji oscylatora harmonicznego.

3W obliczeniach przedstawionych w [68, 69] osie ukladu wewnetrznego sa obrécone
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Ogolnie przedstawiona przez autoréw metoda otrzymania funkcji jedno-
fononowej o odpowiedniej symetrii sktada sie z nastepujacych krokow:

(1)

(3)

Funkcje opisujace czes¢ wibracyjng skltadaja sie z iloczynu dziewieciu
funkcji jednowymiarowego zero lub jednofononowego oscylatora har-
monicznego. Kazda z funkcji wchodzaca w sktad iloczynu opisana jest
przez jedng ze zmiennych: zmienng kwadrupolowg ag,, p = 0,2 i
zmienng oktupolowa ag, v = 0,41, +2 +3. Zaleza one od parame-
tru 7y, ktory jest miarg szerokosci potencjatu odpowiednio w kierunku
kwadrupolowym i oktupolowym:

(k) (k)

= BA“—FZ‘)*“, A=2,3. (195)
Cheac uzyskaé funkcje o odpowiedniej symetrii trzeba czesé¢ kwadrupo-
lowa i okrupolows powyzszej funkcji, zrzutowaé na reprezentacje grupy
T,;. Otrzymana funkcja nie posiada deformacji statycznych, zatem wi-
bracje opisane przez te funkcje zachodza wokot powierzchni sferycznej.
Chcac otrzymac ruch wibracyjny wzgledem powierzchni majacej syme-
trie T, trzeba wprowadzi¢ do opisu parametry przesunie¢é (deformacje
statyczne) azs. W tym celu wprowadzony jest odpowiedni operator ko-
mutujacy z operatorem rzutowym, dzieki czemu nie zmienia on symetrii
otrzymanych funkcji.

Dla funkcji jednofononowych uzyty jest operator:

~). (196)

Powoduje on przesuniecie w kierunku zmienne;j ag;) o wartos¢ okreslona

przez deformacje statyczna &:(,3.

W pasmie oktupolowym mamy mie¢ funkcje jednofononowe o parzysto-
Sci ujemnej. W tym celu uzyty jest operator rzutujacy na parzystoscé
ujemna %(1 — I), gdzie I jest operatorem inwersji przestrzenne;j.

Budowa stanéw dla pasma o parzystosci dodatniej jest prostsza od pa-
sma o parzystosci ujemnej. Wynika to z tego, ze czes¢ wibracyjna opisana w

wzgledem osi przedstawionych w [2]. Roznica ta powoduje, Ze grupa symetrii dla zmiennej
rzeczywistej ass jest grupa T,;. W dalszej czesci pracy moje obliczenia opieraja sie na osiach
przedstawionych w [2], co daje dla tej zmiennej odpowiednio grupe symetrii O. Obie grupy
sa réwnoliczne, posiadaja identyczne nieprzywiedlne reprezentacje, klasy i charaktery.
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zmiennych oktupolowych sktada si¢ funkcji zerofononowych, bez deformacji
statycznej &gg. W tym przypadku parametry deformacji statycznej pojawiaja
sie w czesci kwadrupolowej i otrzymywane sg przez operator 7’(&20, Gg2). W
ten sposob uzyskana funkcja posiada symetrie grupy Dsy, ktora opisuje to
pasmo.

Przedstawiona konstrukcja stanéw dla omawianego modelu, pozwolita
uzyskaé¢ odpowiednie stany, ktore pozniej zostaty uzyte do oszacowania przejsé
elektrycznych wewnatrz pasm i pomiedzy nimi. Jest ona réwniez istotna
dla obecnej pracy, poniewaz ten sam schemat budowy odpowiednich sta-
néw, poza pewnymi szczegdtami, zostat uzyty przy tworzeniu nowych modeli
przedstawionych w dalszej czesci.

Krotki opis wezesnej historii poszukiwari symetrii tetraedralnej w opisie
jader atomowych mozna znalez¢ w [71|. Dodatkowo w |72] zostalo opisane
zastosowanie grupy Ty do opisu jadra Dy, gdzie zmiennymi uzytymi do
opisu powierzchni jadrowej sa zmienne rzeczywiste: kwadrupolowa awgy oraz
oktupolowa ass. Opréocz dwoch gtéwnych jader atomowych: Dy i %6Gd,
do ktorych zastosowano opis zawierajacy symetrie tetraedralna, pojawity sie
rowniez modele, ktore wprowadzaly te symetrie do opisu innych jader. Jed-
nym z przyktadow jest artykut [73], gdzie symetria T; wykorzystana jest do
obliczen éredniego pola z potencjalem Woodsa-Saxona dla izotopow 97n.

W dalszej czesci pracy zostang przedstawione dwa skonstruowane przeze
mnie testowe modele kolektywne probujace odtworzy¢ wyniki eksperymen-
talne dla gadolinu 156. Modele te oprocz czesci wibracyjnej sa rozszerzone
dodatkowo o funkcje rotacyjne. Wazna role w konstrukecji nowych modeli
odgrywa grupa symetryzacji wynikajaca z postaci zmiennych wewnetrznych
uzytych do opisu stanéw. Gloéwna réznica odrdzniajaca te modele jest wy-
bor zmiennych oktupolowych {as, }. Dla pierwszego modelu zmienne te maja
posta¢ zespolona (Z) co daje tacznie siedem zmiennych oktupolowych. Dla
drugiego podejscia zmienne oktupolowe sa ograniczone jedynie do zmien-
nych rzeczywistych (R), co zmniejsza ich liczbe do czterech. Doktadniejszy
opis oraz schemat kolejnych krokéw prowadzacych do konstrukeji kazdego z
modeli jest przedstawiony w nastepnym rozdziale.

6 Wibracyjno-rotacyjny jadrowy model kolek-
tywny
Jak wezesniej zostato wspomniane, konstruujemy dwa rézne wibracyjno-rotacyjne

modele kolektywne. W tym rozdziale przedstawiony jest ogélny schemat i
kolejne kroki proponowanych konstrukeji oraz ich poréwnania z danymi eks-
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perymentalnymi dla jadra %¢Gd.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzmy nastepujace oznaczenia: dla dowol-
nego A czgs¢ rzeczywista oy, oznaczona jest jako O/Au = %(O‘Au —i—oziu), a czesé
urojona ay, jako o, = —%(ax, — ozju).

Poniewaz w dalszej czesci tezy uzywamy tylko standardowego wyboru
uktadu wewnetrznego asy; = 0, as_s = aie zmienne kwadrupolowe sg auto-
matycznie zmiennymi rzeczywistymi, [50, 51, 53, 47, 74, 52, 54].

Oba przedstawione modele r6znig sie struktura przestrzeni kolektywnej:

Model (Z) jest zdefiniowany przez {agg, aa_o = aas, ass = 0, agg, 341,
Qs12, Q3y3}y, §2, gdzie {as,} sa zmiennymi zespolonymi, w zwiazku
z czym opisuja wszystkie mozliwe ksztalty jadrowe. Jedynymi ograni-
czeniami natozonymi na zmienne wewnetrzne sa trzy warunki w czesci
kwadrupolowej okreslajace uktad wewnetrzny oraz standardowe relacje:
ay, = (—1)*an_,, (wzor (94)).

W modelu (R), zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami, ograniczamy sie
do zbioru zmiennych {agg, as_o = a9, ass; = 0, aszg, a3 = —ag_1,
Q32 = i3z, Q33 = —Q3_3}f, §1, co zaweza dostepne ksztalty jadra ato-
mowego. Warunki okreslajace uktad wewnetrzny sa identyczne jak dla
pierwszego modelu. Dodatkowo wystepuja warunki zawezajace prze-
strzenn oktupolowa do czterowymiarowej podrzestrzeni zmiennych rze-
czywistych.

Jak byto wspomniane wyzej, korzystajac z obu modeli probujemy odtwo-
rzy¢ wyniki eksperymentalne otrzymane dla *Gd, [5, 6]. Przy czym wy-
korzystujemy jedynie pewne wlasnosci symetrii funkcji opisujacych
poszczegdlne stany energetyczne jadra. Co jest istotne, hamiltoniany jakie
pojawiaja sie w opisie obu modeli maja charakter jedynie pomocniczy, tj.
sugerujg charakter fizyczny poszczegblnych stanéw dajac ich postaé poczat-
kowa.

W naszym przypadku hamiltonian powinien opisywaé¢ zaréwno ruchy wi-
bracyjne jak i rotacyjne. Przy zatozeniu, ze pomiedzy nimi nie ma sprzezen,
ich ogolng posta¢ mozna zapisa¢ nastepujaco:

H = Hyipo + Hyivys + Hyor, (197)
gdzie:

(1) Hyip;2 opisuje ruch wibracyjny w zmiennych kwadrupolowych agg 1 ago:

Hm’b;2 = Z Hvib;2,u7 (198>

n=0,2
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(ii) Hyips okresla wibracje oktupolowe:
Hm’b;3 = Z Hvib;3u7 (199>

gdzie n w zaleznosci od wyboru zbioru zmiennych oktupolowych wynosi
4 Tub 7,

(i) H,. odpowiada za rotacje.

Hamiltoniany pomocnicze wystepujace we zorach (198) i (199) maja po-
sta¢ hamiltonianéw wielowymiarowego, zdeformowanego oscylatora harmo-
nicznego, tj.:

Huivp = ~ 55 myz + 3Brlwnal®(@ns = (@)%, (200)
A=23,

gdzie { B),} sa stalymi parametremi masowymi, a poszczegolne &, okreslaja
deformacje statyczne odpowiadajace punktom rownowagi wokol ktorych za-
chodzi ruch wibracyjny.

Do opisu ruchu rotacyjnego wykorzystujemy jako stopnie swobody stan-
dardowe katy Eulera Q = (€Q,€,€3), okreslajace potozenie uktadu we-
wnetrznego wzgledem laboratoryjnego.

W dalszej czesci potrzebna bedzie postaé¢ niezmiennikéw rotacyjnych 5y
zbudowanych ze zmiennych wibracyjnych w uktadzie wewnetrznym, [53, 54]:

B3 = Z| ol? Z . (201)

Ostatnia réwnosé wynika z transformacji do uktadu wewnetrznego:

alth = Z D} () . (202)

Podstawiajac (202) do wzoru na [, mamy:

B} = Z| W2 = 3" D)L (D), () ad, . (203)

pot! !

v, (Q71) oraz Zu Di‘“,(Q)Dﬁ,,H(Q Y = b, [49,

Poniewaz D, .,(Q)* = D),
75|, zatem

= Suwaiuone = Ao =Y lonl® (204)
w Iz

wop

w
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W wybranym uktadzie wspotrzednych [y ma uproszczong postac:
B2 = ay + 209005, = a2y + 202, (205)

Natomiast odpowiedni niezmiennik 3 w zespolonych zmiennych oktupo-
lowych ag, = a3, + iy, zgodnie ze wzorem (201), bedzie mial postac:

2 _ 2 * * *

= a3 + 2(a5] + af3 + a3 + aff + o + aky). (206)

W przypadku rzeczywistych zmiennych oktupolowych (5 ma troche prostsza
postac:

B3 = a3y + 2(of] + o3 + o). (207)

Kolejna istotna informacja okreslajaca kazdy z rozwazanych modeli jest
grupa symetryzacji G, pozwalajaca otrzymaé jednoznaczna transformacje z
uktadu laboratoryjnego do wewnetrznego. Poniewaz w obu modelach czesé
kwadrupolowa jest taka sama, zatem jedynie wprowadzenie dwoch réznych
zbioréw zmiennych oktupolowych implikuje posta¢ grupy symetryzacji:

(Z) grupa O dla modelu o zmiennych zespolonych,
(R) grupa Dy, dla modelu o zmiennych rzeczywistych.

Oproécz grupy symetryzacji istotna jest réwniez przynaleznosé funkeji ba-
zowych tworzacych stany do nieprzywiedlnych reprezentacji grupy Gs.

W dalszym opisie do ich oznaczenia uzywamy symboli I'y, I's, I's, ktore
odpowiednio odnosza sie do nieprzywiedlnych reprezentacji czesci kwadrupo-
lowej, oktupolowej i rotacyjnej. Gdy pojawiaja si¢ rownowazne reprezentacje
wowczas potrzebny jest indeks x;, 1 = 1,2, 3, ktory je rozroznia.

W przypadku, gdy mamy reprezentacje wielowymiarows potrzebne jest
dodatkowe oznaczenie odrdzniajace od siebie wektory bazowe. We wprowa-
dzonych oznaczeniach dodatkowy symbol znajduje sie za znakiem ";" wy-
stepujacym za indeksem dolnym ¢ opisujacym rodzaj ruchu. We wzorach
(208-211) oznaczony jest on przez a.

Korzystajac z powyzszych oznaczen iloczyn skalarny w kazdej z podprze-
strzeni okreslony jest nastepujaco:

w przestrzeni kwadrupolowej L2 (0420, a22) ma on postac:

/

i) Iy,
(Vi (0020, 22) [1hy 52, (00, @v22)) =
o o i (208)
:/ dagodass Y00 (020, Q22) ", 00 (020, a2);
R2
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w przestrzeni oktupolowej w zaleznosci od wyboru podprzestrzeni opi-
sujacej oktupolowy ruch wibracyjny:

(a) w modelu (Z):

l l

(r ({0 D2 ({0, ) =

7F )
_/R7 da?’od&éldaé2da33d&gldag2d&g3 Uzb3a ({&3#}) SzbSQ;a ({&3#})7
(209)

(b) w modelu (R):

(WP ({ag, D02 ({as,))) =

T (210)
= /R4 dO‘SOdO‘:ﬂdO‘sde‘:szJ. wmb?)a *({a 3u}) vzb3a({a3#})

gdzie p oznacza parzystosé¢ dodatnia (+) lub ujemna (—) funkcji oktu-
polowej;

Ww przestrzeni opisujacej ruch rotacyjny mamy:

(Ris ,;a( )Rey, () =
2 2 (211)
1 da/ smﬁdﬂ/ dy R () RE ().

87r2

6.1 Pasma energetyczne modelu kolektywnego

Kazdy z modeli kolektywnych, zbudowanych w oparciu o wtasnosci symetrii
funkcji opisujacych jadro atomowe, okresla jedynie pewien interesujacy nas
fragment widma energetycznego obserwowany w eksperymentach [5, 6]. Ce-
lem tej pracy sa metody badania struktury symetrii niskolezacych stanow
jadrowych na przykladzie jadra *°Gd. Mozna je przyporzadkowaé trzem pa-
smom energetycznym, z ktorych pierwsze jest zbudowane ze stanow 01, 2
4" tworzac pasmo kwadrupolowe, a drugie i trzecie jest zbudowane ze stanow
oktupolowych o nieparzystym momencie pedu J = 37,5~ oraz o parzystym
momencie pedu J = 27,47. Oczywiscie istnieje mozliwos¢ rozszerzenia opi-
sanych modeli.

Uzywane stany do opisania jadra atomowego sa okreslone w 12-sto lub
9-cio wymiarowej przestrzeni kolektywnej. Niestety, nawet przy obecnie ist-
niejacych komputerach, obliczenia w tylu wymiarach wymagaja bardzo duzej
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ilosci czasu procesora oraz wielkiej pamieci operacyjnej. Z tego powodu ob-
liczenia byty wykonywane w kilku krokach, ktore sa przedstawione w dalszej
czesci podrozdziatu.

Pierwszy model (Z) zostal skonstruowany w celu opisania jader atomo-
wych, ktore zgodnie ze wezesniejszymi obliczeniami, moga posiada¢ symetrie
tetraedralna. Z tego powodu w dalszych rozwazaniach przyjeto istnienie pel-
nego zbioru wewnetrznych zmiennych oktupolowych, z ktérych mozna zbu-
dowaé powierzchnie jadrows o symetrii 7. Rowniez wybor jadra atomowego
156Gd opieral sie na mozliwosci istnienia tej symetrii w jego strukturze.

Ze wzgledu na wyboér zmiennych wewnetrznych zachowanie jednoznaczno-
$ci transformacji pomiedzy uktadem laboratoryjnym i wewnetrznym narzuca
grupa symetryzacji O, ktéra wplywa na postaé¢ szukanych stanéw. Dodat-
kowo w modelu tym zostaly wprowadzone nastepujace zatozenia dotyczace
budowy poszczegdlnych pasm energetycznych:

(i) Pasmo kwadrupolowe o parzystosci dodatniej okreslone jest przez stany,
ktore opisuja wibracje wokot powierzchni zapisanej za pomoca zmien-
nych rzeczywistych gy oraz awss. Powierzchnia ta posiadajaca syme-
trie elipsoidy trojosiowej, tj. odpowiada grupie D,. Punkty réwnowagi
wokot ktorych nastepuja wibracje okreslone sg za pomoca kwadru-
polowych deformacji statycznych asg, dee 1 wystepuja w funkcjach
w;ll;gl({agl,}), v = 0,2. Poza stanem podstawowym 07 opisanym za
pomoca funkcji zerofononowej, pozostate funkcje opisujace cze$é¢ kwa-
drupolowg 2" i 47 mogg rowniez zawiera¢ wzbudzenia odpowiadajace
funkcjom jednofononowym zdeformowanego oscylatora harmonicznego.

Przy zatozeniu, ze w pasmie kwadrupolowym wzbudzenia moga jedynie
pochodzi¢ od czedci zapisanej za pomoca zmiennych agy i aige otrzy-
mujemy, ze funkcje oktupolowe wi;?;“;"?({agy}) maja postaé zerofo-
nonowych funkcji zdeformowanego oscylatora harmonicznego. W tej
czesci przyjmujemy zerowe, oktupolowe deformacje statyczne. Zerofo-
nonowo$¢ funkcji oktupolowej oraz zerowe wartosci deformacji statycz-
nych powoduja, ze musi ona naleze¢ do symetrycznej reprezentacji Ay
grupy symetryzacji O.

(ii) Pasmo oktupolowe o parzystosci ujemnej, posiada w czesci oktupolo-
wej wg;))?ju”?({agy}), jedna niezerowa deformacje statyczna &4,. Dla
kwadrupolowej funkcji bazowej ng,;gl (crg0, (v2) zostaly rozwazone dwa
przypadki: gdy nie ma deformacji statycznej oraz gdy dwg, oo maja
wartos$ci rozne od zera. W pierwszym przypadku pasmo oktupolowe
opisuje wibracje wokol powierzchni jadrowej opisanej przez zmienng
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o, ktorej odpowiada szukana symetria Ty. W drugim przypadku po-
wierzchnia jadrowa oprocz zmiennej of, opisana jest przez g i aas.
Wprowadzenie dodatkowych zmiennych redukuje grupe symetrii do Ds.
W obu przypadkach funkcje kwadrupolowe sa rozwiazaniem zerofono-
nowym dla H,;.2, zatem, gdy nie ma deformacji statycznej funkcja musi
naleze¢ do reprezentacji A;. Gdy pojawiaja sie niezerowe deformacje
statyczne, wowczas funkcje kwadrupolowe moga naleze¢ do innej re-
prezentacji niz skalarna. Dla konstrukeji funkcji oktupolowej uzywamy
jednofononowego rozwiazania hamiltonianu H,,3, co daje kilka mozli-
wosci wyboru reprezentacji grupy symetryzacji O.

Wykorzystane w konstrukeji wartosci kwadrupolowych deformacji sta-
tycznych przyjete sa zgodnie z oszacowaniami mikroskopowymi: cpg = 0, 34,
Goy = 1077, [76]. Nie sa wiec one wolnymi parametrami modeli. Wartosci
pozostatych parametréow uzyskane sa za pomoca metody najmniejszych kwa-
dratow, tak aby otrzymane stany najlepiej odtwarzaty wartosci eksperymen-
talne |5, 6].

W efekcie analizujemy jedynie tylko serie stanéw przedstawionych na po-
nizszym rysunku:

n I 4"

ot -3 -2

0+ 60)520, Cokgg =0 lub (3420 = 0,34, Cokgg =10"°
Giop = 0,34, a2 7 0
Gy = 1075,

32 =0

Rysunek 2: Stany dla modelu o zmiennych zespolonych (Z)

Model o zmiennych zespolonych (Z) jest konstruowany w trzech krokach.
Pierwszy polega na znalezieniu postaci funkcji bazowych oraz wszystkich
mozliwych kombinacji stanéw dla wybranych trzech pasm energetycznych.
Czes¢ ta opiera sie glownie na wlasnosciach algebraicznych wektoréow bazo-
wych. W celu otrzymania jawnej postaci funkcji bazowych napisane zostaly
odpowiednie programy w Mathematice.

Druga cze$é konstrukeji dotyczy wyliczenia parametrow opisujacych po-
wyzsze funkcje. Znalezienie ich wartosci byto mozliwe dzieki programowi na-
pisanemu w Fortranie przez A. Dobrowolskiego. Program ten korzystal z
procedury najmniejszych kwadratéow i dopasowal wyliczone B(E2) do da-
nych eksperymentalnych.

70



W trzecim etapie konstrukcji omawianego modelu zostaly przeprowa-
dzone obliczenia zredukowanych przejs¢é miedzypasmowych B(E1) przy ko-
rzystaniu ze skonstruowanych wczes$niej stanow.

W drugim modelu (R), ze wzgledu na to, ze wickszos¢ obliczen mikro-
skopowych ogranicza si¢ jedynie do rzeczywistych wartosci zmiennych ay,,
zaréwno zmienne kwadrupolowe jaki i oktupolowe sg rzeczywiste. Taki wy-
bor zmiennych powoduje zmiane grupy symetryzacji na 54;?,, co wptyneto
roOwniez na posta¢ rozwazanych stanow.

W tym modelu analiza prowadzi do nastepujacej struktury wybranych
pasm energetycznych:

(1)

Pasmo kwadrupolowe, skladajgce sie ze stanow 07, 2%, 47 posiada
niezerowe kwadrupolowe deformacje statyczne identyczne jak w mo-
delu wezesniejszym (Z). Oznacza to, ze wibracje opisywane przez to
pasmo, podobnie jak poprzednio, zachodza wokoét powierzchni jadro-
wej opisanej przez symetrie D,. Funkcje opisujace stany z tego pasma
rowniez moga mieé¢ co najwyzej wzbudzenie jednofononowe w czesci
kwadrupolowej. Takie zalozenie zaweza wybor reprezentacji opisuja-
cych oktupolowa czes¢ wibracyjng do A; grupy symetryzacji E4;y-

Dwa pasma oktupolowe sktadaja sie odpowiednio z nieparzystych 3=, 5~
oraz parzystych momentéw pedu 27, 47. Dla tych pasm oprécz statycz-
nych deformacji kwadrupolowych moga potencjalnie istnie¢ niezerowe
statyczne deformacje oktupolowe d&j,, a4, 4y, G43. Odpowiada to
powierzchni jadrowej opisanej przez rzeczywiste zmienne aog, (oo, (i3,
lyy, (o, Oy posiadajacej symetrie opisana przez grupe Cl.,,. W przy-
padku statycznych deformacji oktupolowych ich wartosci znajdowane
sa metoda najmniejszych kwadratow. Doktadniejszy opis ich otrzymy-
wania przedstawiony jest w dalszej czeSci.

Analizowana sytuacja przedstawiona jest graficznie na ponizszym rysunku:

005207 00522 # 0

N 5" 4
4 3- R
2+ o o N °
0+ Qo0, (022 7& 0 Qg = 0, oo 7é 0
Qr30, vy, # 0 (r30, Gz, # 0

o O/
30, ()[3# = O

Rysunek 3: Stany dla modelu o zmiennych rzeczywistych (R)

71



Model o zmiennych rzeczywistych (R) rowniez zostal skonstruowany w
trzech krokach. W pierwszym zostaly znalezione parametry opisujace stany
pasma kwadrupolowego i oktupolowego o nieparzystym momencie pedu, ktére
najlepiej odtwarzaly przejscia wewnatrzpasmowe. W drugim kroku zostaty
wybrane takie pasma, ktére dodatkowo odtwarzaty dosé¢ dobrze przejscia mie-
dzypasmowe. W trzecim etapie zostato skonstruowane pasmo oktupolowe o
parzystym momencie pedu.

W kazdym z trzech etapoéw do wszystkich obliczen zostaty wykorzystane
moje programy napisane w Mathematice.

Elementy przedstawionych grup znajduja sie w dodatku A.

6.2 Budowa funkcji bazowych

W tym podrozdziale przedstawiona jest doktadniej metoda otrzymywania
oraz og6Olna postac¢ funkcji bazowych wykorzystywanych do budowy stanow.
W przedstawionych modelach koncowa posta¢ kazdego z rozwazanych sta-
now zalezy gtownie od skonstruowanych nieprzywiedlnych reprezentacji, do
ktorych naleza funkcje bazowe. Szczegdtowa postaé¢ kazdej z funkeji bazo-
wych na tym etapie konstrukcji modeli nie jest istotna. Sa one wykorzysty-
wane dopiero podczas liczenia wartosci zredukowanych prawdopodobienstw
przej$¢ miedzy i wewnatrzpasmowych. Jawne postacie otrzymanych funkcji
bazowych przedstawione sa w dodatku B oraz C.

Zgodnie z wczesniejszymi zalozeniami kazda funkcja opisujaca stan ja-
dra sktada sie z trzech funkcji bazowych: dwoch opisujqcych wibracyjny ruch

2 ({3, }) oraz jednej okre-

kwadrupolowy wmbz 20 (20, ar22) 1 oktupolowy 77bmb3 ;az

slajacej rotacje RFd " ad(Q).

Przy zalozeniu ze nie ma sprzezen pomiedzy poszczegélnymi ruchami,
funkcja opisujaca stan jadra zbudowana jest z iloczynéw trzech funkcji ba-
zowych, tj. z nastepujacych cztonow:

l—‘1 K1 2 2
¢mb2 a1 (0420, 0422) mb3 az ({ 3M})RF3 ,13@3(9)' (212)

Wprowadzone oznaczenia czesci rotacyjne;j R{K okreslaja funkcje o mo-

5303
mencie pedu J i nalezaca do reprezentacji I's grupy G, gdzie G, = O, 54;1/.
W przypadku reprezentacji réwnowaznych oraz wielowymiarowych tatwiej
jest rozréznié funkcje bazowe dodajac dodatkowy indeks opisujacy transfor-
macje tej funkcji okreslong przez nieprzywiedlng reprezentacje I'y grupy Do
dziatajacej w przestrzeni rotora. Zatem funkcje rotacyjne maja konstrukcje
zgodnie z tancuchem grupowym D, C G,. W przypadku, gdy pominiecie
indeksow Iy nie powoduje probleméw w odréznieniu funkcji bazowych lub
rozwazana jest jedynie ogélna ich postaé, wowczas, dla uproszczenia notacji,
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w opisie funkcji rotacyjnych uzyte sa tylko indeksy I's. Zatem oznaczenie
rotacyjnych funkcji bazowych ma dwie postacie:

(i) pierwsza dotyczy ogdlnych wzorow, gdzie istotna jest tylko reprezenta-
cja grupy symetryzacji G do ktérej nalezy dany wektor bazowy, wow-
czas wystarczy oznaczenie R{M .

(ii) w przypadku, gdy chcemy rozrézniaé¢ otrzymane funkcje bazowe nale-
zace do roéznych reprezentacji rownowaznych, wowczas wygodniej jest
uzy¢ oznaczenia Rﬁ”ﬁ JTias (Q), gdzie az rozroznia wektory bazowe w
Fs.

Petiejszy opis funkcji rotacyjnych jest umieszczony w dodatku B i
C, gdzie wypisane sa wszystkie otrzymane funkcje dla momentu pedu
J=0,1,2,3,4,5.

6.2.1 Procedura uzyskania funkcji bazowych

Przedstawiona w dalszej czesci procedura oparta jest na zastosowaniu opera-
tora rzutowego na tzw. funkcje poczatkowe, ktore zostaly wczesniej wybrane
tak aby spelnialy odpowiednie warunki (doktadniejszy ich opis znajduje sie
w dalszej czesci rozdziatu). Istnieja dwie mozliwe postacie operatora rzuto-
wego. W zaleznosci od tego czy postugujemy sie charakterami reprezentacji,
czy pelnymi elementami macierzowymi tych reprezentacji. W mojej pracy
postuguje sie obiema metodami w zaleznosci od tego czy rzut funkcji poczat-
kowych jest na reprezentacje jedno czy wielowymiarowa grupy symetryzacji.
Znajac charaktery elementéw grupy laboratoryjnej G dowolnej nieprzy-
wiedlnej reprezentacji I' mozna zapisaé¢ operator rzutowania nastepujaco:

Pl = CO:%EFG)) gezgx(”(g)*g, (213)

gdzie card(G) jest liczba elementow grupy, dim(I') oznacza wymiar nieprzy-
wiedlnej reprezentacji T, y(© (g) jest charakterem elementu g grupy G. Po-
niewaz charaktery elementéow grupowych nalezacych do tej samej klasy sa
identyczne, zatem podany wzor mozna uprosci¢ do postaci:

py = dim(@) ZX(F)’“ ] (214)

card
g€Ecly,
gdzie N jest liczba klas dla danej nieprzywiedlnej reprezentacji I', x(*(g)

oznacza charakter elementu g € G nalezacego do klasy k, clj okresla klase k
elementéw sprzezonych.
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W przypadku reprezentacji jednowymiarowych postacie operatora opisa-
nego przez macierze reprezentacji oraz za pomoca charakteréow maja taka
sama posta¢. Wynika to z tego, ze macierze dla jednowymiarowych reprezen-
tacji sktadaja sie z jednego elementu, ktéry mozna przedstawi¢ za pomoca
charakterow grupy.

Jesdli wymiar reprezentacji jest wiekszy od jedynki, woéwczas otrzymana
funkcja po zrzutowaniu za pomoca operatora zbudowanego z charakteréw,
jest kombinacja fukcji bazowych. Z tego powodu czasami trudno jest odtwo-
rzy¢ jak powinny wyglada¢ wektory bazowe, a interesuje nas baza ortogo-
nalna rozpinajaca niezmienniczg podprzestrzen. W tym przypadku wygod-
niej jest uzy¢ ogodlniejszej formy operatora rzutowego. Operator ten zalezy
od postaci macierzy reprezentacji I':

ph = @) S Ar g (215)

gdzie AL, () oznacza element macierzy reprezentacji Al (g) znajdujacy si¢ w
wierszu a i kolumnie b.

Korzystajac z uogélnionego operatora rzutowego mozna od razu uzyskaé
ortogonalne funkcje bazowe rozpinajace niezmiennicza podprzestrzen dla da-
nej reprezentacji. Procedura ta sktada sie z kilku krokéw i szczegdtowo opi-
sana jest dla grup Liego oraz grup skonczonych w [77, 2|. Ponizej przedsta-
wiona jest ona tylko dla grup skoriczonych.

Celem tego postepowania jest otrzymanie rozktadu przestrzeni Hilberta /C
na ortogonalne podprzestrzenie okreslone przez nieprzywiedlng reprezentacje
I' grupy G, [77].

Istnieja przypadki, gdy okreslona reprezentacja nieprzywiedlna I wyste-
puje wielokrotnie przy rozktadzie na podprzestrzenie niezmiennicze prze-
strzeni IC. Do otrzymania takiego rozktadu uzywa sie operatora rzutowego PI};
okreglonego przez macierze reprezentacji Al'(g) grupy G w przestrzeni nie-
zmienniczej K'' o wymiarze dim(I") policzonych w bazie |[v1), |v2), . . ., [Vdim(r))-

Zalozmy, ze mamy wektor |s; q) = qu|u>, ktory powstal z rzutu wektora
|u) z przestrzeni K na podprzestrzen reprezentacji I', gdzie wartos¢ indeksu
q jest ustalona. Otrzymany w ten sposoéb wektor transformuje sie jak wektor

bazowy o numerze p (|v,)) podprzestrzeni K odpowiadajacej reprezentacji
I

glT;p) = DI, B lu) ZD U5 7) (216)

Wykorzystujac te wtasnosé mozna znalez¢ metode otrzymywania ortogo-
nalnych wektoréw bazowych rozpinajacych podprzestrzeri K.
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Chcac roztozy¢ przestrzen K na nr ortogonalnych podprzestrzeni ICZZ,, P =
1,2,...,nr nalezy postepowaé¢ wedtug nastepujacych krokow:

(i) Pierwszym krokiem jest znalezienie podprzestrzeni ICg, ktora otrzymuje

sie z przestrzeni K poprzez uzycie operatora rzutowego quq, tj.

K, =Pk, (217)

gdzie I' okredla reprezentacje nieprzywiedlna, ¢ jest dowolne ale usta-
lone.

(ii) Nastepnie trzeba wybra¢ baze ortogonalna w podprzestrzeni ICg (o ile
nie jest ona podprzestrzenia trywialna, skladajaca sie tylko z wek-
tora zerowego), tj. |vi),|va), ..., |Un.), gdzie nr jest wymiarem pod-
przestrzeni ICg.

(iii) Kolejnym krokiem jest zastosowanie ponizszego wzoru dla ustalonego
gorazp=1,2,...,dimI"

T;p) = P, |vi), (218)

do kazdego z wektorow bazowych |v;), i = 1,2,...,nr. Co daje dla
okreslonego ¢ ortogonalng baze podprestrzeni IC};_.

Dzieki powyzszemu schematowi mozna otrzymac nr ortogonalnych podprze-
strzeni IC};F, ktore sa okreslone przez nieprzywiedlng reprezentacje I'.

Przedstawione powyzej opisy dotycza dziatania w uktadzie laboratoryj-
nym. Macierze reprezentacji oraz charaktery dla grup mozna znalezé miedzy
innymi w |2, 9] lub [10]. Jawna posta¢ macierzy reprezentacji przedstawiona
jest w [2|*. Sa one otrzymane w przestrzeni funkcji R3 — R, w zmiennych
kartezjanskich x, y, z. Poniewaz w modelu kolektywnym ruch wibracyjny i
rotacyjny opisany jest za pomoca zmiennych kolektywnych w uktadzie we-
wnetrznym, zatem pojawito sie pytanie o zwiazek pomiedzy reprezentacjami
otrzymanymi w |2], a reprezentacjami w przestrzeniach zmiennych kartezjari-
skich okreslonych w uktadzie laboratoryjnym.

4W podanych pozycjach, [2], [9], [10], wystepuja roznice w wyborze bazy, dwie ostatnie
ksiagzki maja identyczne wektory bazowe. W pierwszej ksiagzce nie ma podanej jawnie bazy
kartezjaniskiej, a jedynie posta¢ macierzy reprezentacji. Na ich podstawie oraz opierajac sie
na przedstawionej tam definicji obrotow zostala znaleziona potrzebna baza. Dokladniejszy
opis tego postepowania znajduje sie w dodatku C.
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6.2.2 Zwiazki pomiedzy dzialaniem grupy G oraz G, na zmienne
kolektywne

Zgodnie z [49, 75, 78] obrot prawoskretnego uktadu wspotrzednych XY Z, w
trojwymiarowej przestrzeni, o katy Eulera («, §,7) definiowany jest na dwa
rOwnowazne sposoby:

(i) Poczatkowy uktad wspohrzednych XY Z obracany jest wokot osi OZ
o kat «, co daje nowy ukltad X'Y'Z’' gdzie 0§ OZ' = OZ. Nastepnie
obracany jest uktad primowany o kat S wokot osi OY”. Osie tego uktadu
oznaczone sg jako X"Y" 7" egdzie OY"” = OY’. Na koricu obracany jest
uzyskany uktad X"Y"”Z" o kat v wokot osi OZ”.

(ii) Rownowazny obrét mozna przedstawi¢ za pomoca rotacji wokot po-
czatkowego uktadu wspotrzednych XY Z: pierwszy obrot jest o kat
wokot osi OZ, nastepnie o kat 5 wokot osi OY, ostatni jest obrotem o
kat o wokot osi OZ.

Macierz obrotu R okreslona jest za pomoca katow Eulera («, 5,7), [49,
78]:

cos a cos fcosy—sinasiny —cosacos fsiny—sinacosy cosasin
R=| sinacos fcosy+cosasiny —sinacosfsiny+cosacosy sinasin
— sin 3 cosy sin 3 sin y cos 8
(219)
Zwiazek pomiedzy wersorami ukladu rotujacego €;’ i uktadu poczatko-

wego €; ma postac, [49, 78|

&' => Ruer, ik =ux,y,z (220)
k

Stad dziatanie obrotu na wspoétrzedne wektora A= (A1, Ag, A3), jest okre-
Slone:

Ay = R, (221)
k
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gdzie A} sa wspolrzednymi wektora A’ w ukladzie obroconym, [49]°.

Podana definicja macierzy obrotu oraz transformacji wspoétrzednych wek-
tora moze by¢ rowniez przedstawiona w inny sposob, np. tak jak w [75],
gdzie macierz obrotu jest macierza transponowana do macierzy R przedsta-
wionej w [49]. Wowezas przeksztalcenie wspotrzednych wektora do uktadu
rotujacego ma postac:

A= REA i k=9, (223)
k

Mimo réznicy w definicjach obrotéw, jak i w dzialaniach ich na wspoélrzedne
wektora jest to identyczne dzialanie jak u [49].

Znajac sposob transformacji wspotrzednych kartezjanskich wektora A
oraz korzystajac ze zwiazku tych wspotrzednych i funkeji sferycznych, |75,
49, 78|:

Ay =/ ZAY 100, 0) — Y (6, 9)},
Ay =iy EALY11(0,9) + Y (9, 9)},
A, = /2| AY10(0, ) (224)

widzimy, ze powyzsze kombinacje liniowe funkcji sferycznych Yi,,(0, @), M =
0, £1 transformuja si¢ jak A,, A,, A., czyli zgodnie ze wzorem (221). Dowolng
funkcje sferyczna Yy, (6, ¢) mozna przedstawic za pomoca sprzezonej funkeji
Wignera zgodnie ze wzorem, |75, 49, 78|:

2J +1 .
Dodatkowo majac wektory bazowe w przestrzeni L?(SO(3)) jadra atomowego
o momencie pedu J, [57| (dodatki B,C):

rik (0, 0,X) = V2J +1D3, (6, ¢, X)*, (226)

W rosyjskiej wersji "Quantum theory of angular momentum", [78], transformacja
wspolrzednych wektora do nowego uktadu ma postaé:

A= RipAr. (222)
k

Co oznacza, ze suma jest po drugim indeksie, a nie po pierwszym jak w wersji angielskiej
[49].

Trzeba pamietaé, ze wersja rosyjska (222) zawiera btad, przez co nie otrzymuje sie (221),
ktore odpowiada definicji dziataniu grupy obrotéw na wspoltrzedne wektora.

Zgodnie z [75], [49], [78] odpowiednie kombinacje funkcji sferycznych, dla [ = 1, trans-
formuyjg sie pod dziataniem obrotéw laboratoryjnych jak wspotrzedne kartezjariskie, zatem
w [78] wzor (222) powinien mie¢ postaé (221).
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mozna zapisa¢ wspotrzedne kartezjanskie A,, A,, A, za pomoca nowej funk-
cji r{7(0, p, x). Otrzymalismy zatem, z doktadnoscia do wspotezynnika, ze
wspotrzedne kartezjanskie A,, A,, A, transformuja sie identycznie jak odpo-
wiednie kombinacje funkcji rotacyjnych 71, (Q) +rL, (), ri(Q) =71 £ (Q),
15 (Q). Dzialanie grupy obrotéw SO(3) na funkcje 71, () jest zdefiniowane
nastepujaco [57]:

9 (Q) = > D]{4’K(9>T]{4’K(Q>7
g € 50(3). (227)

W przypadku, gdy rozwazamy dziatanie grupy obrotéw laboratoryjnych
na baze kartezjanska, bedaca funkcjami f(x,y, z), mamy (x = z1,y = 29,2 =
133)2

ﬁf(&?, y? Z) = f(R_l'rv R_lya R_lz) = f(Zk ,R’Izllxlﬁ Zk ,R’I;QIZUIC? Zk Rlzfﬂl'rk)
= fO", Rukr, i Row%i, Y Rawn),
R =RT, (228)

gdzie macierz R jest okreslona wzorem (219).

Zatem transformacja funkcji bazowych w zmiennych x,y, z jest opisana
macierzg transponowang do macierzy okreslajacej geometryczny obrot zmien-
nych kartezjanskich. Jest to istotne poniewaz np. w [2] macierze opisujace
dziatanie poszczegdlnych elementow grupy G C SO(3) wynikaja z dziatania
na funkcje bazowe w podprzestrzeni kartezjanskiej, czyli wykorzystywany jest
wzor (228).

Poréwnujac macierze reprezentacji otrzymane dla bazy kartezjanskiej oraz
dla dziatania grupy SO(3) w bazie zbudowanej z trzech mozliwych wektorow
() + 71 (), 11 (Q) + 71 £ (Q), ra (Q), otrzymujemy zaleznosé opisana
przez transpozycje macierzy obrotu. Uogélniajac ten zwiazek na dowolng
multipolowos¢ mozemy korzysta¢ w dalszych obliczeniach z macierzy nie-
przywiedlnych reprezentacji przedstawionych w [2].

Zgodnie z |7, 8] macierze reprezentacji dla grupy wewnetrznej sa transpo-
nowane do macierzy reprezentacji laboratoryjnej. Zatem dla grupy wewnetrz-
nej sa one rowne macierzom reprezentacji uzyskanych dla bazy kartezjanskie;j.
Otrzymane zalezno$ci pomiedzy macierzami obrotéw dziatajacych w uktadzie
laboratoryjnym na rotacyjne funkcje bazowe Rry, () i wspotrzedne karte-
zjanskie RAy, k = 1y, z oraz dla grupy wewnetrznej G C SO(3) dzialajacej
na funkcje rotacyjne Rri, () sa przedstawione w tabeli 3. Macierz A(g)
oznacza macierz obrotu odpowiadajaca elementowi g € G C SO(3) dzialaja-
cego na funkcje f(x,y, z), [2].
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dziatanie grupy obrotéw na baze H macierze rep. przedstawione za pomoca A(g)

R(g)f(x,y,2) A(g)
R(9) 7k () A”(g)
R(9)r31x(2) A(g)

Tablica 3: Tabela dzialan grupy obrotéw na funkcje w uktadzie laboratoryj-
nym i wewnetrznym.

Oznacza to, ze majac macierze otrzymane dla bazy kartezjanskiej i korzy-
stajac z powyzszych zaleznosci, mozna nastepujaco zapisa¢ operatory rzutowe
w uktadzie wewnetrznym:

Bl dim(T _
— Card (G) Zk 1 X ( ) declk g, (229)
ged,
oraz dla drugiej postaci operatora:

5L dlm(r) T e\ — dlm F
Pop= 720 A, 230
o card(Q) ; ()77 Card Z (230)

geG gEG

Przy powyzszym zapisie trzeba pamietaé, ze kazdemu elementowi g € G
w ukladzie laboratoryjnym odpowiada dokladnie jeden element § € G w
uktadzie wewnetrznym oraz g i g oznaczaja identyczne obroty, ale wzgledem
roznych uktadéw odniesienia.

Ponizej, w tabelach 4 i 5, przedstawione sa przyktady dla funkcji rota-
cyjnych o momencie pedu J = 1 i odpowiadajace im funkcje w zmiennych
kartezjanskich, ktore transformuja sie identycznie wzgledem obrotow.

(Z) Dla modelu kolektywnego o zmiennych zespolonych i dla J = 1 mamy
trojwymiarowa reprezentacje, dla ktorej zachodzi:

reprezentacja | baza funkcji rotacyjnych | baza kartezjanska
T \% (7’]1\/11(9) - 7"11\471(9)) Sz
\/Lé (7"11\/11(9) + T11\4—1<Q)) Sy
_T]1\40<Q) SZ

Tablica 4: Funkcje bazowe dla reprezentacji 71 w modelu (Z) przedstawione
za pomocg zmiennych kartezjanskich x,y, z oraz katéw Eulera €.

gdzie S;,1 = x,y, z jest baza, transformujaca sie tak samo jak funkcje

bazowe x,y, z. Roznica pomiedzy tymi bazami polega na tym, ze 5;,i =
x,y, z nie zmieniaja znaku przy inwersji, [10, 9].
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(R) Dla modelu kolektywnego o zmiennych rzeczywistych mamy jednowy-
miarowsg reprezentacje A, oraz dwuwymiarows F, dla ktorych:

reprezentacja | baza funkcji rotacyjnych | baza kartezjanska
Ay \/Li (7"11\41(9) + 7”11\4—1(9)) Y
B \/Lﬁ (7"]1\41(9) - 7"11\471(9» xr
—730(2) <

Tablica 5: Funkcje bazowe dla reprezentacji A; i E w modelu (R) przedsta-
wione za pomocg zmiennych kartezjanskich x,y, z oraz katéw Eulera 2.

Powyzsza baza kartezjanska wyglada inaczej niz w [9, 10]. Wynika to
z tego, ze w wymienionych artykutach grupa D, jest obrocona wzgle-
dem grupy opisanej w [2] skad brane sa macierze reprezentacji. Roznica
pomiedzy tymi bazami przedstawiona jest w dodatku C.

6.2.3 Postaé stanéw uzywanych do opisu pasm energetycznych

Ogolna posta¢ stanow, ktore sa wykorzystywane do budowy modeli kolek-
tywnych (Z) i (R) otrzymywana jest z zaleznosci przedstawionych w tabeli
3. Sprowadza si¢ to do znalezienia wspotczynnikow stojacych przy wszyst-
kich mozliwych kombinacjach iloczynéw funkcji bazowych, ktore ostatecznie
tworza funkcje niezmiennicza pod dziataniem grupy symetryzacji. Sa one
obliczane przez rzutowanie kombinacji wektorow |v) na odpowiednia pod-
przestrzen reprezentacji I', a nastepnie poréwnane z postacig poczatkows, tj.
szukane kombinacje musza spetniaé¢ réwnosé:

P'lo) = |v), (231)

gdzie P jest operatorem rzutujacym na przestrzein reprezentacji I' grupy Gi.
Ponizej przedstawione sa reprezentacje jakie zostaly otrzymane przy po-
mocy opisanej procedury.

W modelu (Z), czyli gdy uzywamy zespolonych zmiennych kolektywnych
mamy nastepujace reprezentacje grupy symetryzacji O: dwie reprezen-
tacje jednowymiarowe A;, As, jedna dwuwymiarowg F oraz dwie repre-
zentacje trojwymiarowe 11, Ts, [2].

Dla rozwazanych stopni swobody zostaly otrzymane nastepujace wy-
niki:

(i) wibracje kwadrupolowe opisane sa przez funkcje bazowe nalezace
do reprezentacji: A, Ao, E,
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(ii) wibracje oktupolowe:
(a) o parzystosci dodatniej zostaly otrzymane z funkcji naleza-
cych do: Ay, Ty, T,
(b) o parzystosci ujemnej opisane sa przez reprezentacje: Ay, 11, T,
(iii) ruch rotacyjny opisany jest przez nastepujace reprezentacje, do
ktorych naleza nastepujace funkcje bazowe:
J=0: A
J=1.1]
J=2: E T,
J =3 Ay, Th, Ty
J=4: A, BT, T,
J =5: E, T, oraz dwie rownowazne reprezentacje trojwymiarowe 17,

ktore dla rozréznienia posiadaja dodatkowy indeks 7', @ =
1,2.

W modelu (R), czyli przy wykorzystaniu rzeczywistych zmiennych kolek-
tywnych, mamy nastepujace reprezentacje grupy symetryzacji 54;y:
cztery reprezentacje jednowymiarowe Ay, A, By, By oraz jedng dwuwy-
miarowa F, |2]. Funkcje bazowe otrzymane dla tej grupy symetryzacji
naleza do nastepujacych reprezentacji:

(i) wibracje kwadrupolowe: Ay, By,
(ii) wibracje oktupolowe:
(a) parzystos¢ dodatnia: Ay, Ay, By, Bs,
(b) parzystos¢ ujemna: E,
(iii) ruch rotacyjny:
J=0: Ay,
J=1: Ay, F,
J=2: Ay, By, By, E,
J =3: By, Ay, By oraz dwie rownowazne reprezentacje F oznaczone
jako Eq i E,
J =4: By, Ay, By, dwie rownowazne reprezentacje A;: Ay, ¢ = 1,2
oraz I: B 1 B,
J =5: Ay, By, By, dwie réwnowazne reprezentacje As: Asy, @ = 1,2,
oraz trzy réwnowazne reprezentacje I E.q, F.o 1 F.3.
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Poniewaz kazdy stan musi by¢ opisany przez funkcje niezmiennicze wzgle-
dem grupy symetryzacji G, tworzace go wektory bazowe musza by¢ tak do-
brane, aby ich iloczyn Kroneckera zawieral w sobie reprezentacje niezmien-
nicza A; wzgledem grupy Gy, tzn. musi zachodzié:

Fl X FQ X Fg D) Al- (232)

W przeciwnym wypadku otrzymamy wektory zerowe.

W dalszej czesci, zeby nie pisaé¢ calych funkcji opisujacych poszczegolne
stany, beda jedynie przedstawione reprezentacje do jakich naleza poszcze-
golne funkcje bazowe, tj. bedzie jedynie podana tréjka symboli I'; 513, ktore
odnoszg sie odpowiednio do oznaczenia reprezentacji do jakiej nalezy funkcja
bazowa: kwadrupolowa I'y, oktupolowa I'y oraz rotacyjna I's.

W modelu (Z) mamy nast¢pujace iloczyny funkeji bazowych dajace funk-
cje niezmiennicze wzgledem dziatania grupy symetryzacji O:

(i) dla pasma kwadrupolowego, posiadajacego stany o parzystosci do-
datniej:

0F: A AA,

2t ATy, AT\ To, EALE, ET\Ty, ETyTo,

4 AAAL AT, AT Ty, AT Ty, ASToT),
EAE,ET\T,, ET\Ts, ETyTy, ETy T, (233)

(ii) dla pasm oktupolowych, sktadajacych sie ze stanéw o parzystosci
ujemnej:

— dla pierwszego pasma oktupolowego o nieparzystym momen-
cie pedu:
37 A1A A AVTNT, AVTo T, AT T, ASTHT,
ETT,, ETVT,, 15Ty, ETyT5,
57 AT, AVTET,, ATV TG, ASTO T EASKE,
ENTy, E'VTs, E'TLTy, ET0T, (234)

— dla drugiego pasma oktupolowego o parzystym momencie pedu:

27 AlTQTQ, AQTlTQ, EAQE, ET1T27 ETQTQ,
470 AT, AVTOTy, Ap A Ay, AT T, AT,
FAE, ETVT,, ET\T;, ETST, ETYT,. (235)
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Zatem tacznie mamy 50 mozliwosci wyboru struktury pasma kwadrupo-
lowego, 81 schematéw pasma oktupolowego o nieparzystym momencie
pedu oraz 50 dla parzystego momentu pedu. Oznacza to, ze wszystkich
mozliwych schematéw, ktore trzeba by byto sprawdzié jest 502 x 81,
Ze wzgledu na tak duza liczbe otrzymanych mozliwosci zostaty wpro-
wadzone pewne ograniczenia dotyczace funkcji bazowych wynikajace z
dotychczasowych badan nad struktura jadra atomowego.

Dla pasma kwadrupolowego zaktadamy, ze funkcja opisujaca czesé
oktupolowa jest zerofononowa oraz nie posiada zadnych deformacji
statycznych. Takie warunki powoduja, ze funkcja oktupolowa jest
niezmiennicza pod dziataniem grupy wewnetrznej O, czyli nalezy
do reprezentacji I'y = A;. Dzieki temu liczba mozliwych kwadru-
polowych pasm redukuje si¢ do dwoéch mozliwosci przedstawionych

w tabeli 6.
stan H Iy ‘ Iy ‘ I's stan H Iy ‘ I'y ‘ I's
0" JA[ATA 4 A A A
2" TEJATE EJA]E

Tablica 6: Model (Z) — wyboér stanow
Model o zmiennych zespolonych — wybor stanéw dla pasma
kwadrupolowego

Dla pasma oktupolowego warunkiem jest wyboér kwadrupolowych
funkcji zerofononowych dla ktérych rozwazone sa dwa przypadki
w zalezno$ci od wartosci kwadrupolowych deformacji statycznych
(g0, (v

(i) Gdy Ao, Ao = 0 funkcja kwadrupolowa, podobnie jak funk-
cja oktupolowa w pasmie kwadrupolowym, nalezy do repre-
zentacji I'y = A;. Daje to tacznie 6 mozliwosci wyboru kom-
binacji stanéw opisujacych pasmo kwadrupolowe o nieparzy-
stym momencie pedu, oraz 2 dla parzystego momentu pedu,
tabela 7.

(i1) W przypadku gdy cag, creg # 0, jesli nie naktada sie zadnych
dodatkowych warunkéw na kazda z funkeji przedstawionych w
tabeli opisujacej stany w pasgmie oktupolowym, mamy 81 moz-
liwosci opisu pasma oktupolowego o nieparzystym momencie
pedu oraz 50 o parzystym momencie pedu, stany 234 i 235.

Dla modelu (R) mamy nastepujace iloczyny funkcji bazowych dajace funk-
cje niezmiennicza wzgledem dzialania grupy symetryzacji Dy,
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stan | Iy | Ty | T3 stan | I'y | Ty | I

3~ Al A2 A2 2- H A1 ‘ T ‘ T
A | Ty | Ty 4- | AT | T
A | T | Ty Ay | Ty | Ty
5 | A | Ty | Th
A | Ty | T,

Tablica 7: Model (Z) — wybor stanoéw dla pasma oktupolowego

(i) Dla pasma kwadrupolowego:

0t: A,ALA,, BB A,
9+ A A Ay, A BBy, A, ByBs,
BlBlAla BlAlBh BIA2BQ7
4+ AlAlAlaA1A2A27A131317A1B2B2a
BiB1 Ay, By ByAg, By A, By, By AsBs. (236)

Podobnie jak w modelu o zmiennych zespolonych, dla tego pa-
sma nalozone sa dodatkowe warunki na oktupolowa funkcje wi-
bracyjna. Zaktadamy, ze ta funkcja nie posiada wzbudzen oraz
deformacji statycznych, zatem nalezy do reprezentacji I'y = Aj.
Taki wybor powoduje, ze mamy dokladnie jeden mozliwy opis
stanu 07, po dwa dla 2% i 4*. Daje to cztery mozliwosci opisu
pasma kwadrupolowego, ktore przedstawione sa w tabeli 8.

stan H Fl ‘ FQ ‘ Fg
0 A A
o AT | A | A4
B1 Al Bl

Tablica 8: Model (R) — wybor stanéw dla pasma kwadrupolowego

(ii) Dla pasma oktupolowego o nieparzystym i parzystym momencie

pedu stany sktadaja sie z funkcji nalezacych do nieprzywiedlnych
reprezentacji przedstawionych w tabeli 9.
Dla obu pasm oktupolowych jedynym warunkiem nalozonym na
funkcje jest brak wzbudzenia przy wektorze bazowym opisujacym
kwadrupolowa czesé wibracyjna. Taki wybor funkcji nie zmienia
liczby potencjalnych mozliwosci otrzymanych pasm oktupolowych
o nieparzystym i parzystym momencie pedu. W obu przypadkach
mamy po cztery mozliwosci.
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Tablica 9: Model (R) — wyboér stanéw dla pasma oktupolowego

Korzystajac z powyzszych funkcji tacznie mozna utworzyé 16 modeli dla
pasma kwadrupolowego oraz oktupolowego o nieparzystym momencie pedu.
Dodatkowo dla kazdego wyboru dwoch pierwszych pasm mozna utworzy¢
cztery schematy trzeciego pasma, oktupolowego o parzystych momentach
pedu, co daje razem 64 mozliwosci r6znych wyboréw stanow.

Chcac otrzymaé doktadniejsze schematy stanéw uzywanych do opisu pasm
energetycznych mozna wykorzystaé¢ analogie struktur algebraicznych otrzy-
manych w uktadzie laboratoryjnym i wewnetrznym. Postepowanie to pozwala
uprosci¢ wykonywane obliczenia w uktadzie wewnetrznym, gdzie posta¢ funk-
cji bazowych jest bardziej skomplikowana niz w uktadzie laboratoryjnym.

Dla przyktadu przyjmijmy, ze w uktadzie laboratoryjnym mamy funkcje
bazowe vy, vy, v}, v{, v nalezace odpowiednio do nastepujacych reprezen-
tacji: dwuwymiarowej 'y, jednowymiarowej I'y, dwuwymiarowej I's grupy
G. Nastepnie tworzymy kombinacje liniowe Z?Zl 25:1 aijv;v vy, ktore rzu-
tujemy na reprezentacje symetryczna grupy G. Poniewaz chcemy mieé nie-
zmiennicza kombinacje liniowa naszych wektorow, zatem po uzyciu operatora
rzutowego powinnismy mieé¢ identyczna kombinacje jak poczatkowa. Poréw-
nujgc postacie kombinacji otrzymujemy uktad réwnan na wspoétczynniki a;;.
Znajac je wystarczy unormowac otrzymany wektor.

Dla naszego przykladu zal6zmy, ze niezmiennicza kombinacja liniowa
wektorow w uktadzie laboratoryjnym ma postac:

1
E{Ulvivg — vy }. (237)

Wiedzac, ze grupa G jak i odpowiadajaca jej grupa wewnetrzna G sa an-
tyizomorficzne, zatem kazdemu elementowi g € G odpowiada doktadnie je-
den § € G, co pozwala przenie$¢ wlasnosci transformacyjne na grupe we-
wnetrzng. Zatem dla rozwazanego przyktadu mozemy znalezé dla odpowied-
nich reprezentacji: dwuwymiarowej I'y, jednowymiarowej I'y, dwuwymiaro-
wej I's grupy G wektory bazowe transformujace sie tak samo jak funkcje

bazowe w ukladzie laboratoryjnym. Majac wektory bazowe wﬂ;bz;l, 5;512;2,

¢£§73;1 oraz R{%, Rﬁ‘fz, ktore transformuja sie identycznie jak odpowiednie
funkcje vy, vy, v] 1 07, vj mozemy utworzy¢ kombinacje liniowa niezmienni-
cza wzgledem dziatania grupy wewnetrznej GG, ktora ma dokltadnie taka sama
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postac jak (237):

I I JM
f{l/Jvszl vzb3 1RF3, _wvill)Z;Q vi2b3;1RF3;1 . (238>

Poniewaz podczas konstrukeji wektoréw bazowych w uktadzie wewnetrznym
mozemy od razu podaé¢ ich odpowiedniki w uktadzie laboratoryjnym, dla
uproszczenia zapisu bedziemy je oznacza¢ indeksem dolnym przedstawiaja-
cym odpowiadajacy im kartezjanski wektor bazowy. Dla naszego przyktadu
(238) niezmiennicza kombinacja liniowa ma wowczas postac:
JM r r JM

\/_{wmb2 v1 mb3 ] RF3;U§ - lﬂvillﬁ;vz??bvfbii;v’l RF3§U/1/ : (239)

Pelna konstrukcja uzyskanych stanéw dla opisywanych modeli zostanie do-

ktadnie przedstawione na koncu tego rozdziatlu, po opisaniu pelnego sche-
matu.

6.2.4 Charakterystyka funkcji bazowych

Zgodnie z przyjeta metodologia funkcje bazowe opisujace stany powinny spet-
nia¢ zagdane warunki. Chcac je uzyskaé trzeba zbudowaé tzw. funkcje poczat-
kowe posiadajace potrzebne cechy, a nastepnie zrzutowac je na nieprzywie-
dlne reprezentacje grupy symetryzacji Gs.

Zatem pierwszym krokiem jest wybor funkcji poczatkowych, ktore posia-
daja odpowiednie cechy charakteryzujace przestrzenie opisujace ruchy wi-
bracyjny oraz rotacyjny. Z przyczyn praktycznych nie jest rozpatrywana
petna baza dla przestrzeni K, a jedynie jej maly fragment. Naszy celem
bylo otrzymanie zero i jednofononowych funkcji wibracyjnych. W czesci ro-
tacyjnej wykorzystujemy pelng przestrzen stanéw. Jedynym ograniczeniem
w opisie ruchu rotacyjnego (ze wzgledéw obliczeniowych) jest zakres momen-
tow pedu J = 0,1,2,3,4,5. Jak bylo wcze$niej wspomniane cze$¢ rotacyjna
stanow przynalezy do podprzestrzeni nieprzywiedlnych reprezentacji grupy
Dy, Cc G, =0, D, .y, ktora jest grupg symetrii typowego hamiltonianu rotora
trojosiowego.

Nalezy zauwazy¢, ze uzyskane funkcje po zrzutowaniu na podprzestrzenie
PZEJIC = ICgp odpowiadajace danej reprezentacji grupy symetryzacji nie za-
wsze sa ortogonalne. Zgodnie z tym co zostalo przedstawione powyzej chcac
pracowaé na przestrzeniach ortogonalnych powinnismy otrzymane funkcje
zortogonalizowaé¢. Niestety operatory rzutowe, zaréwno dla grupy O jak i
54;3,, daja w wyniku bardzo rozbudowane funkcje. Chcac je zortogonalizo-
waé, np. metoda Gramma-Schmita, otrzymalibySmy coraz bardziej skom-
plikowane ich ksztatty. W praktyce okazuje sie, ze w tym przypadku lepiej
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jest pracowaé z funkcjami nieortogonalnymi. Wymaga to jednak szczegélnej
uwagi, ze wzgledu na niezerowe iloczyny skalarne pomiedzy takimi wektorami
bazowymi.

Pierwszym krokiem konstrukeji funkcji bazowych jest wyboér funkeji po-
czatkowych, z ktorych sa otrzymywane funkcje bazowe dla nieprzywiedlnych
reprezentacji grupy symetryzacji G = O, ﬁ4;y.

Dodatkowo istotna cecha funkcji bazowych jest rowniez odpowiednia pa-
rzystos¢. Mozna ja otrzymaé korzystajac z operatora inwersji przestrzennej
I. Woéwczas funkcja o parzysto$ci dodatniej jest zdefiniowana nastepujaca
rownoscia:

A

If(aku) - f(a)\,u)a (240)
a funkcja o parzystosci ujemne;j:
jf(a)\,u) - _f<05>\u>7 (241)

gdzie wykorzystywana jest definicja dziatania operatora I na o At
Loy, = (=1) ap,. (242)

Gdy cheemy otrzymac funkcje o parzystosci dodatniej z dowolnej funkceji
f(on,) wystarczy podziataé operatorem rzutowym postaci %(]I +I):

1

~(IT+ ]A)f(a,\u) =

2 (flans) + fFlany)). (243)

N | —

Analogicznie uzyskujemy funkcje o parzystosci ujemnej przez dzialanie ope-
ratora rzutowego postaci 3 (I — I):

1

(= 1) flan) = 5 (Flon) = fHan). (244)

DO | —

Poniewaz powyzsze operatory komutuja z operatorami rzutowania na nie-
przywiedlne reprezentacje grup przestrzennych, zatem nie jest istotna kolej-
no$¢ ich dziatania na funkcje poczatkowe.

Ze wzgledu na to, ze po zrzutowaniu na niezmiennicza podprzestrzen
grupy symetryzacji, funkcje poczatkowe przyjmuja bardziej skomplikowang
posta¢, najwygodniej jest najpierw zrzutowaé funkcje poczatkowa na zadana
parzystosé, a nastepnie tak otrzymana nowa funkcje zrzutowaé na odpowied-
nie nieprzywiedlne reprezentacje grupy symetryzacji.

W przedstawionych modelach kolektywnych jedynym pasmem ze stanami
o parzystosci dodatniej jest pasmo kwadrupolowe. Pozostale dwa pasma
oktupolowe maja stany o parzystosci ujemne;j.
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W przypadku dowolnej funkcji kwadrupolowej f(as,) dzialanie operato-
rem inwesji [ nie powoduje zadnej zmiany w postaci funkcji:

~

(o) = f(laz,) = f(am,), (245)

czyli sa to funkcje o parzystosci dodatniej. Dzialanie inwersji, (242), na
zmienne oktupolowe {cs,} prowadzi natomiast w funkcjach oktupolowych
do zmiany znaku ich argumentow:

jf(a3u) = f(jai%u) = f(_afﬂu)' (246)

Nalezy dodac, ze katy Eulera Q sa niezmiennicze wzgledem dzialania I, co
oznacza, ze wszystkie funkcje rotacyjne majg parzystosé¢ dodatnia.

Konstrukcja funkcji bazowych w modelu o zmiennych zespolonych.
W przypadku wyboru zespolonych zmiennych ay,, A = 2,3 zostaly stwo-
rzone dwa rodzaje baz:

(i) Pierwsza baza zbudowana jest jedynie z liniowych kombinacji zmien-
nych kolektywnych. Jest ona otrzymywana przez zrzutowanie kombi-
nacji liniowych zmiennych kwadrupolowych oraz oktupolowych na po-
szczegolne reprezentacje grupy O.

Zmienne kwadrupolowe sy i agy tworzg baze dla dwuwymiarowej
reprezentacji E. Wykorzystanie zmiennych biegunowych agy =
B cosy, gy = \%B sin v pozwala skonstruowaé szczegolnie proste
bazy nieprzywiedlnych reprezentacji grupy symetryzacji O. Uta-
twieniem jest fakt, ze zmienna 82 = a3,+2a3, jest niezmiennikiem
obrotow.
Korzystajac z operatora rzutowego zbudowanego z charakterow
grupy O otrzymamy nastepujace funkcje bazowe dla reprezentacii

Al,Ag,EZ

(a) baza dla reprezentacji jednowymiarowej A;:

1
up'(y) = ﬁcos(iﬂk‘v), k € Ny, (247)

(b) baza dla reprezentacji jednowymiarowej As:

1
u?(y) = ﬁsin(Sk’y), keN, (248)
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(c) bazy dla dwoch rownowaznych reprezentacji dwuwymiarowych:

- E;ll
Ea 1
Uy (v) = ﬁ cos ((3k + 1)), k € Ny,
N 1 .
uy(7) = 77 ((3k+1)7), k€N, (249)
_ E;2
E:2 1
uh(y) = ﬁ cos ((3k +2)7), k€ Ny,
1
ups(y) = ——=sin((3k +2)7), ke Ny (250)

VT

Zbiory N i Ny oznaczaja odpowiednio liczby naturalne bez zera
oraz z zerem. Powyzsze bazy, sa wynikiem rzutowania funkcji po-
staci exp(ik~y).

Baza otrzymana dla reprezentacji dwuwymiarowej £, dla k = 0,
transformuje sie identycznie jak baza reprezentowana przez zmienne
Qipg 1 (e, Pozostale otrzymane funkcje bazowe dla & # 0 mozna
przedstawi¢ jako kombinacje poteg funkeji sin-~y, cos~y, co odpo-
wiada odpowiednim kombinacjom iloczynéw augg i cigs.

Dla trojwymiarowych reprezentacji 11, T rzut funkcji poczatkowe;j
exp(iky) daje zero, co oznacza, Ze te reprezentacje nie istnieja w
rozwazanej przestrzeni funkcji.

Zmienne oktupolowe naleza do nastepujacych reprezentacji:

(a) zmienna a4, jest baza dla jednowymiarowej reprezentacji As,

(b) baza dla trojwymiarowej reprezentacji 7; sa nastepujace kom-
binacje: asg, —Vv/3ak, + V/5aks oraz v/3a4, + /5ol

(c) baza dla trojwymiarowej reprezentacji Ty sa %, V5o, +

V3als oraz —/Bad, 4+ v/3aks.

Dzieki takiej budowie mozna przewidzie¢ postaé¢ bardziej ztozonych
wektoréw bazowych, np. zbudowanych z jednofononowych funkeji oscy-
latora harmonicznego.

Druga otrzymana baza posiada bardziej skomplikowana postac¢ i jest
uzyta do budowy stanéw w modelu (Z). Poszczegolne funkcje bazowe
otrzymywane sa z nastepujacych funkcji poczatkowych:
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Funkcje kwadrupolowe pochodza z dziatania operatora rzutowego
na funkcje:

up (M2, (o — 00420)U0(\/§772, Qg9 — Q22),
ug (12, (o — 5620)’&1(\/57]27 Q29 — (i),

w1 (12, ag — oo )to (V/ 212, gy — Giag), (251)

gdzie uy(n,2) = | /== exp(—3n*2*)H,(nz), a H,(nz) jest wie-

lomianem Hermite’a, [79]. Powyzsze oznaczenie funkcji oscylatora
harmonicznego bedzie uzywane w dalszej czesci pracy.

Funkcje oktupolowe zostaly otrzymane analogicznie jak to zostalto
zrobione dla grupy 7y, [69]. Funkcjami poczatkowymi w konstruk-
cji naszej bazy nieprzywiedlnych reprezentaciji grupy O sa kombi-
nacje liniowe nastepujacych iloczynéw funkcji wtasnych oscylatora
harmonicznego:

Uny (135 0030 Uy (V21135 0y Yy (V20135 0o )t (V21755 y3)
Xuns(\/ﬁnﬁ’»; agl)unﬁ (\/5773; agZ + &g2)un7(\/§n3; 0/3/3)7 (252>
ny=0,1,i=1,2---,7,

Jak wida¢ w (252) zachowany jest warunek, ze kazdy iloczyn funk-
cji jest jednofononowy.

Dla zmiennych oktupolowych mozna otrzymac zaréwno funkcje o
parzystosci dodatniej jak i ujemnej. Uzywane przez nas funkcje
oktupolowe maja parzysto$¢ ujemna i naleza do tych samych re-
prezentacji, ktore zostaty otrzymane dla zmiennych oktupolowych.
Oznacza to, ze funkcja posiadajaca wzbudzenie przy zmiennej as,
odpowiedzialnej za deformacje tetraedralng zwigzana jest z repre-
zentacja As, dla wzbudzeni o symetrii osiowej agg oraz kombina-
cji wzbudzeni odpowiadajacych wektorom —\/gozgl + \/50453 oraz
\/Eagl + \/Bag3 do T}, dla wzbudzeri odpowiadajacym wektorom
by, /D0l + /3y oraz —/5all, + /3y do reprezentacji Tb.
W przypadku parzystosci dodatniej funkcja posiadajaca wzbudze-
nie przy o, nalezy do reprezentacji A, dla wzbudzenl przy aso,
—V/3aly, + /5ol oraz v/3aly 4+ v/5alks do Ty, dla wzbudzen odpo-
wiadajacym wektorom oy, V54, 4+ v/3ah; oraz —v/baky; +v/3ak,
do T. Zmiana parzystosci spowodowata, ze funkcje bazowe posia-
dajace te same kombinacje wzbudzen naleza do innych reprezen-
tacji: dla jednowymiarowych nastapito przejscie pomiedzy repre-
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zentacjami As 1 Ay, a w przypadku tréjwymiarowych nastagpita
ich zamiana, tj. 77 — T, oraz Ty — T}.

Funkcje rotacyjne sa uzyskane przez zrzutowanie na nieprzywiedlne
reprezentacje G5 kombinacji liniowych sprzezonych funkcji Wi-
gnera D%,,(2)*, gdzie J okresla moment pedu stanu.

Do uzyskania konicowej postaci kazdego stanu, korzystajac z macierzy re-
prezentacji z [2|, zostaly znalezione wspotczynniki stojace przy iloczynach
Kroneckera, tak aby otrzymana kombinacja liniowa iloczynéw trzech wekto-
réow bazowych byla niezmiennicza wzgledem grupy symetryzacji O. Schemat
postepowania zostal przedstawiony wczesnie;j.

Pela postac¢ funkcji bazowych znajduje sie w dodatku B.

Konstrukcja funkcji bazowych w modelu o zmiennych rzeczywi-
stych. W dalszej czesci pracy w modelu o zmiennych rzeczywistych (R)
zamiast ag, uzywane sa oznaczenia stosowane w modelu (Z) do opisu czesci
rzeczywistych ag, = (as, + agu).

W przypadku modelu (R) opisanym przez zmienne rzeczywiste budowa
funkcji bazowych opiera sie na przyjeciu odpowiednich poczatkowych funk-
cji, ktore sa zrzutowane na reprezentacje grupy symetryzacji 54;y. Zgodnie
z przyjetymi zatozeniami mamy nastepujace funkcje poczatkowe, z ktorych
konstruujemy wektory bazowe:

Dla pasma kwadrupolowego mamy:

(i) W czesci kwadrupolowej sktadaja sie one z iloczynéw dwoch funk-
cji zdeformowanego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego:

g (12, (o — &2())/“0(\/57727 Q9 — Qi2),
ug (M2, 20 — COYQ())U1(\/§772, Q9 — Qi2),
uy (M2, 2o — 00620)U0(\/§7727 Qg2 — Q22). (253)

Poniewaz wybor zmiennych kwadrupolowych zwiazany jest z okre-
sleniem uktadu wewnetrznego, ktéry w obu omawianych modelach
(Z) i (R) jest taki sam, zatem funkcje poczatkowe maja taka sama
posta¢, natomiast postaé¢ konicowa funkcji bazowych jest inna z
powodu réznych grup symetryzacji.

(ii) W czesci oktupolowej nie wprowadzamy deformacji statycznych
oraz wzbudzen, zatem funkcja poczatkowa ma postac:

uo (35 avz0) o (V2135 oy ) o (V2135 oy ) uo (V21135 os) . (254)
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Ze wzgledu na brak deformacji statycznych, (254) nalezy do re-
prezentacji A; odpowiedniej grupy symetryzacji.

(ili) W czesci rotacyjnej funkcje bazowe uzyskiwane sa przez zrzuto-
wanie na nieprzywiedlne reprezentacje grupy symetryzacji kom-
binacji liniowych sprzezonych funkcji Wignera D7.,,(2)*, gdzie J
okresla moment pedu stanu dla ktérego wektory bazowe sa szu-
kane.

Dla dwé6ch pasm oktupolowych, pierwszym o nieparzystych momentach
pedu oraz drugim o parzystych momentach pedu, postulujemy naste-
pujace funkcje poczatkowe:

(i) W czes¢ kwadrupolowej, dla obu modeli, sktadaja sie one z iloczy-
néow dwoéch standow podstawowych zdeformowanego jednowymia-
rowego oscylatora harmonicznego:

o (M2, Q20 — Giap)uo(V/212, atzz — Giza). (255)

(ii) W czesci oktupolowej funkcje bazowe opisane sa przez iloczyny
czterech funkcji oscylatora harmonicznego, gdzie trzy z nich sa
zerofononowe, a tylko jedna jest jednofononowa:

g (15 0 o), (V2050 — )
s (\/5773; Ol — ) tng (\/§WB§ Vg — (i), (256)

gdzien; =0,1, i =1,2,3,4 oraz ) ., n;, = 1.

(iii) W czesci rotacyjnej funkcje bazowe uzyskiwane sa przez zrzuto-
wanie na nieprzywiedlne reprezentacje grupy symetryzacji kom-
binacji liniowych sprzezonych funkcji Wignera D¥.,,(Q)*, gdzie J
okresla moment pedu stanu.

Ciekawg wlasno$cia operatora rzutowego w przestrzeni rzeczywistych zmien-
nych kolektywnych jest to, ze grupa symetryzacji 54;@, dziatajac na te zmienne
powoduje utworzenie funkcji o dobrze okreslonej parzystosci, mimo, ze po-
czatkowe funkcje jej nie posiadaly. Pozwala to na uproszczenie obliczen, tj.
pominiecie operatora parzystosci podczas konstruowania odpowiednich funk-
cji poczatkowych. Doktadny opis dziatania grupy 54;11 na zmienne oy, A =
2,3 podany jest w dodatku C.
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Posta¢ funkcji bazowych otrzymanych w modelu (Z) i (R). Ma-
jac funkcje bazowe, posiadajgce okreslong parzysto$¢ mozna utworzy¢ od-
powiednie iloczyny funkcji bazowych, tak aby dawaly wektor niezmienniczy
wzgledem obrotéw grup symetryzacji G, = O, 54;1/. Zgodnie z wczesniej-
szymi rozwazaniami do dyspozycji mamy iloczyn trzech wektoréw bazowych
nalezacych odpowiednio do reprezentacji I'y, 'y, I's. Jak zostato to wezesniej
opisane, postaé przedstawionych powyzej funkcji jest rownowazna wynikowi
otrzymanemu dla analogicznych iloczynéw funkcji bazowych grupy laborato-
ryjnej G' = O, Dy, zaleznych od zmiennych kartezjanskich. Poniewaz macie-
rze reprezentacji dla funkcji bazowych w uktadzie wewnetrznym sg identyczne
jak dla kartezjanskich wektoréw bazowych, dlatego dla uproszczenia zostaty
znalezione kombinacje liniowe trzech funkcji odpowiadajacych wektorom ba-
zowym w uktadzie laboratoryjnym.

Ponizej przedstawiony jest opis funkcji wchodzacych do konstrukeji sta-
néow w rozwaznych dwoch modelach kolektywnych.

Dla modelu (Z), o zespolonych zmiennych oktupolowych, grupa symetry-
zacji jest O. Zgodnie z wczesniejszym opisem przyjmujemy nastepujace

oznaczenia:
wﬂ;m - funkcja kwadrupolowa nalezaca do reprezentacji I'y grupy O,
transformujaca sie identycznie jak wektor bazowy u(x,y, z) reprezen-
tacji I'y,

5;11;5;1; - funkcja oktupolowa o parzystosci p = (+) dodatniej (p = (—)
ujemnej) transformujaca sie jak wektor bazowy v(x,y, z) reprezentacji
F27
R{é‘f’w - funkcja rotacyjna nalezaca do reprezentacji ['s i transformujaca

sie identycznie jak wektor bazowy w(x,y, z) reprezentacji I's.
Poniewaz reprezentacje réwnowazne posiadaja identyczne wektory ba-
zowe, dlatego w podanych ponizej wzorach pomijane sa indeksy, ktore
je rozrézniajg.

Uzyskane podczas obliczent unormowane i zsymetryzowane funkcje opi-
sujace stan o momencie pedu 0 < J < 5 maja postac:

1. I = A, Ty = A, T3 = Ay

A1 p§A1 JM
wvibQ;szry?Jer wm’bS;:pQ +y2+422 RA1 22 4y2 422" (257>

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
(p = (+)) posiadajacej moment pedu J = 0, 4.

2. Fl - Al,rg - AQ,Fg - AQ

¢A1 ;A2 RJM (258)

vib2;x2+y2+22 T vib3;xyz T VAgxyz:
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Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystoSci ujemnej
(p = (—)) o momencie pedu J = 3.

Iy =A45,Ty=A;,T3 = A4,

wAz p; A1 R
vib2;xyz T vib3;w24y2 422" Y As;

(259)

Tyz*

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
(p = (+)) o momencie pedu J = 3. Poniewaz w naszym modelu
kolektywnym nie pojawia si¢ stan 37, zatem stan ten nie jest wy-
korzystywany do obliczen.

[y =A5,Ty=A45T3 =4,

’l/}A‘Q . p;‘AQ' RAl o2 4y2 422 (26O>

vib2;xyz T vib3;xyz

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci ujemnej
(p = (—)) o momencie pedu J = 0,4. Poniewaz w modelu kolek-
tywnym nie pojawia sie stan 0™, zatem nie jest on wykorzystywany
do obliczen.

Iy =A4,,T,=T1,I's =T}

1 (A p;T1 piTr pJM
V3 (djm'})z;x2+y 24,2 ¢mb3 T T17 + ¢mb2 x2+y2+z2 zljvil)fﬂ;yRTl;y
;T
+1/)mb2 o2 +y2 422 wmb?i iz T1 z* (26]‘)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) oraz momencie pedu J = 1,3,4,5. Poniewaz
w naszych obliczeniach nie pojawiaja sie stany 17,3%, 5%, zatem
nie sa one wykorzystywane w dalszej czesci pracy.

I''=A,T,=1,Ts =T,

1 A D;1o p;Ta JM
ﬁ(¢vib2;m2+y2+z2 wvzbi’) Ty Tz Ty + ¢vzb2 x2+y2+z2 vib3;yz* YToyz
;12
+,¢mb2 w2 4y2 422 ¢vzb3 Tz Tz,zz (262)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 2,3,4,5. Poniewaz w
obliczeniach nie pojawiaja sie stany 3%, 51, zatem nie sg one dalej
wykorzystywane.

. F1 :A27F2:T17F3:T2

1 Ag p;T1 pTr pJM
V3 (wvib2;xyz¢mb3 xRTQ,yz + ¢mb2 xyz¢vib3;yRT2;xz

T
+¢mb2 zyz¢fzb§ z Tg,:z:y (263)
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10.

11.

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 2,3,4,5. Poniewaz
w obliczeniach nie pojawiaja sie stany 37,57 zatem nie sa one
wykorzystywane.

Iy =41y =T5T3=T)

1 Ag p; 1o p; T JM
75 (¢m’b2;:cyz vib3;yz T17 + ¢mb2 sxyz T uth3szzT YTy
D;T2 JM
+wmb? XYz vib3;acyRT1 20 (264>

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 1,3,4,5. Poniewaz w
obliczeniach nie pojawiaja si¢ stany 17,17,3", 57 zatem nie sg
one wykorzystywane.

Fle,FQZAl,F;g:E

L( E D3 A1 RIM
V2 \ T 0ib2;/3(22—y2) T vib3ia2+y2+22 " VB /3(22—y2)
;A1
+wvzb2 1222 —x2—y2 wvibS;xQ—i-yQ—s—zQ RE‘ 1222 —x2—y2 ) (265)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
(p = (+)) o momencie pedu J = 2,4,5. Poniewaz w obliczeniach
nie pojawia sie stan 5+, zatem nie jest on wykorzystywany w dal-
szych obliczeniach.

IM=ETy=A,IT3=F

1( E ;A2 RIM

V2 Woib2:/3(a2 —y2) Vuib3ieyz 1 VE;222 02 —y2
E p; A2
_¢vib2;2z2_x2 2¢mb3 XYz E f(xQ )) (266)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci ujemnej
(p = (—)) o momencie pedu J = 2,4,5. Poniewaz w obliczeniach
nie pojawia sie stan 57, zatem nie jest on wykorzystywany w dal-
sze]j czescl pracy.

Fl :E7F2:T1ar3:T1

w ¢p T w ;T JM
2 7 vib2;V/3(x vib3;x Tl, T 27 0ib2: V3(x2—y?) Twib3iy " Ty
_ V3 pTy pIM V3 ;T
wme 222 —x2—y2 djmb?’ o A 2[}mb2 1222 —x2—y2 wvzb?) Y T1 Y
V3 ;11
+3 wme 1222 —32—y2 wmb?) z T1 z* (267)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 1, 3,4, 5. Poniewaz w
obliczeniach nie pojawiaja sie stany 17,17,37 57 zatem nie sg
one wykorzystywane.
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12 Fl - E,FQ - T2,F3 - T2

¢ ¢p ;T2 _1,FE p; 1o JM
2 7 ib2;V/3 (12 —y2) T vib3yz Tz,yz 2 V0ib2;/3(x2—y2) T vib3ze " Tz
_V3 ;T2 RIM _ V3, E wp Ty
6 m’b2;2z27127y vib3;yz ™~ YIoyz 6 m’b2'2z27:1:27y vib3;x 2 Tz,wz
V3 ;1>
+5 ¢Ulb2 1222 —x2—y2 FPoib3;zy Tg,xy (268)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 2,3,4,5. Poniewaz
w obliczeniach nie pojawiaja si¢ stany 37,57, zatem nie sa one

wykorzystywane.
13. T, = ETy=T,.Ts =T
f¢“’b2 V3(22—y?) ibé wRT2vyZ + \[wme V3(x2—y?) 5ib§;y TJ“%SZ
T
\[wme\f:ﬁ?—y wﬁzbéz TQ Ty (269)

i1 i1 JM

+3 wvzbZ 1222 —x2—y2 gzbi’im Tg,yz - mebZ 1222 — g2 —y2 5ib§;y Toixz*
Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 2,3,4,5. Poniewaz w
obliczeniach nie pojawiaja sie stany 3%, 5%, zatem nie sg one dalej
wykorzystywane.

U T, =BT, =TT3=T,

3, E p; T RIM _ V3 w wp T
6 " vib2;/3(x2—y?) T vibdyz " Tix vib2;v/3(x vib3;z2 Tl,y
V3 P12 JM
+3 ¢vzb2 f(z2 2) vib3':1:yRT1;z (270)
p;To p;To JM

+3 wme 1222 —x2—y2 Vwib3;yz T1 T + melﬂ 222 —22—y2 Vvib3;xz” T15y°

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
i ujemnej (p = (£)) o momencie pedu J = 1,3,4,5. Poniewaz w
obliczeniach nie pojawiajg sie stany 17,17,3", 57, zatem nie sg
one wykorzystywane.

Dla modelu (R), w ktorym cze$é¢ oktupolowa opisana jest przez zmienne
rzeczywiste, grupa symetryzacji jest Dy,,. Analogicznie jak dla modelu
(Z) przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

wgilwm - funkcja kwadrupolowa nalezaca do reprezentacji I'y grupy 54;y,
transformujaca sie identycznie jak wektor bazowy u(x,y, z) reprezen-
tacji I'y,

@/Jﬁlggv - funkcja oktupolowa o parzystosci p dodatniej (ujemnej) trans-

formujaca sie jak wektor bazowy v(x,y, z) reprezentacji I'y,
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RF3 ", - funkcja rotacyjna transformujaca sie jak wektor bazowy w(z, y, 2)
reprezentacji I's.

Otrzymane dla Dy, funkcje unormowane i zsymetryzowane dla stanow
o momencie pedu 0 < J < 5 moga przyjmowacé postac:

1. Fl - Al,rz - Al,rg - Al

;A1
wme z2+z2¢mb3 w2422 RAl 22422 (271)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
(p = (+)) o momencie pedu J = 0,2,4,5. W modelu kolektyw-
nym opisujacym *°Gd nie pojawia si¢ stan 5, zatem nie jest on
wykorzystywany w dalszych obliczeniach.

2. I =B, Iy = A, T3 =B

JM
”Ulb? 12—Z2wmb3 x2+z2RBl;1‘2—z2 (272)

Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci dodatniej
(p = (+)) o momencie pedu J = 2, 3,4,5. Poniewaz, dla naszego
przypadku, nie pojawiaja sie stany 3+ 5T, zatem nie sg one wy-
korzystywane w dalszych obliczeniach.

3. M =A,I,=ETI3=F

1 : 1
szﬁllﬁ;xQJer g;bEZ‘%,xRé‘],\g + E¢fii2;x2+z2 mb3 zR (273)
Funkcja ta moze by¢ uzyta do opisu stanu o parzystosci ujemnej
(p = (=)) o momencie pedu J = 1,2,3,4,5. Poniewaz nie po-
jawia sie stan 17, zatem nie jest on wykorzystywany w dalszych
obliczeniach.

4. T,=B,Ty=ET;=F

1 B B JM 1 B
E villJQ;xQ—zQ gib3;:v Ex E vil%Q;xQ—:ﬂ mb3 zR (274>
Stany jakie mozna uzyskac sa analogiczne jak dla przypadku wcze-
$niejszego, gdzie I's = F.

Powyzsze funkcje moga byé¢ uzyte do budowy bardziej skomplikowanych
stanow. W zaleznosci od modelu, stany te sa zbudowane tylko z pojedynczych
funkeji (model (Z)) lub moga tworzy¢ kombinacje liniowe funkcji posiadaja-
cych te sama budowe pod wzgledem algebraicznym (model (R)). Dla ostat-
niego modelu wyjatkiem jest stan podstawowy 07, ktory w czesci wibracyjnej
opisany jest przez jedng funkcje nie posiadajacg wzbudzen.

Postacie otrzymanych kombinacji liniowych funkcji dla modelu (R)
przedstawione sa ponizej.
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W pasmie kwadrupolowym w zaleznosci od momentu pedu mamy na-
stepujace stany:

dla J = 0 nie mamy zadnych wzbudzeri dlatego moze sktadaé si¢ je-
dynie z jednej funkcji:

VO, = Yl R, (275)
gdzie indeks dolny przy funkcji wibracyjnej opisujadcej czesé kwa-
drupolowa ugug oznacza, ze funkcja bazowa wme upup POWStala z
rzutu iloczynu dwoch funkeji oscylatora harmonicznego ug(72; agg—
00620)160(\/5772; Q2 — Qig9) na reprezentacje A;. Analogicznie jest z
opisem dla indekséw nie wystepujacych dla J = 0: ujug i uouq,
ktore oznaczaja wystepowanie wzbudzenia odpowiednio przy funk-
cji zalezneJ od zmiennej gy oraz awme. Wibracyjna czes¢ oktupo-

lowa wmbg’Al nie ma wzbudzen i jest funkcja postaci:

wo (1735 vs0 ) o (V21725 Yo (V2125 iy Yo (V23 o). (276)
Identyczne oznaczenia sg zastosowane dla pozostatych stanéw znaj-
dujacych sie w pasmie kwadrupolowym.

Dla J = 2 mamy dwie mozliwosci, rézniace sie reprezentacja opisujaca
kwadrupolowsa czes¢ wibracyjng oraz rotacyjng I'y = I's = Ay, Bj.
Funkcje tworzace ten stan skladaJad sie z iloczynu trzech funkcji:

Ui (s, a) ) ({Oéau})RJ M (277)

ktore w zaleznosci od wyboru I'y, I'3 tworza stany:

oM
\IIAlAlAl -
_ +);41 J 2M (+);A1 J 2M
wlwmb2 uou0¢vzb3 R + wzwme ;UL UQY 77Z}vzb3 R
+);41 J 2M
+w3wmb2 uoulwmbS R ) (278>

oraz

2(+) M o
\IjBlAlBl({OéQN} {agl/} Q) -
_ A J 2M (+);A J 2M
w1¢vzb2 uouowmbfi IR +w2¢mb2 uluowmbii lR

);A
+w3wmb2 JUQUL wmbiﬁ ' RJ M . (279>

Dla J = 4 sytuacja jest analogiczna jak dla J = 2. Funkcje bazowe
tworzace stan maja postac:

Vi (a0, a2 )W ({as, ) RETAM. (280)
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Poniewaz mamy dwie mozliwosci wyboru reprezentacji opisujaca
wibracyjna czes¢ kwadrupolows oraz cze$é¢ rotacyjng ['y = I's =
A1, Bi, mozemy utworzy¢ dwa rozne stany. Gdy I'y = I's = Aj,
wowczas stan ten sklada sie z szesciu sktadnikow, co zwiazane
jest z dwiema rownowaznymi reprezentacjami A; dla funkcji rota-
cyjnej oraz trzema mozliwosciami wystepowania wzbudzenia dla
kwadrupolowej funkcji wibracyjnej:

ViGNV
‘IjAlAlAl -

- wlwvzb2 uouowmbdAl Ril M tw 77szb2 u1u0¢£;3A1 Rz{th

w3, uoullﬁ(}z}:&Al RA1 T Wi, u0u0¢£;;5AlR£1;§M

+w5¢mb2 ;UL UQY ¢vzb3A1 Rz{h M + w6¢mb2 SUQUL ¢5;?3A1 R;{h;lM (281)
Druga mozliwoscia jest I'y = I's = B;. Woéwcezas mamy jedynie
trzy sktadniki sumy:

DB (ano, a) Y™ ({as, ) RE™M,

(282)
co daje nastepujacy rozktad na funkcje bazowe:
(+)
\111}9114]1\/[31 =
):A +):A
= wlwmb2 uouowmbS lRé1 a + w2¢vzb2 uluod)i(nb?) 1RJ M

);A

+w3wmb2 uoulwmbfi IRJ 4M' (283)

W pasmie oktupolowym w zaleznosci od momentu pedu mamy:

dla J = 3, istnieja dwie mozliwosci wyboru reprezentacji wibracyjnej
funkcji kwadrupolowej I'y = Ay, B; o funkcjach bazowych:

Uh o (@m0, a2) s ” ({am, ) REM. (284)

Kazdy z dwoch mozliwych stanéw sktada sie z osmiu sktadnikow.
Wymnika to z istnienia dwoch réwnowaznych reprezentacji dwuwy-
miarowych FE opisujace ruch rotacyjny oraz czterech mozliwosci
uzyskania wibracyjnej funkcji oktupolowej:

30Mm
\ij‘lEE -
J 3M J=3M
_wlwmlﬂwmbii SUTUOUQUO +w 2¢vzb2 mb3 suiupuouo” B2
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+w3¢mb2¢(.—){E RJ 3M +w4¢mb2 (=)E RJ 3M

vib3;ugul ugUg vib3;ugul UgUQ

(=)E J=3M (=)E J=3M
+w5¢mb2¢vib3;uouou1 uQ RE 1 + w6,¢mb2 vib3;uguguUl U RE )

(=):E = 3M (=);E = 3M
+w7wmb2 vib3;uguououl R + w877z}mb2 vib3;ugupuUoUL R ’
(285)

gdzie I'y = A;, B;. Kwadrupolowa funkcja bazowa pochodzi z
funkcji pOCZ@tkOWGj Uo(ﬁg; Qo9 — 00620)’21/0(\/?7]2; g9 — 00622) zrzuto-
wanej na reprezentacje A; lub B;. Czes¢ oktupolowa moze po-
chodzi¢ z jednej z czterech funkeji u;(ns; azo — &go)uj(\/éng; ag —
& Jur (V2005 0y — dlp)un(V2n; 0y — Gg), 0,5,k 1 = 0,1, i+
j 4+ k41 =1 zrzutowanych na reprezentacje E. Podobnie funkcje
rotacyjne zrzutowane sa na reprezentacje F.

Identyczne oznaczenia zastosowane dla tego stanu wykorzysty-
wane sg dla pozostatych stanéw znajdujacych sie w pasmach oktu-
polowych.

Dla J = 5 w zalezno$ci od reprezentacji opisujacej kwadrupolowa funk-
cje wibracyjna I'y = Ay, B; réwniez mamy dwie mozliwosci opisu
stanu. Dla kazdego przypadku mamy dwanascie skladnikéw po-
staci:

Yita (s, o) ih” ({as, ) REM. (286)

Rozktad na funkcje bazowe zwiazany jest z istnieniem trzech row-
nowaznych reprezentacji dwuwymiarowych E opisujacych ruch ro-
tacyjny oraz czterech mozliwosciach uzyskania oktupolowej funkcji
wibracyjnej:

5(=) M
‘I’FlEE =

_ J=5M (=)E J=5M
wlwmb2wmb3 uluououoR + wamlﬁ mb3 uluououoR

B —-)E =
+w3wmb2w(' ) RJ oM +w wmb2 i Ré;fM

vib3;u1 upUoUY vib3;ug Ul UQUQ
(=)sE J=5M (=)sE J=5M
+w5wmb2wvib3;u0u1uouo RE' 12 + w6wmb2 vib3;ug Ul UQUQ RE;g

(=)sE J=5M (=);E J=5M
+w7wmb2wvib3;u0uou1uoR + wgwme vib3;ugUoUL U RE;Q

(=)E J=5M (=sE J=5M
+w9¢mb2 vib3;uguoul U RE .3 + wlowmlﬁ vib3;u0uou0u1 RE 1

(=):E J=5M (=)E J= 5M
+w11¢mb2 vib3;ugupuoul RE 12 + Wy wvle vib3;uguguoul R ’
(287)

gdzie Fl = Al, Bl-
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Dla J = 2 mamy dwie reprezentacje wibracyjnej funkcji kwadrupolo-
wej I'y = Ay, Bj oraz cztery rozne wibracyjne funkcje oktupolowe.
Funkcje bazowe wchodzace w sktad stanu maja postac:

Uit (no, am) YT ({as, ) RE2M, (288)

a petna funkcja:

U2 o ({ag ) {as}, ) =

_ J=2M (=)E J=2M
w1¢v1b2,¢mb3 uluououoR +w 77ZJvzb2 vib3;ugul UgUQ RE

(=):E J=2M (=)sE J=2M
+w3wmb2 v1b3; uououluoR +w wvzbZ vib3;ugUoUQUL R )
(289)

gdzie Fl = Al, Bl.

Dla J = 4 istnieja dwie reprezentacje dla wibracyjnej funkcji kwadru-
polowej I'y = A;, B;. Dla kazdego przypadku mamy po osiem
sktadnikow:

wgz‘le(a%»O‘ﬂ) mb3 ({O‘3V})RJ 4M7 (290)

ktore pochodzg z czterech roznych oktupolowych funkeji poczatko-
wych oraz dwoch réwnowaznych reprezentacji E opisujacych ruch
rotacyjny:

4 M
Ut e ({aou}, {az}, Q)
_ 4M (=sE J=4M
w1¢v162¢vzb3 JU UOUQUQ R + w2¢vzb2 vib3;uiuououo” " E;2
(=)E =4M J=4M
+w3¢mb2¢vib3;uou1uouoR +w 77Z}vzb277zjmbi‘) uouluouoR
(=)E J=4M J=4M
+w5¢mb2¢vib3;uouou1uo RE 1 + w6¢vzb2¢mb3 SUQUOUL UQY RE 2
(=)sE J=4M = 4M
+w7¢mb2 vib3;ugupuoul RE 1 + w8¢vzb2¢mb3 SUOUQUOUL R ’
(291)

gdzie Fl = Al, Bl.

6.2.5 Struktura stanéw rotacyjnych

Zgodnie z wcze$niejszymi oznaczeniami funkcje rotacyjne sa okreslone za
pomoca momentu pedu J oraz indeksow I's, I'; klasyfikujacych te funkcje
zgodnie ze schematem tancucha grupowego 54;3, O D,. Dodatkowo dla kaz-
dej z nich zostato obliczone prawdopodobieristwo orientacji momentu pedu

101



na podstawie ktoérego mozna okresli¢ najbardziej prawdopodobny kierunek
wektora momentu pedu.

Pelne wyprowadzenie potrzebnych formut znajduje sie w dodatku D.

Ponizej przedstawione sa wyniki otrzymane graficznie. Kierunek momentu
pedu okresla prosta przechodzaca przez wybrany punkt na powierzchni i po-
czatek uktadu wspotrzednych. Diugosé wektora od poczatku uktadu wspot-
rzednych do danego punktu na powierzchni okresla prawdopodobieristwo wy-
losowania jego kierunku. Dla najprostszego przypadku stanu podstawowego
0" wida¢, ze prawdopodobienistwo orientacji momentu pedu jest identyczne
dla kazdego z wybranych kierunkéw. Doktadny opis kazdego stanu znajduje
sie pod otrzymanymi wykresami (4)-(10).

H Rozklad prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu H

H pasmo kwadrupolowe, stan 0" H

H reprezentacja A H

Rysunek 4: Rozktad prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu dla stanu
(U

Otrzymane wykresy pokazuja w jaki sposob moze odbywac sie kwantowy,
rotacyjny ruch jadra atomowego. W naszym przypadku otrzymane struktury
mozemy podzieli¢ na cztery grupy:

(a) Stany 07, 2%, 27 gdzie dwa pierwsze stany naleza do reprezentacji Ay,
a trzeci do F. Dla tej grupy mamy nieskoiiczenie wiele réwnowaznych
kierunkow wokot ktorych moze obracac sie jadro. Dla stanu podstawo-
wego 01 wszystkie osie obrotu sg réwnowazne. W przypadku dwoch
pozostalych stanéw obrot wokot osi OY jest o wiele mniej prawdopo-
dobny niz obrét wokot dowolnej osi obrotu lezacej w ptaszezyznie X Z.

(b) Stany 2" z reprezentacji By, 4% z Ay, 37 z B4 oraz 5~ z reprezentacji
E.,. Dla tych stanéw najprawdopodobniejszy jest obrét wokét osi OY'.
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H Rozklad prawdopodobienstwa orientacji momentu pedu H

H pasmo kwadrupolowe, stan 2" H

H reprezentacja A; \ reprezentacja B H

0.5

Rysunek 5: Rozktad prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu dla stanu
27,

(¢) Mozna wyodrebni¢ dwie podgrupy: pierwsza sklada sie ze stanow 4% z
reprezentacji By, 37 z B9, 47 z E; 15~ z E3 oraz druga do ktorej na-
leza: 41 z reprezentacji Ay 14~ z E. Dla czterech pierwszych stanow
najbardziej prawdopodobnymi osiami obrotu sa osie OX i OZ. Dla
dwoch ostatnich stanéw rowniez mamy dwie osie wokot ktorych obrot
jest najbardziej prawdopodobny. Sa one potozone uko$nie wzgledem
uktadu odniesienia.

(d) Stan 5~ z reprezentacji E. posiada cztery osie woko6t ktérych mamy
najwieksze prawdopodobienistwo obrotu. Osie te, podobnie jak dla dwdch
stanow z grupy wczesniejszej, sa obrocone wzgledem osi uktadu wspot-
rzednych.

Rozpatrujac przejécia pomiedzy stanami nalezacymi do jednej grupy wi-
da¢, ze nie wymagatoby to duzej zmiany kierunku momentu pedu. Wyjatkiem
jest tylko stan podstawowy 01, ktorego rozktad prawdopodobienstwa kierun-
kow osi obrotow jest taki sam w kazdym z mozliwych kierunkow (graficznie
przedstawione jest w postaci sfery).

Pomijajac wypadki, gdy stany sktadaja sie z kombinacji funkcji posiada-
jacych roézne reprezentacje w czesci rotacyjnej, mozna utworzy¢ trzy sche-
maty o nastepujacych, dominujacych rozktadach prawdopodobieristwa orien-
tacji momentu pedu. Ponizej podane sg otrzymane schematy, dla ktorych
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Rozklad prawdopodobienstwa orientacji momentu pedu H

H pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pedu, stan 3~ H

reprezentacja E'1 \ reprezentacja 2 H

Rysunek 7: Rozktad prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu dla stanu

3.

wyszczegolnione sg jedynie reprezentacje czesci rotacyjnej. Poniewaz do obli-
czen prawdopodobienstwa orientacji momentu pedu reprezentacje dla funkcji
wibracyjnych nie daja zadnego wktadu, dlatego w podanych ponizej schema-
tach nie sa one uwzgledniane.

(i)

Niech najbardziej prawdopodobng gtéwna osia orientacji momentu pedu
bedzie OY , wéwczas odpowiednimi reprezentacjami funkcji rotacyjnych
powinny byé reprezentacje przedstawione ponizej:

0+ : Al 37 E;l

2+ : Bl o E;l

4% Ay (292)
W tym przypadku mamy problem z wyborem funkcji dla stanéw 27 i
4~ poniewaz gléwnymi kierunkami wektora momentu pedu sa osie OX

i OZ lub ukosne. Jezeli gléwna osia bytaby o§ OY, wowczas udaje sie
utworzy¢ jedynie model dla dwoch pierwszych pasm energetycznych.

W przypadku gdy gléwnymi osiami orientacji wektora momentu pedu
sa OX i OZ, otrzymujemy nastepujace reprezentacje:
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H Rozklad prawdopodobienstwa orientacji momentu pedu H

H pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu, stan 2~ H

| reprezentacja F |

Rysunek 9: Rozktad prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu dla stanu
27

| Rozklad prawdopodobiernistwa orientacji momentu pedu |

| pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu, stan 4~ |

H reprezentacja E'1 ‘ reprezentacja £2 H

0.10 _o1 X

Rysunek 10: Rozktad prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu dla
stanu 4.
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0t : A 37 Ey 27K
2+ : Al 57 : E;g 47 E;l
4t B (293)

Dla tego przypadku udaje sie uworzy¢ pelny schemat trzech pasm dla
modelu ze zmiennymi rzeczywistymi.

(iii) W przypadku osi obréconych wzgledem osi uktadu wspotrzednych ana-
logicznie otrzymujemy:

0f:4, 3 :— 2°:F
2t . Al 5 E;Q 47 E;Q
4+ . A1;2 (294)

Gdy gestos¢ prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu jest naj-
wieksza wzdtuz osi obroconych wzgledem osi uktadu wspoétrzednych
okazuje sie, ze mozna zbudowa¢ schemat zawierajacy wszystkie stany
poza 3.

Podane powyzej schematy dotyczyty jedynie trzech mozliwosci wyboru osi
gtownych, tj. osi OY, dwoch osi OX i OZ oraz osi obroconych wzgledem osi
uktadu wspoétrzednych. Podzial ten wynikal z otrzymanych rozktadéw praw-
dopodobienstw orientacji momentu pedu. Kazdy z tych trzech schematow
posiada osie gléowne skierowane tylko w jednym z trzech mozliwych wyod-
rebnionych kierunkéw. Sa to przypadki kiedy nie ma wymieszanych trzech
roznych orientacji wektora momentu pedu. W rzeczywistosci stany w bu-
dowanych modelach maja skomplikowana strukture i kazdy z nich moze si¢
sktada¢ z sumy funkcji bazowych nalezacych do réwnowaznych reprezentacji,
ktore roznig sie jedynie osiami gtéwnymi rozktadu gestosci prawdopodobien-
stwa orientacji wektora momentu pedu. Powoduje to, ze w uzyskanych sche-
matach opisujacych trzy pasma %°Gd osie gléwne wektora momentu pedu
moga naleze¢ do wiecej niz jednej z trzech podanych mozliwosci.

6.3 Zredukowane prawdopodobienstwa przejsé elektro-
magnetycznych

Dalszym etapem proby znalezienia opisu *°Gd korzystajac tylko z wlasno-
Sci algebraicznych stanow, jest obliczenie zredukowanych prawdopodobienstw
przejsé elektromagnetycznych wewnetrz i miedzypasmowych. Opierajac sie
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jedynie na pojeciu iloczynu Kroneckera dla kazdego z omawianych modeli,
mozna uzyska¢ duza liczbe schematow, ktore moglyby opisywaé wybrany
fragment widma %°Gd. Okazalo sie jednak, Ze nie wszystkie sa w stanie od-
tworzy¢ wartosci przejsé elektrycznych uzyskanych w eksperymentach [5] i
6].

Do obliczen potrzebne sg operatory multipolowe Qf\“lf , ktore jednoczes$nie
sa tensorami sferycznymi rzedu A, tzn. przenoszg moment pedu A o réznych
wartosciach rzutu momentu pedu p na o§ kwantowania OZ. W ogoélnosci
tensory sferyczne w uktadzie laboratoryjnym mozna zdefiniowa¢ na dwa spo-
soby:

1. Wprowadzajac odpowiednie komutatory momentu pedu i zbiér okre-
slonych operatorow, |21, 49, 75]:

Definicja 3 (Tensor sferyczny). Sferycznym (nieredukowalnym) ten-
sorem T rzedu N, gdzie A =n lub \ = 5 dlan € Z, nazywamy 2bidr

2A+1 lintowych operatorow T/l\‘;b, = -\, =A+1,--- , A=1, X odwzoro-

wugjgcych przestrzen Hilberta na siebie oraz spelniajgcych nastepujgce
zwiqgzki komutacyjne ze sferycznymi laboratoryjnymi sktadowymi ope-

ratora momentu pedu Jl“b, v=0,=xl1:

v

[T Tiel] = Fd5e™ AN+ 1) — p(u £ DT, (295a)
5T = W (295D)

Wystepujaca w definicji 6 € R oznacza dowolng faze.

2. Czesciej mozna spotka¢ inna definicje sferycznego tensora, ktora okresla
transformacje jego sktadowych wzgledem dziatanie grupy obrotow, [8,
21, 49, 74, 75]:

Definicja 4 (Tensor sferyczny). Zbidr operatoréw Tlab, = —X\ -+
1, A = 1, X\ tworzy tensor symetryczny jesli pod dziahmiem grupy
obrotow SO(3) przeksztatca sie zgodnie z réwnaniem

R(OTIR Z D}, ()T, (296)

Zgodnie ze wzorem (296) z definicji 4 zwiazek pomiedzy sktadowymi ope-
ratora multipolowego w uktadzie laboratoryjnym Ql“b i wewnetrznym QAu
jest, nastepujacy, [54]:

A

Qxilar,) = RIQOQR ZD Q)QE (o), (297)
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gdzie ay,, € sg zmiennymi wewnetrznymi.

Zredukowane prawdopodobieristwo przej$c¢ elektrycznych B(E\) przy emi-
sji lub absorpcji fotonu o momencie pedu A, pomiedzy stanem poczatkowym
o momencie pedu J; i rzucie M; a stanem konicowym o momencie pedu Js i
wszystkich mozliwych dla tego stanu rzutach, opisane jest za pomoca wzoru,
[55, 74]:

BEN Dy = 1) = 3 [(h Mol Q)M . (298)

Mo,

Sumowanie po wszystkich mozliwych stanach koricowych wynika z braku
mozliwosci eksperymentalnych, ktéore wymagalyby kontrolowania polaryza-
¢ji zaréwno stanow jadrowych jak i fotonéw. Element macierzowy dowolnego
sferycznego tensora 1%, a zatem operatora multipolowego Q% mozna rozlo-
zy¢ na dwa czynniki: opisujacy geometrie lub wtasnosci symetryczne uktadu
oraz przedstawiajacy czes¢ fizyczna [8, 21, 53, 75]:

Twierdzenie 1 (Wigner-Eckart). Kazdy element macierzowy sferycznego
operatora w bazie momentu pedu (J’M’]T/{‘}ﬂJM} jest iloczynem dwdch czyn-
nikow zaleznego jedynie od momentu pedu i wltasno$ci stanow uktadu oraz
niezaleznego od rzutu momentu pedu:

(J'M|TE2| TMY = (JM M| J' M) (|| T30 ). (299)

Pierwszy czynnik opisany jet przez wspotczynniki Clebscha-Gordana, ([49,
75, 8]), i okresla wlasnosci geometryczne, drugi przez zredukowany element
macierzowy przedstawiajgcey czesé fizyczng.

Dowod twierdzenia 1 mozna znalezé miedzy innymi w [21, 75].
Korzystajac z twierdzenia Wignera-Eckarta wzor na zredukowane praw-
dopodobienstwo przejsé (298) mozna przedstawic¢ nastepujaco, [8, 21, 55, 75]:

(o] | Q%] 1) 2
V20, +1

Do obliczen wartosci zredukowanego prawdopodobienstwa przejsé, dla dwoch
omawianych modeli kolektywnych, zostalty wykorzystane programy napisane
przeze mnie w Mathematice.

W tym celu potrzebne byly wyprowadzenia wzoréw uzytych do znalezie-
nia odpowiedniej wartosci B(EX; J; — J3), A = 1,2 dla funkcji opisujacych
stany kazdego z modeli (dodatek H).

Znajomo$¢ przynaleznosci stanu poczatkowego 1 = ¢£le ;%3}%%;‘4 , koni-

/ F/ / F/ ’ ’ ’ A ..
[ 1 2 J'M
cowego ' = 1, .5 m’b3RF’3 oraz operatora @)y, do reprezentacji grupy sy-

metryzacji Gy pozwala szybko ustali¢ mozliwe przejScia wzbronione.
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Dodatkowo poza tak wyznaczonymi przejsciami wzbronionymi mogg, ist-
nie¢ réwniez stany dla ktérych mimo, ze jest spelniona zaleznosé I' x '@ D T7,
gdzie I', I'9, T” oznaczaja nieprzywiedlne reprezentacije grupy G odpowiednio
dla stanu poczatkowego 1), operatora multipolowego Q ap Oraz stanu konco-
wego ¢'. W takim przypadku zerowanie sie zredukowanego prawdopodobieri-
stwa przejs¢ B(E2;J — J') wynika z budowy stanéw, ktore po obliczeniu i
zsumowaniu elementéw macierzowych dajg warto$é zerowa.

Wiadomo, ze w ukladzie laboratoryjnym zredukowane prawdopodobieri-
stwo jest proporcjonalne do elementéw macierzowych operatora Qlab Prze-
ksztalcajac wzor (297) tak, aby otrzymac¢ odwrotny zwiazek, tj. przedstavme—
nie operatora Ql“b za pomoca zmiennych wewnetrznych Q ap Mmamy zaleznoscé
od sprzezonych funkcji Wignera, [54]:

Qb = Z Qe DNy (301)

7najac powyzsza transformaCJQ do uktadu wewnetrznego mozna obliczy¢
element macierzowy (¢| Z;’:—/\ DﬁZ/(Q)Q/\u’W)- Operator Q/\u wchodzi w
sktad elementu macierzowego obliczonego w uktadzie wewnetrznym, o prze-
noszonym momencie pedu A, dla funkcji poczatkowej v = w;lw ;@Rﬁ”
majacej moment pedu J i rzut M i funkcji koricowej 1) = wmwz/zmbg M
momencie pedu J' i rzucie M':

1 e D ()Quel) (302)
:Z;/:,)\< mb2 mb3’Q)\N ‘¢mb2 mb3>< J/MllD ( )’ng%

gdzie ogdlna posta¢ operatora multipolowego w ukladzie wewnetrznym jest
dana wzorem [52]:

~ A
Onu =288 [y 4 322 5%, /BB (0, 00,000, & )
(ax, ® aAz)AM = Zm,uz ()‘1/‘1>‘2M2|>‘M)az\1u1a>\2u2' (303)

W zaleznosci od budowy sktadowych operatora multipolowego oraz od
wyboru grupy symetryzacji G, = O, E4;y, podane powyzej wzory beda sie
roznity.

Doktadna postac¢ otrzymanych sktadowych operatoréw multipolowych dla
A = 1,2 oraz rozklad ich na czesci nalezace do odpowiednich reprezentacji
przedstawiony jest w dodatku G.

Ze wzgledu na r6zng budowe w zmiennych kwadrupolowych i oktupo-
lowych operatorow Qw i ng zostaly wprowadzone rézne sposoby ich roz-
ktadu na podprzestrzenie niezmiennicze wzgledem grupy symetryzacji G, =

0. Ds,.
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Operator dipolowy Qlu. W przypadku tego operatora mozna sprawdzi¢
jak rozklada si¢ on na reprezentacje grupy wewnetrznej rzutujac jego
pelna postaé opisang zgodnie ze wzorem (303). Niestety informacja ta
nie wystarcza do znalezienia regut wyboru korzystajac tylko z iloczynow
Kroneckera. Wynika to z jego postaci, ktora sktada sie z kombinacji
liniowych iloczynéw zmiennej kwadrupolowej i oktupolowej (dodatek
G), co mozna ogdlnie zapisac:

Z CMQ#SOJQ/LQO‘BMS? (304)
12,143
gdzie c” 218 oznaczaja wpoOtczynniki stojace przy poszezegdlnych iloczy-

nach zmlennych (o, 0t3,, - Poniewaz nie uwzgledniamy deformacji dipo-
lowej ay,, zatem w operatorze dipolowym nie wystepuje czion liniowy
pojawiajacy sie we wzorze (303).

Zatem rozkladamy operator dipolowy Q1 x ha tensory wzgledem grupy
symetryzacji Gs = O, Dy, zgodnie z laicuchem grupowym G, C
Gay X Goy X SO(3),.

Kazda ze zmiennych kwadrupolowych ag,, 1 oktupolowych s, mozna
roztozyé odpowiednio na reprezentacje grupy Go., = O, D47y oraz
Goy = O, D4y, co przedstawiamy w postaci:

A =DrD . AEZF 3T = =>r Oé)\/t’
A=2,3, (305)

gdzie I' sa reprezentacjami grupy G, na ktore rozktada sie zmienna
o\, @ ap numerujg wektory bazowe reprezentacji I

Ponizej przedstawiony jest rozktad na reprezentacje grupy symetryzacji
operatora (1.

W modelu (Z) korzystajac ze wzoréw (304-305) oraz z rozkladu na
reprezentacje zmiennych ay,,, as,, (dodatek G) mamy:

A 3 )
Qlﬂ = Zu2:0,2 Zung?) Cllluugamm X {a?)us + a3u3} (306>
=0,+1

Zatem czes¢ opisana zmiennymi kwadrupolowymi nalezy do re-

prezentacji dwuwymiarowej E, a oktupolowa rozktada si¢ na dwie
reprezentacje trojwymiarowe 77 1 T5.
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W modelu (R) analogicznie jak dla modelu (Z) Qyo, Q111 mozna
rozlozy¢ zgodnie ze wzorami (304-305):

Qu =y {0, + 0l h x 0k (307)
p=0,%1,

gdzie czes¢ kwadrupolowa rozktada si¢ na dwie reprezentacje jed-
nowymiarowe A; i By, a czes¢ oktupolowa nalezy do reprezentacji
dwuwymiarowej F.

Przynalezno$é poszczegoélnych zmiennych wibracyjnych do odpowied-
nich reprezentacji grup wewnetrznych jest przedstawiona w dodatku

G.
Korzystajac ze wzoréw (788-795) mozna elementy macierzowe opera-
tora Qllab pomiedzy funkcjami ¢ = )}, 2 REM 14 = wvzb2¢vzb3 RZM
zapisac Jako.
a 1 * A
WIQELIY) = 3 (W[ Dy () Q)

1 @) TS 3)
= Zu’zfl Zug,ug le;i#3< mb2’ ZI‘@) aguz ‘wmb2> <wml?3| ZF<3) agug ’wmb3>
<(REM Dy ()| REY). (308)

Powyzszy wzor zostat uzyty do znalezienia regul wyboru dla przejsé
miedzypasmowych przedstawionych w dalszej czesci pracy.

Operator kwadrupolowy Qz u- Dla grup wewnetrznych 0, 54;y oraz zmien-
nych kwadrupolowych i oktupolowych otrzymujemy ogolng postaé ope-
ratora przejs¢ kwadrupolowych (dodatek G):

A !
_ pi2 4ty 13
Qo = Copr oy + g Coyr > Oty Qo + E Aoy ® 0315 Q3 (309)
12,45 JTENTA

W tym przypadku wygodniej jest podzieli¢ operator (309) na dwa
czlony: czton zalezny jedynie od zmiennych kwadrupolowych oraz czton
opisany przez zmienne oktupolowe oznaczone jako:

Akw L2 [ 2
Qs = CoprQugu + Zm i, Copr 2y Qo

Q%, = dg;f‘saguga%, (310)

24 dﬂd#3

gdzie ¢y, bl L sa wspotcezynnikami otrzymanymi ze wzoru (303).
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Do kazdego z podanych cztonéw uzywamy operatora rzutowania uzy-
skujac w ten sposob rozklad na reprezentacje czgsci operatora opisa-
nego tylko przez zmienne kwadrupolowe Q , oraz oktupolowe Qg’;
Otrzymane rozklady mozemy ogoélnie zapisaé naste;pujqco:

=Y re @5 ™,
2#/ = ZF(B) QZM/ Ok, (311>

gdzie T'? jest reprezentacja wzgledem, ktorej transformuje si¢ czesc
operatora Qg w zapisana w zmiennych kwadrupolowych, a T’ () w zmien-
nych oktupolowych.

W zaleznosci od wyboru grupy symetryzacji otrzymujemy nastepujace
rozktady operatora kwadrupolowego na reprezentacje:

W modelu o zmiennych zespolonych (Z), z grupa symetryzacji O,
(02, ma rozklad:
(a) Dla Q90 niezerowy rzut istnieje jedynie dla reprezentacji dwu-
wymiarowej £

Qo0 = QR + QhF. (312)

(b) Dla Qgig mamy oprocz reprezentacji dwuwymiarowej F row-
niez jedng trojwymiarowa 75:

Q2 = Q5! + Q5% + QO *, (313)
Qa2 = QFA" + QF % + Q5" (314)

Czes¢ opisana przez zmienne kwadrupolowe nalezy do repre-
zentacji dwuwymiarowej F, za$ cze$é¢ okreslona przez zmienne
oktupolowe rozktada sie na dwa sktadniki, z ktorych pierwszy
nalezy do reprezentacji E a drugi do reprezentacji trojwymia-
rowej T5.

(c) Dla Qgil wystepuje jedynie reprezentacja trojwymiarowa T5:
Qu = Q3 %, (315)
Q21 = ;”2_;?’“. (316)

W tym przypadku jedynymi zmiennymi opisujacymi Qgil s
zmienne oktupolowe i cato$é¢ nalezy do jednej reprezentacji.

W modelu o rzeczywistych zmiennych (R) z grupa symetryzacji
Dy, mamy:
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(a) Dla Qs otrzymujemy nastepujacy rozktad na reprezentacje:
Q20 — A1 kw + QB1 kw + QAl ok _|_ QBl Ok’. (317)

Zaréwno cze$é opisana przez zmienne kwadrupolowe jak i
oktupolowe rozktada si¢ na dwa cztony, ktore naleza do re-
prezentacji jednowymiarowych A; i Bj.

(b) Dla Q210 mamy rozklad:

Qoiz = Qols™ + Qo™ + Qals" + QL. (318)
Jak wida¢ ten rozklad na reprezentacje jest identyczny jak dla
Q2.
(c) Dla (241 mamy:
Qoi1 = AQB:iQOk- (319)

W tym przypadku jedynymi zmiennymi tworzacymi ten ope-
rator sa zmienne oktupolowe, ktére daja jedna reprezentacje
jednowymiarowa Bs.

Korzystajac z powyzszych wynikow otrzymujemy, ze ogélna postac ele-
mentow macierzowych dla operatora kwadrupolowego Ql“b jest naste-
pujaca:

(10l s) =
52 {0l v QB P 6 i)

< mb2|wvzb2>< mb3|21"(3) QF(S) Ok|wvlb3>}
< (R,M | D, ()| RE) (320)

Powyzsza postaé elementéw macierzowych dla operatora kwadrupolo-
wego uzyta jest do wyznaczenia regut wyboru dla przejéé¢ wewnatrzpa-
smowych.

Otrzymane wyniki dotycza postaci operatora kwadrupolowego i dipolo-

wego opisanego za pomoca zmiennych wewnetrznych. Poniewaz celem jest ob-
liczenie wartosci zredukowanych prawdopodobienstw przejs¢ elektromagne-
tycznych, ktore zostaly wyznaczone eksperymentalnie w uktadzie laborato-
ryjnym, zatem zgodnie ze wzorem (302) przedstawione operatory pomnozone
s jeszcze przez sprzezone funkcje Wignera. Ta cze$¢ jest odpowiedzialna za
ruch rotacyjny. Chcac mie¢ pelna analize pod wzgledem algebraicznym trzeba
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rowniez sprawdzi¢ jak zachowuje sie rotacyjny element macierzowy. W tym
celu trzeba znalez¢ rozklad sprzezonych funkcji Wignera na reprezentacje
grupy symetryzacji.

Reprezentacje otrzymane dla sprzezonych funkcji Wignera wystepujacych
w (300) sa nastepujace:

W modelu (Z):

(i) dla przejs¢ wewnatrzpasmowych mamy:
(a) dla funkeji D?,,(€)* otrzymujemy rozktad na dwie reprezen-
tacje: dwuwymiarowa E oraz tréjwymiarows 75,
(b) funkcja D2, (€2)* nalezy do jednej z reprezentacji trojwymia-
rowa, 15,
(c) funkcja D2)(Q)* nalezy do reprezentacji dwuwymiarowej F,
(ii) dla przejsé miedzypasmowych i funkcji D! ,(Q)*, dla u, ' =

ey
0,+£1, mamy tylko jedna reprezentacje trojwymiarowa 7.

W modelu (R):

(i) dla przej$é wewnatrzpasmowych mamy:
(a) dla funkcji D7, ,(Q)* otrzymujemy rozklad na trzy reprezen-
tacje: dwuwymiarowa E oraz dwie jednowymiarowe A;, By,
(b) funkcja D7, (€)* nalezy do jednej z reprezentacji jednowy-
miarowej By oraz dwuwymiarowej £,
(c) funkcja D2,(€)* nalezy do dwoch reprezentacji jednowymia-
rowych Ay, By,

(ii) dla przejs¢ miedzypasmowych mamy:

(a) dla funkcji Dj,(€)* mamy rozklad na reprezentacje jedno-
wymiarows As oraz dwuwymiarows F,

(b) dla funkcji D}LO(Q)* mamy rozklad na reprezentacje dwuwy-
miarowa F.

W dalszej czesci przedstawiona jest analiza elementow macierzowych uzy-
tych do obliczen zredukowanego prawdopodobienistwa B(FE1) i B(E2). Jak
zostalo to wczedniej wspomniane, bedzie sie ona opiera¢ na wtasnosciach
algebraicznych operatorow multipolowych. Celem jest okreslenie regut wy-
boru dla przejéé elektromagnetycznych bez wyliczania wartosci zredukowa-
nego prawdopodobienstwa.

Przej$¢ wzbronionych moze by¢ o wiele wiecej niz te, ktére zostaly zna-
lezione na podstawie iloczynéw Kroneckera dla reprezentacji. Stany takie
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pojawily sie zaréwno dla grupy O jaki dla Dy, ale sa tutaj pomijane. Dla
nich zerowanie sie B(E1) i B(E2) wynika z sumowania sie elementéw macie-
rzowych i ciezko jest przewidzie¢ ich pojawienie sie.

Jesli wiadomo z danych eksperymentalnych, ze zredukowane prawdopo-
dobienstwa sa rozne od zera, wowczas korzystajac z tej metody mozna szybko
wyeliminowac stany, ktére daja przejscia wzbronione. W przypadku, gdy wia-
domo jakie przejécia sa wzbronione i sg charakterystyczne dla danego jadra
atomowego, wowczas mozna szuka¢ takich stanéw dla ktorych nie zachodzi
(182).

Korzystajac z informacji przedstawionych we weze$niejszym podrozdziale
mozna okresli¢, ktore stany trzeba bra¢ pod uwage podczas budowy schema-
tow opisujacych pasma energetyczne jadra atomowego. W naszym przypadku
proba odtworzenia tych pasm dotyczy 1°°Gd, dla ktorego wiadomo, ze dla
najnizszych stanéw pasm energetycznych o momencie pedu i parzystosci:
0%, 2%, 4% oraz 37, 57, 27, 47, wartosci B(E1) i B(E2) sa niezerowe.

6.3.1 Miedzypasmowe przejscia dipolowe

W zaleznosci od wyboru modelu oraz korzystajac ze wzoru (308) otrzymu-
jemy nastepujace postacie elementéw macierzowych:

lab

Dla modelu (Z) posta¢ elementu macierzowego operatora w ukladzie

wewnetrznym jest nastepujaca:

(WQ4 )y =3 (WD () Q)

:Z/IJ,/— < mb2| 2#2’wvzb2>{< vzb3| 3u3‘wvzb3>+< vzb3|a3u3|¢mb3>}
X (REM|(Dy () )r, | REY). (321)

Korzystajac z tabel przedstawiajacych mozliwe stany dla modelu (Z)%
oraz z postaci elementéw macierzowych (321), znajdujemy trzy roz-
laczne sytuacje pojawienia sie przejécia wzbronionego. Jest to przypa-
dek, gdy zeruje sie jedna z trzech czedci:

(a) Element macierzowy opisany przez zmienne kwadrupolowe:

< mb2| 2u2|¢mb2> 0 (322)

W tym przypadku kwadrupolowe funkcje bazowe dla poczatko-
wych stanéw z pasma oktupolowego 37, 5~ i 4™ naleza do jednej

6Ze wzgledu, na to ze mamy dwa modele o zmiennych zespolonych przedstawiona ana-
liza jest przeprowadzona dla przypadku zawierajacego wigksza liczbe mozliwych stanow.
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z reprezentacji A;, As, E. Iloczyn Kroneckera reprezentacji Aj,
Ag 1 F oraz dwuwymiarowej reprezentacji E rozklada sie naste-

pujaco, [9, 10]:
A x E=E, (323)
Ayx E=E, (324)

Zatem w zalezno$ci od wyboru stanu 47 otrzymujemy:

Dla A;A;A; element macierzowy (322) moze by¢ roézny od zera,
gdy iloczyn Kroneckera I'y x E zawiera Iy = A;". Dotyczy to
jedynie przypadku (325), czyli gdy kwadrupolowa funkcja ba-
zowa stanu poczatkowego nalezy do reprezentacji E. Zatem
wzbronione sa przejscia B(E1: 5~ — 4%), B(E1: 37 — 47) i
B(E1: 4= — 4™), gdy stany 57, 37, 4~ zbudowane sg z kwa-
drupolowej funkcji bazowej nie nalezacej do dwuwymiarowej
reprezentacji F, tj.:

57 ATV, AVTLSTS, AT, ASTYTY,
37 A1A Ay, AT, AV, AT, ATHTh,
4™ AlTlTl, AlTQTQ, A2A2A1, AQTlTQ, AQTQTl. (326)

W powyzszym zapisie stan6éw, niezaleznie od oznaczen uzy-
tych dla iloczynéw Kroneckera wystepujacych w omawianych
elementach macierzowych, interesuje nas tylko informacja do
jakich nieprzywiedlnych reprezentacji naleza poszczegolne funk-
cje bazowe, tzn. I'1'5I's oznacza, ze kwadrupolowa funkcja ba-
zowe nalezy do reprezentacji I'y, oktupolowa funkcja bazowa
do I'y a rotacyjna do I's. Podany sposob oznaczania stanéw
jest wykorzystywany w dalszej czesci pracy.

Dla EAE element macierzowy (322), dla kazdego z mozliwych
stanéw moze mie¢ wartosé rézna od zera. Wynika to z tego,
ze reprezentacja E opisujaca czes¢ kwadrupolows stanu kon-

cowego 47 wystepuje w kazdym rozkladzie iloczynéw Kronec-
kera (323)-(325).
Dla przejs¢ B(E1: 3= — 2%) oraz B(E1: 2= — 27) kazdy wybor
stanu poczatkowego i koncowego moze da¢ niezerowe elementy
macierzowe (322).

"Metoda otrzymania regul wyboru przedstawiona jest w rozdziale 5.
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(b) Drugi element macierzowy przedstawiony w (321) opisany jest
przez zmienne oktupolowe:

/F/ /Fl
<¢vi§3|ag/113|wzl:i2b3> + <wvi§3|a§i3 |w512l;3> = 0 (327)

W tej sytuacji, aby zalez¢ przejscia wzbronione dla operatora di-
polowego w czesci oktupolowej, trzeba rozwazy¢ dwie reprezenta-
cje Ty i Ts. Poniewaz operator sktada sie z sumy dwoch elemen-
tow, zatem ta czedé zeruje sie, gdy oba sktadniki majg wartosé
zero. Jedynymi stanami dla ktorych nie ma przejscia B(FE1) sa:
dla 57: EAQE, 37 A1A2A2 oraz dla 47 A2A2A1, EAQE Jest
to zwigzane, tak samo jak dla czesci kwadrupolowej, z iloczynem
Kroneckera T; x Ay = T5 oraz Th x Ay = 17, ktory nie zawiera
reprezentacji I, = Ay, do ktorej nalezy funkcja oktupolowa stanu
4+, 9, 10].

Dla pozostalych wyborow stanéw poczatkowych oktupolowa funk-
cja bazowa nalezy do reprezentacji 177 lub T5. W iloczynie Kro-
neckera z reprezentacjami opisujacymi elementy macierzowe (327)
zawierajg one reprezentacje A; tylko dla jednego z dwoch elemen-
tow macierzowych (327). W przypadku, gdy mamy tylko pierwszy
sktadnik (327) wowczas jest on niezerowy dla stanu poczatkowego
nalezacego do reprezentacji 711, a gdy mamy tylko drugi element
macierzowy dotyczy to stanu poczatkowego nalezacego do repre-
zentacji Ty, [9, 10]:

TivxTy=A+E+T,+ 1T, (
Ty xTy=Ay +E+T, + T, (
Ty xTy = A+ E+ T + 15, (330
ToxTo=A +E+ T, + Ts. (

Wryniki przedstawione dla czeéci oktupolowej elementéw macie-
rzowych dotyczg kazdego wyboru stanu 47. W obu przypadkach
oktupolowa funkcja bazowa nalezy do tej samej reprezentacji ska-
larnej A;.

Dla przejs¢ B(F1: 37 — 27) jest identyczna sytuacja jak dla
B(E1:3= —4%), gdy 47: FAE.

W przypadku przejscia B(E1: 2= — 27) przejscie wzbronione jest
dla stanu 27 : FAFE.

(c) Element macierzowy opisany przez zmienne rotacyjne:

(R ™ (D), (), |REY) = 0. (332)
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Poniewaz kazda sprzezona funkcja Wignera Dli () o =
0, =1 nalezy do reprezentacji trojwymiarowej 77, zatem nasza ana-
liza sprowadza sie jedynie do nastepujacych iloczynéw Kroneckera,

[9, 10]:

Ty x Ay =T, (333)

Ty x Ay =T, (334)

Ty x E=T, + T, (335)
T'xTi=A+E+T + T, (336)
Ty xTy=Ay+ E+T)+Ts. (337)

Korzystajac z (333)-(337) mozemu otrzymac nastepujace przejscia
wzbronione:

- dla stanu 47: A1 A4, A;:

— B(E1: 57 — 47) moze mie¢ wartos¢ rowna zero, dla sta-
néw poczatkowych:

5 . AlTQTQ, A2T1T27 EA2E7 ETlTQ, ETQTQ, (338)

— B(E1: 37 — 47) moze mie¢ wartos¢ rowna zero, gdy sta-
nami poczatkowymi sa:

37 AlAQAQ, AlTQTQ, AQTlTQ, ETlTQ, ETQTQ,(339)

— podobnie B(E1: 4= — 4%) moze mie¢ warto$¢ rowna
zero, dla 4~ postaci:

470 AAA,, AVIYT,, AT, EAE, ETVI,, ETYT,
(340)

- dla stanu 47: FAE:

— B(E1: 57 — 47) moze mie¢ wartos¢ rowna zero, gdy:
5= : EAE, (341)
— B(E1: 37 — 47) moze mie¢ wartos¢ rowna zero, gdy:
37 A Ay Ay, (342)

— B(E1: 4 — 4%) moze mie¢ warto$¢ rowna zero w przy-
padku, gdy:

47 . A2A2A1, EAQE (343)
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- dla stanu 41: A{A1 A, EAE:
— dla B(E1 : 37 — 27%) jedynym przejsciem wzbronionym
jest przypadek, gdy 37 : A;A5As,.
— dla B(E1: 2~ — 27%) réwniez mamy tylko jedno przejscie
wzbronione dla 27 : FAE

Jak wida¢, w przypadku, gdy stanem koncowym jest 47: EAE otrzy-
mujemy mniej przej$¢ wzbronionych niz dla 4%: A; A A;. Zatem wiek-
sza liczba schematow, ktore moglyby opisa¢ jadro atomowe majace nie-
zerowe przejscia miedzypasmowe odpowiada wyborowi stanu 4™ : EA, E.

Dla modelu (R) elementy macierzowe Q' ", wehodzace w sklad zredukowa-

nego prawdopodobienstwa przejsé mozna roztozy¢ na nastepujace sumy
dla dowolnego pu:

(i) dla p/ = +£1:
< mb2¢mb3|Q1ﬂclwmb2 mb3>< J/M/"D,u:lzl( )*|Rgé\/[>
— {(nimalod, Vi) + (Wialadn, [WEhs) b
X (¢ mb3’043u3|¢mb3> (344)
><{<R};"M’I(D;ﬂ(9)*)A2|Rr3> (R M (D) (2 )*)EIR%3M>},
(i) dla @/ =0:
< vzbZ¢vzb3|Q10|wmb2 vzb3><RF;]lM/|D ( >*|Ri“7;{,\/[>
— { (il od, [WEha) + (Wrialodt, 105 }
X (Uil 0, [ e) (R (DL (@) s REM). (345)

Czes¢ rotacyjna bedzie zerowaé¢ B(F1), gdy wszystkie sktadowe sumy
po 1 beda mialy wartosé zero.

Korzystajac z iloczynéw Kroneckera, [9, 10]:

A x Ay = Ay, (346)
A, x B, = By, (347)
Ay x E=E, (348)
By x By = Ay, (349)
ExA =E (350)
Ex B, =E, (351)
EXE=A + Ay + By + B, (352)
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oraz z tabel przedstawiajacych mozliwe stany dla modelu (R) widac,
ze kazdy z elementéw macierzowych moze mie¢ wartos¢ r6zna od zera.
Jedynym wyjatkiem jest <R’F§7'M/ [(D}11()*) 4| R ). Dla tego elementu
macierzowego z (348) otrzymujemy, ze koricowa funkcja bazowa w czesci
rotacyjnej powinna naleze¢ do reprezentacji dwuwymiarowej £. W na-
szym przypadku w przejsciach miedzypasmowych pomiedzy pasmami
oktupolowymi i kwadrupolowymi mamy w stanie konicowym reprezen-
tacje jednowymiarowe. Zatem ten element macierzowy bedzie mial war-
tos¢ réwnag zero. Poniewaz oprocz niego istnieje jeszcze jeden czlon,
ktory moze mie¢ wartosci rozne od zera, zatem nie powoduje on zero-
wania si¢ calosci wyrazenia (345).

Poniewaz kazdy ze sktadnikow sumy potrzebnej do wyliczenia B(FE1)
w czesci rotacyjnej moze mie¢ wartosci rézne od zera, zatem nie wyste-
puja miedzypasmowe przejscia wzbronione wynikajace z przynaleznosci
sprzezonych funkcji Wignera do reprezentacji nieprzywiedlnych.

Oczywiscie B(E1) moze uzyska¢ wartos¢ zero z wiecej niz jednej czesci
opisujacej ruch kolektywny.

Schematy pasm energetycznych posiadajace niezerowe warto-
§ci B(E1). Korzystajac z wezesniejszych rozwazan mozna utworzyé na-
stepujace modele pasm energetycznych, dla ktérych wartosci przejsé moga
mie¢ niezerowe wartosci zredukowanych prawdopodobienstw przejé¢ miedzy-
pasmowych B(F1). Caly czas trzeba pamietac, ze sa to jedynie schematy,
ktore zostaly wybrane korzystajac tylko z wlasnosci algebraicznych stanow.
Otrzymane wyniki moga dotyczy¢ dowolnych funkeji bazowych, pod warun-
kiem, ze naleza do odpowiednich reprezentacji grup wewnetrznych O lub
D4;y.

Dla modelu (Z) z grupa symetryzacji O, mamy dwa zbiory schematow
pasm energetycznych, podzielonych wzgledem budowy pasma kwadru-
polowego:

(i) pierwszy zbior schematoéw posiada stany:

(a) pasmo kwadrupolowe

4+§ A1A1A1,
2t EAE, (353)
O+I A1A1A1,
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(b) pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pedu:
3_, 57 ETlTl, ETQTl, (354>
(c) pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu:

27 AlTQTQ, AQTlTQ, ETlTQ, ET2T2
A~: ET\Ty, ETSTy, (355)

(ii) drugi zbior schematéw ma postac:

(a) pasmo kwadrupolowe

4+: EAE,
2+ EAE, (356)
O+ : A1A1A17

(b) pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pedu:

5 AATVTh, AVToTo, AsTiTy, ASToTh,
ET\T\, ET\Ty, ET,T\, ETyTs,
37 AT, AToTs, AT Ty, ASToT,
ET\T,, ET\Ty, ET,T\, ETyTs,

(357)
(c) pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu:
27 AlTQTQ, AQTlTQ, ETlTQ, ET5T,
47 AT, AVTRT:, AT, ASTLTh,
ETTy, E'T'T,, ETT, ET5Ts.
(358)

Dla modelu (R) nie ma wzbronionych przej$¢ miedzypasmowych wynika-
jacych z budowy algebraicznej stanéw. Schematy pasm energetycznych
jakie mozna utworzy¢ w tym przypadku z nastepujacych stanéow:

(i) pasmo kwadrupolowe:

4+: A1A1A17 BlAlBl7
2+Z A1A1A1, BlAlBl, (359)
0+Z A1A1A1>
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(ii) pasmo oktupolowe o nieparzystym momencie pedu:

57 AlEE, BlEE7
-. A\FE, B,EE. (360)
(361)

(iii) pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu:

- A\EE, B,EE, (362)
4~ A,EE, B,EE. (363)

6.3.2 Wewnatrzpasmowe przejScia kwadrupolowe

W tej czesci przedstawione sa wyniki dotyczace wzbronionych wewnatrzpa-
smowych przej$s¢ B(E2). Dalsze obliczenia dotycza schematow otrzymanych
we wezesniejszym podrozdziale, gdzie wartosci B(F1) moga by¢ niezerowe.
Oczywiscie mozna te obliczenia rozszerzy¢ na wszystkie mozliwe stany, ktore
zostaly otrzymane dla dwoch grup symetryzacji O i 54;y. W naszym przy-
padku, ze wzgledu na nasz cel, czyli probe odtworzenia wartosci ekspery-
mentalnych B(FE1) i B(E2) dla *°Gd, rozwazanie wszystkich stanow nie jest
potrzebne. Z danych otrzymanych z [5] i [6] wynika, Ze interesuja nas jedynie
stany opisujace poszczegolne pasma, dla ktorych zredukowane prawdopodo-
bienstwo przejs¢ miedzypasmowych jest rézne od zera.

Podobnie jak dla B(E1), beda wykorzystane odpowiednie iloczyny Kro-
neckera, w ktorych wystepuje nieprzywiedlna reprezentacja, do ktoérej nalezy
operator QQM, pw=0,£1,£2.

Ogolna postaé¢ elementow macierzowych dla operatora kwadrupolowego
Ql“b jest nastepujaca:

(/| Q5b ) =
Zi’:72{<w;§l§2’Q |wmb2>< mb3’wmb3> < vsz‘wmb2>< mbPJQ ‘wmb3>}
<(RYM|D; L ()| REY. (364)

Analogicznie jak dla przej$¢ miedzypasmowych, zostaly rozwazone osobno
trzy czesci opisujace otrzymane elementy macierzowe w zaleznosci od rodzaju
zmiennych wewnetrznych.

W modelu o zmiennych zespolonych (Z) mamy nastepujacy rozktad
sktadowych operatora kwadrupolowego na reprezentacje grupy O:
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(a) dla Qg mamy:

Q20 = Q™ + Q™ (365)

(b) dla Qoo
Qoo = inkzw + Qfﬁk + Q5" (366)

(c) dla Qgili
Qa1 = QzA7". (367)

W omawianym modelu mamy dwa zbiory schematéw wynikajace z postaci
stanu 41: AjA1A;, EAE. Do dalszych obliczen beda potrzebne nastepujace
iloczyny Kroneckera, |2, 9, 10]:

Ay x E=E, (368)

Ay x E=FE, (369)
ExE=A+A+F, (370)
T\ x E=T, + Ty, (371)

Ty x E =T, + Ty, (372)

Ay X Ty =Ty, (373)

Ty xTy=A+ E+T + T, (374)
Ty xTy=A +E+T +Ts. (375)
(376)

W ten spos6b otrzymujemy:

m/’ A
Dla elementu macierzowego <¢V1;g2|Q§#kW|¢‘l:ilbz) oraz

- pasma kwadrupolowego o konicowym stanie majgcym moment pedu
47 iloczyn Kroneckera I'y x E zawiera I'}. Zatem moze on mie¢
niezerowe wartosci dla dowolnych reprezentacji I'y, I'} uzyskanych
dla tego modelu;

- pasma oktupolowego o nieparzystym momencie pedu i dla sche-
matéw posiadajgcych stan:

47: EALE - wartosci ich mogg by¢ rozne od zera,

4"7: AJA A, - nie wszystkie elementy macierzowe moga mie¢
warto$ci rozne od zera. Dla nich mamy nastepujace stany po-
czatkowe zerujace element macierzowy:

571 AV, AVTYTs, AT, AT,
37 AV, AVTRTh, AT, ASTLTh;
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- pasma oktupolowego o parzystym momencie pedu i dla sche-
matow majacych stany koncowe:

47: A{A A, - warto$ci elementow macierzowych moga by¢ rézne
od zera,

4" : EALE - z iloczynu Kroneckera wynika, ze kazdy wybor stanu
poczatkowego daje rozktad na reprezentacje zawierajacy I].
Zatem w tym przypadku elementy macierzowe moga mieé
wartosci rézne od zera.

Dla elementéw macierzowych <¢;€;§3|Q§#"kw£§b3> i (w;l:é3|(:2r2rj °k|¢\1:i2b3)

oraz

- pasma kwadrupolowego - w kazdym przypadku mamy w stanie
poczatkowym i koncowym reprezentacje A;, co oznacza, ze ele-
menty macierzowe maja warto$¢ rowna zero. Wynika to z repre-
zentacji otrzymanych z iloczynu Kroneckera, ktory sktada sie je-
dynie z E i Ty;

- pasm oktupolowych - zaréwno gdy czes¢ oktupolowa operatora
(02, nalezy do reprezentacji £ jak i T5 iloczyn Kroneckera zawiera
[y, Zatem suma ich moze mie¢ niezerowa wartosc.

Dla elementu macierzowego <R%;M']Diu,(ﬂ)*\R%1;/I) oraz

- pasma kwadrupolowego - warto$¢ niezerowa mozna otrzymaé¢ w
przypadku, gdy DZM,(Q)* nalezy do reprezentacji E. Zatem je-
dyna mozliwoscia, gdy otrzymujemy zero jest gdy p/ = £1. Dla
pozostatych i/ # +1 funkcje sprzezone Wignera rozkladaja sie na
reprezentacje E lub/i Tb;

- pasm oktupolowych - cze$é rotacyjna, dla kazdego wyboru sta-
néw, moze da¢ warto$é niezerowa.

Zgodnie ze wzorem (364) przejscie wzbronione otrzymamy, gdy wszystkie
elementy macierzowe dotyczace ruchu wibracyjnego lub rotacyjnego zeruja
sie. Oczywiscie moze by¢ sytuacja, ze zaréwno obie czedci jednocze$nie beda
mialy wartosci zerowe. W naszym przypadku dla grupy wewnetrznej O otrzy-
malismy, ze dla pasma kwadrupolowego jedynym wktadem niezerowym do
zredukowanego prawdopodobienstwa przejscia wewnatrzpasmowego sa ele-
menty macierzowe dla kwadrupolowych funkcji bazowych. Dla pasm oktupo-
lowych pojawiaja sie stany dla ktorych elementy macierzowe moga sie zero-
wad, jednak nie wplywa to na wystapienie przej$¢ wzbronionych. Zatem czesé
wibracyjna, pod wzgledem algebraicznym, nie daje przejs¢ wzbronionych.
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Czes¢ rotacyjna moze da¢ wartosci zerowe dla p/ = +1. Pozostale sktad-
niki sumy moga mie¢ wartosci rézne od zera.

Model o rzeczywistych zmiennych (R). Dla przej$¢ wewnatrzpasmo-
wych otrzymane zostaly nastepujace elementy macierzowe:

(W |Q5N) =
Zi/:—2< vzb2 mb3|Q2H ’wme v2b3>< J/M/|D ( ) ’R%é\/]> (377)

Powyzsza sume mozemy rozbié¢ na poszczegélne cztony, wowczas:

(i) dla g/ = £2 i dowolnego u otrzymujemy:

< mb2 mb3‘Q2i2’wme mb3>< J,M/’Duﬂ( )*‘RJM>
- {wmaﬂ@ﬁ;’“wwmm> (ool QFL [WEha) } (Uil i)
(WUl (Vo QAL 10T30) + (s | QT 10Ts) }
xR M N(D2 o)) s[RI + (R ™M (D25 (9)") 5, | REM)

(R M (D2 () REY) | (378)

Powyzsze wyrazenie w kwadrupolowej czesci wibracyjnej posiada jeden
element macierzowy mogacy by¢ rézny od zera. Dla oktupolowej czesci
wibracyjnej dla pasma kwadrupolowego mamy identyczna sytuacje jak
dla zmiennych kwadrupolowych.

Dla pasm oktupolowych oba elementy macierzowe moga by¢ rézne od
zera, co wynika z iloczynu Kroneckera jednowymiarowych reprezenta-
cji Ay i By z dwuwymiarowa FE, ktory daje zawsze reprezentacje E
odpowiadajacy stanowi koncowemu.

W czedcei rotacyjnej dla pasma kwadrupolowego tylko jeden element ma-
cierzowy z (R ™' |( D 1o ()") ay |REY ), (Rp/ ™ (D 15(2)") , | REY) mozze
mie¢ wartos¢é rézna od zera. Dla (Rrg/M/\(DZﬁ( ) ) e|REM) zawsze
otrzymamy zero.

W przypadku pasm oktupolowych kazdy z trzech elementéw macierzo-
wych moze mie¢ warto$¢ rézna od zera. Zatem element macierzowy
(378) moze by¢ rozny od zera z powodu wystepujacych w nim symetrii.
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(i)

(iii)

Dla p/ = 41 i dowolnego p mamy

< vsz vzb3|Q2:|:1|,l7Z)fuzb2 vzb3>< J/Ml|Du:|:1( >*|R%ﬁw>

= < Uzb2’wmb2><wvi§3|Q2B:i;10k‘wmb3>
xR M N(D2 0 (Q)) el RET) + (R ™ (D24, ()7 6 RE) .
(379)

Pomijajac cze$¢ kwadrupolowa, ktora zalezy od ortogonalnosci funkceji
poczatkowej i koricowej mamy, ze (379) zeruje sie dla pasma kwadrupo-
lowego, w ktorym oktupolowy stan koncowy nalezy do A; (z iloczynu
Kroneckera mamy By X Ay = By oraz By X By = Ay). Zatem element
macierzowy (379) nie daje wktadu do zredukowanego prawdopodobien-
stwa przejs¢ wewnatrzpasmowych.

Dla pasm oktupolowych mamy B, x £ = E, wiec mozna otrzymac nie-
zerowe wartosci dla tego elementu macierzowego. Zatem dla nieorto-
gonalnych kwadrupolowych funkcji bazowych, moze mie¢ on niezerowy
wktad do wartosci B(FE2).

Dla czedci rotacyjnej sytuacja jest analogiczna jak dla pasma kwadru-
polowego. W przypadku pasma kwadrupolowego oba elementy macie-
rzowe daja zerowe wartosci. Dla pasm oktupolowych niezerowy moze
by¢ jedynie element macierzowy (R%gJ/M/|(Dui1( )*) B | REY). Drugi
czton (R} J'M/|(Diil(Q)*)E]R{é”> daje zero, ze wzgledu na rozklad ilo-
czynu Kroneckera dwoch reprezentacji dwuwymiarowych E dajacy re-
prezentacje jednowymiarowa.

Dla y/ = 0 i dowolnego p otrzymujemy:

(Uit Qaolt ot ) (B M | D20 ()7 | REM)
— {0l Qi WSha) + (V| QR F W)
(Wl Qi M 6R) + (ol QR ) |
xR N(D20( Q)" ) [ RE) + (R ™ | (D2(92)) | REY) |
(380)

Dla elementu macierzowego (380) w czesci wibracyjnej sytuacja jest
identyczna jak dla (378).

W padmie kwadrupolowym dla czesci rotacyjnej tylko jeden z elemen-
tow macierzowych bedzie mogt mie¢ wartosé rézna od zera.
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W przypadku pasm oktupolowych cala czesé rotacyjna moze mieé¢ war-
tos¢ niezerowa.

Zatem wyrazenie (380) moze daé¢ niezerowy wktad do B(E2).

Biorac sume (378)-(380) wida¢, ze dla tego modelu nie mozna otrzymac
przej$¢ wzbronionych wynikajacych jedynie z wtasnosci algebraicznych funk-
¢ji bazowych stanu poczatkowego i koricowego.

W dalszej czesci tego rozdziatu beda przedstawione modele, ktore dosé
dobrze odtwarzaja wartosci eksperymentalne pochodzace z [5] (*) oraz z [6]

(°):

| L | I; | B(E2:; »I) W | L | I; | BEL:[; - I;) W |

2+ [ 0F 187(5) © 3727 0.98x103(21) “
a2t 263(5) 3747|077 x 1073(16) °
5~ | 3~ 293780, © 5[4t | 0.85x 10370 @
4= | 2- 724750 27 [ 2] <078x107% "

4= 4t ] 15x10400 0

Tablica 10: Wartosci eksperymentalne dla %¢Gd. Przedstawione wartosci po-
chodza z [5] (%) oraz z [6] ().

6.4 Schematy przejsé £2 i E1 w modelu kolektywnym o
zmiennych zespolonych

W tym podrozdziale przedstawione sa wyniki otrzymane dla kolektywnego
modelu o zmiennych zespolonych, dla ktérego grupa symetryzacji jest O.

Model ten byl pierwsza proba opisania danych eksperymentalnych z [5]
wykorzystujac jedynie wtasnosci algebraiczne stanéw. Wybor deformacji sta-
tycznych wchodzacych w sktad funkeji opisujacych stany jest identyczny jak
w modelu opisanym w [70]. Ze wzgledu na miejsce wystepowania niezero-
wych deformacji statycznych dug, dag, 45y mozna wyrézni¢ dwa modele dla
ktorych:

(i) w pasmie kwadrupolowym wystepuja dug, (e, a w pasmie oktupolo-
wym &g27

(ii) w pasmie kwadrupolowym mamy csg, (99, natomiast w pasmie oktu-
o o o ,/
polowym &vag, (raa, 0.
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Dla pierwszego modelu zostaty jedynie rozwazone dwa pasma: kwadrupolowe
i oktupolowe o nieparzystym momencie pedu. Trzecie pasmo, oktupolowe o
parzystym momencie pedu, zostalo pominiete ze wzgledu na brak potrzeb-
nych wartosci eksperymentalnych podczas wykonywania obliczen. Ze wzgledu
na brak danych dotyczacych stanéw 27 i 4~ nie bylo mozna okresli¢, ktory
wybor stanéw dla tego pasma bytby dobry.

W celu polepszenia otrzymywanych wynikow, tak aby jak najlepiej odtwa-
rzaly dane eksperymentalne [5], zostal skonstruowany drugi model o zmien-
nych zespolonych. W trakcie jego konstrukeji zostaty juz uwzglednione wy-
niki eksperymentalne uzyskane dla stanéw opisujacych pasmo oktupolowe o
parzystym momencie pedu w jadrze '%¢Gd, [6].

Ze wzgledu na to, ze drugi model lepiej odtwarza przejécia elektroma-
gnetyczne w jadrze 1°°Gd, konstrukcja trzeciego pasma w pierwszym modelu
o zmiennych zespolonych zostata pominieta. Mimo to pierwszy model byt
wazny wskazujac droge rozbudowy pasm.

Kazdy z wymienionych modeli zostal uzyskany w nastepujacych krokach:

(1) Korzystajac z programow, ktore napisatam w Mathematice zostaty zna-
lezione postacie funkcji bazowych oraz operatoréw kwadrupolowego i
dipolowego.

(2) Otrzymatam wszystkie mozliwe postacie schematow pasm uwzglednia-
jace wlasnosci algebraiczne stanéw, dla ktérych moga istnie¢ niezerowe
wartosci B(E1) i B(E2).

(3) Zostaly znalezione parametry opisujace stany oraz wybrane z otrzyma-
nych schematow te, ktore odtwarzaja dane eksperymentalne.

(4) Zostaty obliczone przejscia miedzypasmowe dla wszystkich mozliwych
schematow i wybrane te, ktore najlepiej odtwarzaja wartosci B(E2)
i B(F1) dla pasma kwadrupolowego i oktupolowego o nieparzystym
momencie pedu.

(5) W przypadku drugiego modelu o zmiennych zespolonych obliczytam
wartosci B(E1) i B(E2) dla oktupolowego pasma o parzystym momen-
cie pedu, a nastepnie wybratam z otrzymanych mozliwosci najbardziej
zblizone do wynikow eksperymentalnych [6].

W dalszej czesci tego rozdziatu przedstawione sg szczegdtowe opisy skon-
struowanych modeli.
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6.4.1 Model z niezerowymi deformacjami statycznymi w pas$mie
kwadrupolowym ds, G2 i W pasmie oktupolowym &4,

Nastepujacy wybor niezerowych deformacji statycznych w pasmie kwadru-
polowym: s, Gog 1 w pasmie oktupolowym &5, powoduje, ze czesé funkceji
automatycznie przynalezy do okreslonej reprezentacp grupy symetryzacji O
(tabela 7). Poniewaz zakladamy, ze stany w czesSci oktupolowej dla pasma
kwadrupolowego sa zerofononowe i jedynymi deformacjami statycznymi sa
Gia0, oz, Wiec oktupolowe funkcje bazowe 1.2 ({3, }) naleza do reprezenta-
cji symetrycznej I'ys = Aj.

Dla pasma oktupolowego, funkcje opisujace cze$¢ kwadrupolowa sg ze-
rofononowe i nie posiadajg deformacji statycznych, zatem rowniez naleza
do reprezentacji A;. Czes¢ oktupolowa, dla tego pasma, jest jednofononowa
i posiada statyczna deformacje tetraedralna &3,, co nie powoduje zadnych

ograniczen nalozonych na reprezentacje do ktérych moga one nalezeé. Za-
tem rozwazane w dalszej czesci stany maja ogdlng postaé przedstawiona na
rysunku 11.

Ay J=5M

wvzb 2 'vzb 3R ’
=5M

wvzb Zd}vzb 3 T2

5

Al J=4M
¢'uzb 21/)'0717 3R

J=3M
wvlb 2¢vzb 3R Ty ?

J=3M
’lpvzb 2¢'vzb SR To

3-

Al J=2M
wvzb 2¢vzb 3R

=0M
w'uzb 2¢vzb 3 A1

ot

Rysunek 11: Schemat pasm energetycznych cz.1

Schemat przedstawiony na rysunku 11 posiada wszystkie niezerowe przej-
$cia miedzypasmowe, co wynika z wezesniejszych rozwazan dotyczacych B(E1).
Uwzgledniajac istnienie dwoch réwnowaznych reprezentacji 77 w czesci ro-
tacyjnej dla J = 5 mamy tacznie 6 mozliwych schematéw. Do obliczen po-
trzebne byly nastepujgce parametry: wszystkie deformacje statyczne dag, ciaa,
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(45, parametry oscylatora 7, i 13, promien jadra atomowego ry wystepujacy
we wzorze na B(E1), B(E2) oraz liczby AiZ. Parametry te, poza kwadrupo-
lowymi deformacjami statycznymi, zostaly dopasowane przy wykorzystaniu
specjalnie napisanych programéw w Fortranie. Szczegdtowy opis poszczegdl-
nych etapow przedstawiony jest w rozdziale 6.1.

Istotnym parametrem, opisujacym wszystkie modele zaréwno o zmien-
nych zespolonych jak i rzeczywistych jest ny = 4/ %, ktory okresla od-
wrotnos¢ szerokosci potencjatu wystepujacego w zmiennych kwadrupolowych
A = 21 oktupolowych A = 3.

Jak wczesniej zostalo wspomniane znalezienie najlepszych schematéow do
opisu %6Gd polegalo na zastosowaniu metody najmniejszych kwadratow dla
roznicy wartosci przejs¢ opisanych przez funkcje uzyskane z moich programow
oraz wartosci z [5], przy uzyciu powyzszych parametrow. Korzystajac z [76]
przyjeto, ze deformacje statyczne maja wartosci s = 1072 i o9 = 0,34. Przy
takich zalozeniach najlepiej odtwarzajacym wyniki eksperymentalne [5] jest
schemat pasm przedstawiony na rysunku 12.

_ Ay T J=5M
5 Yyip2Wuin s Ry,
B(E1)=7,6x10"* W.u

E A1 pJ=4M
vin2 Vi3 R 4+

B(E2)=351,667 W.u
B(E1)=9,6X10"% W.u

B(E2)=267,25 W.u

_ A1 T pJ=3M
3 Yiv 2 Vv s Ry

B(E1)=1,7x10"3 W.u

E A1 pJ=2M
vib2Pvibs R 2+

B(E2)=152,623 W.u

A A1 pJ=0M
1/’m'b,2 m’b,SRAl 0t

Rysunek 12: Schemat pasm energetycznych cz.2

Powyzsze wyniki sg uzyskane dla parametrow:

e = 12,67; ns = 1,00;
&gg =0,15; ro = 1,41 fm. (381)

Mimo, ze schemat przedstawiony na rysunku 12 wraz z parametrami,
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ktore go opisuja jest najlepszym otrzymanym dopasowaniem do wartosci
eksperymentalnych, to niestety zadne wartosci przej$é miedzy i wewnatrz-
pasmowych nie zostaly doktadnie odtworzone.

Pojawito sie pytanie jakie wartosci B(E1) i B(E2) otrzymamy biorac
te same parametry do innych uzyskanych schematow. Obliczenia zostaly zro-
bione za pomoca napisanych programéw symbolicznych, ktére dawaty gotowa
posta¢ analityczna B(E1) i B(E2) dla dowolnych stanow. Okazato sie, ze ist-
nieja réwniez jeszcze dwa schematy pasm oktupolowych, ktore dos¢ dobrze
odtwarzaja wartosci eksperymentalne.

Pierwszym z nich jest model dla ktérego stany 5~ i 3~ maja odpowiednio
postaé: Pt Z;‘lb:aR%f\i i w2, RIM.W tym przypadku przejicia wewnatrz
pasma oktupolowego i miedzypasmowe maja wartosci:

B(E2: 5~ — 37) = 235,97 W,
B(E1: 3~ — 4%) = 0,96 x 1073 W,
B(E1: 3~ — 2+) = 0,53 x 1073 W.u,
B(E1: 5~ — 4%) = 0,38 x 1073 W.u. (382)

Jak wida¢ przejscie B(E2) ma warto$¢ zblizong do uzyskanej dla wezesniej-
szego schematu. Jedynie B(F1: 3~ — 27) rézni sie o jeden rzad wielkosci.

Dla kolejnego schematu wartos¢ B(E£2) w pasmie oktupolowym jest okoto
dwukrotnie mniejsza niz dla dwoch poprzednich przypadkéw. Schemat ten
sktada sie ze stanow: 5 : wfi},z 3123]%%% oraz 3~ : w;‘i}ﬂ ffbgR%y , dla ktorych
wartosci przejs¢ wynosza:

B(E2: 5~ — 37) = 168,55 W,
B(E1: 3~ — 4%) = 0,96 x 1073 W,
B(FE1:3~ = 2%) =053 x 1073 W.u,
B(E1: 5= — 4+) = 0,76 x 1073 W.u. (383)

W otrzymanych powyzej schematach kwadrupolowe funkcje bazowe opi-
sujace stany pasma oktupolowego oraz stan 01 powstaly z rzutowania funkcji
zerofononowej ug(agg — Qiag)ug (g — Grgz) na reprezentacje A;. Dla stanow
4% 27 pochodzg one z rzutu wyjsciowej funkcji jednofononowej wug(cgg —
&QO)Ul(azz - 5422)-

Otrzymane parametry z metody majmniejszych kwadratow réznig sie od
standardowych wartosci: promien jadrowy rqg = 1,4fm jest wiekszy od jego
typowej wartosci ro = 1,2 fm, poza tym warto$¢ n3 = 1 okresla duza szerokosé
potencjatu oktupolowego.
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6.4.2 Model z niezerowymi deformacjami statycznymi w pas$mie
kwadrupolowym &y, (22 i W pasmie oktupolowym dgg, Gaa, A

Model ten, w poréwnaniu z poprzednim, dopuszcza dodatkowo istnienie de-
formacji cwg, G W pasmie oktupolowym. Oznacza to, ze reprezentacja dla
funkcji w;lw(ago,om) jest dowolna, a zatem liczba mozliwych schematow,
ktore mogg by¢ brane pod uwage jest wieksza. Schematy, ktore posiadaja
niezerowe wartosci przej$¢ miedzy i wewnatrzpasmowych zostaly przedsta-
wione we wczesniejszym podrozdziale.

Podobnie jak wcze$niej, rowniez w tym przypadku zostaly wybrane funk-
cje oraz parametry dla ktérych mozna najlepiej odtworzyé wyniki ekspery-
mentalne. Schemat postepowania byt taki sam jak dla poprzedniego modelu.
Korzystajac z otrzymanych parametréow istnieja trzy rézne pasma oktupo-
lowe majace stany 5=, 37, ktore moga postuzy¢ do opisu 1*°Gd:

T T
( ) wvzb2 mlb?)RTl 1 ¢v1b2 vzlb3RT1 )
Ty RIM 4 — . A
( ) wme ’U’le3 T:1 137 wvii? vzb3 RTl )
cen — . A T . T JM
(Hl) 5 wm’;ﬁ mlb3RT1 1 wmb? vilb3RT1

Dla kazdego ze standéw czesé kwadrupolowa opisana jest przez zerofononowsa
funkcje bazowa. Dla otrzymanych mozliwosci opisu drugiego pasma widac, ze
zaréwno w czesci oktupolowej jak i rotacyjnej wektory bazowe nalezg tylko
do jednej reprezentacji trojwymiarowej 7. Dla stanu 5~ mimo, ze mamy do
wyboru dwie réwnowazne reprezentacje 77 w czesdci rotacyjnej tylko jedna z
nich wystepuje i jest to 77.;.

Dla reprezentacji opisujacej cze$é¢ oktupolowsa wzbudzenie pojawia sie
przy zmiennych agg oraz parami przy of,, iy 1 oy, o4s. Kazde z trzech
miejsc wystepowania wzbudzenia odpowiada doktadnie jednej funkcji bazo-
wej dla reprezentacji 77. Jak wida¢ nie ma wzbudzenia przy zmiennej a4,
oraz as,. Dla reprezentacji 7Tp zamiast funkcji jednofononowej zaleznej od
a3o pojawia si¢ wzbudzenie przy of,. Analogicznie jak dla T pozostale dwa
wektory bazowe opisujace niezmiennicza podprzestrzenn okreslona przez T,
posiadaja funkcje jednofononowe w zmiennych o4, a4y oraz oy, ais.

Ze wzgledu na to, ze czesé oktupolowa funkcji jest jednofononowa, wiec
funkcje zalezne od zmiennych kwadrupolowych g, 9o muszg byé¢ funk-
cjami zerofononowymi oscylatora harmonicznego, [79], zatem moga jedynie
pochodzié¢ z funkeji ug(n2, g — 5420)%(\/5772, (g9 — (ig2) Zrzutowanej na re-
prezentacje grupy O.

Ogolny wzor na funkcje oscylatora harmonicznego zostal rowniez przed-
stawiony w opisie funkeji (251) oraz w dodatkach B i C.
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Otrzymane pasmo kwadrupolowe opisane jest przez nastepujace stany:

+.  ,E Al pJM
4 'wvibQ vib3RE )
+.  ,E A1 pJM
2 -wmw vib3RE )

0% Qi i RAMY. (384)

W przypadku tego pasma opis standéw przez reprezentacje jest identyczny jak
dla modelu przedstawionego wczeéniej. W pasmie kwadrupolowym jedynym
stanem, w ktérym nie ma wzbudzen jest stan podstawowy 0, ktory pochodzi
z rzutu funkeji ug(n2, o — oo )uo(V/ 212, arga — érgo). Pozostale stany 27 i 4+
pochodza z funkcji uo(n2, a0 — 00420)U1(\/§7]27 Q99 — ().

Kazdy z trzech mozliwych opisow pasm zostal uzyskany dla nastepujacych
parametrow:

o = 12,67, N3 = 11,60,
Qo2 = 1077 Gpo = 0,34;

&, =0,15; ro =141 fm. (385)

Oprocz kwadrupolowych deformacji statycznych cog, oo pozostate zostaty
znalezione metoda najmniejszych kwadratow.

Poréwnujac wezesniejszy model nie posiadajacy kwadrupolowych defor-
macji statycznych w pasmie oktupolowym z obecnym otrzymujemy, ze do-
datkowe niezerowe deformacje daja wiecej mozliwosci opisu pasma oktupo-
lowego. Otrzymane dla nich wartosci B(F1) i B(E2) przedstawione sa na
rysunkach 13-15 jako schematy (1), (2) oraz (3).

Korzystajac z metody najmniejszych kwadratow zostaty policzone réznice
wartosci eksperymentalnych oraz teoretycznych B(E1) i B(FE2) uzyskanych
dla dwoch pierwszych pasm. Okazuje sie, ze najmniejsza wartosé x? uzyskuje
sie dla schematow, w ktorych stany kwadrupolowe J = 37 i J = 5~ naleza
do réznych reprezentacji grupy symetryzacji (schemat 2. i 3.). Gorszy wynik
otrzymuje sie dla schematu, gdzie zaréwno stan 37 i 57, w czedci kwadru-
polowej, opisany jest przez te sama reprezentacje dwuwymiarowa E (shemat
(1).

Dla dwoch pierwszych pasm otrzymane przejscia miedzypasmowe sa w
wiekszosci o jeden rzad wieksze niz wartosci eksperymentalne. Dla B(E1: 37 —
27) w schemacie (2) mamy réznice dwoch rzedow.

Do wybranych trzech schematéw zostaly dotaczone rowniez dwa dodat-
kowe stany 27, 47, ktoére tworza drugie oktupolowe pasmo o parzystosci
ujemnej. Zakladamy, ze stany go opisujace maja takie same parametry jak w
pasmie oktupolowym z nieparzystym momentem pedu. Zgodnie z idea grupy
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Rysunek 13: Schemat (1) pasm energetycznych

symetryzacji istnieja jedynie nastepujace funkcje o parzystosci ujemnej po-
siadajace moment pedu J = 2,4, dla ktérych przejscia miedzy i wewnatrz-
pasmowe maja wartos¢ rozng od zera:

4= ANV, AT, ATVTh, ASTHTY,
ET\T\, ET\T,, ET5T, ET5T5,
27 . ATy, AThVT,, ETVT,, ETT5. (386)

Korzystajac z napisanego programu zostaty policzone wszystkie mozliwe
wartosci B(E2: 4~ — 27) uzyskane dla stanéw (386). Dla parametrow s, 13,
Gig0, (og, Oy Uzyskanych w omawianym modelu okazalo sie, ze istnieje jedy-
nie 8 schematéw opisujacych drugie pasmo oktupolowe, dla ktorych wartosé
B(E2: 4= — 27) jest duza, tabela 11. Niestety poréwnujac otrzymane wy-
niki z danymi eksperymentalnymi okazuje sie, ze sa one jeszcze kilkukrotnie
mniejsze od przedstawionych w [6].

Dla pozostatych stanéw 27, 47, nie umieszczonych w tabeli 11, przejscia
B(E2) maja wartosci nie przekraczajace 5 W.u. Widaé¢ zatem, ze model ten
nie moze odtworzy¢ wartosci B(E2) w obrebie trzeciego pasma.

Dodatkowo zostaly rowniez obliczone wartosci B(E1: 4= — 47) i
B(E1: 27 — 2%). Wyniki otrzymane dla parametréow (385) opisujacych nie-
zerowe wartosci B(FE1) przedstawione sa w tabelach 12 i 13. Dla przejs¢ mie-
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Rysunek 14: Schemat (2) pasm energetycznych

dzypasmowych obliczona wartos¢ B(E1: 4~ — 47) jest w wiekszosci przy-
padkow o jeden rzad wieksza niz warto$é eksperymentalna, dla

B(E1: 27 — 27) otrzymaliSmy co najmniej dwa rzedy wieksze wartosci od
przedstawionych w [6].

W przypadku pasma kwadrupolowego i oktupolowego o nieparzystym mo-
mencie pedu udato sie dos¢ dobrze odtworzy¢ wyniki eksperymentalne |[5].
Uzyskane parametry sa zgodne z wielko$ciami obliczonymi mikroskopowo w
[80]. Jedynym wyjatkiem jest promieri jadrowy rq wystepujacy we wzorze
na zredukowane prawdopodobienistwa przej$¢. Promien ten rowniez byt wiel-
koscia, ktora byta dopasowywana w metodzie najmniejszych kwadratow jak
pozostate parametry. W przypadku, gdy chcielibysmy zachowaé¢ wartosci po-
zostalych parametrow, a przyja¢ wartosé¢ ro = 1,2fm, wowczas okazuje sie,
ze wartosci zredukowanych przejs¢ B(E2: 4= — 27) sa prawie dwukrotnie
mniejsze.

6.5 Schematy przejs¢ kwadrupolowych i dipolowych w
modelu kolektywnym o zmiennych rzeczywistych

W tej czesci pracy przedstawione sa wyniki otrzymane dla kolektywnego mo-
delu o zmiennych rzeczywistych, dla ktorego grupa symetryzacji jest Dy,.
Uzyskane schematy, podobnie jak w modelu o zmiennych zespolonych, kon-
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Rysunek 15: Schemat (3) pasm energetycznych

struowane byty w kilku etapach. W odréznieniu od wczesniejszego modelu
kazdy z nich opieratl sie na moich programach napisanych w jezyku sym-
bolicznym Mathematica. Pierwszym etapem byto znalezienie postaci dwoch
pasm: kwadrupolowego o stanach 0%, 27, 4™ i oktupolowego o nieparzystych
momentach pedu zbudowanego ze stanéw 37, 5. Parametry opisujace stany
zostaly znalezione za pomoca metody najmniejszych kwadratow zastosowa-
nej do przejs¢ B(E2: 41 — 2%), B(E2: 27 — 0%) oraz B(E2: 5~ — 37)
z wykorzystaniem danych eksperymentalnych [5]. Wérod znalezionych para-
metréw sa deformacje statyczne oktupolowe g, &4, 04y, 043 Oraz 1y, 13
opisujace odpowiednio odwrotnosé szerokosci potencjatu dla czesci kwadru-
polowej i oktupolowej. Deformacje oktupolowe byty szukane w przedziale od
0,05 do 0,15, a 19, 13 pomiedzy 0,01 a 20. Przedzial dla deformacji oktupolo-
wych zwigzany jest z wezesniejszymi obliczeniami dla "°Gd, podczas ktérych
zostaly znalezione minima potencjatu dla stanéw oktupolowych [80]. Ponie-
waz podczas procedury minimalizacji moze pojawic sie problem ze znalezie-
niem minimum globalnego, wynikajacego ze skomplikowanej budowy funkcji,
minimalizacja dla 72, n3 jest robiona etapami w mniejszych przedziatach
[0,01; 5], [5; 10], [10; 15], [15;20]. Dodatkowo, obliczenia robione sg przy zato-
zeniu, ze deformacje dla czesci kwadrupolowej, zgodnie z danymi z [76], wyno-
578 (9o = 0,34, oy = 1075, gdzie wartosé dla g = 107 przyjmowana jest
za malg, ale nie rowng zero. W ten sposob oprocz deformacji aog opisujacej
symetrie osiowa w zmiennych kwadrupolwych, istnieje dodatkowo deforma-
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stan 4= | stan 2~ B(EQ}/I‘};HQ_)

AT | ETVT, 314,253
ALY, | ETLT, 134,68
ENTy ENT, 157,127
ENT, ENT, 65,1525
ETTy | A/TLT, 314,253
ET5Ty ET5T, 157,127
ETT, | A/TyT, 134,68
ET5T, ETT, 69,5637

Tablica 11: Tabela uzyskanych wartosci B(FE2: 4~ — 27) Wu.

stan 4~ | stan 4T | B(E1 }/é;ﬁ“)
AT FAFE 0,01927
ATLT, 0,00459
ET\Ty 0,00963
ET\Ts 0,00413
ET5Ty 0,00536
ET,T, 0,00229

Tablica 12: Tabela uzyskanych wartosci B(E1: 4~ — 47) W,

cja nieosiowa @igs. Oprocz podanych parametrow, w trakcie obliczen, zostaty
znalezione rowniez wspotczynniki stojace przy funkcjach bazowych wchodza-
cych w sktad kazdego stanu. Uwzgledniajac wszystkie zalozenia otrzymuje
sie tacznie 16 mozliwych kombinacji stanéw dla dwoch pierwszych pasm. Na-
stepnie wérod wszystkich uzyskanych schematéw wybierane sa te kombinacje,
dla ktorych odtwarzane sa przejscia B(E1).

W drugim etapie zostata otrzymana postaé¢ trzeciego pasma, pasma oktu-
polowego o parzystym momencie pedu ze stanami 27 i 4. Podobnie jak
wczedniej uzywana jest metoda najmniejszych kwadratow dla zredukowanego
momentu przejscia B(E2: 4= — 27). W probie odtworzenia trzeciego pasma
zostaly rozwazone dwie mozliwosci:

(i) parametry opisujace stany dla trzeciego pasma sa identyczne jak dla
pierwszych dwoch pasm,
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stan 2~ | stan 21 | B(EL: 27 —=2%)
W

AT, T, | EAE 0,01529
ETVT, 0,01376
ET5T5 0,00229

Tablica 13: Tabela uzyskanych wartosci B(E1: 2= — 27) Wu.

(ii) parametry opisujace stany trzeciego pasma sa niezalezne.

6.5.1 Model o parametrach dopasowanych tylko do pierwszych
dwoéch pasm

W tym modelu istnieje 16 schematéw opisujacych dwa pierwsze pasma ener-
getyczne. W kazdym z otrzymanych schematéw zostato obliczone zreduko-
wane prawdopodobienistwo znanego eksperymentalnie przejscia B(E2:4~ —
27) poziomoéw nalezacych do trzeciego pasma. Stany nalezace do poszukiwa-
nych schematow, ktore pozwalaja otrzymacé najlepsze dopasowanie do ekspe-
rymentu przedstawione sg ponizej:

(i) Schemat 1:

+ . Ay ()AL pJM - B (=)iE pJM
0" : 77/}'111'172 v1b3 RAI ) 37 wvin v1b3 RE )

+ . Ay ()AL pJM - B (=)iE pJM

27 ¢m’b2 v1b3 RAI ’ o wvin vib3 RE .

+ . Ay (F)A1L pIM
A7 s Ay (387)

Dla tak wybranych stanéw mamy nastepujace wartosci parametrow
wyznaczonych metoda najmniejszych kwadratow:

e = 0,995, n3 = 12,820,
G0 = 0,109, &, = 0,082,
&é2 - 07131, &33 - 071].0- (388)

Wartosci przejs¢ B(E2) oraz B(E1) sa nastepujace:

B(E2: 4% — 2+) = 263W.,
B(E2: 2+ — 0%) = 187TW.a,
B(E2: 5~ — 37) = 293W.a, (389)
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oraz
B(E1: 5~ — 4%) = 1,188 x 10~W.u,
B(E1: 3~ — 4%) = 0,129 x 10-3W.u,
B(E1: 3~ — 2%) = 1,097 x 10~3W.u. (390)

Jak widaé¢ udalo sie znalezé parametry, ktore doktadnie odtwarzaja

przejscia B(E2) dla dwoch pierwszych pasm oraz daja dosé dobre war-
tosci B(E1).

(ii) Schemat 2:

A +);A _ . B —);E
0" : Voo qub)s IR%\/[’ 370 Yo 1()zb)3 RJ{«“M7
A ;A _ —);E
2% : Voo q(;:?))s le]lV[v o @bfzb@bq(nb)s R}{?M'
i A +)41 pIM
A7 Y 1(nb?3 "Ry, (391)

W tym przypadku uzyskujemy nastepujace parametry:

n2 = 1,100, n3 = 12,461,
00430 = 0,094, &2/31 - 0,093,
gy = 0,131, gy = 0,106, (392)

dla ktorych B(FE2) oraz B(E1) wynosza:

B(E2: 4t — 217) = 262,999W.u,
B(E2: 2% — 07) = 187,000W.u,
B(E2: 57 — 37) = 293,000W.u, (393)
oraz
B(FE1: 5~ — 4%) = 0,219 x 10~3W.u,
B(E1: 37 — 47) = 0,299 x 103W.u,
B(E1: 37 —2%) = 1,787 x 10 3W.u. (394)
Dlatego schematu réwniez warto$é¢ przejsé miedzypasmowych sa bliskie war-

tosciom otrzymanym w eksperymencie.
Dla schematu 2. istnieja dwie mozliwosci opisu trzeciego pasma:

(a) pierwsza zawiera nastepujace stany:

_ —);E
27 wi;ﬂwz(;ib)?) R]éM>

_ 1 — ) E
4 e PRIV, (395)
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dla ktorych wartosci B(E2) i B(E1) wynosza:

B(E2: 4= — 27) = 724,000W.u,
B(E1: 27 — 2%) = 0,687 x 1072W.u,
B(E1: 4= — 4%) = 0,515 x 10~W.u;

(b) w drugiej trzecie pasmo opisane jest przez stany:

2= . ¢A1 (*)?ERéM’

vib2 T vib3
- By . (=)iE pJM
47 wm’b2 vib3 RE )

dla ktorych mamy:
B(E2: 4~ — 27) = 724,000W.u,

B(E1: 27 — 27) = 0,240 x 10~'W.u,
B(E1: 4= — 47) = 0,722 x 1073 W.u.

(396)

(397)

(398)

Niestety zadne z otrzymanych pasm o parzystym momencie pedu nie daje
wartosci B(FE1) zgodnych z wartosciami eksperymentalnymi. Gtéwnie doty-
czy to przejscia B(E1: 27 — 271), ktorego rzad jest co najmniej dwukrot-
nie wiekszy niz otrzymany w eksperymencie. Wyliczone wartosci przejscia
B(E1: 4~ — 4%) sa bardziej zblizone do eksperymentalnych jednak rowniez
tutaj nie ma zgodnosci co do rzedu. Jak wida¢ udato sie dobrze odtworzy¢
przejscie B(E2) zachowujac te same parametry jakie zostaly otrzymane dla

pierwszych dwoch pasm.

Dla schematu 1. mamy réwniez dwie mozliwosci wyboru trzeciego pasma,

ktore odtwarzaja wartos¢ B(E2: 4= — 27) = 724W.u:
(a) pierwsza mozliwo$¢ obejmuje stany:
_ 1 —);E
27 vaiwaq(Jib)?) R,
. Ay —)sE
47 i z(nb)i% R,
gdzie wartosci B(E1) sa nastepujace:
B(E2: 4~ — 27) = 723,999W.u,
B(E1: 2= — 2+) = 0,327 x 10-3W.u,
B(E1: 4~ — 4%) = 0,946 x 10~ W.u;
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(b) w drugim przypadku rozwazane sa stany postaci:
_ E
27 wmb2w1(nb)3 R
47 wﬁ}ﬁ U'Lb3 R (401)
dla ktorych otrzymujemy:

B(E2: 4= — 27) = 724,000,
B(E1: 2= — 2%) = 0,229 x 10~ W,
B(E1: 4= — 4%) = 0,148 x 10~3W.u. (402)

Z przedstawionych mozliwosci pasmo postaci (399) najlepiej odtwarza war-
tosci eksperymentalne B(F1). W drugim wyborze trzeciego pasma réwniez
pojawia sie problem z odtworzeniem wartosci przejscia B(E1: 27 — 2%),
ktore jest o trzy rzedy za duze od wartosci eksperymentalnej. Otrzymane
wartosci B(E1: 4= — 47) sa podobnie jak dla schematu 2. do dwoch rzedow
wieksze od eksperymentalnych.

W podanych powyzej przyktadach warto$¢ 1, wynosi okoto 1. W porow-
naniu z warto$ciami otrzymanymi dla n3 > 12, sa one male. Oznacza to,ze
jadro '%Gd byloby ,micksze” w kierunku drgaii kwadrupolowych niz oktu-
polowych, co wydaje sie by¢ niefizyczne. Rachunki mikroskopowe sugeruja
n2 1 m3 w poblizu 10, co daje kilka razy mniejsze wartosci B(E2: 4= — 27)
w poréwnaniu z eksperymentem.

Te sytuacje opisuje przedstawiony ponizej schemat 3., dla ktérego otrzy-
mano trzy zbiory parametréow odtwarzajace dos¢ dobrze wartosci ekspery-
mentalne dla dwoch pierwszych pasm. W kazdym z tych przypadkow istniejaq
cztery rozne struktury stanéw dla pasma trzeciego.

Stany dla schematu 3. opisane sa przez nastepujace funkcje:

+. A );A -
0" : ¢m’i2 mb3 ' RAl ) 37 ¢mb2¢mb3
+ . B )iA -.
27 wvi;ﬁ vib3 ' RB1 ) o ¢mb2¢mb3
+ . Ay ) ()AL pJM
A7 Plagtuas RA (403)

dla ktorych przejécia wewnatrzpasmowe maja wartosci zgodne z eksperymen-
talnymi:

B(E2: 4+ — 2%) = 263W.,
B(E2: 2+ — 0) = 187TW.a,
B(E2: 5~ — 37) = 293W.. (404)

W tym przypadku mamy kilka mozliwych zbioréw parametrow:
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(i) pierwszy zbior wybranych parametrow:
T2 = 10,641 s = 13,103,
00630 — O,]_l]_ 00431 — 0,099,
aso = 0,108 @33 = 0,110, (405)
dla ktorych otrzymujemy nastepujace wartosci B(FE1), ktore sa zblizone
otrzymanych w eksperymencie:
B(E1: 5~ — 4%) = 0,146 x 10~3W.u,
B(E1: 37 — 47) = 0,212 x 103 W.u,
B(E1: 3~ — 2+) = 0,262 x 10~4W.u. (406)

Jak bylo wspomniane wczesniej istnieja cztery mozliwosci zbudowania
trzeciego pasma dla parametrow (405):

(a) jezeli stany dla pasma o parzystym momencie pedu sa nastepujace:

_ A — ) E
270 Y 1(sz)3 R}];Ma
_ —);E
47 Yt R, (407)

to odpowiadajacymi wartosciami zredukowanych prawdopodobieristw
przejs¢ B(E2), B(E1) sa:
B(E2: 4= —27) =76,179W.u,
B(E1: 4= — 47) = 0,104 x 103 W.u,
B(E1: 27 — 27) = 0,216 x 107"°W.u. (408)

Otrzymana warto$¢ B(E2) jest okoto 9 razy mniejsza od warto-
$ci eksperymantalnej, a otrzymana wartos¢ B(FE1: 4= — 47) jest
o dwa rzedy wieksza. Natomiast B(E1: 2~ — 2%) miesci sie w
przedziale niepewnosci otrzymanym w eksperymencie;

(b) jezeli stany pasma trzeciego maja postac:

_ —)E

271 Uty REY,

_ —);E

4™ w;qi}ﬁ 1(nb)3 R}QM7 (409)

to otrzymane B(E2), B(E1) maja nastepujace wartosci:

B(E2: 4~ —27) = 141,308W.u,
B(E1: 4= —4%) = 0,686 x 1073W.u,
B(E1: 27 —27) = 0,160 x 1072W.u. (410)
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W tym przypadku wartos¢ B(FE2) jest okolo 5 razy mniejsza niz
otrzymana w eksperymencie. Dla B(E1: 4= — 47)i B(F1: 2~ —
2%) mamy wartosci o dwa rzedy wieksze;

(c) wybierajac stany pasma trzeciego w postaci:

_ A — ) E

270 Y 1(sz)3 R§M7

_ — ) E

47 wﬁ;ﬁ 1()zb)3 R{EM (411)

otrzymujemu nastepujace wartosci B(F2) i B(E1):

B(E2: 4~ — 27) = 141,308 W.u,
B(E1: 4= — 47) = 0,169 x 10~ %W.u,
B(E1: 27 — 27) = 0,640 x 107 8W.u. (412)
Dla B(E2) mamy sytuacje identyczna jak poprzednia. W przy-
padku B(E1) zostaly otrzymane bardzo male wartosci i jedynie

B(E1: 27 — 2%) miesci sie w przedziale niepewnosci otrzymanym
w eksperymencie;

(d) podobnie wybierajac stany pasma trzeciego jako:

9= . ¢B1 (_);ER}]EM,

v1b2 ¥ vib3
— - E
47 Ul R (413)

wartosciami B(E2) i B(F1) sa:

B(E2: 4= — 27) = 89,463W.v,
B(E1: 4~ — 4%) = 0,398 x 10~°W.,
B(E1: 2= — 2%) = 0,246 x 10~3W.u. (414)

Wartos¢ B(FE2) jest okolo 8 razy mniejsza, zas dla B(F1) otrzy-
mujemy roéznice w wielkosci rzedow wzgledem wartosci ekspery-
mentalnej;

(ii) drugim zbiorem otrzymanych parametrow jest:

ne = 9,902 n3 = 13,792,
00630 - 0,106 00531 - 0,099,
g = 0,090  cig3 = 0,123. (415)
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Dla powyzszych wartosci otrzymujemy zgodno$é¢ co do rzedu z warto-
Sciami eksperymentalnymi:

B(E1: 5~ — 47) = 0,168 x 1073W.u,

B(E1: 37 — 47) = 0,103 x 103W.u,

B(E1: 37 — 2%) =0,165 x 10 *W.u. (416)

Dla parametrow (415) trzecie pasmo moze mie¢ budowe odpowiadajaca
jednej z mozliwosci:

(a) stany pasma o parzystym momencie pedu:

_ A — ) E

270 Y 1()zb)3 R}];M,

_ — ) E

47 wg‘i;ﬂwi()ib)ii R}SM- (417)

Wartosci zredukowanych prawdopodobienistw przejs¢ B(E2)i B(E1)
sa nastepujace:

B(E2: 4~ — 27) = 75,6T1W.u,
B(E1: 4= — 4%) = 0,776 x 10~ "W,
B(E1: 2~ — 2%) = 0,113 x 10~3W.u. (418)

W tym przypadku B(E2) jest okolo 9 razy mniejsza od warto-
Sci eksperymentalnej. Dla otrzymanych przej$é miedzypasmowych
mamy dla B(F1: 4= — 47) o 2 rzedy warto$¢ mniejsza, a dla
B(E1: 27 — 21) o rzad wieksza od otrzymanej w eksperymencie;

(b) gdy stany pasma trzeciego maja postac:

- B1  (=)iE pJM
27 ¢vib2 vib3 RE )

s RV, (419)
wowcezas wartosci B(FE2) i B(E1) wynosza:

B(E2: 4= — 27) = 141,308W.,
B(E1: 4~ — 4%) = 0,610 x 10~ "W,
B(E1: 2= = 2%) = 0,960 x 10~ W.u. (420)

Wartos¢ B(E2) jest okoto 5 razy mniejsza, a B(E1l: 4= — 4%)
jest o dwa rzedy mniejsza od eksperymentalnej. Jedynie wartosé
B(E1: 27 — 2%) miesci sie przedziale niepewnosci;
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(c) dla stanow:

_ — ) E

27 ¢fz‘i2 f)zb)3 R}SMa

_ — ) E

47 s R (421)

B(E2) i B(E1) maja nastepujace wartosci:
B(E2: 4~ — 27) = 141,308W.u,
B(E1: 4= — 47) = 0,756 x 107°W.u,
B(E1: 2~ — 2+) = 0,242 x 10~W.u. (422)
Wartosé B(E2) jest w przyblizeniu 5 razy mniejsza, a B(E1: 4= —
47) jest o cztery rzedy mniejsza od eksperymentalnej. Wartosé
B(FE1: 27 — 21) miesci sie przedziale niepewnosci;

(d) gdy rozwazamy stany:

_ — ) E

27 wﬁ;ﬁ 1(sz)3 R}];Ma

_ —);E

47 s R, (423)

wowczas wartosci dla B(E2) oraz B(E1) wynosza:
B(E2: 4~ — 27) = 87,769W.u,
B(E1: 4= — 47) = 0,154 x 10~*W.u,
B(E1: 2~ — 2+) = 0,152 x 10*W.u. (424)

W tym przypadku B(FE2) jest okoto 8 razy mniejsza, zas B(FE1)
roznig sie o jeden rzad od wartosci eksperymentalne;j;

(iii) trzeci zbior parametrow opisujacych pierwsze pasma ma postac:

ny = 10,655 13 = 6,932,
ago = —0,034 a3 = —0,068,
ago = —0,415  ag3 = —0,080. (425)
Dla paramatrow (425) mamy nastepujace zredukowane prawdopodo-
bienistwa przejs¢ dipolowych:
B(E1: 5~ — 4%) = 0,326 x 10~3W.u,
B(E1: 37 — 47) = 0,380 x 103W.u,
B(E1: 37 — 2%) = 0,666 x 1073W.u. (426)
Przedstawione powyzej wartosci B(FE1) zgadzaja sie co do rzedu z war-
tosciami eksperymentalnymi.

Rowniez dla ostatniego zbioru parametrow (425) oktupolowe pasmo o
parzystym momencie pedu mozna zbudowaé na cztery sposoby:
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(a)

dla stanéw postaci:

_ A — ) E

270 Y 1(sz)3 R§M7

_ — ) E

47 wﬁi;ﬁ 1()zb)3 R{EM (427)

wartos$ci zredukowanych prawdopodobienstw przejs¢ B(E2)1 B(E1)
Wynosza:
B(E2: 4~ —27) = 77,828W.u,

B(E1: 4= — 47) = 0,146 x 10 °W.u,

B(E1: 27 — 27) = 0,250 x 107°W.u. (428)
Jedynie wartos¢ B(E1: 27 — 27) miesci sie przedziale niepewno-
$ci otrzymanym w eksperymencie. Pozostate wartosci sg za mate:
B(E1: 4= — 47) o cztery rzedy, a B(E2: 4~ — 27) 0 9 razy;
gdy stany maja postac:

— —)sE

27 vaz‘}JQ z(nb)3 RJ{JM’

_ — ) E

47 @Dfﬁ,g 1(;zb)3 R}SM» (429)

wowczas wartosciami B(E2) i B(E1) sa:

B(E2: 4~ — 27) = 141,308W.u,
B(E1: 4= — 4+) = 0,197 x 10~°W.u,
B(E1: 27 — 27) = 0,457 x 107 °W.u. (430)
Wartos¢ B(E2) jest o 5 razy, zas§ B(E1: 4= — 4%1) o cztery rzedy
miejsza od wartosci eksperymentalnej. W rozwazanym przypadku
warto$¢ B(E1: 27 — 2%1) miesci sie w przedziale niepewnosci;

przyjmujac stany w postaci:

_ A — ) E

27 @Z’m}ﬁw?(nb)s RJ{?M’

_ —)E

47 T R (431)

otrzymujemy nastepujace wartosci B(E2) oraz B(FE1):

B(E2: 4~ — 27) = 141,308W.u,
B(E1: 4~ — 4%) = 0,120 x 10~°W.u,
B(E1: 2= — 27) = 0,136 x 10-W.u. (432)

Mamy identyczna sytuacje jak dla powyzszego wyboru stanéow dla
trzeciego pasma;
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(d) dla stanow:

_ — ) E

27 wﬁ;ﬁ z(nb?’i RJJEMa

_ — ) E

4 1%%2 z()zb)3 RéM (433)

wartosci B(E2), B(E1) wynosza:

B(E2: 4~ — 27) = 91,235W.u,
B(E1: 4= — 4%) = 0,754 x 10~ 1W.u,
B(E1: 2= = 2%) = 0,213 x 10" W.u. (434)

Otrzymana wartos¢ B(E1: 27 — 2T) zawiera sie w przedziale nie-
pewnosci. Pozostale wartosci s za mate: odpowiednio B(F2: 4~ —
27)1i B(E1: 4= — 4%) o okoto 8 razy i o pie¢ rzedow.

W schemacie 3., mimo, ze wartosci 7, i 13 sa zblizone, to nie udato sie
odtworzy¢ przejs¢ miedzy i wewnatrzpasmowych dla pasma trzeciego.

Analiza otrzymanych wynikéw dla omawianego wyzej modelu. W
tej czesci przedstawiona jest analiza opisanych wcze$niej schematéw. Oparta
jest ona gloéwnie na otrzymanym rozktadzie prawdopodobieristwa orientacji
momentu pedu oraz prawdopodobienistwie z jakim wchodzg funkcje bazowe
w sktad danego stanu. Wyniki przedstawione sa w tabelach, gdzie w kolum-
nie ,stan” wpisany jest stan, ktorego dotycza dane przedstawione w dalszych
kolumnach. W kolumnie ,schemat” podane sa numery schematu, ktérego do-
tycza przedstawione wyniki.

Proponowany podzial wynika ze sposobu jak odtwarzane jest przejscie
wewnatrzpasmowe dla trzeciego pasma.

W kolumnie ,wzbudzenie dla funkcji poczatkowej” wypisane sa zmienne,
przy ktorych znajduje sie wzbudzenie w funkcji poczatkowej, z ktorej uzy-
skano funkcje bazowa dajaca najwicksze prawdopodobieristwo wktadu do
danego stanu. Poniewaz wzbudzenie to wystepuje jedynie w czesci opisuja-
cej wibracje, zatem kolumna ta posiada dwie podkolumny dotyczace funkcji
okreslajacej wibracje w czesci kwadrupolowej oraz oktupolowej.

Ostatnia kolumna , gléwne osie rozktadu prawdopodobienstwa momentu
pedu” opisuje rotacyjna funkcje bazowa. Funkcja ta jest czedcia funkeji daja-
cej najwicksze prawdopodobienstwo wktadu do danego stanu. W tej kolum-
nie przedstawione sg kierunki gtéwne orientacji momentu pedu dla tej funkcji
bazowej.

Ze wzgledu na sposob otrzymywania pasm energetycznych tabele dla kaz-
dego ze schematow dziela sie na opisujace dwa pierwsze pasma otrzymane ra-
zem: kwadrupolowe i oktupolowe o nieparzystym momencie pedu oraz osobno
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przedstawione sa wyniki otrzymane dla trzeciego pasma oktupolowego o pa-
rzystym momencie pedu.

Dla funkeji poczatkowych opisujacych ruch wibracyjny kwadrupolowy i
oktupolowy mamy nastepujace mozliwosci wzbudzenia:

Kwadrupolowe funkcje poczatkowe nie posiadajgce wzbudzenia:
wo (72, 20 — oo )uo(V2ms, gy — ) (435)

po zrzutowaniu na reprezentacje grupy symetryzacji 54;3, réwniez nie
posiadaja zadnych wzbudzen.

Zgodnie z wezesniejszymi oznaczeniami mamy, ze u, (1, ) = | /ﬁ

x exp(—in?z?)H,(nz), gdzie H,(nz) jest wielomianem Hermite’a, [79].

Kwadrupolowe funkcje poczatkowe majace zbudzenie stojace przy zmien-
nej albo agy albo aws:

wy (12, Qvap — Giao ) o (V21 vaz — Giza), (436)
o (N2, Qtap — Giog )1 (V212, oz — o). (437)

Po zrzutowaniu daja one funkcje bazowe sktadajace sie z kombinacji
liniowych trzech funkcji posiadajacych wzbudzenie przy zmiennych s
i aig9. Deformacje statyczne dla tych funkcji wynosza cog, doo albo sa
kombinacjami liniowymi cig 1 (rgs.

Oktupolowe funkcje poczatkowe posiadajgce wzbudzenie:

(i) Przy zmiennej aso:

U1(7737 Q3o — Cra0)uo(V2ns3, g — &gl)

X UO(\/§773: O‘éz - 54%2)“0(\/5773’ 04{33 - &33)7 (438)

gdzie po zrzutowaniu tej funkcji poczatkowej na reprezentacje Aj,
Ag, By, By oraz E otrzymane zostaly funkcje sktadajace sie z kom-
binacji liniowych iloczynéw czterech funkeji oktupolowych zalez-
nych od asg, af, ab,, afs. Wzbudzenia pojawiaja sie przy jednej
ze zmiennych asg, o lub of;. W przypadku, gdy wzbudzenie jed-
nofononowe pojawia sie przy zmiennej asgy, wowczas deformacje
statyczne maja wartosci ze zbioru {£dso, a4, £dh,, E£dis}
Dla pozostalych funkcji tworzacych otrzymana funkcje bazowa
przy wzbudzeniu jednofononowym deformacje statyczne zbudo-
wane sa z kombinacji dg 1 &,.
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. . Co
(ii) Przy zmiennej oj;:

(iii)

(iv)

o (73, aso — Gizo)us (V2n3, oy — Gyy)

X o (V203, Qlyy — Gao ) uo(V/ 213, alhy — Ga3). (439)

Po zrzutowaniu na reprezentacje grupy symetryzacji 54;@, otrzy-
mujemy funkcje bazowe, gdzie wzbudzenie jednofononowe poja-
wia sie dla zmiennej o4, przy deformacjach posiadajacych jedna
z wartosci ze zbioru {%dygg, £d4,, L4, £d43}. W przypadku,
gdy deformacje sa kombinacjami dwoch wartosci &4 1 &%y, wow-
czas wzbudzenie pojawia sie w funkcjach zaleznych od zmiennej
aszo lub przy of,.

. . .
Przy zmiennej ajg,:

o (13, cvz0 — drao o (V2n3, oy — &)

X ul(\/§7737 O‘:/32 - 5‘32)“0(\/57737 aé:s - 00433)- (440)

W przypadku tej funkcji sytuacja jest analogiczna jak dla funkcji
uzyskanych z (438). Réznica pomiedzy tymi przypadkami dotyczy
jedynie wystepowania wzbudzenia w funkcjach, gdzie deformacje
statyczne sg opisane z doktadnoscia do znaku przez jedng z war-
tosci: g, 0%, Ay, (. Dla funkcji bazowej otrzymanej z (440)
mamy takie wzbudzenie dla zmiennej teraedralnej as,.

. .
Przy zmiennej ags:

Ug (7737 Q3o — 00430)“0(\/5773, gy — 5431)

X U0<\/§7]37 04252 - 5‘%2)“1(\/57737 04/33 - 00453) (441)

funkcje otrzymane po zrzutowaniu (441) maja budowe analogiczna
do (439). Roznica polega jedynie w wystepowaniu wzbudzenia jed-
nofonowego w funkcjach posiadajacych deformacje statyczne opi-
sane przez jedna z wartosci: {fdsg, +d4,, +d4,, +d45}. Dla tych
funkcji wzbudzenie pojawia sie przy zmiennej os.

Doktadna postaé¢ wszystkich otrzymanych funkcji bazowych jest przed-
stawiona w dodatku C.

Rozktad prawdopodobienstwa wkladu wszystkich funkcji bazowych dla
poszczegdlnych standéw z przedstawionych schematow znajduja sie w dodatku
E. Opis jak wyglada graficznie rozktad prawdopodobienstwa orientacji mo-
mentu pedu znajduje sie w podrozdziale 6.2.5 opisujacym cze$¢ rotacyjna
funkcji bazowych.

151



Dla dwoch pierwszych schematow, 1. i 2., mamy dokladne odtworzenie
wartosci eksperymentalnej dla przejscia B(E2: 4= — 27). Cechy opisujace
funkcje bazowe dajace najwieksze prawdopodobieristwo wktadu do kazdego
ze stanu sa przedstawione w tabeli 14. Wynika z niej, ze dla pasma kwa-
drupolowego prawie wszystkie funkcje, dajace najwicksze prawdopodobien-
stwo wktadu do okreslonego stanu, posiadaja wzbudzenie pojawiajace sie
przy kazdej zmiennej kwadrupolowej. Dodatkowo gtéwnymi osiami rozktadu
prawdopodobienistwa dla kierunku momentu pedu sa OX i OZ.

Dla pasma oktupolowego o nieparzystym momencie pedu, z rozkladu
prawdopodobienstwa dla czesci rotacyjnej, mamy dodatkowo os OY jako
gtowny kierunek orientacji momentu pedu. Dla stanu 3~ pojawiaja sie dwie
funkcje bazowe majace najwiekszy wktad do tego stanu, zatem wzbudzenia
w czesci wibracyjnej pochodza z dwoch funkeji poczatkowych. Dla stanu 5~
tylko jedna z funkcji bazowych daje istotnie wiekszy wkitad do tego stanu,
a wzbudzenie dla schematu 1 i 2 pojawiaja si¢ odpowiednio dla zmiennych
(30, (3o, (s OTAZ (31, (g, (lss.

stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gltowne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
2" 1 Qi - 0X,0Z
2 - - 00X, 07
4+ 1 (05N} - 0)%
2 99 - OX, 07
3~ 1 - Qai3p, Cké3 0X,0Y,0z
2 - Qy, lag 0OX,0Y,0Z
5~ 1 - a5 0OX,0Y,07
2 - Qo oy

Tablica 14: Opis funkcji bazowych dla schematu 1.1 2., pasmo 11 2
opis funkeji bazowych dajacych najwieksze prawdopodobieristwo wktadu do
stanow dla pierwszych dwoch pasm schematow 11 2.

Dla przejscia B(E2: 4= — 27), dla ktérego stanami poczatkowymi i kon-
cowymi sg odpowiednio:

— . B1 o (CBE pJM
47 wvib2 vib3 RE )

_ — )3 E
2 37%‘@'})2 fnb)s R}éMv (442)
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albo

—. A1 (CBE paM
47 wvibQ vib3 RE )

27 B Ul RIM, (443)

wzbudzenia w czesci wibracyjnej pochodza od tej samej funkcji poczatko-
wej, dla ktorej wzbudzenie znajduje sie przy zmiennej ago. Oznacza to, ze
w funkcji bazowej wzbudzenia pojawiaja sie przy zmiennych agg, ofy, ajs.
Dla czesci rotacyjnej funkcje bazowe dajace najwickszy wktad do standow
oktupolowych o parzystym momencie pedu posiadaja dwa gtéwne kierunki
rozktadu prawdopodobienstwa orientacji momentu pedu i sa to osie: OX i
OZ. Przedstawiony opis funkcji bazowych dajacy najwiekszy wktad do opisu
stan6éw trzeciego pasma dla schematu 1. i 2. przedstawiony jest w tabeli 15.

stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gtéwne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
2- 1 - Q30 OX, 0z
2 - Q30 0X, 0z
4~ 1 - Q30 00X, 0z
2 - Q30 OX, 0z

Tablica 15: Opis funkcji bazowych dla schematu 1. 1 2., pasmo 3
opis funkcji bazowych dajacych najwicksze prawdopodobienstwo wktadu do
stanow dla pasma trzeciego dla schematow 11 2.

Dla schematu 3. pasmo kwadrupolowe gtoéwnie zbudowane jest z funk-
cji bazowych, ktére nie zawieraja zadnego wzbudzenia, a gtowny kierunek
rozktadu prawdopodobienistwa orientacji momentu pedu jest zgodny z osiag
OY . Dla oktupolowego pasma o nieparzystym momencie pedu schemat 3 opi-
sany jest gtownie przez jednofononowe funkcje utworzone z funkcji majacych
jedno wzbudzenie wystepujace w funkcjach zaleznych od jednej ze zmiennych
(30, Oy, O54, & gtownym kierunkiem dla momentu pedu jest os OY'.

Przedstawiony powyzej opis uzyskanych modeli znajduje sie w tabeli 168

W trzecim pasmie schemat i troche roézni sie funkcjami opisujacymi czesé
wibracyjna i rotacyjna, dajacymi najwiekszy wkitad w stany 47, 27. Po-
niewaz warto$¢ B(E2: 4= — 27) dla kazdego z trzech schematéw nie byla

8Schemat i dotyczy parametrow 7y = 10,6410,773 = 13,1026, ii parametrow 7, =
9,9022, 73 = 13,7924 a iii parametrow 1y = 10,6548, 173 = 6,9317.
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gtéwne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
|27 ] i il | - \ - \ % |
| 47 | 4l i | - \ - \ % |
3 i - (30, Qy, (lsg 0X, 0Y,0Z
ii, iii - oy oYy
57 i - Qs skosne
iii - oy oYy
ii - asyy )4

Tablica 16: Opis funkcji bazowych dla schematu 3.

opis funkcji bazowych dajacych najwieksze prawdopodobieristwo wktadu do

stanow pierwszych dwoch pasm schematu 3.

odtworzona przez proponowany schemat, ponizej sa przedstawione wszystkie
mozliwe kombinacje stanéw tego pasma.

Ze wzgledu na reprezentacje, do ktorych moga naleze¢ funkcje bazowe
mamy cztery opisy pasma trzeciego:

(a)

Dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pedu opisanego przez
stany:

—. A1 (CBE paM
47 wvilﬂ vib3 RE )

_ —)sE
2 3?%41-%,2 z(nbza R}QM- (444)

Dla przedstawionego schematu cze$¢ wibracyjna gltéwnie pochodzi z
funkcji poczatkowej majgcej wzbudzenie w zmiennej «sg, co oznacza

wystepowanie wzbudzenia w funkcji bazowej przy zmiennych asg, af;, ;.

Czes¢ rotacyjna opisana jest przez moment pedu majacy najwickszy
wktad w kierunku osi OX i OZ. Opis funkcji dajacych najwiekszy
wktad do stanoéw trzeciego pasma przedstawiony jest w tabeli 17.

Wyniki dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pedu opisane
przez stany:

— . AL (C)E M
47 wvz’b2 vib3 RE ’

27 B W PRIV (445)

Dla tak wybranych funkcji bazowych w schematach ii oraz iii cze$é¢ wi-
bracyjna gtéwnie pochodzi z funkeji poczatkowej majacej wzbudzenie w
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gtéwne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
2- i - Qg 0X, 07
iii - Q30 0X,07
ii - Q30, Qsq 0X, 0Z
4 i - Qg 0X, OZ, skosne
iii - Q30 00X, OZ, sko$ne
ii - Q30 OX, 0z

Tablica 17: Opis funkcji bazowych dla schematu 3, pasmo 3., cz.1
opis funkeji bazowych dajacych najwicksze prawdopodobieristwo wktadu do
stanow trzeciego pasma schematu 3, cz.1.

zmiennej o, dla modelu i: agg. Oznacza to, ze pojawia sie¢ ono w funk-
cjach bazowych zaleznych odpowiednio od zmiennych: asy, af;, o,
oraz ayp, (4, 4. CzeS¢ rotacyjna opisana jest przez moment pedu
majacy najwiekszy wklad w kierunku osi OX i OZ. Opisane wyniki
zostaly przedstawione w tabeli 18.

stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gltowne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
2- 1 - 30 OX, 0oz
ii, iii - asyy 00X, 07
i - 30 0X, 0z
ii, iii - as, 00X, 07

Tablica 18: Opis funkcji bazowych dla schematu 3., pasmo 3, cz.2

opis funkcji bazowych dajacych najwieksze prawdopodobieristwo wktadu do

stanow z trzeciego pasma schematu 3, cz.2.

(¢) Wyniki dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pedu opisane

przez stany:

— . B1 o (CBE pJM
47 wvz’b2 vib3 RE ’

2= ot U SF RIM. (446)

vib2 T vib3

Dla powyzszego wyboru pasma trzeciego opis stanéw jest analogiczny
jak dla przypadku (445). Wyniki otrzymane dla tego pasma przedsta-
wione sg w tabeli 19.
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gtéwne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
2- i - Q30 OX, 0z
ii, iii - ol 0X,07
4~ i - Q30 00X, 0z
ii, iii - oy 00X, 07

Tablica 19: Opis funkcji bazowych dla schematu 3., pasmo 3, c¢z.3
opis funkcji bazowych dajacych najwicksze prawdopodobienstwo wktadu do
stanéw z trzeciego pasma schematu 3, cz.3

(d) Wyniki dla oktupolowego pasma o parzystym momencie pedu opisane
s przez stany:

—. B (CBE paM
47 ¢Uz’b2 v1b3 RE ’

27 B Ul P RIM. (447)

W tym przypadku dla schematéw ii oraz iii cze$¢ wibracyjna gléownie
pochodzi ze wzbudzenia funkcji poczatkowej w zmiennej agg, a dla mo-
delu i przy ofs. Zatem wzbudzenie pojawiajace si¢ w funkcji bazowej
znajduje sie przy zmiennych asg, of, of,, oraz dla drugiego przy-
padku przy asg, o, 45, Cze$¢ rotacyjna opisana jest przez moment
pedu skierowany w kierunku osi OX, OZ oraz dodatkowo w kierunku
osi obréconych wzgledem uktadu wspotrzednych dla stanu 4~.

Wybér trzeciego pasma opisanego przez (447) powoduje, ze dla stanu
4~ wartosci prawdopodobienistwa otrzymane dla funkeji bazowych sa
identyczne jak dla funkcji posiadajacych taka sama czesé wibracyjna,
a rozniace sie jedynie czedcia rotacyjna, ktora moze naleze¢ do jednej z
dwoch réwnowaznych reprezentacji dwuwymiarowych F,y lub Es.
Przedstawione schematy opisane sa w tabeli 20.

6.5.2 Czy pasmo oktupolowe o parzystym momencie pedu ma
inng strukture niz pasmo oktupolowe o nieparzystych mo-
mentach pedu?

W tym modelu oprécz wprowadzenia parametréw opisujacych dwa pierwsze
pasma analizujemy zbior parametréw opisujacych trzecie pasmo - traktujemy
te parametry jako swobodne. Ponadto wybieramy tylko te schematy, ktore
maja réwniez odpowiedniag warto$é dla ny i n3, wynikajaca z mikroskopowych
rachunkow [80].
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stan | schemat | wzbudzenie dla funkcji poczatkowej | gtéwne osie rozktadu
kwadrupolowej \ oktupolowej prawd. momentu pedu
2- i - Qg 0X, 07
ii, iii - Q30 0X,07
4- i - ol 0OX, OZ, skosne
ii, iil - Q30 0OX, OZ, sko$ne

Tablica 20: Opis funkcji bazowych dla schematu 3., pasmo 3, cz.4
opis funkcji bazowych dajacych najwicksze prawdopodobienstwo wktadu do
stanow z trzeciego pasma schematu 3, cz.4.

Wérod wszystkich szesnastu schematach jedynie jeden spelnia powyzsze
wymagania. Dla tego schematu stany dwoch pierwszych pasm sg opisane
przez nastepujace funkcje:

);A _
¢mb2¢1(1;23 1R ’ i) 1/)5%)2 vzb3 R
);A _ E
@Z’mw@bﬁs 1R ) 3 31%‘1'22 1(nb?3 RE
);A
7\/}1)11321/)1)7,b3 ' R ’ (448)

Dla podanej powyzej struktury stanow zostaly otrzymane trzy mozliwe zbiory
parametrow, dla ktorych uzyskano do$é dobra zgodnosé z wartosciami ekspe-
rymentalnymi, rowniez dla przej$¢ miedzypasmowych B(E1). Wartosci otrzy-
manych parametréw oraz uzyskanych dla nich przejs¢ wewnetrz i miedzypa-
smowych sa nastepujace:

(i) me = 10,641, n3 = 13,103 oraz
Gao = 0,111, a4, = 0,099, dL, = 0,108, &4y = 0,110, (449)

Korzystajac z tych parametréow otrzymujemy nastepujace wartosci przejscé
B(E2) i B(FE1):

B(E2: 47 — 2%) =263 W, B(E1:5 — 4%) = 0,146 x 1073 W,

B(E2: 2" — 0%) = 187 W, B(E1: 3~ — 4%) = 0,212 x 1073 W,

B(E2: 5 —37) =293 W, B(E1:3~ —2%)=0,262x 10~* W.u.
(450)

(i) 7y = 9,902, 13 = 13,792,

Ggo = 0,106, &4, = 0,099, &4, = 0,090, &4y = 0,123,  (451)
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dla ktorych mamy:

B(E2: 4% — 2%) =263 W, B(E1:5 — 4%)=0,168 x 1073 W,

B(E2: 27 = 07) = 187 W.u, B(E1: 3~ — 4%) = 0,103 x 1073 W,

B(E2: 5 —37) =293 W, B(E1l:3~ —2%)=0,165 x 1073 W.u.
(452)

(iii) no = 10,655, n3 = 6,932,
d30 = —0,034, &4 = —0,068, a5, = —0,415, &35 = —0,080, (453)
dla ktorych otrzymujemy:

B(E2: 4% — 2%) =263 W, B(E1: 5 — 4+) =0,326 x 1073 W,

B(E2: 2% — 07) = 187 Wau, B(E1: 3~ — 4+) = 0,380 x 1073 W,

B(E2: 5~ —37) =293 W, B(E1l:3~ —2%) =0,666 x 1073 W.u.
(454)

W pierwszych dwoch zbiorach parametrow (449) i (451) oktupolowe de-
formacje statyczne przyjmuja wartosci bliskie 0,1 co odpowiada wynikom
otrzymanych w [80]. W przypadku trzeciego zbioru parametrow (453) bez-
wzgledna wartosé¢ a4, wynosi 0,4, jest wiec za duza biorac pod uwage mapy
potencjatow [80].

W celu sprawdzenia jak moga sie¢ zmieni¢ przejscia B(FE2) i B(F1) w
ostatnim przypadku dla dwoch pierwszych pasm zostaly narysowane wy-
kresy zaleznosci zredukowanych prawdopodobieristw przejs¢ w zaleznosci od
a4, W przedziale [—0,5;0,5]. W pasmie kwadrupolowym, ze wzgledu na brak
deformacji oktupolowych dla B(E2) nie ma zaleznosci od parametru &4,.
Otrzymane wykresy dla pozostalych B(E2) i B(E1) przedstawione sa poni-
7ej:

(a) zredukowane prawdopodobienstwo przejscia B(E2: 5~ — 37) przed-
stawione jest na rysunku 16,

(b) wykres zaleznosci B(E1: 5~ — 4%) od deformacji statycznej ¢, przed-
stawia rysunek 17,

(c) wykres wartosci B(E1: 37 — 47) w zaleznosci od wartosci o, przed-
stawiony jest na rysunku 18,

(d) wykres B(E1: 3= — 27) w zaleznosci od wartosci &, przedstawiony
jest na rysunku 19.

158
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Rysunek 16: Wykres B(E2: 5~ — 37) w zaleznosci od tetraedralnej defor-
macji statycznej a32 = &4,.

B(E1)

a32

I I I
-04 -0.2 0.2 0.4

Rysunek 17: Wykres B(E1: 5 — 47) w zaleznosci od tetraedralnej defor-
macji statycznej a32 = a4,.

Otrzymane wykresy nie sg symetryczne wzgledem osi rzednych co mogtby
sugerowac potencjat dla czesci oktupolowej, ktory posiada dwa minima syme-
trycznie roztozone dla kazdej ze zmiennych asg, O‘éw 1 =1,2,3. Oznacza to,
ze minima dla kazdego z kierunkéw zmiennych oktupolowych pojawiaja sie
odpowiednio dla deformacji statycznych +égo lub +ay,, p=1,2,3. Zatem
rowniez funkcje nie powinny by¢ czulte na zamiane znaku przy deformacjach
statycznych. Niestety takie rozumowanie nie jest prawdziwe dla deforma-
cji rozpatrywanych tylko w jednym kierunku. Zmiana znaku przy statycz-
nych deformacjach oktupolowych w funkcjach bazowych zsymetryzowanych
wzgledem grupy symetryzacji 34;y nie zmienia jej wartosci, gdy jednocze-
$nie nastepuje ona przy +dsp i £dj, oraz dla pary a4, i £d4;. Oprocz
podanych dwoch par deformacji, funkcja ma te sama wartosé, gdy jednocze-
$nie zmiana znaku nastepuje dla wszystkich deformacji oktupolowych. Wiec
zmiana znaku jedynie przy &4, nie oznacza, ze funkcja bazowa bedzie miata
te samg warto$¢. Stad wynika, ze przedstawione powyzsze wykresy nie po-
siadaja symetrii wzgledem osi rzednych.

Celem analizy otrzymywanych wartosci zredukowanych prawdopodobieristw
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Rysunek 18: Wykres B(E1: 3= — 4%) w zaleznosci od tetraedralnej defor-
macji statycznej a32 = &4,.
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Rysunek 19: Wykres B(E1: 3= — 2%) w zaleznosci od tetraedralnej defor-
macji statycznej a32 = a4,.

przes¢ B(E2) i B(E1) w zaleznosci od &, bylto sprawdzenie czy istnieja do-
datkowo inne wartosci teraedralnej deformacji statycznej, dla ktorej otrzy-
muje sie wartosci eksperymentalne. Pojawienie sie takich wartosci oznacza-
loby istnienie wielu punktéw dajacych ten sam wynik, ktore z tego powodu
zostaly pominiete podczas procedury minimalizacji. Na powyzsze wykresy
zostaly natozone trzy proste okreslajace podana wartos¢ eksperymentalng
oraz gorng i dolnag jej granice. Kolorem zielonym zostata oznaczona goérna
granica przedzialu niepewnosci pomiarowej, niebieskim - dolna granica, a
czerwonym warto$¢ eksperymentalna [5, 6]:

(a) wykres dla B(E2: 5~ — 37) przedstawiony jest na rysunku 20.
(b) wykres dla B(E1: 5= — 47) przedstawia rysunek 21.
(c) rysunek 22 przedstawia podane zaleznosci dla B(E1: 37 — 47).

(d) dla B(E1: 3= — 2%) wykres przedstawiony jest na rysunku 23.

160



B(E2)
350

250+

200+

a32

1 1 1 1
-04 -0.2 0.2 04

Rysunek 20: Wykres B(E2: 5 — 37) w zaleznosci od a32 = &}, z warto-
Sciami eksperymentalnymi.

B(ED)
‘ 0.0011 \
0.0010F

0.0009

0.0008

0.0007

0.0006

0.0005 -

;‘ : ; \ ‘ 32
-04 -02 00 02 04

Rysunek 21: Wykres B(EF1: 5 — 47) w zaleznosci od a32 = &4, z warto-
Sciami eksperymentalnymi.
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Rysunek 22: Wykres B(FE1: 37 — 47) w zaleznosci od a32 = a4, z warto-
Sciami eksperymentalnymi.

W przypadku B(E1) otrzymujemy dwie mozliwosci, ktore leza w poblizu
wartosci eksperymentalnej: pierwsza znajduje sie¢ w poblizu —0,4, co zostato
uzyskane podczas minimalizacji oraz druga w 0,4. Dla B(FE2) otrzymuje sie
doktadnie wartos¢ eksperymentalng w obu przypadkach. Mozna zatem spraw-
dzi¢ jakie wartosci beda mialy przejscia B(E1) i B(E£2) dla drugiej wartosci
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Rysunek 23: Wykres B(F1: 3= — 27) w zaleznosci od a32 = &4, z warto-
Sciami eksperymentalnymi.

&, znajdujacej sie w przedziale od 0,3 do 0,5. W tym celu zostalo zro-
bione dopasowanie dodanych eksperymentalnych przejs¢ B(E2) dla dwoch
pierwszych pasm znajdujace najlepiej pasujaca warto$¢ dj, w podanym prze-
dziale, gdzie pozostale parametry sa niezmienione. Z obliczei wynosi ona
a5 = 0,385, a wartosci B(FE1) otrzymane dla niej sa nastepujace:

(a E2:57 = 37) =293 W,

B( )
B(E1: 5~ — 4%) = 8,767 x 105 W,
B(E1: 3~ — 4%) = 1,710 x 1073 W,
B(

(d) B(E1: 3~ —2%) = 1,257 x 107* W.

Wartosci te gorzej odtwarzaja wyniki eksperymentalne niz dla a4, = —0.4.
Zatem, dla omawianego modelu, faktycznie wartosé bezwzgledna deformacji
oktupolowej w kierunku zmiennej o, jest duza w poréwnaniu z wynikami
jakie otrzymywane sa w rachunkach mikroskopowych [80].

Zgodnie z tym co zostalo przedstawione wczesniej w omawianym modelu
zmiany dotycza konstrukcji trzeciego pasma. Wynika to z przyjecia hipotezy,
ze minimum dla tego pasma, opisane przez deformacje statyczne moze lezeé¢
gdzie indziej niz w przypadku dwoch pierwszych pasm. Oznacza to znalezienie
postaci stanéw, gdy zmiennymi sg rowniez parametry deformacji kwadrupo-
lowych i oktupolowych oraz 7y, n3. Dla trzeciego pasma parametry te byly
rozwazane dla nastepujacych przedzialow: oktupolowe deformacje statyczne
od —0,15 do 0,15, dodatkowo obliczone zostaly deformacje kwadrupolowe
(a9, (oo W przedziale —0,90 do 0,90 oraz 7y, n3 od 0,01 do 20. Gdzie mi-
nimalizacja dla 79, 713 przebiegala w przedzialach [0,01;5], [5;10], [10; 15],
[15;20]. Lacznie zostaly otrzymane cztery mozliwe kombinacje funkcji bazo-
wych reprezentacji nieprzywiedlnych 54;3,. Sa to stany postaci:
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(a) dla pierwszej mozliwosci mamy:
_ A —);E
A7 Vb qub)g RiM,
2 A R (455)

(b) drugi opis oktupolowego pasma o parzystym momencie pedu zawiera
stany:

_ A —);E

4 :Qﬂm’;ﬂ 1(sz)3 RJM

2 B R (436)
¢) nastepna mozliwo$é opisu pasma ma postaé:
(c) ep pisu p p

_ - E

4= g0, f,d,é REM,

. A

2 :qﬁvi%ﬂ vzb3 R (457)
(d) stany opisujace trzecie pasmo moga mieé¢ postac:

—. ,,,B1 JM
47 wvib? mb?) R

27 wﬁ%ﬂ mb3 RJM (458)

Zostato otrzymanych siedem mozliwych schematéw odtwarzajacych dane eks-
perymentalne dla '°°Gd. Poniewaz parametry dla poszczegolnych stanow
byly otrzymane metoda najmniejszych kwadratow dla roznicy przejsé B(E2)
i wartosci eksperymentalnych, otrzymane funkcje odtwarzaja doktadnie war-
tosci tych przejsé. Dodatkowym kryterium byto réowniez jak najlepsze od-
tworzenie przej$¢ miedzypasmowych. Wsréd otrzymanych schematéw, ktore
najlepiej odtwarzaly wartosci B(E2) i B(FE1) przedstawione w [5] i [6], zo-
stala okreslona kolejnos¢, ktora odzwierciedla otrzymang zgodnos$é¢ z da-
nymi eksperymentalnymi. W tym celu zostala wykorzystana metoda naj-
mniejszych kwadratow dla roéznicy przejs¢ B(E1) otrzymanych w wybranych
modelach i wartosci eksperymentalnych. Poniewaz eksperymentalna wartosé
B(FE1: 27 — 2%) posiada jedynie ograniczenie gorne przy tych obliczeniach
to przejscie byto pomijane.

Ponizej przedstawione sa schematy w kolejnosci od najlepiej odtwarzaja-
cego przejscia otrzymanego w eksperymencie [5] i [6].

Wszystkie rozpatrywane schematy maja taka sama budowe dwoch pierw-
szych pasm, tj.:

A _
wmewz(;jb)?) 1RA1 ’ 5 wﬁ}ﬂ mb3 R
A _
wmb2w1(;;;)3 1RBl ) 3 wfz%ﬂ mb3 R
A
RERT ST (o (459)

163



Ro6znia sie one jedynie parametrami opisujacymi stany oraz budowa trzeciego
pasma:

(I) Pierwsze dwa schematy maja nastepujace parametry opisujace stany
dla dwoch pierwszych pasm:
12 = 10,655, n3 = 6,932,
Gigo = 0,34, (g = 1077, (460)

d30 = —0,034, &4 = —0,068, a5, = —0,415, &35 = —0,080, (461)
oraz parametry dla stanow wystepujacych w trzecim pasmie:

2 = 7,648, N3 = 7,273,
00520 - —0,332, &22 - 0,580, (462)

dgo = 0,041, &4 = 0,024, &4y = —0,018, a5 = —0,073,  (463)
(1) Schemat 1. posiada nastepujaca postaé trzeciego pasma:

47 U REY,
27 Yl REY, (464)
gdzie wartosci przejs¢ mieszcza sie w przedziatach niepewnosci
pomiarowej wyznaczonych w eksperymencie:
B(E2: 4= —27) =724 W,
B(E1: 4= —47) =0,103 x 1073 W.u,
B(E1: 27 —27) = 1,359 x 1077 W.u,
(465)
(2) W schemacie 2. trzecie pasmo opisane jest przez stany:
4 it RV
27 U REY, (466)
dla ktorego B(E1l: 4= — 471) ma wartos¢ bliska granicy gornej
przedzialu niepewnosci pomiarowej, ale nie miesci si¢ w samym
przedziale oraz B(E1: 27 — 2%) jest o jeden rzad wieksza od
granicznej wartosci wynikajacej z eksperymentu:
B(E2: 4= —27) =724 W,
B(E1: 4= — 47) = 0,505 x 1073 W.u,
B(E1: 27 —27) =0,596 x 1072 W.u.
(467)

164



(IT) Kolejne dwa schematy maja nastepujace parametry opisujace stany dla
dwoch pierwszych pasm:

ny = 9,902, 73 = 13,792,
oo = 0,34, igo = 1077, (468)

G = 0,106, &, = 0,099, @4y = 0,000, &4 = 0,123,  (469)
oraz parametry dla trzeciego pasma:
N = 7,648, m3 = 7,273,
(oo = —0,332, G = 0,580, (470)
G = 0,041, &4, = 0,024, &y = —0,018, &y = —0,073,  (471)
3) Schemat 3. posiada nastepujaca posta¢ trzeciego pasma:
( p epujaca p 8o p
45 U REY,
2 Uity REY (472)
gdzie B(E1: 27 — 2%) miesci sie w przedziale wyznaczonym z
eksperymentu, a B(E1: 4= — 47) jest trzy rzedy za male:
B(E2: 4~ — 27) = 724 W,
B(E1: 2~ — 2%) = 0,000054 W,
B(BE1: 4= — 47) = 1,565 x 107 W,

(473)
(4) W schemacie 4. trzecie pasmo opisane jest przez stany:
_ — ) E
47 vaz‘;;wan'b)ii RM,
_ — ) E
Uiy REY, (474)

gdzie B(E1: 4~ — 47) ma wartos¢ bliska gornej granicy prze-
dzialu niepewnosci eksperymentalnej, a B(E1: 27 — 27) jest o
jeden rzad za duze:

B(E2: 4= — 27) = 724 W,
B(E1: 4= — 4%) = 0,384 x 1073 W,
B(E1: 2= — 2%) = 0,675 x 1073 Wu.
(475)
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(III) Ostatnie trzy schematy maja nastepujace parametry opisujace stany
dla dwoch pierwszych pasm:

Ny = 10,641, n5 = 13,103,
Qoo = 0,34,  (igo = 1077, (476)

Gzo = 0,111, &3 = 0,099, &5, = 0,108, &4 = 0,110, (477)
(5) Schemat 5. posiada podana ponizej postaé trzeciego pasma:
Ut R
27 s RE, (478)
gdzie

T2 = 7,648, T3 = 7,273,
biog = —0,332, Goo = 0,580, (479)

Ggo = 0,041, &4, = 0,024, &4, = —0,018, &y = —0,073. (480)

Wartosci przejs¢ miedzy i wewnatrzpasmowych otrzymanych dla
podanych parametrow sa nastepujace:

B(E2: 4~ —27) = 724 W,
B(E1: 4~ — 4%) = 0,111 x 107% W.u,
B(E1: 27 — 27) = 0,457 x 107 W.u,
(481)

gdzie B(E1l: 4= — 4%) odtwarza wartos¢ eksperymentalna, a
B(E1: 27 — 2%) jest o rzad wieksze od granicy gornej.

(6) Schemat 6. posiada nastepujaca postaé trzeciego pasma:

_ A — ) E
47 e 't(;zb)3 RéMv
_ — ) E
:¢5é2¢£ibé R]éM> (482)

gdzie

T =T,648, 15 =7273,
Goo = —0,332, Gigp = 0,580, (483)
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Gso = 0,041, &4, = 0,024, &, = —0,018, &4y = —0,073, (484)

B(E2: 4~ —27) = 724 W,
B(E1: 27 — 2+) = 7,200 x 106 W.u,
B(E1: 4= — 4%) = 1,030 x 107 W,
(485)
gdzie B(E1: 27 — 27) miesci sie w przedziale niepewnosci, nato-
miast warto$¢ B(E1: 4= — 47) jest prawie o trzy rzedy za mala.

W schemacie 7. postaé trzeciego pasma jest nastepujaca:

_ - E
4 :@Z)ﬁ;a 1()zb)3 R}«éM7
27 P RIM, (486)
gdzie

ny = 8,311, 3 = 11,421,
OO./QO - —0,312, (3(22 - 0,604, (487)

G0 = —0,001, & = 0,043, &, = —0,064, A}y = —0,129.

(488)
Odpowiadajgce zredukowane prawdopodobieristwa wynosza:
B(E2: 4= — 27) =724 Wu,
B(E1: 4~ —47) =1,144 x 107% W,
B(E1: 27 —2%) =6,968 x 1077 W.u,
(489)

gdzie podobnie jak w schemacie 6: B(E1: 27 — 27) miesci sie w
przedziale niepewnosci, a B(E1: 4= — 47) jest o trzy rzedy za
mate.

Analiza otrzymanych wynikéw dla modelu o rzeczywistych zmien-
nych, w ktérym parametry opisujace oktupolowe pasmo o parzy-
stych momentach pedu maja inne wartosci niz uzyte do opisu oktu-
polowego pasma o nieparzystym momencie pedu. Z rozkladu praw-
dopodobienstwa wystepowanie poszczegdlnych funkcji bazowych w stanach
(dodatek E) oraz orientacji momentu pedu (podrozdziat 6.2.5) mamy naste-
pujace charakterystyki dla przedstawionego modelu:

167



(a)

Stan 07:

zbudowany jest tylko z jednego iloczynu trzech funkeji bazowych, ktore
naleza do reprezentacji A; grupy Dy,. Cze$¢ kwadrupolowa pochodzi
z funkeji ug(12; g — érag) o (V215 Qag — digp) natomiast oktupolowa z:

o (1735 Qus0) o (V2135 oy Yo (V2035 0y )uo (V2035 ). (490)

Dla tego stanu rozktad prawdopodobienistwa momentu pedu jest taki
sam w kazdym kierunku.

Stan 27:

dominujacy wktad ma funkcja nie posiadajaca wzbudzenia zaréwno w
czesci kwadrupolowej, pochodzacej z rzutu funkceji poczatkowe;j

1o (1 Qrag — Grag) Uo(V/212; (ag — diag) na reprezentacje By, jak i oktupo-
lowej, ktora jest funkcja symetryczng wzgledem obrotow:

o(1753 s ) uo(V/ 20133 0y Juo (v 2ns; alp o (V2155 ). (491)

Glowna osig rozktadu prawdopodobienstwa momentu pedu dla tego
stanu jest kierunek réwnolegly do osi OY'.

Stan 47:

analogicznie jak dla stanu 21, rowniez tutaj najwickszy wktad do pelne;j
funkcji ma funkcja nieposiadajaca wzbudzen. Dodatkowo dla tych funk-
cji czed¢ rotacyjna nalezy do jednej z dwoch réwnowaznych reprezen-
tacji A; oznaczonej jako A;,;. Rozklad prawdopodobienistwa momentu
pedu jest gltéwnie roztozony w kierunku osi OY'.

Stan 37:

(d1) Dla schematow 1, 2, 3 1 4 najwiekszy wktad w stan 3~ ma funkcja
oznaczona jako A;(E:upuiuoug)E,, tj. dla ktorej czesé oktupo-
lowa powstala z rzutowania ug(ns; sy — drso)us (V2105 aly; — &y;)
Xtg (V215 0y — gy )i (V/212; 0y — Giy3) na reprezentacje dwu-
wymiarowa F. Daje to wzbudzenie wystepujace przy zmiennych
oy, (igp oraz o,. Glowna osig rozktadu prawdopodobieristwa mo-
mentu pedu dla tego stanu jest kierunek réwnolegty do osi OY'.

(d2) Dla schematu 5, 6 i 7 najwiekszy wktad posiadaja funkcje ozna-
czone jako A1<E2 uouluouo)E;l, A1<E2 uluououo)E;g oraz
Ay (E:uguguqug) Eq. Co oznacza, ze kazda z funkeji w czesei oktu-
polowej powstala odpowiednio z funkcji poczatkowej majacej wzbu-
dzenie stojace przy zmiennych af;, asy oraz of,. Dwie funkcje
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maja te samag cze$¢ rotacyjng opisang przez jedna z dwoch rowno-
waznych reprezentacji dwuwymiarowych £ oznaczonej jako £,
co daje najwiekszy rozklad w kierunku OY, druga opisana jest
przez reprezentacj¢ F., majacej najwigkszy rozklad w kierunku

0X1i10Z.

(e) Stan 5:

(e1)

dla schematow 1 i 2 najwiekszy wktad posiada funkcja oznaczona
jako B1(E': ugujuoug)E.1, gdzie czesé oktupolowa pochodzi z funk-
cji poczatkowej majacej wzbudzenie w zmiennych af,. Najwiek-
szy wktad do rozktadu prawdopodobienistwa momentu pedu jest
w kierunku OY'.

dla schematow 3 i 4 najwiekszy wktad posiada funkcja oznaczona
jako By (E:ujuguoug) E.q, gdzie czesé oktupolowa pochodzi z funk-
cji poczatkowej majacej wzbudzenie w zmiennych agy. Najwiek-
szy wktad do rozktadu prawdopodobienstwa momentu pedu jest
w kierunku OY.

Dla schematu 5, 6 i 7 najwiekszy wklad posiada funkcja ozna-
czone jako By(E:ujuguoug)E.s, gdzie czes¢ oktupolowa pochodzi
z funkcji poczatkowej, dla ktorej wzbudzenie pojawia sie w czesci
zaleznej od aszg. Najwiekszy wktad do rozktadu prawdopodobien-
stwa momentu pedu jest w kierunku osi obréconych wzgledem
uktadu wspotrzednych.

(f) Stan 27:

Dla reprezentacji I'y = A; opisujacej czesé kwadrupolowa mamy:

(f1)

(2)

dla schematow 2, 4 i 5 najwiekszy wktad posiada funkcja

A1 (E:uguyugug) E, gdzie czesé oktupolowa pochodzi z funkceji po-
czatkowej majacej wzbudzenie w zmiennych o4, . Najwiekszy wklad
do rozktadu prawdopodobienistwa momentu pedu jest w kierunku
0Xi0Z.

Dla schematu 7. najwickszy wktad posiada funkcja oznaczona jako
By (E: uyugugug) E.o, gdzie czesé¢ oktupolowa pochodzi z funkcji po-
czatkowej wzbudzonej w kierunku asg. Najwiekszy wktad do roz-

ktadu prawdopodobieristwa momentu pedu jest w kierunku OX i
0Z.

Dla reprezentacji I'y = B; opisujacej czes¢ kwadrupolowa mamy sche-
maty 1,3 i 6, dla ktorych najwickszy wktad posiada funkcja
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B (E: upuyugug) E, gdzie czesé oktupolowa pochodzi z funkcji poczat-
kowej majacej wzbudzenie w zmiennej af,. Najwiekszy wktad do roz-
ktadu prawdopodobienistwa momentu pedu jest w kierunku OX i OZ.

(g) Stan 47:

Dla reprezentacji I'y = A; opisujacej czes¢ kwadrupolowa mamy sche-
maty 1, 31 6 do ktorych najwiekszy wktad wnosi funkcja

Ay (B upupurug) Eq oraz Ay (E:uyuguoug) Eq 1 Ay (B uguguoto) E. Za-
tem czesci oktupolowe pochodza odpowiednio z funkcji poczatkowych
majacych wzbudzenie w kierunku of,, aso. Najwiekszy wktad do roz-
ktadu prawdopodobieristwa momentu pedu jest w kierunku OX i OZ
oraz osi obroconych wzgledem uktadu wspotrzednych.

Gdy I'y = B; wowczas mamy:

(gl) dla schematow 2, 415 najwiekszy wklad posiadajace te same funk-
cje jak dla schematow 1, 3 i 6, rozniace sie jedynie reprezentacja
czesci kwadrupolowej, ktora obecnie jest B;. Rozktad prawdopo-
dobienistwa momentu pedu jest identyczny jak przedstawiony dla
wezesniejszych schematow.

(g2) Dla schematu 7. najwiekszy wklad posiada funkcja oznaczona jako
By (E: uguguguy ) E, gdzie czes¢ oktupolowa pochodzi z funkeji
poczatkowej wzbudzonej w kierunku of4s. Najwiekszy wklad do
rozktadu prawdopodobienistwa momentu pedu jest w kierunku osi
obréconych wzgledem uktadu wspotrzednych.

Z przedstawionego powyzej opisu wynika, ze rozktad prawdopodobienstw
momentu pedu, dla funkcji majacych najwiekszy wkilad w stany nalezace
do dwoch pierwszych pasm, jest gtéwnie roztozony wzdhuz osi OY. W przy-
padku trzeciego pasma otrzymane ksztalty sa bardziej skomplikowane. Na
ogbl najbardziej sa rozciggniete w kierunkach osi OX i OZ. Roznice te moga
ttumaczy¢ dlaczego trudno bylo otrzymaé postac¢ trzeciego pasma majacego
te same parametry deformacji kwadrupolowej i oktupolowej jak dla dwoch
pierwszych pasm. Dopiero zmiana potozenia miniméw, zaréwno w czesci kwa-
drupolowej i oktupolowej, data mozliwos¢ odtworzenia wynikéw eksperymen-
talnych, [5, 6]. Oznacza to nieco inna strukture trzeciego pasma.
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A Grupy punktowe

Korzystajac z 2] obroty nalezace do grup punktowych mozna opisa¢ wzgle-
dem nastepujacych osi Oz, Oy, Oz, Oa, Ob, Oc, Od, Oe, O f, Oa, OB, O, 0d
przedstawionych na rysunku 24.

X7 5

Rysunek 24: Osie obrotu dla grup punktowych.

Do oznaczen elementéw grup punktowych uzyte sa symbole Schonfliesa
okreslajace kat oraz o§ obrotu:
E - element jednostowy,
Chw - obrot wokot osi w o kat %’T,
Cra - obrot wokot osi w o kat —22,
I - inwersja przestrzenna.

A.1 Grupa O

Grupa oktahedralna O opisujgca symetrie szescianu sktada sie z 24 obrotéw
wlasciwych, ktore zgodnie z [2] maja postac:

E) CEion 0367 C3’y7 035) 03;417 03:31) o 03_51’ 02:57 OQy; 0227

3y

0417 C4y7 0427 C4_x17 @17 C4_zl7 CQ(m CQbJ CQC) C2d7 0267 CQf (492)

Grupe O mozna roztozy¢ na pie¢ nieprzywiedlnych reprezentacji: dwie
jednowymiarowe A; i As, jedng dwuwymiarows E oraz dwie tréjwymiarowe
T iTs.
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Kazda z nieprzywiedlnych reprezentacji dziala w podprzestrzeni niezmien-
niczej rozpictej przez okreslong baze. Znajac dziatanie elementéw grupy w da-
nej przestrzeni mozna otrzymac macierze reprezentacji odpowiadajace trans-
formacjom wybranych wektoréw bazowych. Dla macierzy przedstawionych w
[2] mozna skonstruowaé nastepujace wektory bazowe jako funkcje zmiennych
kartezjanskich [9, 10, 11]°:

i) dla reprezentacji symetrycznej A; funkcja bazows jest funkcja skalarna,
1) dl tacji symetrycznej A, funkcja b a jest funkcja skal
ktora mozna przedstawié np. jako z2 + y? + 22,

(ii) dla reprezentacji A, funkcja bazowa przyjmuje postac: zyz,

(iii) dla reprezentacji £ mamy dwie funkcje bazowe: v/3(x? —1?) oraz 222 —
2 _ 2
r- =y,

(iv) dla reprezentacji T} funkcje bazowe moga mieé¢ postaé¢ jednomianow: x,
y? Z?

(v) dla reprezentacji Ty funkcjami bazowymi sa: yz, zz, xy.

Znajac macierze reprezentacji I' mozna otrzymac dla kazdego elementu
g grupy G charaktery x(g), ktore sa Sladami macierzy reprezentacji Al'(g)
elementu g, tj. x(g) = Tr(A(g)). W przedstawionej pracy wartosci cha-
rakteréw wykorzystywane sa w operatorze rzutowym do konstrukeji funkcji
bazowych w przestrzeni wibracyjno-rotacyjne;j.

Poniewaz charaktery dla elementow sprzezonych (dwa elementy grupy ¢; i
go nazywamy sprzezonymi, jezeli istnieje element grupy h: g1 = hgoh™!, [58])
sg identyczne, zatem tabele charakteréw mozna przedstawi¢ korzystajac z
tzw. klas elementoéw sprzezonych C;, dla ktorych wartosci x(g), g € C; sa
identyczne (i oznacza numer klasy C;).

Tabela charakterow dla grupy O sktada sie z pieciu klas elementéw sprze-
zonych:

(i) do klasy C; nalezy element jednostkowy grupy
¢, ={E}, (493)

9Wektory bazowe rozpinajace niezmiennicze podprzestrzenie mozna wybraé na rézne
sposoby. Oprocz podanych powyzej baz nieprzywiedlnych reprezentacji mozna réwniez
przyja¢ nastepujace wektory bazowe dla reprezentacji T1: S, Sy, S.. Transformujg si¢ one
odpowiednio jak x,y, z, ale nie zmieniajg znaku przy inwersji przestrzennej. Poniewaz w
grupie O nie wystepuje inwersja, zatem dziatajgc tg grupg na baze¢ S;, Sy, S, otrzymujemy
identyczny wynik jak dla bazy x,y, z. Dla T} mozna utworzy¢ dodatkowo bazy skladajace
sie z wyzszych poteg zmiennych kartezjatiskich [12]: jedna z mozliwosci jest 22,42, 2% albo
2(y? + 22),y(x? + 22), 2(2? + y?). W przypadku reprezentacji T z [12] mamy: z(z? —

y?),2(y? — 2%),y(2* — 2?).
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.. . 2 2 . . .-
; 2
(ii) klasa C, zawiera obroty o kat £ wokot osi taczacych srodek szescianu
z jego wierzchotkami:

CQ - {03(1’ 03,87 0377 0357 03_&17 03_/317 03_717 03151}7 (494)

(iii) klasa C3 zawiera obroty o kat m wokot osi ukltadu wspotrzednych OX
oY, 0Z:
C3 - {CQLL‘a 02:1/; CQZ}? (495)

(iv) klasa C, zawiera obroty o kat %71’ wokot osi uktadu wspoétrzednych O X,
oY, 0Z:
C4 = {04:27 C4y7 C4z7 047117 Cz;ylv 04;1}7 (496>

(v) klasa C5 zawiera obroty o kat m wokot osi taczacych srodek szescianu
ze srodkami jego krawedzi:

C5 = {02(17 CQba 0207 CQd? C2ea C2f} (497)

Tabela charakterow dla grupy O umieszczona w [2] przedstawiona jest w
tablicy 21.

Reprezentacja grupy O | C; | Co | C3 | Cy | C5
A, 1 111
A, 1 111
E 21-11210|0
T1 310 (-1]1]|-1
T2 310 ]-1]-1]1

Tablica 21: Tabela charakteréw dla grupy O.

Istotnym pojeciem uzywanym w obliczeniach jest iloczyn Kroneckera re-
prezentacji oraz jego rozktad na nieprzywiedlne reprezentacje. Potrzebne ilo-
czyny Kroneckera dla grupy O przedstawione sa w tabeli 22, oraz w |9, 10,
11, 12].

A.2 Grupa Dy,

W zZadnej z publikacji [9, 10, 11] i [2] nie ma pelnej konstrukeji reprezen-
tacji grupy D,. Korzystajac z zawartych tam informacji, po uzgodnieniu
roznych konwencji uzywanych w tych pracach, w dodatku A.2 pokazujemy
konsekwentny opis baz i reprezentacji tej grupy. Istotna réznica pomiedzy
przedstawiona grupa Dy w |9, 10, 11] a [2] jest wybor osi czterokrotnej. W
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A 1 A2 E T1 T2

Al A2 E T1 T2 Al
A1 E T2 T1 AQ
A+ A+ E T+ 15 T+ 15 E

M+E+T+T, AA+E+TV+T | Th
A1+E+T1+T2 TQ

Tablica 22: Tabela iloczynéow Kroneckera nieprzywiedlnych reprezentacji dla
grupy O.

pierwszych trzech podanych pracach osig czterokrotna jest o§ OZ, zas w
[2] jest nia 0§ OY'. Do rozroznienia obu grup zostat dodatkowo wprowadzony
drugi indeks dolny, ktory oznacza o$ czterokrotna. Zatem w przypadku grupy
D, przedstawionej w |9, 10, 11] uzywane jest oznaczenie Dy.., a dla grupy
przedstawionej w [2] mamy Dy.,,.

W dalszej czesci tego dodatku jest przedstawiona doktadniej grupa Dy,
ktora jest antyizomorfoczna z grupa symetryzacji otrzymang dla rzeczywi-
stych zmiennych wewnetrznych kwadrupolowych i oktupolowych uzywanych
w modelu (R). Do konstrukeji stanow z tego modelu potrzebna jest znajomosé
bazy w zmiennych kartezjanskich oraz odpowiadajace im macierze nieprzy-
wiedlnych reprezentacji. Dodatkowo trzeba pamictaé, ze definicja obrotéow
uzywana w obliczeniach jest zgodna z przedstawiona w [49].

Korzystajac z pracy [2| dla grupy Dy,, znamy jedynie posta¢ macierzy re-
prezentacji. Naszym celem byto znalezienie wektoréw bazowych reprezentacji
w zmiennych kartezjaniskich transformujacych sie zgodnie z tymi macierzami.
Do ich konstrukeji zostaly wykorzystane bazy przedstawione w [9, 10, 11] uzy-
skane dla grupy Dg... Wiedzac, ze grupa Dy, powstaje z grupy D, przez
obrét o kat —% wokot osi OX mozna otrzymac wektory bazowe na dwa spo-
soby:

(a) obracajac funkcje bazowe przedstawione w [9, 10, 11] o kat —F wokot

osi OX,

(b) znajac budowe funkcji bazowych z [9, 10, 11] mozna stworzy¢ wszystkie
mozliwe kombinacje iloczynéw zmiennych kartezjanskich im odpowia-
dajacych i zrzutowac je na nieprzywiedlne reprezentacje wykorzytujac
macierze przedstawione w [2].

W naszym przypadku wykorzystana jest druga z mozliwosci, co zostato przed-
stawione doktadniej w dalszej czesci.
Korzystajac z 9] oraz |10, 11| grupa D,., posiada nastepujaca baze kar-
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tezjanska dla poszczegolnych nieprzywiedlnych reprezentacji:

Ay 2 4P
Ay 2,

Bi: 2% —14?,
By zy,

E: zy,

(498)

gdzie Ay, Ay, Ap, Bs sa reprezentacjami jednowymiarowymi, a F jest repre-
zentacjy dwuwymiarows.'’

Uzywajac operatora rzutowego dla grupy Dy, opisanego za pomocg cha-
rakteréw mozna znalez¢ baze dla reprezentacji jednowymiarowych. Rzutujac
kombinacj¢ liniows funkcji x, y, z: a,x+ayy+a.z, gdzie a,, a,, a, sy szuka-
nymi wspotezynnikami, zostala uzyskana baza dla reprezentacji jednowymia-
rowej As w postaci funkcji y. Dodatkowo okazato sie, ze powyzsza kombinacja
daje niezerowy rzut na dwuwymiarowa reprezentacje £. W tym przypadku,
aby uzyska¢ baze kartezjanska, ktoérej odpowiadaja macierze przedstawione
w [2], zostal uzyty operator rzutowy zbudowany z wymienionych macierzy.
Do kombinacji liniowej a,z + a,y + a,z najpierw zostal uzyty operator Pf,
gdzie dolne indeksy numeruja elementy uzytych macierzy reprezentacji [2|, co
dato po zrzutowaniu wektor bazowy x. Nastepnie, zgodnie z reguta przedsta-
wiona w [77], dla wektora z zostal uzyty operator Pj. W ten sposob zostal
otrzymany drugi wektor bazowy reprezentacji E: z. Dla reprezentacji A; i
B baza zostala otrzymana z rzutu kombinacji liniowych a,z? + a,y* + a,2*
co dalo:

(i) dla reprezentacji A; zostaly otrzymane dwie bazy: y? oraz z% + 22,

(ii) dla reprezentacji B; zostala otrzymana jedna baza skladajaca sie z

wektora: x? — 22

Kolejna kombinacja jaka zostata rozwazona, jest kombinacja dwumianow
Ay Y0y, 22+0ay,yz. Niezerowe rzuty zostaly otrzymane dla dwoch reprezen-
tacji By oraz E. Dla reprezentacji jednowymiarowej B, baza ma postaé zz.
W przypadku dwuwymiarowej reprezentacji E zostaly uzyskane nastepujace
wektory bazowe: xy oraz yz.

19Podobnie jak dla grupy O bazy dla nieprzywiedlnych reprezentacji grupy Dy.. mozemy
zapisa¢ na rozne sposoby. Korzystajac z [9, 10, 11, 12] mamy nastepujace dodatkowe bazy
dla reprezentacji nieprzywiedlnych: dla Aj: 22, dla Ay: S, albo 22 albo 22(2? + y?), dla
Bi: zyz, dla By: 2%(2% — y?) oraz dla E: S,, S, albo zz,yz albo zz?,yz? albo xy?, ya?
albo 23, y3.

175



Ponizej przedstawione sa tabele dziatania grupy Dy, [2], na otrzymana
baze kartezjanska:

(i) reprezentacja A; z wektorem bazowym v = y? lub v = 22 + 2%

g€D4;y H E‘C2£E ‘ C2y‘C2z‘C4y ‘ 0@1‘020‘0261

gu HU‘U‘U‘U‘U‘U"U"U

(ii) reprezentacja B; z wektorem bazowym v = 2% — 2%

gED4;y H E‘C2$ ‘ C2y‘022‘04y ‘ Cil‘OQC‘C%l

@ Tl o o o o] > ]

(iii) reprezentacja A z wektorem bazowym v = y:

g€D4;y “E‘CQQ?‘OQy‘CQZ‘C4y‘C_1‘CQC‘CQd

o o vl o [—vlo v v

(iv) reprezentacja By z wektorem bazowym v = xz:

gED4;y HE‘C2I‘O2y‘CQZ‘O4y‘C_1‘CQC‘CQd

P [FTR rry pray ry ry peaen pra p

(v) reprezentacja E z wektorami bazowymi vy = x, vy = 2:

g € D4;y H E ‘ CZ:E ‘ C2y ‘ C2z ‘ C4y ‘ 042,1 ‘ CZC ‘ CQd
gui —U2
gv2 —U1

(%1
V2

(%1

V2

(%

U1

V2
(%1

Znajac powyzsze dziatania mozna odtworzy¢ macierze reprezentacji, ktore sa
zgodne z [2].
Tablica charakterow dla grupy Dy, przedstawiona jest w tablicy 23.

Reprezentacja grupy Dy, | C1 | Co | C3 | Ca | C5
A, 11111
A, 111 ]1]-1[1
B 1 SRS
By 171 ]-1]-1]1
E 2121010710

Tablica 23: Tabela charakterow dla grupy D..,.

Poszczegolne klasy elementow sprzezonych sktadaja sie z nastepujacych
obrotow:
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(i) do klasy C; nalezy element jednostrowy grupy:
C, ={FE}, (499)
(ii) klasa Cy zawiera obrot o kat m wokot osi OY:
Cy = {Cy}, (500)
(iii) klasa C3 zawiera obroty o kat 17 wokot osi OY:
Cs ={C4y,Cy'}, (501)
(iv) klasa C4 zawiera obroty o kat m wokot osi OX i OZ:

C4 - {02337 022}7 (502)

(v) klasa Cs zawiera obroty o kat m wokol osi taczacych srodek szescianu
ze Srodkiem jego krawedzi:

Cs = {Cac, Caa}- (503)

Iloczyny Kroneckera nieprzywiedlnych reprezentacji dla omawianej grupy
przedstawione sa w tabeli 24, 9, 10, 11]:

Al AQ Bl BQ E
A1 AQ Bl B2 E Al
Al BQ B1 E A2
A1 Ag E Bl
Ay E By
Ai+As+B1+ By | E

Tablica 24: Tabela iloczynéow Kroneckera nieprzywiedlnych reprezentacji dla
grupy Dy,y.

A.3 Wybrane grupy punktowe

W tej czesci przedstawione sg elementy grup punktowych otrzymanych w ro-
dziale 3. Uzyskane grupy symetryzacji odpowiadaja grupom przedstawionym
w [2].

Grupa Dyy,.. 7 osia gléwna OZ sktada si¢ z nastepujacych elementéw:

E, Csy, Coy, Css, Cog, Cop, Cs, C' 1, 1Cs,, I1Cy, 1Cs;, 1Cs, ICy, ICy, 1C),
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grupa D, posiada cztery obroty: E, Cy, Cyy, Coz,
grupa R.(7)OR.(—7) sklada si¢ z elementéw grupy O obréconych o kat T
wzgledem osi OZ, gdzie
O = {E, Cay, Oy, Cosy O, Cag, Caryy Cas, Conl 036 , C?w Non

Ciar C, C4y704y , Cu., O, Cog, Cay, Cae, Cag, Cae, oy},
oraz grupa O, sklada si¢ z obrotow:
E, Cay, Cyy, Cos, Co, Cag, Csyy Cas, Corl C’B_ﬁl, 037 ,Cssty Cuzy, Cpt, Cly, C4y ,
C’4z> C;Z ) C2a7 CQba 0207 CQd; 0267 CZfa I 102x7 [CZya 10227 [CSaa [CZ‘)B? 10377
[Cs5,1C5,) , 1Cs5  1Cs IC  ICsy, 1C,,! 1Cy,, 1C,,)} ICy,, 1C, ],
ICQG, ]Czb, ]CQC, [ng, ]Cge, [Cgf

Innymi grupami sa:

(i) Cuu = {E,ICy}, Cyy = {E,ICy,} oraz przedstawiona w [2]
Cs. = {E,1Cs.}, dla ktorych zachodzi Ry(5)Cs.Ry(=5) = Cep i
R (%)Os R ( ) = Cs,y7

(i) Sy, ={E,Cy., ICy,, IC'}, ktéra mozna uzyskaé z grupy Si, =
{E,Cyy, 1Cy,, ICy'} przedstawionej w [2] przez obrot o kat 3 wokol
osi OX, tj. Ro(3)SayRa(—5) = Suz,

(111) 621} = {E; 0227 1021‘7 -[CQy}7 62’0 = {E7 CQZ? ]CQOH ]C2b})
(iv) Dag.. = {E, Cy., Cay, Cop, [Coy, ICoy, ICy,, ICL 'Y,
D2d z — {E 02307 Cny 02z7 102(17 IOQb» ‘[042:7 10421}

Okazuje sie, ze dla kata Q3 € {0, 2, %, 3% 7 5% 37 701 otrzymujemy

. ne v 4299 407y T4 9y g4
EZ(Q?,)DLLZRZL—Q?)) =Dy... Analogiczna rownosé zachodzi dla B
Dy = RZ(Qg)DzR (— Qg) gdzie Q3 = =, k € Z. Dla obroconej grupy O o
katy Q3 = 7, %W, 1T 1 wokol osi OZ R (Q3)OR.(—3), otrzymujemy te

sama grupe, tj. O.

B Funkcje bazowe dla grupy symetryzacji O

W tym dodatku przedstawione sa funkcje bazowe w przestrzeni wibracyjno-
rotacyjnej, otrzymane dla grupy symetryzacji O. Dodatkowo podane sg wek-
tory bazowe w zmiennych kartezjanskich transformujace sie identycznie jak
funkcje bazowe w przestrzeni wibracyjno-rotacyjnej.

Kazdy z wektoréow bazowych otrzymany jest za pomoca operatora rzuto-
wego na odpowiednia nieprzywiedlng reprezentacje grupy O.
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B.1 Funkcje rotacyjne

Funkcje rotacyjne utworzone sa zgodnie z taiicuchem grupowym O O D,
tj. funkcje naleza jednoczesnie do pewnej reprezentacji grupy D, oraz O.
Konstrukcja tych funkcji polegata na znalezieniu kombinacji liniowych sprze-
zonych funkeji Wignera DY, (2)*, dla okreslonej wartosci J, nalezacych do
reprezentacji grupy Ds. Nastepnie, z otrzymanych funkcji nalezacych do okre-
slonej reprezentacji grupy Ds, utworzone zostaly funkcje bazowe z reprezen-
tacji grupy O.
Biorac pod uwage budowe funkcji rotacyjnych wprowadziliSmy nastepu-
jace oznaczenie, [57]:
RLM, (), (504)

gdzie I's jest nieprzywiedlna reprezentacja grupy O, a I'y grupy Do. W przy-
padku, gdy dwa rézne wektory naleza do rownowaznych reprezentacji grupy
O oraz D,, wowczas Wprowadzane jest dodatkowe oznaczenia okreslajace
wartos¢ indeksu K, tj. R{ M T K (Q).

Kazda z funkcji (504) zbudowana jest z kombinacji liniowych sprzezonych
funkcji Wignera DY, (Q)*:

re(Q) = V2J 4+ 1D3,.(Q), (505)

gdzie dzialanie grupy G na i, (Q) opisuje wzor:
Gk (Q) = ri(Qg7h) = Z Dieer(9)rie (), g € G. (506)

Aby uproscié¢ zapis dodatkowo korzystamy z nastepujacych funkeji:

(+H)J 1 J J

r Q) = —————— (L), K >0, 507
MK () = (il + 1) (507)
_ 1

Ml Q) = =l — k), K > 0. (508)

Baza dla reprezentacji D, otrzymana jest z funkcji TE\B;](Q) i TEV;I)%](Q),
dla ktorych dziatanie grupy D, jest nastepujace:

ETM ( ) TMK (Q) (509)
Corri () = (— >J W (), (510)
Coyr§il (Q) = (1)K r{7 (), (511)
Coriil (Q) = (-1)F TEJILJ(Q), (512)
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oraz:

Eri (@) =i,k (@), (513)

Coaryr i (Q) = (1) ri 2 (), (514)
oy () = (1)~ (@), (515)
Cour' i () = (=1)% 7 (). (516)

Poniewaz grupa Ds nie zmienia |K| przy dziataniu na T](J%(Q), wiec szukajac

wektorow bazowych dla reprezentacji tej grupy wystarczy rozwazy¢ sama
funkcje rﬁ;(‘](Q), a nie ich sume po K. Analogicznie mamy dla T’E\Z)J(Q).
Po zrzutowaniu na nieprzywiedlne reprezentacje grupy Ds mamy naste-

pujace wektory bazowe:

(i) dla reprezentacji A;:

Q) J e 2Ny AK € 2N, (517)
rk () Je2Ng+ 1A K € 2N, (518)

(ii) dla reprezentacji By:

r7Q): Je2NgAK € 2Ny + 1, (519)
rQ) TeNg+1AK € 2Ny + 1, (520)

(iii) dla reprezentacji Ba:

r Q) JEe2No+1AK € 2N, (521)
r () J €Ny AK € 2N, (522)

(iv) dla reprezentacji Bs:

r7(Q): Je2Ng+1AK € 2N + 1, (523)
() Je2NgAK € 2Ny + 1, (524)

gdzie N oznacza zbior liczb naturalnych zaczynajacych sie od jedynki,
a Ny zbior liczb naturalnych zawierajacych dodatkowo liczbe 0.
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Bazy dla grupy O D D, opisane sa przy pomocy wczesniej wprowadzo-
nych oznaczen R{ M T () lub RLY K (€). Konstrukeja jest ograniczona do
momentow pedu J = 0,1,2,3,4,5.

Poniewaz dziatanie niektérych elementéw grupy O zmienia wartosé K w
1% (Q), zatem funkcje bazowe zostaly otrzymane przez rzutowanie
S e yaxri () na poszezegolne reprezentacje O. Podane ponizej wektory

bazowe sa unormowane:

J=0 (525)
RITMS Q) = %)

J=1 (526)
RITEML_(Q) = RN (9Q),
RITE () = 19,
R () = Q)

J=2 (527)

J=2M

Riopok—2(82) = 71 (1),
J=2M ()2

Riopar—1(8) = 7y (),

J=3 (528)
R _,(Q) = k9,
_ 1 _ _
RIGM(Q) = —=(V3ri X () — Vari ()

V8
RITEN o i (),

RIFM(Q) = %wﬁ PR + VB (@),
f< Varin Q) — Varit(Q),
Rii_,(Q) = rEVB?’(Q),

R (Q) = f< VB () + V3rin' (),

=2
I

Rpop' () =
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(530)

J =
_ 5 V35
RITAQ) = 4 5l (@) + =i (@),
_ 7 V35
Riai Q) = /50 (@) = =i (),
REML(Q) = '),
_ 1
Rt () = (' () + Vi (@),
V8
RITAE_(Q) = Q)
_ 1 _ _
RIM(Q) = —=(—r{n' Q) +Viri i e),)
V8
_ 1
RaI(Q) = —=(rH Q) — VIrsn (@),
V8
RipiE Q) = Q)
_ 1 _ _
R () = (i (@) +V7rs (),
V8
J=25
RIZM_,(Q) = L),
REZM_L(Q) = {29,
_ 1 _ _ _
RITIM (Q) 875(—3@5”;5(9) + V350 ) = VEor( P (),
RITM, o) = 5P,

Ry is(Q)

Ry55(Q)
L)
R 5p3(Q)
Ryap ()
Ri3pic=(Q)

Rizgs ()

1
8v/2
1 _ _ _
16 (V103" () = 9V2r57(Q) - 2v21r (),
i (),

1
16 (V107 (Q) — 9V2rig (@) + 2v21r3 (),

(BVTri (Q) + V35ri () + V30ri° (),

V7, V210 ~ NZV
T(_TTEWZE)(Q) + 7“5\41)5(9) - TT](\/[§5<Q))7
rir (),

V7. /210 V42
T(—TT%%Q) + 7“5\}1)5(9) + TT%E}(Q)),
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Rzutujac kombinacje liniowe sprzezonych funkcji Wignera na reprezenta-
cje T1 grupy O otrzymujemy szes¢ wektoréw bazowych:

7"?%0(9): 7"15\44<Q) + 7"3/1—4(9): r?%(Q), TJ5\/[—5(Q)7 7"?\41(9)7 7"?\4—1(9% (531)

ktore naleza do 7. Cheac otrzymac bazy dwoch rownowaznych reprezen-
tacji Ty mozemy wybra¢ jeden z wektoréw, np. r3,,(2). Dzialajac grupa O
na ten wektor otrzymujemy trzy funkcje:

ur = ripo(€), (532)

ug = 3V (13 _5(Q)+755(Q) +V/35 (135 ()+735(2)) +
+v/30 (T?MA(Q)"‘T?\M(Q)) g (533)

uz = 37 (_T?/[—5(Q) + 7"}:’\/[5<Q)) — V35 (_T?\/I—:%(Q) + T}:’\/[:’,(Q)) +
VB0 (11 (Q) + rin () (534)

ktore pod dziataniem grupy symetryzacji przechodza w swoje kombinacje, a
zatem tworza one baze jednej z dwoch rownowaznych reprezentacji 77 .

Mozna sprawdzi¢, ze dziatanie grupy O na pozostate wektory daje kom-
binacje liniowe tych wektoréw. W ten spos6b mamy druga, rownowazna, re-
prezentacje T;. Otrzymane wektory w kazdej z rownowaznych reprezentacji
sg ortonormalne wzgledem siebie oraz wzgledem wektorow z drugiej repre-
zentacji 1.

Poniewaz konstrukcja stanéw opiera sie na sktadaniu iloczynéw funkcji
transformujgcych sie zgodnie z odpowiednimi kombinacjami iloczynéw funk-
¢ji przedstawionych w zmiennych kartezjariskich, zatem potrzebna jest infor-
macja jak transformuja sie otrzymane funkcje bazowe w zmiennych kolektyw-
nych. Ponizej przedstawione sa rotacyjne funkcje bazowe, ktore odpowiadaja
wektorom bazowym otrzymanym w zmiennych kartezjanskich.

J=0 H Rep. H Baza dla funkcji rotacyjnych H Baza dla rep. grupy O
[ A RIEES(©) I Pyt

Tablica 25: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pedu J = 0
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J=1 H Rep. H Baza dla funkcji rotacyjnych H Baza dla rep. grupy O

N w
ZRE@13AI}:1<Q) Y
— Ry por—0(Q) Z

Tablica 26: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pedu J = 1

J=2 H Rep. H Baza dla funkcji rotacyjnych H Baza dla rep. grupy O

E Ryt —(Q) V3(a? —y?)
Ryati—o(Q) 22% — 2% —y?

Ty _}?]%;%4]2”1(:2 (Q) xry
RTEE231K:1 (©2) Yz
_Z.R%iég/ll(:l Q) rz

Tablica 27: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pedu J = 2

J=3 H Rep. H Baza dla funkcji rotacyjnych H Baza dla rep. grupy O

Ay Rk —o() Tyz
T Ry (Q) x
iRy () y
Rivior—o() z

1 _R%Z%%(:Q (Q) Ty
Riany' () yz

—iRi555 () 2

Tablica 28: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pedu J = 3
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J=4 H Rep. H Baza dla funkcji rotacyjnych H Baza dla rep. grupy O

Ay Riar () e
E REAH () V3a? =)
REGY(0) 20— ot

Ty R%E%V(Q) T

iRAAY(9) y

R%Té%{:z;(ﬁ) Z

T, R —o(Q) zy

Riz5 () yz

—iRi555 () xz

Tablica 29: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pedu J = 4

J=5 H Rep. H Baza dla funkcji rotacyjnych H Baza dla rep. grupy O

E —RyaiH—(Q) V3(z? —y?)
Riaik—a(Q) 22° —a* — ¢
1, R 35 () x
— iR () y
R’ﬁ,‘:i]g%:o(Q) <
Tip RiT55(Q) T
—i R 55 () y
R%igjgzK:4(Q) Z
T —Rispow—2(Q) y
Rigpy' () yz
—iR1555 () 2

Tablica 30: Baza dla funkcji rotacyjnych dla grupy O o momencie pedu J = 5

B.2 Funkcje kwadrupolowe

Funkcje kwadrupolowe powstaly z rzutowania na reprezentacje grupy O ilo-

czynow funkcji oscylatora harmonicznego postaci:

Un (72, Q20 — d20)um(\/§n27 Qrgg — (rag) (535)

gdzien=0m=0lubn=1,m=01Iubn=0,m =1 oraz

() = |y exp(=

—n*2*)H,(nz). (536)

Funkcja H, (nz) jest wielomianem Hermite’a, [79].
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B.3 Funkcje oktupolowe

Czes¢ oktupolowa zbudowana jest z iloczynéw funkcji oscylatora harmonicz-
nego, [79], zaleznych od czesci rzeczywistych lub urojonych as, = oy, +iag,,
gdzie = 0,1, £2, £3 oraz aj, = agp. Analogicznie jak dla kwadrupolowej
czesci wibracyjnej, kazda z funkcji opisujaca oktupolowa czes¢ wibracyjna
jest co najwyzej jednofononowa. Dodatkowo wprowadzona jest deformacja
statyczna £a5, € R wystepujaca w funkcji zmiennej tetraedralnej of,.

Funkcje oktupolowe o parzystosci dodatniej z definicji spetniaja row-
nosc: X
Ip(asy) = ¢(as), (561)

gdzie I jest operatorem inwers;ji.
Dla grupy symetryzacji O zostaly otrzymane nastepujace niezerowe funk-
cje oktupolowe o parzystosci dodatniej:

i) dla reprezentacji A;:
( )
¢z(nb?37 1(()[31,) = NA1 %U/O (7’]3, (Y30)U0(\/§773; (ygl)uo(ﬁn3; ()[32)

XUO(\@% aég)uo(ﬁﬁ3; 049)'1)“0(\/57)3; ag3)
X{ul(ﬁUB; gy — Qi) — “1<\/§7733 oy + aiy) (562)

gdzie

V2

Ny, = , (563)
V1L e 1+ 4l
(ii) dla reprezentacji Ty mamy trzy funkcje bazowe:
. 1
zbf,;,ézf (a3,) = N §Uo(773; cuso) o (V/2ns; oy )un (V/2ns; o)
Xuo(\@??s; 0433)%(\/5773; 043’1)“0(\/5773; 033)
x {uo(V/2ns; offy — &lfy) — uo(V/2ns; offy + 6fy)},
(564)

1/’5;23? (agy) = %Uo(%; Oégo)uo(\/@?s% 0432)“0(\/5773; o))
Xt (v/2n3; o) {uo (V233 oy — ) — uo(v/2ns; 0y + 6y)}
X{\/SU1<\/§7733 0‘31)%(\/5773; al3) + \/§UO(\/§773; O‘él)ul(\/i%S as3)
(565)
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oraz

%j@)s? (04311) = iNZ;Q U0(773; 0630)Uo(\/§7]3; 0431)“0(\/5773; Oé;'gz)

XUO(\/?U:’)% aég){uo(\/?ﬁ:%; gy — (igy) — UO(\/§7735 oy + ay) }
X{\/§u0<\/§7735 Oégl)ul(\/ﬁ%; ) — \/gul(\/ﬁniﬂ 04{3/1)“0(\/57733 agz)}

(566)
Wspoétezynniki normalizujace majag postac:
2
Npg = V2 — (567)
vV1— 6_277%&322
1
Nrpo = — . (568)
vV1-— 3_27732,5‘322
(iii) dla reprezentacji To mamy trzy funkcje bazowe:
Uy () = Ny g (133 s0)uo (V27153 0y Juo(v/2ns; o)
X g (v/21)s; s Juo (V21735 0y Yo (V2135 )
x {uo (V23 oy — &y) — o (V2135 oy + 65) }, (569)

Gpconma () = Nraoguo(ns; cuso)uo(v/2s; sy )uo (V/2ns; )

vib3;2
X o (V2035 ) {uo (V2n3; oy — &fy) — uo (V2135 oy + 64y) }
x {v/Buo(V21s; oy ur (V2135 dys) — V/3ua (vV2n3; oy Juo (V235 odss) },
(570)

oraz

(DS (as) = NT;zﬁuo(Th; Oéso)uo(\/ﬁﬁ?;; 0451)”0(\/5773; 3y)

v1b3;3
XUO(\/ZB; aéz){uO(ﬂna; gy — &gz) - UO(\/§7733 gy + &g2)}
X{\/gul(\/iﬁs; 04%’1)U0(\/§773; Oéé’3) + \/guo(\/i% a§1)U1(\/§ﬁ3; aéfg)h

(571)
gdzie wspotezynniki normalizujace maja postac:
2
NT§1 = \/_ 2 (572>
vV1-— @_2775&322
i
1
Nrp.o = (573)

N
vV]1— e_2n§a322
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Ponizej wypisane sa otrzymane oktupolowe funkcje bazowe o parzystosci
dodatniej oraz odpowiadajace im wektory bazowe w zmiennych kartezjan-
skich:

Baza dla funkcji oktupolowych,
Rep. parzystos¢ dodatnia Baza kartezjanska

Ay Y4, (@30) z’ oy’ + 2
T %();7)3? (v3y) S
_me?) 3 (a3y) Sy
Yo (03,) S.
15 wi(;;)s? (v3y) Ty
Q/’mbs 5 (az) Yz
—it it () vz

Tablica 31: Oktupolowe wektory bazowe o parzystosci dodatniej dla grupy O

Funkcje oktupolowe o parzystosci ujemnej spelniaja nastepujaca row-
nosc¢:
IY(as,) = =¥ (asy). (574)
Otrzymane niezerowe, oktupolowe funkcje o parzystosci ujemnej naleza
do nastepujacych reprezentacji grupy symetryzacji O:

(i) dla reprezentacji As:

VYa,(asy) = Na, %Uo(nz’,; Oégo)uo(\/ﬁﬁ?); %1)“0(\/5773; 0452)
X 1o (V/2n3; a3 )uo (V2135 oy Yuo (V2135 o)
X{ul(\/_% gy — Gigy) + ul(\/_m, oy + Aio) } (575)

gdzie

Ny, = v2 , (576)

\/1 T 672”‘%%2(1 — dn3dsy’)

(ii) dla reprezentacji T3 mamy trzy funkcje bazowe:

wiﬁa):ﬁl (ag,,) = NT-l%ul(USS O430)160(\/5773; 04{51)“0(\/5773; 06%2)
XUO(\/_U?” 0‘33>u0(\/_7737 0431)%(\/_7737 og3)
X{UO(\/_W?n gy — Qi) + UO(\/_U?», gy + Go) } (577)
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U he (0) = Nrobuo(ns; aso)uo (V2115 0o (V2055 0 51)
g (V213; 07 33) {uo (V2135 oy — &) + uo(v/2n3; 0y + 6%y) }
X{\/SUO(\/§7Z3§ 04%1)“1(\/%3% al3) — ﬁul(\/%; 04,31)“0(\/5773; ags) by
(578)

oraz

%23? (a3v) = NTQ%“O(U?;; 0430)100(\/57)3; 04:’31)“0(\/5773; 04;,2)
Xu(v/2n3; s ) {0 (V213; oy — G) + uo(V213: oy + a%p) }
x {V3u1 (V2ng; 0y Juo (V25 ff3) + VBuo(V2ms; oy Jun (V25 )
(579)

Wspoélezynniki normalizujgce dla powyzszych funkcji sa nastepujace:

V2

NT;l - ) (580)
vV1+ 6_2773&322
1
Nro = __ (581)
vV1+ 6_2775&322
(iii) dla reprezentacji T, réwniez mamy trzy funkcje bazowe postaci:
VS () = Nipa o (m3; cuso ) uo (V21135 sy Y (V2055 )
x o (V2133 s uo (v/2ns; oy )uo (v2ns; ods)
X {UO(\/§7733 gy — &gz) + UO(\/QHBJ agy + &g2)}7 (582)

%(};,)37212 (asy) = NT;2%1U0(773; @30)U0(\/§U3; aéz)uo(\/ﬁﬁzﬁ o)
Xu(v/2n3; ) {0 (V213; oy — G) + uo(V21s; o + a%p)}
< {V/5us (V2035 gy Juo (V21055 alys) + V/Buo (V213 Jun (V21135 alys)
(583)

oraz

1/)1(;;)23:7:;2 (Oé3z/> = NT;24£UO(773; a30)“0(\/§7]3; 0451)“0(\/57]3; 0452)
o (V2 ) {uo (v 2s: @y — ) + (/s iy + )
x {V/3uo(v2n3; oy Jur (V2ns; ) — V5u (V235 oy Juo (V21135 0%},
(584)
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gdzie wspolczynniki normalizujace sa postaci:

Ny = : (585)

(586)

Ponizej wypisane sa oktupolowe funkcje bazowe oraz odpowiadajace im
wektory bazowe w zmiennych kartezjarskich:

Baza dla funkcji oktupolowych,
Rep. parzystos¢ ujemne;j Baza kartezjariska

Ay Va,(asy) TY2
T —Y s (s S,
~ityaa () S,

Vyh (03,) S.

T Ui (asy) Ty
Uyhe (@3,) yz

~ iy () vz

Tablica 32: Oktupolowe wektory bazowe o parzystosci ujemnej dla grupy O

C Funkcje bazowe dla grupy symetryzacji Dy,

W tym dodatku przedstawiona jest budowa funkcji bazowych, z ktorych skta-
daja sie poszczegodlne stany uzyte do konstrukeji modelu o zmiennych rzeczy-
wistych (R). Funkcje bazowe podzielone sa na trzy grupy: wektory bazowe
kwadrupolowe, oktupolowe oraz rotacyjne. Funkcje bazowe czesci wibracyjnej
pochodzg z rzutu odpowiedniej funkcji na reprezentacje grupy 54;y. Funkcje
poczatkowe, z ktorych powstaly wektory bazowe sa funkcjami oscylatoro-
wymi posiadajacymi deformacje statyczne w czesci kwadrupolowej i oktupo-
lowej. Poza tym posiadaja wzbudzenie wystepujace przy jednej z funkcji oscy-
latora harmonicznego, ktéra wchodzi w jej sktad. Wszystkie wektory bazowe
jakie zostaly uzyskane przez zrzutowanie funkcji poczatkowych sg zaliczane
do rodziny tej funkeji i tak sa tez okreslane w pracy. W przypadku czesci
kwadrupolowej mamy trzy mozliwe rodziny funkcji otrzymane odpowiednio
z rzutu nastepujacych funkcji:
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(1) uo (?72, Q20 — 5420)160(\/5772, G2 — 5622)7
(2) w1 (2, 20 — Gao)uo (V212,22 — Gan),
(3) o (2, v20 — Goo)ur (V21a, vz — Gan),

gdzie powyzsze funkcje opisane sa nastepujacym wzorem u, (1, ) = , /ﬁ

x exp(—in?z?)H,(nz), a H,(nz) jest wielomianem Hermite’a, [79].

Kazdy z niezerowych, kwadrupolowych wektoréw bazowych nalezy do jed-
nej z jednowymiarowej reprezentacji: A; lub Bj.

Dla czesci oktupolowej mamy cztery rodziny funkcji otrzymane z rzuto-
wania funkcji poczatkowych na reprezentacje grupy E4wz

(1) Z oktupolowej funkcji poczatkowej posiadajacej wzbudzenie przy zmien-
nej aag:

Uy (773, Q30 —5430)110(\/5773, 04;,1 —5/31)%(\/5773, Oééz —déz)uo(\/inzza Oéég —54%3)-

(2) Z oktupolowej funkcji poczatkowej posiadajacej wzbudzenie przy zmien-
nej o

Uo (773, Qr30 — (t30) U (\/5773, 04;,1 —5431)%(\/5773, 04;,2 —5432)”0(\/5773; 06;,3 —54;/33)-

(3) Z oktupolowej funkcji poczatkowej posiadajacej wzbudzenie przy zmien-
nej gy

Uo (773, Q30 —5430)’&0(\/5773; Oéé1 —5431)% (\/57737 Oééz —5432)“0(\/5773; 042),3 —54;/33) .

(4) Z oktupolowej funkcji poczatkowej posiadajacej wzbudzenie przy zmien-
nej s

Ug (?73; Q30 —5430)’&0(\/5773; 04§1 —5431)100(\/57737 0632 —5432)%1 (\/57737 aég —Ooézlgg) .

Oznaczenia uzyte do opisu funkcji oktupolowych sg analogiczne jak dla czesci
kwadrupolowej.

W przypadku grupy 54;2’, okazalo sie, ze oktupolowe funkcje poczatkowe
nie posiadajace zadnej parzystosci po zrzutowaniu na nieprzywiedlne repre-
zentacje daja funkcje bazowe posiadajace okreslona parzystos¢ dodatnig albo
ujemng. Funkcje bazowe o parzystosci dodatniej naleza jedynie do jedno-
wymiarowych reprezentacji, tj. Ay, As, Bi, Bs. Dla funkcji o parzystosci
ujemnej mamy jedynie dwuwymiarowa reprezentacje FE.
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Jak wida¢, dla czesci wibracyjnej zarowno kwadrupolowej jak i oktupol-
wej, kazda z funkcji otrzymana jest z funkcji poczatkowej, gdzie wystepuje
jedno wzbudzenie. Po zrzutowaniu funkcji poczatkowych na nieprzywiedlne
reprezentacje pojawia si¢ wzbudzenie réwniez przy innych zmiennych niz to
bylo dla funkcji poczatkowej. Jest to zwiazane z dziataniem grupy D, na po-
szczegbdlne zmienne przedstawionym w tabelach 33-35. Tak otrzymana baza
dla czesdci wibracyjnej niestety nie jest ortogonalna. Jednakze w obrebie da-
nej rodziny funkcji wektory bazowe sa wzgledem siebie ortogonalne. Wynika
to z przynaleznodci tych funkcji do réznych reprezentacji. Jednak dla funkcji
nalezacych do tych samych reprezentacji, ale pochodzacych z réznych funkcji
poczatkowych ortogonalnosé nie zachodzi. Mozna by byto ja uzyskaé¢ np. me-
toda Gramma-Schmita, jednak prowadzitoby to do bardziej skomplikowanej
postaci kolejnej z uzyskanych funkcji. Z tego powodu zostata podjeta decyzja
otrzymania bazy unormowanej, ale nie ortogonalnej dla czesci wibracyjnej.

W przypadku czesci rotacyjnej, skonstruowane wektory bazowe pochodza
z rzutu kombinacji liniowych sprzezonych funkcji Wignera uzyskanych dla
okreslonego momentu pedu J = 0,1,2,3,4,5. Analogicznie jak dla funkcji
bazowych opisujacych ruch wibracyjny funkcje rotacyjne sa unormowane,
ale nie musza by¢ ortogonalne wzgledem drugiej reprezentacji rownowazne;.

Doktadniejszy opis postaci operatora rzutowania oraz dziatania jego na
funkcje poczatkowe zalezne od zmiennych «y, przedstawiony jest w dodatku
F.

W dalszej czesci przedstawione sa wszystkie uzyskane umormowane wek-
tory bazowe o parzystosci dodatniej i ujemnej otrzymane dla 54;y.

C.1 Funkcje kwadrupolowe

Jak byto wczesniej wspomniane kwadrupolowe funkcje bazowe otrzymane sa
z trzech funkcji poczatkowych.

Rodzina funcji kwadrupolowych otrzymanych z rzutu
o (12, vz — Giao)uo (V212, an — o)

(a) na reprezentacje A;:
Wia (0o, o) = (587)
\/NLM{%UO (772, Qg0 — 00420)710(\/5772, Qg2 — 00422)
%Uo (7]2, Q20 — %(—00420 + \/600422))160(\/57]2, Qoo — %(\/6&20 + 25422)) }7

2
gdzie NA1 Wyl’lOSi NAl = %{1 + e*ing (\/gaz()*\/ian) }7
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(b) na reprezentacje By:

Uita(ang, ) = (588)

\ NLBI{%UO (772> Q0 — 00420>u0<\/§772’ Q22 — &22) B

§u0 (7727 Qoo — %(_00520 + \/6&22))U0(\/§772, Qg9 — %1(\/600520 + 200422)) },

2
gdzie N31 Wynosi NBI — %{1 _ e_ing (\/50@0—\/50122) }

Rodzina funcji kwadrupolowych otrzymanych z rzutu

Uy (7727 Q20 — 00420)U0(\/§772, Qg9 — 00422)=

(a) na reprezentacje Aj:
Uiia (0o, g) = (589)

\/ N%y{%ul ("727 Q20 — &QO)UO(\/?TD, Qg — 5422) -

1
Ly (02, ang — 3(—dia0 + V6éia2) Yo (V21a, oo — 1(vV/66iag + 26i22) ) +
(772, Q0 — %(—&20 + \/65422))U1 (\/5772, Qg — }L(\/E&QO + 2&22)) }7

o
gdzie N/; wynosi:
1,2 ° ° 2
N1’41 — 1_166—1772 (\/gazo—\/ian) (590)
2
X{ 4+ 861”3 (\/gazrﬁam) + 377%(\/55620 - \/500422)2},
(b) na reprezentacje By:
(591)

@/Jﬁ},g (0420, 0422) =

—{%m (7727 Qoo — 5420)”0(\/5772, 9o — 5422) +

Npy
7 (772, Qg0 — %(—5&20 + \/65422))%(\/5772, Qo9 — i(\/é&m + 2&22)) -

(772, Q20 — %(—@20 + \/600422))% (\/5772, Qoo — i(\/&i@o + 2&22)) }>

g

gdzie N wynosi:
/ 1 —in2 (\/3&20—\/5&22)2
Np, =3¢ " (592)

2
X {4 + SQiTI% (\/5&20*\/5&22) _ 37]%(\/5&20 . \/5&22)2}'
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Rodzina funcji kwadrupolowych otrzymanych z rzutu
Ug (7]27 Qiag — oo ) U1 (V/212, vz — 00422)1

(a) na reprezentacje A;:
Uiia (o0, 22) = (593)
ﬁ { 5o (12, (o0 — Giap ) Uy (\/§ﬁ2, .
1
\/Tgul (12, Q20— 2 (—Giag+v/6a2) ) o (V212, o — 2 (V/6iag +2690) ) +
%luo (7727 G20 — %(—5420—1-\/65622))% (\/57727 Qg9 — 411 (\/600420—1—200422)) } )

gdzie N, wynosi:

le — 1_166—%773 (\/35420—\/55422) (594>

2
X {4 1 gei (‘/3&20_\/5&22) + 13 (\/55420 — \/5@22)2}>

(b) na reprezentacje By:
Pl (020, (122) = (595)
N}L{ {%Uo(ﬁz,0420—5420)@61(\/5772,0422—00422)—
1
\/Tgul (772,0420—%(—004204'\/600422))7«60(\/5772,0422—%1(\/600520+2@22)) -
%LUO (7727a20_%<_5‘20+\/600422))ul(\/§77270422—%1(\/65420‘1‘25422))},

gdzie Nj wynosi:
2
Ngl — 1_1(36*&775 (\/55420*\/50722) (596)

X{ 44 86%77% (\/§&20—\/§&22) — 77%(\/300420 — \/500422)2}.

C.2 Funkcje oktupolowe

Funkcje opisujace oktupolowa czes¢ wibracyjna otrzymane sa z czterech funk-
c¢ji poczatkowych.

Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu

w1 (73, ais0 — Giao)uo(V21s, oy — Gy )uo(V2n3, ey — &) uo(V213, gy — Gsg)
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na reprezentacje Aq:

k" () =[5
X {2\/§U1 (773, Qi3 — 5430)“0(\/57737 gy + 004%1)“0(\/5773, gy — 5‘%2)
g (V2n3, g + (h3)
+2\/§U1(773, Q30 — &30)’&0(\/5773, oy — Ooéél)uo(\ﬁﬁ?,, gy — 004%2)
XUO(\/Z?S, 3 — 00/33)
—2v/2u, (7]3, Q30 + 5430)”0(\/5773, gy — 00431)110(\/57737 3 + 5‘%2)
Xuo(\/%?:’n QU35 — 54%3)
—2v/2uy (3, azo + Ao ) o (V/ 213, oy + &y )uo (V203, aly + és,)
Xt (V2n3, o + dy3)
+\/§U0 (77370430 %( \/_a31 + \/_0‘33))'“1 (\/_77&0431 (\/_a30 \/_a32
XUO(\/§7737OZ§,2 %(\/1_0431+\/_&33))U0(\/_773,0433—%1( \/_0430—\/_%
_\/5“0(7737()‘30 %( \/_0431 +\/_0433))U0(\/_7737@31 (\/_0430 \/_043
XuO(\/@?m 0452_%<\/_0431 + \/_0433))% (\/_773> 0433_71( \/_0430_\/_0‘32
+/3ug (13, cvs0— 3 (V3 —/Bigs) )ur (vV23, oy — +(v/3diso — v/ 106, )
XUO(\/§U3=04§2_%;(_\/1_0004§1_\/6043 ))u (\/_77?»@33_‘( \/_0430 \/_0432))
—\/5U0<773,0430—%(\/5&31—\/55433))1&0(\/_7737Oégl—i(\/_oéso—\/_oégg))
XUO(\/_WBaagz_};(_\/_&§1_\/_a3 )) (\/_773,0433—1( \/_0430 \/_0432))
—\/_U0(773,0630+ (\/_0431 \/_0433))%(\/_773,0431 Z(\/_a?;o_\/_agg))
XUO(\/_W370432 ( \/_0‘31 \/_a33))u (\/577370%3 + %(_\/55‘30_\/600432))
)

)
)
))
)

+\/_U0(77370430+ (\/_0431 \/_agg))uo(\/_ng,aél l(\/_&?,o—\/_&ég))
XUO(\/_U&CV?Q ( \/_0431 \/_043 )Ul(\/_WSaO‘% ( \/_0430_\/_a32))
—\/§u0(773,0430+—(~\/_a31+\/_043 )Ul(\/_ﬁs,oégl (\/—0430 \/_0632)
XUO(\/§77370432 <\/_0431 + \/_0‘33 )UO(\/_USv%:«z ( \/_0‘30_\/_0432
+v/5ug (773, aizo + ‘(_\/_%1 + \/_0433))U0(\/_773, gy + (\/_0430 V10d4,)

))
))
XUO(\/§773,CV32 (\/_a31+\/_a33))ul(\/_773,a33 ( \/_0430—\/_%2 }
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gdzie N4, wynosi:

46 4,
NAl — &6 377353{86713 (30‘30Jr a31 Jr65“32Jr a33) + 863773

09 o oy o/ 9 ) oy / oy oy o/ 9 2
6%7732' (55?‘*‘\/%‘305‘%1_mé‘élé‘éz_‘/55‘305‘53_\/65/32&33)
° 9 o oy ol 9 o oy / oy oy o/ 9 2
6%’73 (5532,_\/3&305‘/31 +m&§15‘§2+\/5&30&§3+\/6&/32&33)
09 o/ 9 /TE o) oy o/ 9\ 9 §n2é2
. 9592 of 79, o/ 9
+8(20373 — 1) (14 ¢ (a3 +%3))} (597)
oraz
22 _ 22 22 | ol2 | el2
By = dgy + 2(0‘31 +agy + 0433)7

na reprezentacje By:

Vi () = |7 7o X
{2\/§U1 (7737 Q30 — &so)uo(ﬂﬁs, aél + 5/31)U0<\/§773, Oééz - 54{32)
o (V2n3, g + Ga3)
+2v/2u, (773, Q3p — 5430)U0(\/§7737 gy — &2/31>u0<\/§7]37 U3y — 5"32)
Xuo(\/iﬁza, V3 — 5‘%3)
—2v/2u, (773, Q3o + &30)1&0(\/57737 gy — &gl)uo(\/im, gy + 54%2)
Xuo(\/§773> g3 — 004%3)
—2v/2uy (13, cvs0 + Geg) o (V/2n3, oy + &y ) uo (V2n3, gy + G
X g (V2n3, o + By3)
(— \/_0431 + \/_0433))1&1(\/57737 04%1—%(\/35430—@5432 )
(V106 + v6ihs)) o (v2s, oy — 1 (—v/Béso — V6é,) )
+v/Bug (3, aiso— 2 (— V364, + VBds) ) uo (V2ns, gy — 1 (v/3éiso— v108s,))
XUO(\/§773,04§,2 (\/1_0‘31 + \/_a33 )U (\/577370433_%;( \/_0‘30_\/_043 ))
—\/§u0 (7737 Qi3 — %(\/_0431 \/_0‘33 ) 1(\/5773’ 0431—%1(\/_0430—\/—0432 )

—\/guo (773, Q30 —

1

2
/1

1
2
1
4
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XUO(\/§7737O‘éz_};(_\/1_0&31_\/65453))%(\/577370453_%1(_\/55‘30_\/6‘%2))
+\/5U0 (773, Q30— %(\/55431 —\/3004%3))% (\/5773, oy —}1(\@00430— \/1_05432))
X (V/2n3, algy — 1 (= V1065, —v/6;) ) ur (V2ns, alyy — 1 (—V/Bévgg —v/6éis,) )
+\/_U0(773,Oé30+ (\/_0431 \/_agg))ul(\/in3aag1+711(\/§00430_\/E004gz))
><uO(\/_7737 g + —(—\/_0431—\/_043 ))UO(\/§773a sy + %(_\/55430_\/65‘52))
—\/_UO(U3,0430+ (\/_0631 \/_0&33 )Uo(\/_ﬁ&oéél l(\/_&so—\/—&ég))
XUO(\/_U370432 ( \/_0531 V6 ))u (\/_773,(133 ( \/_0430_\/—0432))
+\/_Uo(773,Ol3o+ L(—/3é4, + V5 ))U (\/_773,%,1 (\/_0430 V106,
o (V2n3, gy + (V108 + V/60s3) ) uo (V2ns, oy + 1 (—v/5éiso— V6,
—\/_UO(U370430+ (— \/_0431"‘\/_0433))“0(\/_773;0431 <\/_0430 \/—043
Xuo(ﬁn&am (\/_a31+\/_a33))u1(\/_773,a33 ( Ve — \/_0432)

gdzie Np, wynosi:

Sal, )
)
)
b

o 2 .o oo oo oo o
NB1 — ée—i’)ﬁﬁé {86773 (3a30+4a31 +6d35 +40‘33) + 86377%/692’
09 o oy ol 9 o oy / oy oy ol 9 2
e%”% (5B§+\/§&30&,31_ v 10&315‘32_\/55‘30&53_\/65‘,325‘53)
09 o o/ o9 o oy / oy oy ol 9
o 373 (583 VB0l +VT0a4, iy +/Blsodly +v/6, 4, )
o9 ol 9 / oy oy o/ 9 2 §772:[§2
12 02— 1) 2R 203 (a7-+453)
+8(2a3,m3 — 1)e*s% (1 + e : (598)

na reprezentacje As:

Ui () = \/NIMﬁ x
{ — 2/2uy (n3, cso — 5630)“0(\@?7& Qg+ &él)uo(ﬁ%’ Wy — ()
g (V2n3, g + (a3)
+24/2u, (773, Q39 — 5430)“0(\/57737 gy — 00451)140(\/57737 gy —
Xuo(\/ins, Qg3 — COY%s)
+2v/2u, (773, Q30 + 00430)U0(\/§773, Qg — 00/31)100(\/5773, gy + 00452)
Xuﬁ(ﬁn& QU35 — 5‘33)

2
n3 X

Gyp)
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—2v/2u, (13, aso + 5430)U0(\/§773; gy + 54{31)“0(\/57737 alyy + G,)
g (V2n3, g + (h3)

+ﬁuo(n3,@3o—%(%&§1+\/_&53))“1(\/5773,%1—}1(\/_&30—\/_Cotég)
XUO(\/§773>O‘§2 %(\/1_0431—1—\/_&33 )UO(\/§773>O‘§3_%1( \/_030_\/_0432))
—\/guo(ﬁ&azso %( \/—0431"‘\/_0‘33))“ (\/—773704,1 <\/_0430 \/_0432))
XUO(\/§773704§2 %<\/1_0431+\/_O‘33 )Ul(\/_n&%:a_‘( \/_0430 \/_0‘32))
—\/§U0(77370430—%(\/_a31—\/_a33 )u1<\/—7737a31_i<\/_0430_\/_0432))

XUO(ﬂUBaaéz_i(_m&él_\/654%3)) (\/_773,&33—1( Vg — \/_oz32))

+\/5U0(7]3,0430—%(\/300éél—\/30065,3))110(\/_?73,0631—}1(\/_0430—\/_0432))

XUO(\/_’U?”aéz_l(_\/_&gl_\/_&ézs))ul(\/g???n0‘%3_%1(_\/55‘30_\/65432))
+\/_Uo(77370430+ (\/_0431 \/—0433) Ul(\/_ﬁg,oéél l(\/_Ooé?,o—\/_&ég))
XUO(\/_U&O‘?Q ‘(_\/_0‘31_\/_043 ))u (\/_173,@33 ( \/_a30_\/_a32))
—V/Bug (3, aso + 5 (V3% —V/5ss) Juo (V2ns, oy + 3(V3ds0—v104,))
XUO(\/_"]?)?O‘?Q ‘(_\/_0431_\/_043 ))U1<\/§7737a§3 l(_\/_&?ﬁ_\/—&éz))
—V/3ug (13, auz0 + 3 (— V36 + v/5dss)) )
XU0<\/_77370432 (\/_0531"'\/_0433 )UO(\/_U&%?, ( VB30 — \/_a3 ))
+\/_Uo(773,Oéao+ =(— \/_0431—1-\/_(133))%(\/_773,%1 (\/_030—\/_% ))
D}

Xuo(\/in&aéa + Z(\/—O‘:ﬂ "‘\/6‘5‘33))“1(\/577370433 ( \/_0430 \/—0632

Uy (\/_7737 oy + (\/_0430 \/_asz)

gdzie N, wynosi:

o R o o o o
N, = ée—i’m%@%{ _ gem (33, raai 2663344602 ) | o 3n23
092 o oy ol 2 o oy / oy oy ol 2 2
o3 (583+v/Basodh, —VI0&,, &y —/5an0l;—VB6akyak;)
°9 o o/ ol 2 o oy oy oy ol 2 2
—(4a30 + 4v/3liso vy, + 367 — 4v/Bliso(tys — 2V 1504, (s + 5a33)n3 X

o573 (533~ V/Bétgndl /084, 8y +v/Biondy +/Bék, a4, )
F2(462) — 3852 + 2V 1544, By — a2 n2ess%
+8(263)n3 — 1) e (1 O )) } (599)
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na reprezentacje Ba:

W ) = [
{ — 2/2u, (7]3, Qg — 5430)“0(\/57737 gy + &gl)UO(\/in?n gy — 00432)
X (v 213, hy + dy)
+2v/2uy (773, Q30 — 00430)U0(\/§773, Qs — &él)uo(\/ﬁn& gy — 00432)
Xuo(\/iﬁsy (V3 — 004:/33)
+2v/2uy (3, aso + 5430)”0(\/57737 gy — &él)uO(\/ins, alhy + Gy
Xuo(\/iﬁs» Q33 — 5‘33)
—2v/2uy (13, aizo + 5430)“0(\/5773, oy &él)uo(\/ﬁn& alyy + dy)
Xuo(ﬁ%, 5 + 00‘%3)
(—V/3ély + VBls) ) ur (V2ns, iy — 3 (V3o —v/104s,))
(\/1_00431 + \/_0433))“0(\/—7737 CV:a?,_‘( V5ég — \/_a:sz))
(— \/_a31 + \/_0‘33))%(\/_773’ vy — (\/_0430_\/_0432))
(\/_0‘31 + \/_0433))u1 (\/_7737 0433_1( \/_0430_\/_0432))

—\/§U0(773,0630 %
Xuo(\/§773,a§2 %;
+\/5U0<773,0430 %
Xuo(ﬂﬁs,aéz_i
+v/3ug (13, ov30— 3 (V36 —V/Bss) ) ur (V21s, oy — 3(v/3diso— v/106,) )
XUJO(\/EU&O‘&Z_%( \/_0431 \/_a3 ))U (\/—77370‘33_Z< VB0 — \/—0432>)
—\/5U0(773,0430—-(\/_@31—\/_@33))%0(\/_773,a31—i(\/_0430—\/_0432))
XUO(\/_U?H%Q Z( \/_a31 \/_a3 )) <\/_77370433_Z( V/5igo— \/_asz))
—\/_U0(773,0430+ (\/_0431 \/_a33))u1(\/_773,a31 1(\/_0630—\/_0632))
XUO(\/_U370432 ( \/_0431 \/_043 ))U (\/§n3704§3+ %1<_\/§&30_\/65‘§2))
+\/_U0(773,Ot30+ (\/_a31 \/_0433))%(\/—773,0451 l(\/_5430—\/_(3?5,2))
XUO(\/_U&O‘?Q ( \/_a31 \/_043) U1<\/_773aa33 ( \/_a30_\/_a32))
+\/§uo(773,0430+ (—\/_0431-1-\/_043 U1(\/_773,0431 (\/_0430—\/_0432
XUO(\/§773704§2 ‘(ma:ﬂ + \/_0‘3 )
—\/guo(n370430+ (~\/_0431+\/3043) Ug (\/_7]3,0631 —(\/30430—@04;,2

)
)) )

)Uo(\/_ﬁaa 33 + (‘\/50430_\/60439

) )

xuO(\/ﬁns, gy + Z(\/_O&él +/6é;) )Ul (\/§W3a gy + ( \/_CVSO_\/_%Q))

)
)
)
J
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gdzie Np, wynosi:

2 o o/ o/ o/ o
N32 — 6%6*377553{ _ 867]% (30‘%0+4a312+6a322+4°‘332) + 8637]3’35

09 ° oy o/ 9 o oy / oy oy o/ 9 2

6%7732' (5é§+\/§&305‘,31_ v 105‘%15‘32_\/55‘305‘53_\/65/32&33)
° 9 o oy ol 9 o oy / oy oy o/ 9 2

6%’73 (5532,_\/35‘305‘/31+ \ 10&515‘32"‘\/5&30&%3"‘\/6&/32&33)

) ) /TE o) oy o/ 9\ 9 §772BQ
R 259 In2 /2 el 9
+8(243,m3 — 1)e?1sP%s (1 _ 2 (asi+aid) : (600)

na reprezentacje E:

Pierwszy wektor bazowy ma postac:

T ACIESVES B
[ s 030 — )i (V2 o (v B, — )
Xt (V/213, oy + Gs3)
(s, 00— i o (v, @y — 641 Yo (v 2,y — )
xtto (V/2n3, gy — (s3)
—ur (13, a0 + Gigo ) uo (V2s, g — &y )uo (V2113, oy + Gy)
X tto (V/213, oy — Ga3)
s (13, s + a0 tio (V2113 Oy + 6y Yo (v/2ns, iy + )
Xt (V2113, 0y + 004%3)},

gdzie Ng; wynosi:

Ngy = Lem4 (e2’7§ (st +ald) _ 1) <e"§ (830+265) 4 942, 2 — 1)-
(601)
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Drugi wetor bazowy ma postac:

Ul (o) = \ /5 ¢
{=V/Buo (13, a0 — 1(~v/3dl, + VBaly) ) us (V2. ay — (v Bk — v/ 106,))
><UO(\/§7737 0452_%(\/_@31 + \/_0‘33))U0(\/_773> O‘33_zl1( \/_0430_\/—0432))
+\/5Uo(773,a30 %( \/_0431+\/_Ozgg))uo(\/_ﬁza,Oégl—i(\/_oé:so—\/_@gg))
XUO(\/iU?n @§2_i<\/_0431 + \/_0433))% (\/_7737 0433_%1( \/_0430_\/_0‘32))
+\/§U0(7]370430—5(\/_0431—\/_0433))%(\/_?73,0431 i(\/_oé:zo \/_0432))
XUO(\/§7I3,06§2—%1(—\/1_0004§1—\/6&/33))%(\/5773,%3 %( \/_0430—\/_0432))
—\/_Uo(ﬂ:a,&30—1(\/_5/31—\/_&%3))100(\/_773,aél—zll(\/_&:ao—\/_&gz))
XUO(\/_773’0432_1( \/—0431 \/_a33))u1(\/_773,a33 %1(_\/500430_\/600432))
+\/_U0(77370430+ (\/_0431 \/_0433 )Ul(\/_?73,(131 z(\/g&:ao—m&ég))
XUO(\/_U370432 ( \/_0‘31 \/_a3 ))UO(\/§773=04§3+%(_\/35‘30_\/600432))
—\/_U0(773,0430+ (\/_agl \/_0433 )Uo(\/_n37a§,1 l(\/_5430—\/_5432))
XUO(\/_U&CV:Q ‘(_\/_0431_\/_043 ))U (\/_773,0433 ( \/_a30 \/_a32))
—/3ug (13, cvs0 + 5(— V36 + V5ds) ) ur (V2ns, oy + (V3o —V1044,))
XUO(\/_U370432 <\/1_0431 + \/_0433 )UO(\/ZB’%B, ( \/_0‘30_\/_0432))
+\/_U0(773,Ot30+ (— \/_0431+\/_O~/33))u0(\/§7737a31 (\/_0430 \/_043 ))
Xuo(\/§773’0432 (\/_0‘31 + \/_a33))u1(\/_773,a33 ( Ve —v/6és,) )}

gdzie Ng, wynosi:

Ny = e (2% (s +aid) _ 1) (e (a30+2652) | 942,92 1).

(602)
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Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu

Up (?737 Q30 — 5430)“1(\/57737 04;,1 - 5631)%(\/57737 04%2 - 54?32)“0(\/5773, 04;'33

na reprezentacje Aj:

o/ .
— ) :

Vo™ (0s) = | %

{ — 2v/2u (773, Q30 — 5430)”1 (\/5773, asgy + &gl)uO(\/iTB? gy — 54%2)
Xt (V2n3, oy + &)

+2v/2uy (773, Q30 — &SO)Ul (\/5773, oy — 5431)“0(\/5773, gy
Xuo(\/@?& g3 — 5‘%3)

+2\/§U0 (773, a3p + 5630)U1 (\/57737 agy — dél)uo(ﬁﬁ37 gy + 5432)
Xuo(ﬁn& QU35 — 5‘33)

—2v/2ug (13, azo + G0 ) ur (V213 oy + &y )uo (V203, aly + és,)
o (V2n3, g + Ga3)

—/3uy (7737 Q30—

%( V3ay, + \/_0433»“0(\/_7737 v — %1<\/§5430_\/1_0‘%2))

XUO(\/§7737 04%2_%\/1_0431 + \/_%3 )UO(\/_TI& 0433—i(—\/5&30—\/60°432))
3(= )

)

— df,)

+v/5ug (13, cso— 3 (— V3 + VBdks)) uo(v2n3, gy — 1 (V3cs0 — V104%,)
Xul(\/ina 04%2_%(\/_0431 + \/_%3 )UJO(\/E??& 0453_%(*\/5&30_\/6&32)
+\/§U1(7]3,0430—%(\/§Ooé§,1—ﬁ&gg))uo(\/ﬁﬁ&&gl—}l(\/g&zo—\/m&gg))
XUO(\/§77370432_%1(_\/1_05‘31_\/65533)) <\/§77370‘§3_711(_\/55‘30_\/6&§2))
—\/Euo (773, Q30 — %(\/56%1 — \/55433))160 (\/§n37 Oéfa,l - i(\/g&so—\/l_o%ﬁ)
XUl(\/_UBaO‘QQ_}l(_\/_&él_\/_aia )) (\/577370433_711(_\/5&30_\/6&%2))
—V/3uy (13, 30 + 3 (V/3dh, —VBds) ) uo (V2n3, oy + (V30— V104%,))
XUO(\/_T]g,Oé32 ‘(_\/_0431_\/_0‘3 ))U (\/5773,0453 + %(_\/55430_\/6&32))
+\/_U0(77370430+ (V/3d, —V/5clys) UO(\/_ni’naél
)
3)

+ 3(V/3d30—v/106%,))
><U1(\/_77370432 ( \/_0431 \/_043 )u (\/_173,0433 ( V50— \/_a32))
43))

+\/_U1(77370430+ 2(— \/_0431—1-\/_04 Ug (\/_773,0431 (\/_CY30—\/_CY32))
XUO(\/_nBaO‘w <\/1_O‘31 V6dy,) )UO(\/§77370433 ( V50— /6é, ))
—\/_Uo(ﬁ370430+ (— \/_a31+\/_a33))u0(\/§773,a31 (\/_0430 \/_043 ))
Xul(ﬂn&a?ﬂ (\/_a31+\/_a33))u0(\/_773,a33 ( V50— V/6és,) }
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gdzie N); wynosi:

]\II/41 — 3186_3773/83 {1662775 (Bs+a51 +O‘as) + 1663773’83

+(363, — 8v/3ds0dh, + 16657 — 23065004, + 8vV/10&4, ¢y, + 10853 )07 X
6%77?% (5B§+\/§5‘30&51_\/E‘S‘lsl&32_\/5&305‘/33_\/6&52&213)
+(363, + 8V/3cs0d, + 16657 — 2v/306s00t, — 8v/10&4, 6y, + 10853 )03 x

6%775 (5505_\/5&30&&1 +m&§1d§2+\/5&305‘/33+‘/6&§2&é3)
—2(362, — 16857 — 2/304% iy, + 10643 )n2es 5%
+16 (4653 — 1) 5% (1 + e (eor2sss )) } (603)

na reprezentacje By:

YT (as) = \/NIBlﬁi x
{ - 2\/§U0 (773, Q30 — &30)'“1(\/5773, agl + &gl)uO(\/?ns, Oéég - 004%2)
X g (V/2n3, g + Gy3)
+2v/2u (7]3, Q30 — 5430)U1 (\/57737 oy — &él)uo(\/iﬁ?n gy — 00432)
XuO(ﬁns, QU35 — &/33)
+2v/2ug (3, azo + Ao ) ur (V213 oy — &y ) uo (V203, g + é55)
Xuo(\/@?& vy — 00433)
—2v/2uq (3, aso + Gizo ) ur (V213, oy + &y ) uo (V203, oy + é,)
Xt (V2n3, o3 + &33)
+v/3uy (7737 Q30— %( V3, + \/_%3))“0(\/_773» gy — (\/_a30 V1065,
Xuo(\/i%, Qo — %(\/magl + \/_0433))U0(\/_7737 0433—1( \/—0630—\/_(13
—v/bug (7737 Q30— %( \/_0431 + \/_0433))%(\/_773; oy — (\/_0‘30 \/_a32
7

)
)
)
XUy (\/57737 3y — \/1_a31 + \/_oz33))u0(\/_n3, 0‘33_Z< V/5ag0— \/—0432)

)
)
)
)
—\/§U1(773,a30—l(\/_a31—\/_a33 )UO(\/_n?nO‘gl_i<\/_0430_\/_0532)>
XUO(\@U&@{&_%;( \/_0431 \/_043 ))U (\/_773,0433—1( \/_0‘30_\/_0432))
+\/5U0(77370430—§<\/_0431_\/_a33))u0(\/_77370431_411(\/_0430_\/_0432))
XUI(\/_U?H0432_1(_\/_&31_\/—0433))11 (\/_77370433_‘( \/_a30 \/_0432))
+V/3uy (3, 30 + 5(V3BAk, —VBA%s) )uo (V2ns, oy + (V30— V1044,))
XUO(\/_U&%Q Z(—\/_a31—\/_a33)) (\/_773,0433 ( \/_0430—\/_%2))
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—V/Bug (1, arso + 5 (/36 —v/Bdkg)) uo (V2ns, oy + 5 (/330 —v/104%,))
XUI(\/_U?”OC:Q ( \/_0‘31 \/_0433))%(\/_773:@33 ( \/_a30_\/—a32))
—\/§U1(773,Oé30+-(—\/_0z31+\/_0433))%0(\/_773,0431 (\/_0430 V1044,)
XUg <\/§7737 gy + (\/_a31 + \/_033)) Uo (\/_773> sy + ( \/_a30 - \/_asz
+\/3U0(773,Oé30+-(—\/_0431+\/_0433))’&0(\/_773,0431 (\/_0630 \/_0432

)
)
><U1(\/§T]370632 (\/_0431+\/_0433>)“0(\/_773u0433 ( VB0 — \/_0432 }

gdzie N wynosi:

128
— (363, — 8v/3Auody, + 16657 — 2v/30ci300t, + 8V 1084, G4y + 1065303 X
e%ng (5B§+‘/§5‘30&/31_m&§1&§2_\/55‘305‘&3_\/6&/325‘,33)
— (363, + 8V/3cs0dy, + 1667 — 2v/30cis00t — 8v/10&4, &gy + 10853 )13 X
eéng (533_\/3&305‘/31 +\/ﬁ&§1&52+\/5&30&’33+\/65/32&§3)

legl — LG*?’%@; { 1662773 (53"‘0‘31 +a33) + 166377%/;7%

32

+2(362) — 16657 — 2v/300 s, + 10653 ) 72e378%
16(4ding — 1) (14 ¢ (20) ) (604)

na reprezentacje Aag:

Vi (0s) = \ [ %

{2\/§u0 (13, cs0 — Gizo)ur (V/2n3, alyy + &y o (V213, oy — Gh,)
X o (V2n3, g + (h3)

+2v/2uy (7737 Q30 — COY?,O)Ul (\/§ﬁ3, oy — &él)uo(ﬁﬂ& gy — 54%2)
xuO(\/ins, g3 — 004{33)

—24/2uy (m3, cuso + duao ) un (\/57737 gy — &él)uo(\/ﬁn& sy + Ghy)
Xuo(ﬁ%, Vg3 — 5‘33)

—2v/2ug (13, azo + Gizo ) ur (V213 oy + &y )uo (V203, aly + éh,)

x o (V2n3, g + (a3)
—V/3u1 (3, azo— 5 (—V/3d%, + Vb)) uo (v2n3, oy —
XUO(\/_TI?M 0432_2(\/_0‘31 + \/—0433))100(\/?7]37 Q33—

(V3drg0 — V10d%,))
(_\/300530 - \/655:0,2))

1
4
1
4
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+\/_U0(773,Oé30—‘( \/_0631-1-\/_0433)) (\/57]3,0431—%1(\/500430—\/1_054{32))
XUy (\/_7737 0432_%\/_0431 + \/_0433 )UO(\/Z?& %3_%(_\/500430_\/65452))
—\/§U1<773,Oé30—%(\/§&§1—\/5&33 )Uo(\/_n?n0431—%(\/_&30—\/_54%2))
XUO(ﬂWBaagz_};(_\/m&§1_\/6a3 ))U (\/_773,0433—1( \/_0430—\/_@32))
+\/5U0(77370430—1(\/_00451_\/_5‘33))%(\/_773,Q31_i(\/_@30_\/_a32))
XUI(\/_Usaaéz ‘( \/_0‘31 \/_053 )) (\/577370453_711(_\/55‘30_\/6&%2))
+v/3u1 (n3, aso + 5(V/3dh, —V/5dls) ) uo (V2ns, gy + (V30— V106,))
XUO(\/_U&CV?Q _(_\/_a31_\/_a3 )) (\/_773,0433 ( \/_a30 \/_a32))
—/5ug (13, 30 + 5 (V/3dh, —VBds) ) uo (V2n3, oy + (V30— V1044,))
Xul(\/_ﬁ370432 ( \/_0431 \/_a33))u <\/§773704§3 l(_\/_&?»o_\/—&éz))
+\/_U1(773,0430+ (— \/_agl-i-\/_oég ))U (\/_773,0431 (\/_0430 \/_0432
XUO(\/_%,%Q (\/_Oégl-l-\/_agg )Uo(\/_ns,agg ( \/_aso—\/_ag
—\/_Uo(ﬁs,a?,o-i- 2(— \/_0431—1-\/_0433))160(\/_773,0431 (\/_0430 \/_043
XUy (\/§7]3> algy + z(\/_a:n + \/60043?,))“0(\/57737 ajgy + ( V560 —V/6ds,) )

gdzie N/, wynosi:

)
)
)
)

N}, = 3186—3"%53{ _ 162 (Braitait) o gems
— (363, — 8v/3d0dh, + 1657 — 230600, + 8v/1084, 6y, + 10853 )03 X
e%”% (559?"‘\/35‘305‘/31_m&§1&§2_\/5‘5‘305/33_\/65‘/32&53)
— (363, + 8V/3cs0d, + 1667 — 2v/306is00t — 8v/1084, &y, + 10853 )03 X
eéng (5B§_\/§&305‘/31 +\/E&/315‘§2+\/55‘30&/33+\/65‘/325‘33)
—2(362, — 16657 — 23044y, + 10653 )n2es 5
+16 (433 — 1) (1 _ o (aFrasi )) } (605)

na reprezentacje Ba:

(+):B _
Ui (is) = \/ ﬁ%ﬁﬁ x
{2\/§Uo (7]3, Q3o — 5430)161(\/57737 gy + 5‘31)“0(\/5773, V3 — 5452)
XUO(\/§7I37 33 + 5‘%3)
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+2\/§U0 (7]3, Q30 — 5430)161 (\/57737 gy — 5‘51)“0(\/57737 gy — 004%2)
Xuo(\/in?n Qg3 — 004%3)
—2/2uy (7737 agp + 5430)“1 (\/§ﬁ3, ag, — &él)uo(ﬁns, Qo + Ooééz)
Xuo(\/i%, Qg3 — 5“%3)
—2v/2ug (13, so + duao ) un (\/57737 gy + 5‘31)“0(\/577& gy + Gly)
Xt (v/2n3, g + (y3)
+\/§U1(773,Oé30 %( \/_0431+\/_0z33))uo(\/—77370431 (\/—0430—\/_0432))
XUO(\/§773704§2 %(\/EOZ31+\/_O&33))UQ<\/_T]3,0433 %( \/_a30_\/_a3 ))
—\/guo(na,aso %( \/_0431+\/_0433))u0(\/_?73,0631 (\/—0630—\/_0432))
XU1(\/§773,06§,2—%(\/1_0431+\/_0433))7«60(\/577370433—% \/_0430—\/_0632))
+v/3uy (13, cvso— 5 (V36 — VB3 ) ) uo (V2ns, oy — (V330 — V1064, )
XUO(\/§7737O‘§2_}1( \/_a31 \/_043 ))U (\/577370‘%3_};(_\/5&30_\/65/32»
—/Bug (3, aso— 5 (V3 — V/Béhs) ) uo (V213, oy — (V360 — v104,))
XUI(\/_Wsaagz ( \/_0431 \/_043 )) (\/5773704%3_%1(_\/3&30_\/65/32))
—\/_U1(773,Oé3o+ (\/_a31 \/_agg))uo(\/—n:s,oéél l(\/_00430—\/_54;,2))
XUO(\/_U37Q32 ( \/_a31 \/_a3 )) (\/_773,@33 ( V/Béig0— \/_oz32))
+\/_Uo(773,0430+ (\/_0431 \/_Oégg) Uo(\/_ﬁs,agl 1(\/_0130—\/_%2))
Xul(\/_n37a32 ( \/_0431 \/_a3 ))u (\/_77370433 l(_\/_5‘30_\/_‘54:/32))
—V/3u1 (03, aso + $(—v/3d4; + VBAss) ) uo (V2n3, oy + (V30 — V104,))
XUO(\/_%:O‘:Q (\/1_%1"'\/_0433 )UO(\/_U3>Q33 ( Vg — \/_043 ))
+v/5uo (13, aso + 5(— V364, + V/Bds) ) uo (V2ns, gy + §(V3éso — v1044,))
)

XUy (\/57737 0lgy + 1(\/_0431 + \/6&33»“0(\/57737 g3 + ( V5ég — V6és,) }a

gdzie Np, wynosi:

2 128

+(363, — 8v/3ds0d4, + 16657 — 2v/30s004, + 8V/1084, 6y, + 10853 )17 x
eéng (535"‘\/3‘5‘30&/31_m&§15‘§2_\/5&305‘/33_‘/6&/32&§3)

+(363, + 8V/3cs0d, + 16657 — 2v/306s00, — 8v/10&4, 6y, + 10853 )02 x
6%”% (5505*\/5&30&51 +\/ﬁow‘gl00‘/32JF\/ECDVP)OOD‘/%JF‘/é‘S‘f%QCD“:l%)

+2(362) — 16652 — 2v/30d4 s + 10652)2e5m 5

N = Le—3n353{ _ 162 (/3’§+0°l;12+07;§) 4 16637353
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+16(4a3nE — 1) (1 - e (632033 )) 3 (606)

na reprezentacje E:
Pierwszy wektor bazowy:

Wl () = 5

{Uo (7]3, Q3p — 00430) (31 (\/57737 gy + Co“é1)uo(\/§7k’w vy — 5‘%2)
Xuo(\/ﬁﬁ& 33 + 5‘33)

+ug (773, Q30 — 5430)U1 (\/§U3, oy — 5451)%(\/57737 gy — 54%2)
XuO(\/§773, gy — 004%3)

+up (7737 Q3o + 5430)U1 (\/57}37 vy — 5431)110(\/57737 gy + 5‘32)
xuo(\/in& 3 — C%3)

+ug (773, Q30 + 5430)161 (\/5773, oy + C()Yé1)uo(\/§773n g + 54%2)

XUO(\/§773a a3+ 5‘%3) }7

gdzie Np; wynosi:

Np, = je 33 <e’73 (830+2452) + 1) <62”§ (st +ai3) _ Acv s + 1).
(607)

Drugi wektor bazowy:

77Dmb32<a3,uf) = \/ NL/Ezﬁi X
\/_a31 + \/_0433 )UO(\/§7737 0‘%1—}1(\/_()‘30— V10,

3(= ) ))
X (V21s, = § (V104 + V6, ) Juo (V2113, alhs — 1 (= V50— VBAs,))
—\/SUO(U:’”O‘SO %( \/_a31+\/_a3 ))U (\/_77370431 (\/_a30 \/_a3 ))
Xul(\/inii:aéz %(\/_0‘31"‘\/_043 )u (\/—77370433_‘( \/_0430_\/—0432))
+\/§u1(7)3,0430—l(\/_0é31—\/_&33 )Uo(\/_nza,0431—%1(\/_0430—\/_0432))

XUO(\/§773’O‘§2_%1( \/_0431 \/_% ))U (\/_7737%3_1( \/_0‘30_\/_0432))
—\/Suo (773, Q30— ‘(\/_0431 - \/_0533 )UO (\/_773a gy — i(\/_O‘SO - \/_0‘32))

Xul(\/in3>a§2_}1( \/—a31 \/—0433»“0(\/577370‘%3_%;(_\/55‘30_\/65432))

{\/gul (773, Q30—
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+v/3u1 (3, aso + 2 (V384 —V5BAss) ) uo (V2n3, oy + (V30— v1044,))
XUO(\/_TI370532 ( \/_0‘31 \/_a33))u (\/_773,@33 ( \/_a30_\/—a32))

—\/_U0(773,0430+ (\/_agl \/_0433 )Uo(\/_n:a,agl -(\/_0430—\/_0432))
Xul(\/_ﬁ&aw ‘(_\/_031_\/_043 ))U (\/_773,0433 ( \/_a30—\/_a32))
+\/—U1(773,0430+ (— \/_0431"‘\/_043 ))UO(\/_WsaOém (\/—0430 \/_azz)
XUO(\/_U370432 <\/1_0431 +/6as) )uO(ﬁm,%g ( Ve —v/6és,)
—V/Bug (13, aso + 5(—v/3dh, + VBédbs))uo (V2ns, oy + (V3o —v/10d%,)
Xul(\/ﬁn&%z (\/_0‘31 + \/_0433))“0(\/_77&@33 ( \/_0430 \/_%2 )

gdzie N, wynosi:

)
)
)
J

Ny = demnii (¢ 2(a3ov2032) | 1) (e (aaf+aat) _ 44! 2m2 4 1),

(608)
Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu
Ug (773» Q30 — &30)u0(\/§773, gy — &él)m(\@?s? 3y — %2)“0(\/5773: 33 — &33) :

na reprezentacje Aq:

Vo™ (o) = \ e %
{2\/§U0 (13, aso — 5430)”0(\/57]3, Wy + Ay )ug (\/5773, oy — Gyy)
X g (V2n3, oy + Ay3)
+2v/2uy (3, a0 — COY?,O)UO(\@U?» ayy — Gy ) (\/5773» gy —
Xuo(\/@?s, g3 — 004{33)
—24/2uy (773, O30 + 5430)160(\/57737 oy — 5‘31)% (\/57737 gy + 5‘%2)
Xuo(ﬁ%, Vg3 — 5‘%3)
—2v/2ug (3, azo + Giao) o V213, oy + &y )un (V203, aly + Gh,)
XUO(\/_U?” g3 + &53)
—/5ug (773, Q30— %( \/_0431 + \/_0433))%(\/_?73, Qv — %1(\/_5430—\/_&32 )
XUO(\/?TI:&,&éz—i(\/l_asl + \/_0433 )UO(\/_W370433_};( VB30 — \/_0432 )
—v/3ug (773, Qg0 — %( V3ah, + \/_a33))u0(\/_7737 alyy — (\/_0430 V106,) )
Xuo(\/§773704§2 i(mam + \/_%3 )Ul(\/_n&%:a_‘( \/_CVSO—\/_O‘SQ )

4

)
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—\/guo (773, Q30— %(ﬁ&éﬂ - \/55‘{33))1‘1 (\/57737 oy — i(ﬁ&% _\/1_05432))
XUO(\/ﬁn&O‘éz_%;(_\/l_O&él_\/6004%3))u (\/5773,0433—%1(—\/55430—\/5&32))
—\/§u0 (773, Q30 — %(\/5&’31 - \/55433))160 (\/5773, Oéél - i(\/g&so— \/Edég))
XUO(\/_U&O‘%Q_};(_\/_&él_\/_a?, ))U (\/577&0‘%3_711(_\/500430_\/6&%2))
+\/_U0(77370430+ (\/_0431 \/_0633))U1(\/§773,Oé§1+i(\/§&30—m&§2))
XUO(\/_W370432 ‘(_\/_0431_\/_053 )) (\/577370453"‘%(_\/55‘30_\/6&32))
+\/_Uo(77370430+ (\/_0431 \/_agg))uo(\/_ng,aél l(\/_&?,o—\/_&ég))
XUO(\/_U&CV?Q ( \/_oz31 \/_043 ))Ul(\/_n?na&'z ( \/_a30 \/_a32))
+\/5U0(773,0430+ (—\/_0431+\/_043 )u1(\/—773,0631 (\/_0630—\/_0432)
XUO(\/_U370432 <\/1_0‘31+\/_0‘33 )UO(\/ﬁUSvO‘g:«z ( VBéigo— \/_0432
+\/_U0(773,0430+ (— \/_%1"‘\/_0433))“0(\/5773,&31 (\/_0430 V10d4,)

))
)
Xuo(\/§773,0432 (\/_a31+\/_a33))ul(\/_773aa33 ( \/_0430—\/_%2 }

gdzie N{ wynosi:

NX — 1 6—377353 {86773 (30430"‘4@31 +6‘132 +4a33) + 8637732»55
1
+(5és? + 4\/1004310432 + 857 + 2V/15Y, Gs + 4V, 03 + 3653 )03 X
o573 (533 V/Bétgndl, —v/T0a4, 8, —v/Birgndy Bk, a4, )
+ (567 — 4V 1064, Ay + 83 + 2V 150, g — 4v/60, 05 + 36303 X
e%"% (555_\@5‘305‘/31 +\/ﬁd515‘§2+\/5&305‘§3+\/65/325‘§3)
—2(56t? — 8cta3 + 2v/ 1544, Gy + 33 ) m3es B4
o 5 2(<'2, <2
+8(4ai308 — )¢ (14 ¢ (a3 +°‘33)) b (609)

na reprezentacje Bi:

Vs as) = [ 103 %
{2\@“0 (13, Q30 — Gizo) uo (V2n3, gy + &gy )ur (V213, oy — &)
Xt (V2n3, g + (y3)
+2v/2ug ("73, Q39 — ODézso)uo(\/ﬁﬁ?n gy — 5"31)151 (\/57737 gy — 5‘%2)
Xuo(\/§773; Qg3 — 5‘33)
—2v/2uy (7737 Q30 + &30)u0(\/§n3, asgy — &él)m (\/§ﬁ3, Qg + 54%2)
Xuo(\/in?n Qg3 — 5‘%3)
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—2v/2ug (3, cso + Gizo ) uo (V2n3, atyy + &y ) ur (V213, oy + &)
Xt (V2n3, g + (y3)
(— \/_0431 + \/_0‘33))Ul (\/_7737 gy — (\/_&30 \/_a32))
(\/Ea:ﬂ + \/_@33 ) (\/_773> g3 — z( Vg — \/_a3 ))
+/3ug (7737 ago — 5(— \/_0431 + \/_0433)) (\/_7737 Qg — 1(\/_0630 \/_a32 )
XUO(\/§7737 gy — <\/1_0431 + \/_0433 )Ul (\/57737 g3 — };(_\/50430 \/_0432»
+\/5U0(77370430 - %(\/_0431 - \/_a33 )U1 (\/_773,0431 - %1(\/_&30 - \/_Oégg))
)

+v/5uq (7737 30 —

Xuo(\/ﬁnm 04%2 -

I T N T ST

g (V203 alyy — 1(=V104%; — V6ds3))uo (vV213, aly — 1(=V/Bésg — VBal,))
+\/§Uo (7}3, Q3o — %(\/g@gl - \/—Ooéé,g) Uo(\/_ﬁ?,, 0431 - %(faso - \/1_000432))
XUO(\/_%aO‘éz - l(_\/_Oofén \/—azs))u (\/_77370‘33 - ‘( \/_0430 \/65532))

—\/_uo(n370430+ (\/_agl \/_agg))u (\/—773,(131 -(\/_a30—\/_5é§2))
XUO(\/_U?”O%Q —(—\/_a31 \/_0433)) (\/_77370‘33 ( \/_0430 - \/_a32))
—V/3ug (3, aso + 5(V3&h, — V) ue(v2ns, oy + (V330 — V1044,))
XUO(\/_U?”O‘Sz ‘(_\/_0431 \/_043 ))U (\/_77370453 };(_\/_5‘30 - \/_5532))
—\/_Uo(ﬁ370430+ (— \/_0431"‘\/_043 ))u (\/—77370431 l<\/_5‘30 \/_0432))
XU0<\/_77370432 (\/_0431 + \/_0433 )UO(\/_U&%?, ( \/_0‘30 \/_043 )
—V/3ug (n3, aso + 5(— V364 + VBs) ) uo (V2ns, gy + 5(V3és0 — V104s5,)
)}

XUO(\/?W& 0432 + 1(\/_0431 + \/6&33»“1(\/57737 0433 ( \/_0430 - \/_0432

)
)
gdzie Nj wynosi:

Ng — 3773/33 {86”5 (3a30+4a31 +60‘52 +40‘53 ) + 86377%5??
1
LX) LX) of 2oy o) oy 2! 2\ ,,2
— (5a31 + 44/ 1Oa31a32 + 8oy + 2V 1505, 035 + 4\/60z320433 + 3a33)773 X
6%7732‘ (5332,‘*‘\/3&305‘,31_ v 10&515‘32_\/5&30&53_\/65/32&'33)
LX) / or 2oy ol 9 / or 2of of oy 2! 2\ 102
—(5a31 — 4v100a, 059 + 8dizy + 2V 1005 a5 — 4\/604320433 + 30‘33)773 X

6%”% (553_\/3&30&51 +m&515‘:/32+\/5&30&§3+\/6&§2&é3)
+2(5057 — 83 + 2v/15Ak, Ak, + a4 ) nies B
’ 5 2(g/ 245" 2
+8(4anE — 1) (14 ¢ (45 +%3)> 3 (610)
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na reprezentacje As:

Vi (o) =\ /5 7o5 %
{ — 2v/2ug (m3, cuso — 5430)”0(\/57737 oy + A%y ) uy (\/5773’ alhy — )
Xt (V2n3, oy + Ay3)
+24/2uq (773, Q30 — @30)’&0(\/5773, oy — 5451)“1(\/5773, gy — 004%2)
XUO(\/@?S, V33 — 00/33)
+2+/2uq (3, aso + 5430)1&0(\/57]37 oy — &y )ug (\/§U37 sy + Gyy)
><uo(\/§7737 Q3 — 54%3)
—2v/2uq (3, azo + Ao ) o V213, oy + &y )un (V203, aly + Gh)
g (V2n3, os + dy3)
—\/SUO(TI&O@O %( \/—0‘31"‘\/_0433))“1(\/_77370431 zll<\/_a30 \/_0‘32)
Xuo(\/§773704§2 %(\/1_0431"‘\/_0‘33))“0(\/_7737&33 411( V/5éig0 —V/6is,)
—\/§U0(773,0430 %( \/_&5,14—\/_00/33))1&0(\/5773,%1— (V/3éts0— /106,
g (213, oy — 5 (V108 + v6dhs) ) ur (vV21s, oy — 1 (—v/Béigo — V6,
+v/5ug (13, cvs0— 3 (V3 —v/Bigs) )ur (v 23, oy — +(v/3diso— v/ 106, )
xuO(\/ﬁnsaaéz—i( V106, —/6as, ))u (\/_n3aa33 711( \/_0430_\/_0‘32))
\/_Uo(n3,@30—-(\/_0431—\/_a33 )Uo(\/_ﬁg,agl }l(\/—a30_\/_a32))
Xuo(\/_773a0432_1( V106, — \/_0433))151(\/_773’0‘33 %1( V/5é0 — \/_0432))
—V/Bug (13, 30 + 5 (V/3&h, — v5dss) )ur (V2n3, oy + 5 (V30— V104s,))
Xuo(\/_ﬁsaa:n ‘(_\/_0431_\/_0533))%(\/_77370‘33 Z(_\/_a30_\/—a32))
—\/_Uo(n?,,a?,o—f— (\/_agl \/_a33 )uo(\/_n:a,aél l(\/_&30—\/_&§2))
XUO(\/_U37CV32 ‘(_\/_0431_\/_043 ))U (\/_773,0433 ( \/_0430_\/_a32))
+\/—uo(773,0430+ (—V/3d4, + VB, ))U (\/_773,0631 (\/—0430 V1045,
XUO(\/_U3>0432 <\/1_0‘31+\/_O‘33 )UO(\/_TI370433 (= V/5ér30—/6éiy
+v/3uo (13, azo + 3(—V/3d%, + VBdss) ) uo (V2ns, oy + 2(V3ds0— V104,

)
Xuo(\/§77370f32 (\/_a31+\/_a33))u1(\/_773,a33 ( \/_0430—\/_&32 )

)
)
)

)
))
)
)

223



I .
gdzie N{, wynosi:

o ol ol ol o
NZ — 1 *377353{ _ 8677% (3a§0+40‘312+60‘322+40‘332) + 8637@53
2

o’ 2 o LX) o) 2y o1 2y o/ 2Y,.2
— (5a31 + 41004, (e + 835 + 20/ 150, Oy + 4\/6a320z33 + 3a33)773 X
6%77% (5B§+\/§5‘30&§1_ v 105‘515‘32_\/55‘300753_\/65‘525‘53)

— (57 — 4V/108%, &y + 8633 + 2v/ 156, &y — 4V/6G4, 05 + 3653 )3 X
e%ng (553*\/3&305‘%1 +m&§15‘:’32+\/5‘3‘30&§3+\/6&32&§3)
—2(552 — 843 + 2/ 1B, Ay + 343 )n2es
+8(4d3m3 — 1)62’7§B§ <1 = (5‘312+5‘332)) }, (611)

na reprezentacje Ba:

(+);B
Uuas (i) = \/ N%.,jQﬁi x
{ - 2\/§u0 (773; Q30 — 00430)”0(\/5773; Oéé1 + 54{9,1)“1 (\/§U37 Oéfo,z - &éz)

Xt (V2n3, g + (a3)
+2v/2uq (773, Q30 — 5430)“0(\/5773, oy — &él)ul (\/5773, gy — &52)
Xuo(ﬂnza Q3 — &33)
+2v/2uq (N3, aso + a0 ) uo (V213, oy — &y )ur (V203, ayy + &)
Xuo(\/§773, U35 — 00433)
—2v/2ug (3, g0 + Gizo) uo (V2n3, alyy + &y ) un (V2n3, oty + &)
xuo (V/2n3, oy + Gag)
+v/5ug (7]370430 %( V3, + \/_0433))101 (\/_77370431 (\/_0430 \/_0432>)
XUO(\/§773704§2 %(\/1_0431 + \/_0433))160(\/_773;0‘33 %( VBéig— \/—043 ))
+v/3ug (773,0430 %( V3dh, + \/_0433»“0(\/_7)370431 (\/_0430—\/_0432))
XUO(\@U&O‘%Q %1(\/1—0431 + \/_0433»“1(\/_773,0433_%( \/_0430_\/_@32))
_\/SUO (77370630 %(\/—0431 \/_0433 )Ul (\/57737(131_%(\/_@30_\/_@32))
XUO(\/§773704§2—i(—*/_0431 \/_0433))“ (\/577370453_%1(—\/_5430—\/6&%2))
—\/§u0(773,a30——(\/_a31—\/_0433 )Uo(\/in3704§1 %(\/_%0_\/_&%2))
XUO(\/§7737O‘§)2_}1( \/_0431 \/_a33)) (\/57737%)3 411( \/_CVSO_\/_O‘?,Q))
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+\/_U0(77370430+ (\/_0431 \/_(133))%(\/_?73,(131 l(\/_&:ao—\/_&ég))
XUO(\/_U?”OC:Q —(—\/_a31—\/_a33))u (\/_773,@33 ( \/_a30_\/—a32))
+\/_uo(77370430+ (\/_a31 \/_0433) Uo(\/_ﬁs,agl _(\/_a30_\/_a32))
XUO(\/_U&%Q ‘(_\/_031_\/_043 ))Ul(\/_ni%a%s ( \/_0430_\/_%2))
_\/_UO(U370430+ (ﬂ/_Oé31+\/_0433))U1(\/_77370431 (\/_0430 \/_0432)
XUO(\/_U370432 ‘<\/_0431+\/_O‘33 )UO(\/ZI&%B, ( \/_0‘30 \/_0432
—\/§u0(n3,0430+ (= \/_a31+\/_0433))u0(\/§77370431 (\/_0430—\/_@32

)
)
><UO(\/§773’ gy + (\/_0‘31 + \/_ass))ul (\/_773, Qg3+ ( \/_0430 \/_%2 }

gdzie Np, wynosi:
Ny =1 673773%{ _ e (3630 +aai2+6ai3+1602) | g an2dn
2
+ (5657 + 4V1084, &gy + 8di3 + 2v/15A%, 444 + 4vV/6d5,055 + 3ds3) 03 X
6%7732' (550§+\/§&305‘§1_mé‘élé‘éz_‘/55‘305‘53_\/65/32&53)
+ (5657 — 4V/1085, Gy, + 863 + 2v/ 1540, &3 — 4v/604, 03 + 3653 )03 X
6%’73 (553%_\/3&305‘/31 +m&§15‘§2+\/5&30&§3+\/6&/32&33)
+2(By? — 83 + 2V/I5G, Als + 36y3) 13e3
+8(Adiynd — 1) (1 O )> } (612)
na reprezentacje E:
Pierwszy wektor bazowy:
(=sE
wvib?);l (a3ﬂ) - ﬁlll X
{ — (13, a0 — o) o (V213, oy + &5y )ur (V2n3, alyy — &)
Xuo(\/§?737 Q3 + 5‘%3)
+up (773, Q30 — 00630)U0(\/§7737 04{31 - 5/31)161 (\/§7I3> 04;,2 - &éz)
g (V/2n3, gy — Gys)
—Up (773, azo + 00430)“0(\/57737 oy — %1)“1 (\/577& a3y + déQ)
Xuo(\/ins, Vg3 — COY%&})
+up (773, Q30 + 00430)“0(\/577& gy &él)ul (\/§W3> gy + 00/32)
X U (\/5773, e + 00433) },
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gdzie N}, wynosi:

Ng, =y fem(sireais) ) o) ez 1),
(613)

Drugi wektor bazowy:

Qﬁiﬁ?g(asu) = \/NT/Q&[
{\/EUO(US,OK?,O 5(— \/50431+\/_0433>)U1(\/§773,04§,1_%(\/_a30_\/_@32>)
XUO(ﬁUBa 0432_%\/@@31 +v/6as;) )UO(\/§7737 a3 — (= \/—0430_\/_0432))
+V/3ug (13, aso— 5 (— V36, + V/Biss)) uo (V2ns, gy — 5 (V/3éizo— /1064, ) )
><uo(\/§n3, Of%z‘i(\/_am +/6as,) )u1 (\/57737 %3_%( Ve — \/_0432))
—V/Bug (13, aso— 3 (V3dh, —V/5dkg) ) ur (V2n3, oy — 5 (V/3éks0— 106, ) )
Xuo(\/§773,04§2_i(_\/1_000431_\/60‘3 )) (\/577370433_%(_\/55‘30_\/6&32))
—\/§U0(773;Oé30—l(\/_006§1—\/_5433))%(\/57737Oéél—%(\/_&so—\/l_()&ég))
Xuo(\/_n?naéz i(= V1064, — \/—0433))U (\/5773:@%3 (= \/_5430_\/_‘%2))
—\/_U0(773a0430‘|‘ (v/3dy, — \/_0433))U1(\/_77370431 }1(\/_()‘30 \/_%2))
Xuo(\/_ﬁs,%z 3 (=104, —v/6as, ) uo (\/_773,0433 1= \/_0430_\/_0432))
—V/Bug (13, aso + 5 (V3 —v/5iky) ) uo (V2n3, oy + §(v3dso—V10d%,))
Xuo(\/_ﬁri»@:n ( V1045, — V6, ))U (\/_773:@33 ( V/Béizo— \/_a32))
+\/_Uo(77370430+ H(—V/3dk, + VB, ))ua (\/_773,0431 (\/_0430 \/_0432))
XUO(\/_US,%Q <\/_0431 "‘\/_0433 )UO(\/_U&%?, ( V50— \/_043 ))
+\/_U0(773,0430+ (— \/_a31+\/_a33))u0(\/_7]3,a31 (\/_0630—\/_063 ))
XUo(ﬁUS,a§2+1(\/_0431+\/6a33))ul(\/§773a0433 1= V560 —V/6ds,) )}

gdzie N7, wynosi:

ol o el 9 2( =2 20’2 o
Npy=1e ”553{ 203 (a7 +053) 1}{6"3 (a20+2652) +4dging — 1}.

(614)
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Rodzina funcji oktupolowych otrzymanych z rzutu

Uo (?737 Q30 — 5430)“0(\/5773; 04;,1 - &31)%(\/57737 04%2 - 004:/32)141(\/57737 04;,3 - &33) :

na reprezentacje Aj:

wq(];?)Al (asu) = \/Nif{gﬁ X
{ - 2\/§u0 (7)3, Qi3 — 5430)”0(\/57737 oy + &él)uO(\/?ns, gy — 5‘%2)
XUy (\/5773, agz + &33)
+2v/2uy (773, Q30 — C()Y:?)o)uo(\/ﬁﬁaa, oy — 5431)“0(\/5773, gy — 54%2)
XUy (\/5773, g3 — 5‘%3)
+2\/§U0 (773, a3p + 5630)U0(\/§7737 agy — dél)uo(ﬁﬁ37 gy + 5432)
xuy (V2n3, gy — (y3)
—2v/2ug (13, azo + Giao) o (V/213, oy + &y ) uo (V203, aly + éh,)
Xul(\/_773aa§3+&§3)
+v/5uq (n3, aso— 5 (— V3 + V/Bdks))uo (V21s, oy — $ (V330 — v/10d%,))
XUO(\/§773704%2_%<\/1_0531+\/_0433))U0(\/_7)370433_i< VBéiz— \/_043 ))
+\/§U0(773,0430 %( \/_a31+\/_a33))u0(\/_773,a31 (\/_0430 \/—043 ))
Xul(\/én&aéz i(\/l_a:n“’\/_%3))“0(\/577370‘53_%( \/_a30_\/_a32))
_\/gul(n&a?)o_%(\/_agl_\/_agd )%(\/5773,04%1 i(\/_&so—\/_&gg))
XUO(\/§773704§2_%1( \/_0431 \/_0533)) <\/§773704§3 711( \/_0430_\/_0‘32))
_\/guo(n37a30_§(\/_a31_\/_0433))@40(\/57737@%1_%(\/_0430 \/_a32))
XUl(\/_UBaO‘QQ_}l(_\/_&él_\/_aia )) (\/577370433 711( \/_0430_\/_0432))
+v/5uy (13, 30 + 5 (V3 —vBdss) ) uo (V2n3, aby + 5 (V30— v1044,))
XUO(\/_T]g,Oé32 ‘(_\/_0431_\/_0‘3 ))U (\/5773,0453 + %(_\/55430_\/6&32))
+\/_Uo(77370130+ (\/_agl \/_0433 )Uo(\/_ﬁ?,,oéél l(\/_00630—\/_0045,2))
Xul(\/_n&a?a ( \/_0‘31 \/_043 ))u (\/_77370433 ( VB0 — \/_a32))
—\/_Ul(m,Oéso-i- 2(— \/_04314-\/_0&3 ))U (\/_773,0431 (\/_0430 \/_0432)
XUO(\/_nBaO‘w <\/1_O‘31 \/—0433 )UO(\/§77370433 ( VBéigo— \/_043)
—\/_UO(U370430+ (— \/_()431"‘\/_0433))“0(\/5773;0431 (\/_0430 \/—043

)
)

))
><U1(\/§77370432 (\/_a31+\/_a33))u0(\/_773,a33 ( \/_0430—\/_0432 )}
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. " I
gdzie N{| wynosi:

128€
° ° o/ o ° o ° o/
+ (563, + 2v/3063045, + 653 + 8v/Bdsds; + 8V/6As,d5; + 16652 )2 X
6%77% (5B§+\/§5‘30&§1_ 4 105‘515‘32_\/55‘300753_\/65‘525‘53)

N1/4//1 _ 1 —3773,83{1662"73 (534‘&31 +°‘33) + 1663773:83

+(5430 + 2v/306u300%, + 6635 — 8v/Béiity; — 8VBA% A%, + 16443) 15 X
6%77% (5537\/3&305‘%1 +m&§15‘:’32+\/5‘3‘30&§3+\/6&32&§3)
—2(562) + 652 + 230840y — 16652) n3esm 5%
+16(4a3n; — 1)e2i (1 + e (a2 )) } (615)

na reprezentacje By:

(+);B
Uuipg (3) = \/ N%.,j’lﬁi X
{ — 2v/2uy (773; Q30 — 00430)”0(\/5773; oy - &él)uo(ﬁﬁ& gy — &éz)

xuy (V2n3, g + Gy3)
+2v/2uq (773, Q30 — 5430)“0(\/5773, oy — &él)uo(\@%, gy — &52)
Xul(ﬂna, Q3 — &33)
+2v/2uq (13, aiso + a0 ) uo (V213, oy — &y )uo (V203, ay + &)
xuy (V2n3, gy — Gh3)
—2v/2ug (3, g0 + Gizo) uo (V2n3, alyy + &y ) uo (V213, oty + &)
xuy (V/2n3, oy + Gag)
\/_0431 + \/—0433»“0(\/_7737 gy — (\/_043() \/_0432)

—\/3u1 (773, 30— 5 (—
(\/1_00431 + \/_0533))140(\/_773; 0533 %( \/_0430_\/_053
(—
(

1
2
XUp (\/57737 0452 %
—\/§u0 (773, Q30 — %
1
4

XUy (\/57737 OééQ

)
)
\/_a31 + \/_%3))“0 (\/_773, vy — (\/_0430 - \/_%2))
V1085, + V6dgy) ) ue(vV2ns, ajs — 1 (—V5as— v/6d,))
+v/5uy (773, 0430—%(\/_0431_\/_0433 )UO(\/iTI?n Qv — %1(\/_0430_\/_0432))
Xuo(\/iﬁ&04%2_i(_\/l_()dél_\/ga:’,s))%(\/in&0433_};( \/—0430_\/_0432))
+\/§U0(7}3,0430—%(\/55451—\/5&33))“0(\/5773,Oéél i(\/_oé:ao—\/_oz;g))

XU (\/57737 gy — i(_m&él - \/6&53))% (\/§U37 Ay — 5 (—V/Bégo — \/_0432»
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—V5u (773’ Q30+ 5 (\/_0431 \/_0433))710(\/5773; agy + i(\/gééso—\/l_()é/gg))
XUO(\/_n& gy + ( \/—a31 \/—0433))%(\/57737 Q33 + %;(_\/500‘30_\/6&%2))
—V/3ug (3, aso + (V384 —V/Bés) ) uo (V2ns, oy + L(v/3és0—v/1064,))
Xul(\/_’?&%z ( V1044, — /6, ))U (\/_7737%3 ( V/Bérsg —/6,)
+V/5u (n3, aso + 5 (=3, + V/5dls))uo (V2ns, oy + 1(V3ds0 — V10d5,)
XUO(\/_U370432 <\/1_O‘31 + \/_%3 )UO(\/ZI&%B, ( V5630 — \/_043 )
+V/3ug (ns, aso + 5(— V3, + v/5ds))uo (V2ns, oy + 1(V3dse — V10d5,)
XUy (\/5773’ algy + (\/_0‘31 + \/_0433))“0(\/_77& 033 + ( Vbég — V6a,) )

: " 3.
gdzie Nz wynosi:

]\7]/8//1 _ 1 6—371363 {1662773 (53+a31 ‘*‘0433) + 166377353

128
— (583 + 2v/3063084, + 6657 + 8v/Bézodss + 8v/6&,,dh + 16653 )17 X
eéng (5[%%*\/3&30&51*\/ﬁ&g15‘32*¢5&30&§3*\/6&§2d33)
— (583 + 2v/3063084, + 6657 — 8v/Bdzdl; — 8V6As, ), + 16653 )13 X
6%775 (553_\/3&30&51 +m&515‘§2+\/5&30&§3+\/6&52&§3)
+2(562) + 6653 + 23080y — 166142 )m2e3 5%
+16(4642n% — 1) 25 (1 PG RS ) } (616)

na reprezentacje As:

Vi ) = [ o %

{2\/§U0 (7]3, Qzp — 5430)160(\/57737 gy + 5‘31)“0(\/5773; V3 — 5‘%2)
xuy (V2n3, g + (y3)

+2\/§Uo (773, Qi3 — 5430)%(\/57737 Oy — &él)u()(\/?ns, gy — &ég)
><U1(\/§773, U3y — COY%&})

—2v/2ug (7]37 Q30 + 5430)“0(\/57737 gy — &gl)uO(\/ﬁn?n Q3 + 5"32)
XUy (\/5773, Qg3 — 00‘33)

—2v/2uy (773, Q30 + &30)U0(\/§773, oy + &él)uo(\/ﬁn& gy + 54&2)
X U1 (\/§U37 g3 + 5‘33)
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+v/5uy (13, 30— 3 (—V/3dh, + V/Béhs) ) o (V2ns, oy — 5 (V330 — V106, ) )
XUO(\/§77370/32 %(\/1_0431—1-\/_0433 )Uo(\/inzs,aég—i( V50— /6y, )
+\/§Uo(773,0é30 %( \/§a31+\/_a3 )U (\/_773704%1 (\/_0430 \/_0432)
Xul(\/§7737&§52 %(\/ma:n"‘\/é&?) )UO(\/_U3>O‘33_Z< \/_0430_\/_0432))
+\/5u1(77370é30—%(\/_0431_\/_5‘33 )Uo(\/_773,0631—%\/_0630—\/_0632))
XUO(\/§773704§2_%;( \/_0‘31 \/_053 )) (\/_77370633—-( \/_0430_\/_0‘32))
+\/§u0(n37a30_§(\/_a31_\/_0433))u0(\/_773a0431_411(\/_0130_\/_0532))
Xul(\/_773’ag2_71;(_\/_&é1_\/_a3 )) (\/_773,&33—1( \/_0430_\/_0432))
—V/5uy (13, ovs0 + 5 (V/3dh, —vBds) ) uo (V2n3, oy + (V30— V1044,))
XUO(\/_W370432 ( \/_0431 \/_a33))u <\/§773704§3+%(_\/55‘30_\/65‘§2>)
—\/_UO(TI3,CY30+ (\/_agl \/_0433 )Uo(\/_n&oéél l(\/_&?,o—\/—&ég))
Xul(\/_n&a?a ‘(_\/_0‘31_\/_043 ))u (\/_173,@33 ( \/_a30_\/_a32))
—\/_U1(773,0430+ 2(— \/_0431-1-\/_043 ))U (\/_773,0431 (\/_0430 \/_0432)
XUO(\/_n37a32 <\/1_O‘31 \/_0‘33 )UO(\/§77370433 ( \/—0430_\/_043 )
—\/_UO(U370430+ (— \/_0431"‘\/_0433))“0(\/577370431 <\/_O‘30 \/_a3

)
)

)
><U1(\/§77370fgz (\/_a31+\/_a33))u0(\/_773,0z33 ( \/_0430—\/_&32 )}

: " s,
gdzie N{, wynosi:

N, = ge 8% { — 16e2R (Araifaid) | gesnii
— (583, + 2v/3063084, + 667 + 8v/Bizodsy + 8v6&,,dhs + 16653 )03 x
o573 (533 V/Bétgndl, —v/T0a4, 84, —v/Birgndy Bk, a4, )
— (563, + 2v/30d300, + 653 — 8v/Bdsadhy — 8vV/6&4als + 16653)n3 X

o 373 (533 — /B0y +/T084, 8y + B0y +/6, 84, )
—2(562) + 6453 + 2v/30d4 &y — 16652 )m2e s
+16(46202 — 1) 2% (1 — e (&50“&35)) } (617)
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na reprezentacje Ba:

wq(;:;)sBz( ) = N%é;ﬁ@ x

{2\/5% (773, Q30 — 5430)“0(\/57737 gy Ooéél)uo(\/ﬁnsa gy — 004%2)
xuy (V2n3, g + (g3)

+24/2uq (773, Q30 — @30)’&0(\/5773, oy — Ooéél)uo(\ﬁﬁ?,, gy — 004%2)
XUy (\/5773» g3 — 00/33)

—2+/2uy (m3, a0 + 5430)”0(\/5773, Qg — &él)uo(\/iﬁsa oy + Ghy)
XUy (\/57737 3 — 5‘%3)

—2v/2ug (3, cvz0 + &30)%(\/5773, oy + 634/31)“0(\/5773, alyy + dy)
xuy (V2n3, g + dy3)

—/buy (77370430 %( V3, + \/_0433))%(\/_77370431 %1(\/_0430 V106,) )
g (V2ns, algy — 5 (V100%, + V6iss) ) uo (vV2n3, o — 1 (—v/5diso — /6,
_\/3“0(773’0430 5(— V3, + \/_0433))%(\/577370&%1— (V330 —/108l,)
XUy (\/5773,04?32 %(\/_agl + \/_0433 )uo(\/ﬁns,@ég—}l( \/_0430—\/_0432)
—\/gm (773,0430—-(\/_5431—\/_00433 )u0<\/§n37a{31_i<\/_0530 \/_0432))
XUo(ﬂUs;aéz—i( \/_0431 \/_043 )“ (\/577370433 %1( \/_0430_\/_0432))
(
i

)
)
)

)

—\/§U0<773,0430—5(\/_%1—\/_0433))1&0(\/57737@31 i\/_a30_\/_0432))
Xul(\/_773aa§2_};(_\/_&§1_\/_043 )) (\/5773’0433_ (— \/_0430—\/_%2))
+v/5uy (13, aso + 5 (V/3dh, —V/Bés) ) uo (V2n3, gy + 5(V/3ciso—v/106,))
XUO(\/_W370432 ‘(_\/_0‘31_\/_0533)) 0(\/577370%3 + %(_\/55‘30_\/600432))
+\/_Uo(77370430+ (\/_%1 \/_%3 UO(\/_773a%1 l(\/_&?»o—\/_&éz))
Xul(\/_n&a?a ‘(_\/_0431_\/_043 ))U (\/_773,0433 ( \/_0430_\/_a32))
+\/_u1(n3,a30+ (— \/_0431-1-\/_043 ))U (\/_773,0631 (\/—0430 \/_0432
o (V2n3, gy 4 (V108 + v60s3) ) uo (V2s, alhs + 5 (— V5o — v/,
+\/_U0(773,0430+ (— \/_%1"‘\/_0433))“0(\/_77370431 (\/_0430 V1064,

)
><u1(\/§77370f32 (\/_a31+\/_a33))u0(\/_773,a33 ( \/_0430—\/_&32 )

)
))
)
)

231



. " s,
gdzie N, wynosi:

Np, = fhe 35 { _ ez (Braifad) | gemisy
+ (563, + 2v/3063045, + 653 + 8v/Bdsds; + 8V/6As,d5, + 16652 )2 X
6%7732' (550§+\/§&305‘§1_mé‘élé‘éz_\/5&30&33_\/65‘,32&33)
+ (563, + 2v/3063085, + 6653 — 8v/Bdsgdl; — 8v/6A4,als 4+ 16633 )03 X
6%’73 (5532,_\/3&305‘/31 +m&§15‘§2+\/5&30&§3+\/6&/32&33)
+2(542, + 6452 + 2v/30a%44, — 16453) 1335
+16(4d3n3 — 1)e2i% (1 G A )> } (618)

na reprezentacje E:
Pierwszy wektor bazowy:

Vi (03) = | /5§ %
{Uo (773, a30 — 5430)“0(\/5773, Oégl + &gl)uo(\/in?,, aég - &ég)
xuy (V2n3, g + Gy3)
+ug (?73, Qi3p — 5430)“0(\/57}3, Qg — 0045,1)160(\/5773, gy — 0065,2)
><u1(\/§773; Qg3 — 5‘33)
+ug (773, Q30 + 00430)“0(\/57737 oy — &él)uo(\@ﬁ:’n gy + 004%2)
><U1(\/§7737 33 — 5‘53)
+ug (7737 Qago + 00430)“0(\/5773, Oéél + &gl)uo(\/ﬁn& Oéég + 004%2)
xup (V2n3, oy + &) },

gdzie N7, wynosi:

Ngll — iefﬁgég {677§ (5‘§0+2&;22) + 1}{6277% (&;’12+&;’?’2) - 477{%&;?? + 1}'
(619)
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Drugi wektor bazowy:

Yiaia (s =\ ¥ avs
{ = V/Bus (15, €30~ 5 (— V3l + V/3ly) o (215, 0y — 4 (v/Bian—v/104,))
Xuo(\/§77370432_%(\/m004§1+\/6&53))%(\/577370‘%3 zll( V/5ég0— \/_0432)
—\/§U0(773,0430—%(*\/_5¥§,1 \/_00433))%(\/_77370431 %1(\/_0430—\/_0432)
><U1(\/§7737Oé;/32—%(\/_0431+\/_a33))uo(\/_7}37a33—}1( VBéiz— \/_0632)
—/Buy (13, cvz0 — 3 (/36 — V/5s3) Y uo (V213, oy — 3 (v/3dizo — V10,) )
XUO(\/§773’CV§2_21(_\/E&§)1_\/6(Y3 )) (\/577&&%3_711(_\/5&30_\/6&52))
—\/§U0 (773, Q30— %(\/35431 - \/500433))% (\/57)3, Oéél - i(\/gooégo— \/1_054§2))
XUI(\/_W&O‘éz_l(_\/_&gl_\/_as ))U (\/5773,0453 71;( \/_5‘30_\/—5‘32))
—\/_u1(773,0430+ (\/_agl \/_0433))160(\/_77370631 l(\/_0430 \/_a32))
XUO(\/_U&O‘?Q ‘(_\/_0‘31_\/_043 ))u (\/_773aa33 ( \/_0430_\/_0432))
—/3ug (3, aso + 5(V/3&h, —V/5ss) ) uo (V2ns, oy + 3(V3és0—v104,))
Xul(\/_"lsya:az ‘(_\/_agl_\/_as)
—\/_U1(773,Oé30+ (—V/3d4, + v/5iss)
Xuo(\/_ng,oz32 (\/_%1"'\/_0433 )UO(\/_U&%?) ( \/_a30 \/_ag)
—V/3ug (n3, aso + 5(— V3%, + VBs) ) uo (V2ns, gy + 5 (V30— v 106,)
))

)u (\/5773,0433 l(—\/_5430—\/_5432))
)u (\/—773;a31 (\/_0530 \/_0532)

)
)
)
XUy (\/57737 vy + 1(\/_0431 + \/6&33»“0(\/57737 g + ( Vg — \/_a32 }

gdzie N, wynosi:

940 2(g2 49482 o2 (&) 2442 o
Ny — e b)) (8 gz )

(620)

C.3 Funkcje rotacyjne

Czesé rotacyjna otrzymana jest analogicznie jak dla grupy symetryzacji O.
Zatem rotacyjne funkcje bazowe posiadaja budowe zgodna z taticuchem gru-
powym Dy, D D5 i majg nastepujaca strukture:

gdzie I's- nieprzywiedlna reprezentacja grupy D..,, 's-dla grupy Ds.

233



Otrzymane funkcje rotacyjne dla momentu pedu J = 0,1,2,3,4,5 maja
postac:

J=0 (622)

J=1 (623)

J=2 (624)
_ 1
RITAN() = (i () + V3rin*(Q),
_ 3 V3
R () = (400" () = 57’ (@),
REZM(Q) = {2 (Q),
REFM(Q) = ri? (),
REZM(Q) = ripi(Q),
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J=3 (625)
Ryt (9) = rin’ ().
_ 3
Rk (Q) = \/; (it () +
_ 5
Rpg, () = \@wgﬁ‘”’(m -

RélsB]\14<Q) - 5\41 ’

_ 5
Risyiay () \[ o (9 —\/;ﬁm»,

R}é 231%]\14(9) TM3 ),

RéQ%Af \/7 (+)3 \/7 +)3

\/§ s (@),
Vs

_7"1(\;923(9))7

J=14 (626)
_ 2 V5
RITAQ) = 05001 (©Q) = 5-rin (),

Riam (@) = %q/z s () +V2ri (),
Rigs' () = \/va;f“(m - o),

\/7 M3
Ria'(9) = 2\}& o () + V(@ >—\/§r§2“<m>,
REA () = =i (@) + Vrhe))

REBNQ) = 1§19,

1 _ _
REM(Q) = m(ﬁrmm — i),
REPN(Q) = r§;§4<9>,

R}é:gg\j(Q) = 2\/—(TM4 (Q )+\/_7"M2 (),
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J=5 (627)

R = L0l @) - )

RERY(©) = S04 () + VA (9),

R = —= 0@ - @),

RE©) = = (VB + i)

RER®) = YL + L2 - Y220, 0y,

RES(9Q) = rip(9),

RIS (Q) = —=(—vV22r {17 (Q) + 2v/14r1)° () — V30ri (),
(),

RN )5y — . ()5

S5 o (@) 2v/3r{ 107 () + V35rii) (),
Ry (Q) = r§;§5<9>,

RESN(Q) = —=(—V5rifP(Q) — 2V15r 17 (Q) — 3vVTri 1 ().

1
8v/2
REM(Q) =i’ (@

R (Q) =

8f

Funkcje bazowe opisujace kwadrupolowa cze$¢ wibracyjna nalezace do
reprezentacji A; 1 B; transformujg sie jak odpowiednie wektory bazy karte-
zjanskiej dla podanych reprezentaciji, tj. jak funkcje y? oraz 22 — 22

W przypadku funkeji opisujacej oktupolowa czes¢ wibracyjna otrzymane
funkcje naleza do dwuwymiarowej reprezentacji F. Funkcje okreslone jako
pierwszy wektor bazowy transformujg sie jak funkcja z, a funkcje opisane
jako drugi wektor bazowy transformujg sie jak z.

Dla czesci rotacyjnej funkcje bazowe R%AI{, gdzie 'y jest reprezenta-
cja jednowymiarows, transformuja si¢ zgodnie z bazami kartezjanskimi dla
A1, Ay, By i By (dodatek A.2). W przypadku reprezentacji dwuwymiarowej
E funkcje rotacyjne Réﬂél transformuja sie jak kartezjanski wektor bazowy

z, a R} p, jak funkcja bazowa z.
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D Rozkltad prawdopodobienistwa orientacji wek-
tora momentu pedu dla funkcji bazowych

W tym dodatku przedstawione jest wyprowadzenie wzoru na prawdopodo-
biefistwo orientacji wektora momentu pedu dla funkcji bazowych wystepu-
jacych w opisie pasm energetycznych dla modelu kolektywnego o zmiennych
rzeczywistych (R). Znaleziony rozklad prawdopodobieristwa opisuje rzut wek-
tora momentu pedu o wartosci réwnej K na okreslong o$ . Otrzymane wy-
niki pozwalaja przedstawi¢ graficznie rozktady pradopodobieristwa orientacji
wektora momentu pedu dla funkcji bazowych opisujacych stany tego mo-
delu, dzieki czemu mozna zobaczy¢, ktory z kierunkéow dla danego stanu jest
dominujacy.

Przedstawione ponizej obliczenia zostaly zrobione dla uktadu wewnetrz-
nego, ze zdefiniowanym we wczesniejszym rozdziale dzialaniem grupy we-
wnetrznej G = Dy, na katy Eulera (2. Podobne obliczenia byly wezesniej
wykonane dla prawego przesuniecia uzytego jako dziatanie w uktadzie we-
wnetrznym w pracach doktorskich [13] i [14].

Rozwazmy zagadnienie wlasne trzeciej sktadowej operatora momentu pedu
J; w uktadzie wewnetrznym:

j3r]{4K(Q) = KT}\]/IK(Q)a (628)

gdzie r{,;(Q) = V2J + 1D3,,.(Q)*.
Poniewaz chcemy mie¢ operator dajacy warto$é¢ K rzutu momentu pedu J
na okreslong os 77, zatem trzeba, korzystajac z (628), utworzy¢ nowy operator

jé =1 - f, tak aby kierunek nowej trzeciej sktadowej momentu pedu byt

zgodny w wybrana osig 7. Zatem rzut wektora momentu pedu J na wektor
o okreslonym kierunku 7i(€2;) opisany przez katy Eulera Q; ma postac:

=i J =R(Q) R (), (629)

gdzie R(Qs) okresla pewien obr6t w ukladzie wewnetrznym o katy Eulera Q7.
Dzialajac obrotami R({2;) na rownanie (628) oraz korzystajac z tozsamosci
R(Q5)R(25) = T otrzymujemy nastepujaca rownosé:

R(2) J5R(2) R(2a)rise () = KR(Qa)rilpc (), (630)

ktora definiuje katy Q7. Poniewaz obroty w przestrzeni SO(3) sa unitarne
rownanie (630) mozna inaczej zapisa¢ jako:

(78 - T)Exrwe (71, Q) = K& (71, Q), (631)
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gdzie nowa funkcja £ (7, ) otrzymana jest z obrotu funkeji 7, (€2) o katy
Eulera Qz, tj. &3x(7,Q) = R(Qa)ri x(Q). Korzystajac z dzialania grupy
wewnetrznej na i, (), dla nowej funkcji &7, (7, ) mamy, [57]:

Enrre (7, 2) = R(Qa)rip () = T}\]/1K<QQ;L ) = > 5 Dl (25 D (Q)
= K Dieser (i) (Q).- (632)
Poniewaz &7, (77, ) sa funkcjami wlasnymi operatora i - J i posiadaja war-

tosci wlasne K, zatem mozna otrzymaé¢ odpowiedni operator rzutowy [13],
[14]:

P, K) = |&5 (7, )&l (7, Q). (633)

Pozwala to otrzymacé rozktad spektralny operatora 1i - J w postaci:

R J
i J) = Z KP(i (634)

Stany wykorzystywane w naszych obliczeniach o momencie pedu J i pa-
rzystosci p opisane sg w przestrzeni wibracyjno-rotacyjnej i ogblnie mozna je
zapisac:

A (635)
A
gdzie funkcje pomocnicze U/'M zlozone sa z sum iloczynéw trzech funk-

¢ji bazowych wyznaczonych odpow1edn10 dla czesci wibracyjnej kwadrupolo-
Ty, D)

wej 1, 55 (qua, ovan ), oktupolowej 17, 2" ({ars, }) oraz rotacyjne] R{Y () =
S wn brenr i sen (). Pelny opis tej funkeji ma postac:

L v Piing L2y
\IJJ M Za waAwmllﬁ ;a1 (OQO? @22) Zb?f a2 ({ 3M})RF3 K303 (Q)7 (636>

gdzie odpowiednio dla reprezentacji I'y, I's i I's symbol w?? oznacza wspot-
czynniki otrzymane dla iloczynéw trzech funkcji bazowych, a indeks a =
(a1, ag, as) numeruje te werktory oraz A = (I, oy, Ia,) odpowiada
zbiorowi liczb kwantowych okreslajacych funkcje bazowe wchodzace w sktad
stanu:

(i) v rozroznia stany o identycznym momencie pedu i parzystosci,

(ii) I'y, Iy, T's sa reprezentacjami do ktorych naleza odpowiednio funkcje
opisujace czes¢ wibracyjna kwadrupolowa, oktupolows oraz rotacyjna,
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(iii) ks, ¢ = 1,2,3 rozréznia rownowazne reprezentacje I'; wystepujace w
funkcji ‘I/V AL,

(iv) a;, i = 1,2,3 znakuje wektory bazowe rozpinajace reprezentacje I';.

Oznaczenia jakie zostaly wprowadzone dla poszczegdlnych reprezentacji row-
nowaznych, wraz z wektorami bazowymi je rozpinajacymi, sa przedstawione
w dodatku C.

Ze wzgledu na to, ze interesuje nas rozktad prawdopodobieﬁstwa orienta-
cji wektora momentu pedu dla kazdej z funkcji pomocniczych W//M | zatem
jego posta¢ mozna znalezé ze wzoru:

Prob (7, K; 7MY = (UM | P(ii, K)| W/ M)
= [po dagy [pudady, f50(3) dQUITM*P(7, K)UM, (637)

Poniewaz operator P(7i, K') dziala jedynie na zmienne rotacyjne, zatem
powyzszy wzOr mozna przepisa¢ w postaci:

Prob(ii, K: UMY — (WM | P(i7, [)|U7M)
=Y DLW w ”va;,,;la (042070422)|¢mz§2~a1(042070422)>

(U (Lo D ({a, D) (BRI ()P, K REN (9)).
(638)

Powyzszy wzoér mozna uproéci¢ korzystajac z ortonormalnosci funkeji bazo-
wych:

Prob (7, K; W/hM) = <\IJJ"M]Z5(ﬁ | My

K)
P(it, K)|REY ., ()
)

:Z wrA * vA < ( |
a1,a2,a3,a} a1,a2,a§ a1,a2,a3 F3,.;3,a3

) T'3;kg503
— 2 : ( z : wVA * qu )< (
asz,al ai,az “ai,az,al a1,a2,a3 F3 13305

|P(it, K)REY ().
(639)

Dla modelu (R) funkcje bazowe wchodzace w sktad stanéw maja jedna z
trzech mozliwych postaci:

p7F2 Ko

(a) Pierwsza postaé to funkcje 1, 45 (avag, vz )t 2" ({a as, }))Riy (), dla
ktorych wszystkie reprezentacje I';, © = 1,2,3 sa reprezentaqami jed-
nowymiarowymi, w modelu (R) sa to dwie z czterech reprezentacji jed-
nowymiarowych A; i By.
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(b) Druga i trzecia to funkcje 1, 51 (qvz, oz )2 ({ar 3#})]% (), dla
ktorych I'y jest reprezentacja jednowymiarowa a I';, @ = 2 3 dwu-
wymiarowa. Dla tego przypadku sa dwie mozliwe funkcje pomocni-
cze w zalezno$ci do jakiej reprezentacji nalezy kwadrupolowa funkcja
Pk (o, agg), tj. dla modelu (R) mamy T'y = Ay, B.

— Dla I'y = A; funkcja pomocnicza ma postac:

\f {wmlﬁ 1(0&20, a22)¢€;g,1({a3ﬂ})Ré‘%(Q)
g (020, a2l ({asu ) Ry ()}, (640)

— Dla I'y = By funkcja pomocnicza ma postac:

\/Li {wﬁ'im(a%v a22)wﬁég;1({a3#})]%£\f(ﬂ)
—tp 1 (Qz0, ao) Ul ({as, RS ()} (641)

Dodatkowe indeksy 1, 2 okreslaja ktory z wektoréw wchodzi w sktad
poszczegdlnych funkcji.

Poniewaz funkcje bazowe sa unormowane, zatem wzory na rozklad praw-
dopodobienstwa dla poszczegélnych funkcji bazowych maja forme przedsta-
wiong ponizej:

(a) Dla funkeji v, 55 (aao, cva2) ¥ 522 ({o su}) Ry () wzor (638) moze by¢

zapisany nastepujaco:
Prob(ii, K; U/5M) = (/M| P(7, K)|W77M)
— (RIM (@)|P(7, K)|REM (), (642)
Zatem korzystajac z (633), dla czesci rotacyjnej, otrzymujemy:
(REM ()P, K| REY (9))

= <R£\i3( )|§MK(”)><5MK( )|RFM( )
— | Jyoa AORE (Q) ey (7). (643)

Korzystajac z postaci funkcji &7, (7, Q) przedstawionej w (632) oraz
postaci funkcji rotacyjnej, tj. R{é\is (Q)* = D jen Uyenm g ()" otrzy-
mujemy:
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~

(R, ()P, K)|RES ()

F3;K3 F3;m3

= | fso(g) ds ZK’ DL{(K/(Qﬁ)T}\]/[K/(Q) ZK” b;;//rﬂK,/(Q)*P.

(644)
Nastepnie z ortogonalnoéci funkcji rotacyjnych, tj.:
= " da J, dBsin B) dW"MQM/ (Q)*r}{}[ M,(Q)
— 6J1J25M1M25M{Mé
(645)
mamy:
(REM ()| P(i1, K) R (9))
= [ X ko Vi Dierer () f50(3) AQr e ()7 50 ()
= | 22k Ui Dieper () |2
= | g biere™ FOm g (Qrz) e K s 2, (646)

gdzie Q7 = (.1, Qi2, Qig). Poniewaz wartosé K jest ustalona, zatem
w (646) mamy zaleznosé¢ jedynie od dwoch katow Eulera Q7.0 1 Q7.3:

(REM ()| P(7, K)| R (©)
= | Yo Vit (U)K 0 2. (647)

W powyzszym wzorze katy Eulera (7.0 i €053 mozna zinterpretowac
jako katy sferyczne ¢, 6, co daje:

(RE! (D)|P(, K)|R{Y (2))
= | X Uil per (0)e ™2 2. (648)
(b) Dla dwoch pozostatych funkeji zapisanych ogolnie jako

\/Lﬁ{zﬁgillﬁ(a?()?a??) ws (@ 3u})Rr3 1(©2)
Ll )0l (o DRELQ)}  (649)
mamy:
Prob(ii, K; UMY = (UM P(ii, K)|W7M)
— 3 { (R QNP KRB (Q) + (REL(Q P, K) [ RE(©) |
(650)
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Poniewaz wektory rozpinajace przestrzen dwuwymiarowa FE sa ortonor-
malne, zatem korzystajac z (648) wzor (650) mozna zapisac:

Prob(i, K; 0J\M) =
=%{<Rp3 ()| PG KLBRY () + (REL(Q)| P, K) R, (@) )

=3 {‘ >k biddfe e (0)e —iK92 | > b di{K'(e)e_iK,ﬂQ} ;
(651)

gdzie

Rrg, () =3 o g (), i=1,2.

W dalszych obliczeniach interesuje nas jedynie rzut na nowa os Jj, zatem
obliczenia sg przeprowadzone dla K = J.

E Rozklad prawdopodobienstwa funkcji bazo-
wych dla grupy symetryzacji Dy,

W tym dodatku przedstawione sa prawdopodobienistwa dla kazdego z iloczy-
néw trzech funkcji bazowych ¢ 551 (avgg, aiga ), 22 ({3, }) oraz R{Y (Q) =
S n b sen () 7 jakimi wehodza one w sklad stanu. Przedstawione wy-
niki dotycza modelu o zmiennych rzeczywistych (R), w ktérym postac ener-
getycznego pasma oktupolowego o parzystym momencie pedu posiada inng
lub identyczna strukture niz pozostate dwa, tj. pasmo kwadrupolowe oraz
oktupolowe o nieparzystym momencie pedu.

Zgodnie z definicjg stanéw uzywanych do budowy przedstawionych modeli
w dodatku D majg one postac:

) (652)
A

gdzie funkcje pomocnicze ¥Z,M mozna zapisa¢ w postaci:

\I/ ]pM Z VA,QZ)fusz ;a1 (QQO’ O{22> Ulb32 Z; ({ SM})RF3 k3503 (Q>’ (653)

gdzie odpowiednio dla reprezentacji ', I's i I's symbol w** oznacza wspot-
czynniki otrzymane dla iloczynoéw trzech funkcji bazowych, v rozréznia stany
o identycznym momencie pedu i parzystosci, a indeks a = (ay, as, az) nume-
ruje te wektory oraz A = (I'1,s,, o1y, '3, ) 0dpowiada zbiorowi liczb kwan-
towych okreslajacych funkcje bazowe wchodzace w sktad stanu.
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Jak bylo wczedniej wspomniane interesuje nas prawdopodobienstwo dla
kazdego z iloczynow @uf;glal (w0, Qva2)) Szb32 o2 ({os, b)) REM a3 (§2) 2 jakim wcho-
dzi on w sktad ®/°M. W tym celu wykorzystujemy operator rzutowy
‘wrl JR1 p7F2;R2 RL]M ><wrl,;€1 wpir2;k2 RJM | (654)

Fl;glrz;g2l—‘3;k3 vib2;a1 mb3;a2 F3;k3§(13 vib2;a1 T vib3;a2 FS;R3203

dziatajac nim na stany ®2". Otrzymujemy zatem nastepujacy wzor:

JP M
PrOb(Pl "1 FQ iRo F3 R37 (I) ) (655>
Ty Ppif2s, RIM JP M2 JPM|p JP M
B [(vivziaq Poiviiag rg;ks;%\‘bu )| B (@J"M|P, Ty T2ir, T35, (@57 )
= <@JPM‘¢JPM> - <<I>JPM|<I>JPM)

_ vA’ *0 VA
- <<I>JP]M|,I)JPM ZA’ VA Za’ a, o Wq
r’ ;I
1! 9!, Tz pfzﬁ IM
1 1 )
x <wvi62;a’1 wvibS;a F’ , 30k |wvzb2 ;a1 T vib3;as Rf‘s& 'a3>
K3 "3
P P Pl
1/ p; 2;r€2 1 Hl 2; N2 JM
X <w’uib2;a1 wm’b?);ag ’wme ;ah Tvib3;al, RF;%, ;ag,,)’
3

gdzie (®"M|PI"M) jest kwadratem normy stanu &M,

Przy obliczeniach trzeba pamieta¢, ze wektory bazowe nalezace do roéz-
nych réwnowaznych reprezentacji funkcji opisujacych kazdy z rodzajoéw ruchu
sa unormowane, ale nie musza by¢ ortogonalne.

Do obliczenia wartosci szukanych prawdopodobienstw potrzebne sa pelne
postacie funkcji opisujace poszczegolne stany. Zgodnie z tym co zostato przed-

stawione w 6.2.4 rozwazane stany maja postac:

(a) Stan 01 sklada sie jedynie z jednej funkcji, zatem jego postac jest
nastepujaca:

OOM = A1 (g, o) M ({a 50 PR (Q). (656)

(b) Stan 2% mozna uzyska¢ na dwa sposoby:

o
\:[Il—‘lAng -

_ +);41 J 2M +);41 J 2M
= 1w 77ZJvzb2 ;UQUO 77Z}mb3 R +w ¢mb2 SU1UO 77bmb3 R

+w3wmb2 uoulwmbi%Al RJ 2M (657)
gdzie Pl = F3 = Al, Bl.

(c) Stan 4™ posiada dwie postacie, w zaleznosci od wyboru nieprzywiedl-
nej reprezentacji opisujacej wibracyjna cze$é¢ kwadrupolowa oraz czesé
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rotacyjng I'y = I's = Ay, By. W przypadku, gdy I'y = I's = A; mamy:

4 M
\IJAIAIAI -
+);A1 pJ= (+);41 pJ=4aM
- wlwme JuoUQ 7\pmbS RA1 + w21/}v7,b2 SULUO 1/}1)2‘63 RA1;1

(+); Aip (+);41 pJ=4M
+w3wvzb2 JUQUL 7\/)1)7,133 A1 1 + UJ41/}me S UOUQ wvib?) RAl;g

+);A +);A =
+w51/}v7,b2 SUTUQ 1/}1)26?3 ' Rj1 +w ¢vzb2 JUQUL wi(nb)S ' le;;lM' (658)

Dla I'y = I's = B; stan 41 ma postac:

4aHOM
\IlBlAlBl -
_ +);41 J AM (+):41 J AM
= Wy ¢vzb2 S UOUQ 77Z)mb?> R + w2¢v162 ;U1 UO 770111'1)3 R
+);41 J aAM
+w3¢mb2 suQUL wvzbi& R . (659)
(d) Stan 3~ réwniez mozna zapisa¢ na dwa sposoby:
3IM
\IjFlEE =
(=)E J=3M

_ J=3M
wlwmb2 vzb3 u1u0u0uoR +w2¢mb2¢vib3;u1uououo B
(=)E J=3M (=)sE J=3M
+w3r¢)mb2 v1b3; uouluouoR + +w4¢mb2¢vib3;uou1uouo RE;Q
(=)E J=3M (=)E J=3M
+w5wmb2 vib3; uououluoR + w6¢vlb2¢vib3;uouou1 uQ RE;Q
(=)E J=3M (=):E J=3M
+w7wmb2 v1b3; uouououlR + w8¢mb2 vib3;uguoupul RE;Q )
(660)
gdzie Fl = Al, Bl.
(e) Stan 5~ w zaleznosci od wyboru I'y = A;, B; ma postac:
59 _
\IJI‘1A1E -

_ - J=5M (=)sE J=5M
wlwme v1b3; uluououoR +w2wmb2wvib3;u1uououo Eio

+w3wmb2 U;)?'MELluououo RJ oM +w wvzb2w£%§;€0u1uouo RJ oM
+w5wmb2 U;))-?) QEL()ul ugUQ RJ oM + wGwmewft(J;))?jzou1 ugUo Ré‘:fM
_'_w?wmlﬂ U;))-?) SUQUO UL UO RJ oM + w8wmb2w1();7)3;€ouou1uo Ré‘:fM
+w9wmb2 v;))3 SUQUOULUQ RJ oM + wlowmewvzbS SUOUOUOUL RJ oM

(=sE J=5M J= 5M
+w11¢vzb2 v1b3;uguouoUl RE 2 + w12wmb2wvzb3 SUOUOUOUL R .
(661)
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(f) Stan 2~ mozna zapisa¢ na dwa sposoby:

VR 4 b (fag}, {as}, Q) =

_ - J=2M (=)E J=2M
wlwmlﬁ v1b3; uluguouoR + w2¢mb2wvib3;ugu1uouo RE

(=sE =2M (=sE J=2M
+w3wvzb2 v1b3; uououluoR + UJ41/me2 vib3;upuououl RE )

(662)
gdzie Fl = Alv Bl.

(g) Stan 4~ w zaleznosci od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji I'y =
Ay, By ma postaé:

4< )M
U, 4 p({azu}, {as }, Q)
- J=4M (=)E J=4M
- wlwme U’Lb3 UL UQUOUY RE’1 + wamewvib?);uluououo RE;Q
(=sE J=4M ()& J=4M
+w3wmb2 v1b3; uouluouoR + w4wmb2wvib3;uou1uouo RE .2

+w5wmb2 UZ)E RJ AM _i_wGwmww(f);E RJ AM

b3;upguouiug vib3;upuoul uo

(=sE J=4M (=sE J=4M
+w7wmb2 vib3;uguououl ~ E;1 +w8d}mb2 vib3;uguououl ” E;2 .

(663)

Indeks dolny u;uj, ¢.j = 0,1 przy funkcji wibracyjne; opisuj@cej czesé
kwadrupolowa w pasmie kwadrupolowym oznacza, ze funkcja bazowa ¢mb2 s
powstata z rzutu iloczynu dwoch funkeji oscylatora harmonicznego w;(12; cavao—
COYQ())UJ(\/_T]Q; (ip9 — (igg) na reprezentacje I';. Ze wzgledu na budowe funkcji,
omawianej we wczedniejszym rozdziale, wibracyjna czes¢ oktupolowa dla tego

pasma 101%3’ 2 nie ma wzbudzeri i jest funkcja postaci ug(ns; aso)uo(vV2ns; o)

wo(V/2ns; Ay o (V2125 ).

Poniewaz pelny opis funkcji jest dosé dtugi zatem do okreslenia funkcji
uzyte sa jedynie reprezentacje do ktorych naleza poszczegdlne wektory ba-
zowe opisujace czesci: wibracyjna kwadrupolowa I'y, wibracyjna oktupolowa
['; oraz rotacyjng I's. Dodatkowo podana jest informacja z jakiego rzutu
powstala kwadrupolowa cze¢s¢ wibracyjna, tj. (I'y: wu;)I2I's, 4,5 =0, 1.

W pasdmie oktupolowym funkcja bazowa kwadrupolowej czesci wibracyj-
nej pochodzi z rzutu ug(ny; aog — &Qo)uo(ﬂng; Qs — (i99) Na reprezentacje
[y = Ay, By, czesé oktupolowa moze pochodzié z czterech funkeji u;(ns; aizo —
o) (V215 0y — Gy Jun(V/2m5 alyy — Al )un(V 2025 045 — Gly), 4,5,k 1 =
0,1, ¢+ 7+ k + 1 = 1 zrzutowanych na reprezentacje F oraz funkcji ro-
tacyjnej zrzutowanej na I's = E. Do rozréznienia iloczynéw trzech funkcji
bazowych uzywane sa analogiczne oznaczenia jak dla pasma kwadrupolo-
wego, tj. I'1 (s : wyujupw) s, gdzie 'y, n = 1,2, 3 oznaczaja nieprzywiedlne
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reprezentacje, a u;ujuru; okreflajg rodzing funkeji do jakiej nalezy oktupo-
lowy wektor bazowy.

E.1 Model o parametrach dopasowanych tylko do pierw-
szych dwo6ch pasm

W przedstawionym ponizej modelu mamy trzy schematy najlepiej odtwarza-
jace wartosci eksperymentalne |5, 6]. Kazdy ze schematow opisany jest para-
metrami, ktore sg identyczne dla kazdego z trzech rozwazanych pasm energe-
tycznych. Trzeba jednak pamietaé¢, ze wartosci parametrow zostaty okreslone
do dwoch pierwszych pasm, a funkcje stanéw trzeciego pasma maja z gory
wtozone ich wartosci.

Wartosci prawdopodobienstw odpowiadajacym z jakim dany iloczyn trzech
funkcji bazowych wchodzi w sktad stanu przedstawione sa tabelach umiesz-
czonych po opisie kazdego ze schematu. Wielko$¢ otrzymana z odjecia otrzy-
manego prawdopodobienistwa dotyczy iloczynéw ortogonalnych do danego.

Schemat 1. posiada nastepujace dwa pierwsze pasma:

+);A — B
: ¢mb2¢1(nb3 1RA1 ) 37 ¢vzz2 vzb3 R
+);A
: 1szb2lbizbé 1}% ’ : ﬁbvzb21bvzb3
A
Pt RAY, (664)

Dla tak wybranych stanéw mamy nastepujace wartosci parametrow wyzna-
czonych metoda najmniejszych kwadratow:

1 = 0,995, 15 = 12,820,
O[30 - 07109, Ooésl - 0,0827
&y = 0,131, &y = 0,110. (665)

Wartosci przejsé¢ B(FE2) oraz B(E1) sa nastepujace:

B(E2: 4+ — 2%) = 263W.a,
B(E2: 2 — 0%) = 187W.,
B(E2: 5~ — 37) = 293W.u, (666)
oraz
B(E1: 5 — 4%) = 1,188 x 10-3W.a,

B(E1: 3~ — 4%) = 0,129 x 10-3W.u,
B(E1: 3~ — 2+) = 1,097 x 10-3W.u. (667)
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Jak wida¢ udalo sie znalezé¢ parametry, ktore doktadnie odtwarzaja przejscia
B(E?2) dla dwoch pierwszych pasm oraz daja dosé dobre wartosci B(E1).
Trzecie pasmo moze mie¢ nastepujaca postac:

27 wmewvzlﬁ R?M’
47 wmewmei REJM (668)

B(E2: 4= — 27) = 723,999W.u,
B(E1: 2~ —2%) = 0,327 x 103W.u,
B(E1: 4= — 4%) = 0,946 x 10~4W.u; (669)

lub

27 wmewvzlﬁ R?M’
47 wmewmei REJM (670)

B(E2: 4= — 27) = 724,000W.u,
B(E1: 27 —27) =10,229 x 10~ 'W.u,
B(E1: 4= — 47) = 0,148 x 103 W.u. (671)
Dla przedstawionego pasma jedynie pierwszy sposob jego opisania najlepiej

odpowiada wartosci eksperymentalne;j.
Rozktad prawdopodobienistwa dla poszczegolnych stanéw jest nastepu-

Jacy:
(1) Stan 2%:

funkcja bazowa H (Al . UO'LLO)AlAl ‘ (Al . uluo)AlAl ‘ (Al . uoul)AlAl
prawdop. || 04626 | 06846 | 04106

Wspotezynniki w;, i = 1,2, 3:
wy = 0,372, wy = 0,125, ws = —0,303, (672)

Najwiekszy wktad do tego stanu wnosi funkcja (A;:wujug)Ai Ay, czyli
funkcja, ktora posiada wzbudzenie jednofononowe.

(2) Stan 4%:

funkcja bazowa H (Al . U()U,Q)A:[Al;l ‘ (Al . ulu[))AlAl;l ‘ (Al . Uoul)AlAl;l

prawdop. 0,0457 0,8350 0,3763
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funkcja bazowa H (Al . Uou())AlAl;Q ‘ (A1 . U1UJ0)A1A1;2 ‘ (A1 . Uoul)AlAl;Q

prawdop. H

0,0577 |

Wspotezynniki w;, i =1,...,6:

wy; = —0,106, wy = —0,450, w3 = 0,186,

w, = —0,082,

ws = 0,035,

0,6594 | 0,4027
(673)
we = 0,161. (674)

W przypadku stanu 4" najwickszy wktad daje funkcja jednofononowa
oznaczona jako (Aj:ujug)Ar1 Ay ;.

Stan 37:

funkcja bazowa Bl (E . U,lUOUOUO)E;l Bl (E Ul’lLOUUUO)E;Q
prawdop. 0,3062 0,1696

funkcja bazowa || By (E: uguiugug) E,q | Bi(E: upuiugug) Eo
prawdop. 0,0912 0,0049

funkcja bazowa || By (E: uguguiug)E,q | Bi(E: upuouiug) Eo
prawdop. 0,0716 1,3441 x 107

funkcja bazowa || By (E: upuouour ) E | Bi(E: uguguouy ) Eo
prawdop. 0,0469 0,3059

Wspotezynniki w;, i =1,...,8:
wy = 0,643, wy =0,478, w3 = 0,353, w, = 0,089, (675)
ws = —0,312, wg = 0,003, ws = 0,256, ws — 0,642.

Do stanu 3™ najwickszy wklad daja dwie funkcjie By (E: ujuguouo)Eq
oraz Bi(E: upuguouy)E.o, ktorym odpowiada odpowiednio wzbudzenie
wystepujace przy zmiennej asg, 0y, 0y Oraz (ugg, (yy, (Vs.

(4) Stan 5~

funkcja bazowa || By (E: ujuououo)E.1 | Bi(E: uiugugug) E.s
prawdop. 0,0052 0,0267
funkcja bazowa || By (E: wupuoto)E.s | Bi(E: uguiuouo) Ey
prawdop. 0,1345 0,1218
funkcja bazowa || B (E: upuiuoto)E | Bi(E: ugugugug) E.s
prawdop. 0,0720 0,0520
funkcja bazowa || By (E: uguouito)E. | Bi(E: uguouitg) Es
prawdop. 0,0314 0,0045
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funkcja bazowa | Bi(E: uguouiug)E.3 | Bi(E: uguguouy) Eq

) )

prawdop. 0,0095 0,2198

funkcja bazowa || B1(E: uguguouq)E.o | B1(E: uguguoui)E.3

) )

prawdop. 0,1258 0,1953

Wspoétezynniki w;, ¢ =1,...,12:
w; = —0,098, wy =0,221, w3 =0,495, wy= —0,463, (676)
ws = 0,368, wg = 0,315, w; =0,329, wg = —0,091,
W9 = —0,134, W19 = 0,627, w11 = 0,483, W12 = 0,600
Dla stanu 5~ najwiekszy wktad daje funkcja oznaczona jako
By (E: ugupuouy)E.y oraz By(E: uguguoui)E.3. Co oznacza, ze wzbu-
dzenie dla obu funkcji jest identyczne i wystepuje przy zmiennych

(30, Oy, (5. Funkcje roznia sie jedynie wyborem jednej z reprezentacji
opisujacej ruch rotacyjny.

Dla trzeciego pasma majacego postac:
_ — ) E
47 ¢522¢1€ib£ RYy
_ —);E
27 Ylatias B (677)
rozklad prawdopodobienistwa dla stanu 27 jest nastepujacy:

funkcja bazowa ‘ A1 (E: ujugugug) E ‘ A1 (E: uguiugug) E
prawdop. | 0,8866 | 0,0052

funkcja bazowa ‘ A1 (E: uguguiug) E ‘ A1 (E: upuguour ) E
prawdop. | 0,0875 | 0,0228

Wspoétezynniki w;, i = 1,2, 3, 4:

wy; = 1,341, wy = —0,100, w3 = 0,417, wy = 0,214. (678)
Dominujacy wktad dla tego stanu daje funkcja A;(E: ujuguoug)E, dla
ktorej wzbudzenia wystepuja przy zmiennych asg, o, 5.

Dla stanu 4~ zostal otrzymany nastepujacy rozkitad prawdopodobien-

stwa:

funkcja bazowa || B (E: uwjuouoto)E | Bi(E: uiugugug) Eo
prawdop. 0,7118 0,0443

funkcja bazowa || By (E: upuiuouo)E. | Bi(E: ugugugug) Es
prawdop. 0,0008 0,0348
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funkcja bazowa H By (E: ugupuqug) By ‘ By (E: uguguug) E.o
prawdop. | 0,1044 | 0,0035

funkcja bazowa c.d. H By (E: uguguouy ) Eyq ‘ By (E: upuguouy ) E.o
prawdop. | 0,0600 | 0,0435

Wspoétezynniki w;, 1 =1,...,8:

wy = 1,913, wy = —0,477, ws = —0,057, wy=—0418, (679)
ws = 0,727, ws = —0,132, wy = 0,556, ws = 0,469.

Rowniez dla tego stanu funkcja dajaca najwiekszy wktad By (E': ujuguoug) E.q
posiada wzbudzenia przy zmiennych asg, o, o/ss.

(6) Dla trzeciego pasma, gdzie:
_ —);E
4= ¢f£2¢£ibg RYy
_ —);E
27 wﬁzqugib)?; RYy (680)
prawdopodobienistwa dla stanu 27 wynosza:

funkcja bazowa H B1(E: uyugugug) E ‘ By (E: upuyugug) E
prawdop. | 0,7136 | 0,0026

funkcja bazowa c.d. H B1(E: uguguiug) E ‘ B1(E: uguguouq ) E
prawdop. | 0,2202 | 0,0660

Wspotczynniki w;, ¢ = 1,2, 3, 4:
w; = —0,849, wy = 0,054, w3z =—0,470, wys=0,259. (681)

Dla stanu 4~ zostaly otrzymane nastepujace wartosci prawdopodobien-
stwa

funkcja bazowa || A1 (E: wiuououo) B | A1(E: uiuououo) Es
prawdop. 0,4054 0,1320

funkcja bazowa || A1 (E: upuiuouo)E | A1(E: uguguoto) Eo
prawdop. 0,0328 0,1578

funkcja bazowa ‘ Ay (B upupurug) Eq ‘ Ay (E:upupuiug)Eg
prawdop. || 0,1227 | 0,0385

funkcja bazowa ‘ Ay (E: upuououy ) Eq ‘ Ay (E: upuouour ) Eg
prawdop. | 0,1114 | 15700 x 107°
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Wspoétezynniki w;, 1 =1,...,8:

wy = —1,265, wy = 0,722, ws = 0,368, ws=—0,791, (682)
ws = —0,693, we = 0,388, w; = 0,669, ws=—0,0021.

Dla powyzszego wyboru trzeciego pasma funkcje, ktore daja najwiekszy
wktad do obu stanéw maja wzbudzenie przy zmiennych agg, a4, .
Dla stanu 2~ jest to funkcja oznaczona jako Bi(E: ujupuoug)F, a dla
4~ jest to Ay (E:ujugugug) Es.

Schemat 2. zbudowany jest z pasm energetycznych opisanych przez
stany:

;A — —)s;E
0" : wqﬁizwi;)?) 1R,{111w7 3¢ wﬁ;ﬁ 1(zzb)3 R}QM7
;A _ —)sE
2% wﬁizwz(;;)?} 1R,{111w: 5 wééwiib):s RléM7
At g R, (683)

gdzie trzecie pasmo ma postac:
_ 1 — ) E
2 wﬁw z(nb?’i R
_ —)sE
47 il Ry (684)
lub
— —)sE
2 il Riur
_ — ) E
47 Uaas Ry (685)
Dla tego schematu uzyskujemy nastepujace parametry:
7o = 1,100, n3 = 12,461,
a3 = 0,094, &%, = 0,093,
Qo = 0,131, @43 = 0,106, (686)
dla ktorych B(E2) oraz B(E1) wynosza:
B(E2: 4t — 217) = 262,999W.u,
B(E2: 2T — 0%) = 187,000W.u,
B(E2: 57 — 37) = 293,000W.u, (687)

oraz

B(E1: 5= — 47) = 0,219 x 1073 W,
B(E1: 3~ — 4%) = 0,299 x 10~3W.u,
B(E1: 3= — 2%) = 1,787 x 10-3W.u. (688)
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Otrzymane wartosci przej$¢ miedzypasmowych rowniez sg bliskie wartosciom
otrzymanym w eksperymencie.
Rozktad prawdopodobienistwa dla poszczegdlnych stanéw jest nastepu-

Jacy:

(1) Stan 27:
funkcja bazowa H (A :ugug) A1 Ay ‘ (A1 :ugug) AL Ay ‘ (A1 :ugup) A1 Ay
prawdop. || 08762 | 00023 | = 02144
Wspoétezynniki w;, i =1, 2, 3:
wy = 0,182, wy = —0,007, ws = 0,078, (689)

Dla stanu 2% najwickszy wktad daje funkcja zerofononowa oznaczona
jako (Al . UOU0)A1A1.

(2) Stan 47:

funkcja bazowa
prawdop.

(Al . Uouo)AlAl;l
0,0323

(Al . uluo)AlAl;l
0,4433

funkcja bazowa (Al . Uoul)AlAl;l (Al . UO’LLO)AlAl;Q

prawdop. 0,6753 0,0014
funkcja bazowa ‘ (A1 ugug)ArAse ‘ (A1 ugug)ArAse
prawdop. ‘ 0,4401 ‘ 0,7496
Wspoétezynniki w;, i =1,...,6:
wy; = —0,301, wy = —0,102, w3 = 0,435, (690)
wy = —0,162, ws = —0,139, wg = —0,2809.

W przypadku stanu 4" najwickszy wktad daje funkcja jednofononowa
oznaczona jako (Aj:uguy)Ar1 A .

(3) Stan 3™:

funkcja bazowa

Bl (E . UJlUOUQUO)E;l

Bl (E U1U0U0U0)E 2

prawdop.

funkcja bazowa

0,1557

Bl (E . UUU1UQU0)E;1

0.1314

Bl (E uouluouo)E 2

)

prawdop. 0,2640 0,0094
funkcja bazowa | Bi(E:uououiug)Eq | Bi(E:uguougug) E.o
prawdop. 0,1193 0,0148
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funkcja bazowa H By (E: ugupuouy ) Ey ‘ By (E: uguguour ) E.o
prawdop. | 0,0687 | 0,2293

Wspotezynniki w;, i =1,...,8:

w, = 0,478,
W5 = —0,419,

wy = 0,438, wy = 0,624, w, = 0,125,
we = —0,150, wy = 0,324, ws = 0,579.

(691)

Dla tego stanu najwiekszy wktad daja dwie funkcje: By (E': uouquoto) Ey
oraz By (E: upugupuy)E.o, dla ktorych wzbudzenie wystepuje odpowied-
nio przy zmiennych asg, a;, sy 1 Qi30, A5, A55.

(4) Stan 5:
funkcja bazowa || A (E: wiuououo)E | A1(E: uiuououo) B
prawdop. 0,1156 0,0961
funkcja bazowa || Ay (E: uuguoug)E.s | Ar(E: uguyuoug) By
prawdop. 0,0519 0,1079
funkcja bazowa | A;(E: uouiuoug)Ea | A1 (E: uguiuguo) E3
prawdop. 0,1645 4,7893 x 107°
funkcja bazowa Al (E . UJUUOUlUO)E;l Al (E . Uou()UlU())E;Q
prawdop. 0,3212 0,0202
funkcja bazowa || A1 (E: uououiug)Es | A (E: uguouou) Ey
prawdop. 0,0220 0,0595
funkcja bazowa | A;(E:uguouour)Ea | A1 (E: uguguour) E.3
prawdop. 0,0254 0,0124
Wspoétezynniki w;, ¢ =1,...,12:
wi = —0,475, wy = 0,430, ws = 0,316, wy = —0450, (692)
Wy = 0,564, We = —0,001, Wy = 0,787, wg = —0,199,
W9 = —0,207, W19 = 0,331, w11 = 0,228, W12 = 0,154

Dla stanu 5~ najwiekszy wktad pochodzi z funkcji Ay (E': upuouiug) £,
dla ktorej wzbudzenie wystepuje przy zmniennych af;, o, ofhs.

(5) Dla trzeciego pasma opisanego przez stany:

_ B —);E

47 wvié2w1(;ib)3 R?M?
— A —)E

27 Yl z()z'bé RJJEM7
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dla ktorych mamy:

B(E2: 4= — 27) = 724,000W.u,
B(E1: 2= — 2+) = 0,240 x 10~ W.u,
B(E1: 4= — 4%) = 0,722 x 10-3W.u. (694)

Dla stanu 2~ mamy:

funkcja bazowa ‘ A1 (E: uquguoug) E ‘ A1 (E: uguqugug) E
prawdop. | 0,7866 | 0,0307

funkcja bazowa ‘ A (E: ugugugug) E ‘ A (E: uguguguy ) E
prawdop. ‘ 0,1228 ‘ 0,0652

Wspotczynniki w;, ¢ = 1,2, 3, 4:
wy = 2,011, wy = —-0,391, w3 =0,783, w4 = 0,576. (695)

Stan 4~ ma nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa:

funkcja bazowa || By (E: ujuguoug)E. | Bi(E: uguguoug) Eso
prawdop. 0,5916 0,2128

funkcja bazowa || B (E: upuiuoto)E | Bi(E: ugugugug) Eo
prawdop. 0,0160 0,0011

funkcja bazowa | Bi(E:uououiug)Eq | B (E:ugugugug) E.o
prawdop. 0,0985 0,0195

funkcja bazowa | Bi(E:uguouiug)Eq | Bi(E:ugugugug) By
prawdop. 0,0985 0,0195

funkcja bazowa c.d. H By (E: uguguqug) By ‘ By (E: uguguguy ) E.o
prawdop. | 0,0643 | 0,0108

Wspotezynniki w;, i =1,...,8:

wy =2,122, wy = —1273, wy=—0,340, w, = 0,092, (696)
ws = 0,854, wg = —0,378, w; = 0,697, ws = 0,092.

Dla tak wybranego trzeciego pasma najwickszy wktad do stanu 2~ daje

funkcja Ay (E: uuguoug) E, a dla stanu 4~ funkcja By (E': uyugugug) By
W obu przypadkach wzbudzenie wystepuje przy zmiennych asg, o, 5.
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(6) Dla trzeciego pasma majacego postac:
_ —);E
47 ¢£‘22¢£ib)3 Ry,
_ - E
27 wﬁ%& q(;z‘bé Ry,

dla ktorych wartosci B(E2) i B(E1) wynosza:

(697)

B(E2: 4= — 27) = 724,000W.u,
B(E1: 2= — 2%) = 0,687 x 10-2W.,

B(E1: 4= — 4%) = 0,515 x 10~*W.u; (698)

Stan 27 ma nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa:

funkcja bazowa
prawdop.

Bl (E u1u0u0u0)E
0,6525

Bl(EI U0u0U1UO>E
0,3108

Wspoétezynniki w;, @ = 1,2, 3, 4:

Bl (E uouluUuo)E
0,0417
Bl(EI uouougul)E
0,0008

funkcja bazowa
prawdop.

wy = —1,839, wy = 0,468, ws=—1,263, wy=0,072. (699)

Dla funkcji opisujacych stan 4~ zostaly otrzymane nastepujace warto-
$ci prawdopodobienstw:

funkcja bazowa | A1 (E: uwiuououo)E | A1(E: uiuououo) Eo
prawdop. 0,6182 0,0672
funkcja bazowa || Ay (E: upuiuoug)E. | Ar(E: upugugug) Eaa
prawdop. 0,0139 0,0171
funkcja bazowa | A;(E:uououiug)Eq | A1 (E: uguguqug) Eo
prawdop. 0,2061 0,0808
funkcja bazowa || A1 (E: uououour)Eq | A1 (E: uguouour ) E.s
prawdop. 0,0004 0,0021

Wspoétezynniki w;, ¢ =1,...,8:

wy = —2,316, wy = 0,761,
ws = —1,327, we = 0,836,

ws = 0,349, w4 = —0,386,
Wy = 0,064, Wg = 07129

(700)

Analogicznie jak dla weczesniejszego trzeciego pasma funkcje dajgce naj-
wiekszy wktad do stanéw maja wzbudzenia przy zmiennych o, o, os5.
I'sa to funkcje dla stanu 27: By (E: ujuguoug) £, adlad™: A (E: ujuguoug) E.1.

)

255



W przypadku schematu 3. mamy nastepujace stany dla rozwazanych
pasm energetycznych:

+);A
: 1/}vzb2w1()7,b23 1R ’ : wmewmbS
A - )
: lpmew;‘;})?) 1R o wfibQ vzb3 R
A
: wmewq(J;)?) 1RA1 ) (701>
dla ktorych przejécia wewnatrzpasmowe maja wartosci zgodne z eksperymen-
talnymi:
B(E2: 4t — 21) = 263W.u,
B(E2: 27 — 0%) = 187TW.u,
B(E2: 5~ — 37) = 293W.u. (702)
W tym przypadku mamy kilka mozliwych zbioréw parametrow:
(i) Pierwszy zbior wybranych parametrow:
2 = 10,641 s = 13,103,
5{30 - 0,111 (3431 - 0,099,
ago = 0,108 @33 = 0,110, (703)
daje nastepujace wartosci B(E1), ktore sa zblizone do otrzymanych w
eksperymencie:
B(E1: 5 —47) =0,146 x 10*W.u,
B(E1: 37 — 47) = 0,212 x 103 W.u,
B(E1: 37 —2%) = 0,262 x 10~*W.u. (704)

(ii) Drugim zbiorem otrzymanych parametrow jest:
N2 = 9,902 13 = 13,792,
Gso = 0,106 a3 = 0,099,
COY32 = 0,090 00533 - 0,123 (705)
Dla powyzszych wartosci otrzymujemy zgodno$é¢ co do rzedu z warto-
Sciami eksperymentalnymi:
B(E1: 5~ — 47) = 0,168 x 1073W.u,
B(E1: 37 —47) =0,103 x 10*W.u,
B(E1: 3~ —27) = 0,165 x 103 W.u. (706)
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(iii) Trzeci zbior parametréw opisujacych pierwsze pasma ma postac:

Dla paramatréow (707) mamy nastepujace zredukowane prawdopodo-

ns = 10,655

N3 = 679327

30 = —0,034 &g = —0,068,

(0132 — —0,415 &33 - —0,080

bienistwa przejs¢ dipolowych:

B(E1: 5~ — 4%) = 0,326 x 1073W.a,
B(E1: 37 — 4%) = 0,380 x 103W.a,
B(E1: 3= — 2%) = 0,666 x 10-3W.u.

Podobnie jak dla poprzedniego zbioru parametréw otrzymujemy zgod-

noéc¢ co do rzedu z wartosciami eksperymentalnymi.

Dla schematu 3. trzecie pasmo obejmuje cztery mozliwe kombinacje:

o9-
4

. A
: wvi;ﬁ

(=);E pE B
vib3 RJM’ wvib2

. AL (C)E pE By
. ¢vib2 vib3 RJM’ 77ZJvib2

1 ,,(-)sE pE
vib3 RJM>

(=);E pE
wivs Lo

dla ktorych wartosci przej$¢ wewnatrz i miedzypasmowych wynosza:

(a) dla 27,47 : 1/1;2}321/)1();})5]5}2%/[ otrzymujemy:
1o = 10,6410 | 7, = 10,6548 | 1y = 9,9022
ns = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
B(E2:4~ —27) 76,179 77,828 75,671
B(EL4~ —4%) | 0,104x107% | 0,146x107° | 0,776 x 10~
B(EL2™ —2) | 0,216x1071° | 0,250x107° | 0,113x 103

wartosci B(F1) i B(E2) podane sa w jednostce W.u,

B1
vib2

(b) dla 2™ : ¥

f);gERéM oraz 4= :

1o = 10,6410
ns = 13,1026

A
vib2

1o = 10,6548
13 = 6,9317

—)sE .
iib)g RI‘{JM dostajemy:

1y = 9,022
ns = 13,7924

B(E2: 4 —27)
B(E1: 4= — 4%)
B(E1: 2= — 2%)

141,308
0,686 x 1073
0,160 x 1072

141,308
0,197 x 107°
0,457 x 1079

141,308
0,610 x 107
0,960 x 1077

wartosci B(E1) i B(FE2) podane sa w jednostce W.u,
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(—)E
vib3

(c) dla 2 : ¢

vib2

R;éM 147

B
@bviEQ

15 = 10,6410
ns = 13,1026

(=)E
vib3

s = 10,6548
15 = 6,9317

RIM uzyskujemy:

s = 9,9022
Ny = 13,7924

B(E2: 4~ —2)
B(E1: 4= — 47)
B(E1: 2= — 27)

141,308
0,169 x 10~8

0,640 x 1078

141,308
0,120 x 10~°
0,136 x 10~3

141,308
0,756 x 10~
0,242 x 1078

wartosci B(E1) i B(E2) podane sa w jednostce W.u,

(d) dla 2,4 : 5

s = 10,6410
ns = 13,1026

Dl an” RIM otrzymujemy:

1 = 10,6548
s = 6,9317

7o = 9,9022
s = 13,7924

B(E2: 4~ —>27)
B(E1: 4= — 4%)
B(E1: 2= — 2%)

89,463
0,398 x 1079
0,246 x 1073

91,235
0,754 x 1010
0,213 x 10~7

87,769
0,154 x 104
0,152 x 1073

wartosci B(F1) 1 B(E2) podane sa w jednostce W.u.

Rozktad prawdopodobienistwa dla poszczegdlnych stanéw jest nastepu-

jacy:

(1) Dla stanu 27 ma on wartosci:

Ny = 10,6410 | e = 10,6548 | 12 = 9,9022
funkcja bazowa | n3 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
(B1:ugug) A1 By 0,9688 0,9448 0,9316
(B1:ujug) A1 By 0,0277 0,0542 0,0685
(B1:ugui) A1 By 0,0036 0,0011 0,0002
H wspOlezynniki dla stanu 2

Ny = 10,6410 | wy = —0,580, wy = —0,098, w3 = 0,035

n3 = 13,1026

Ny = 10,6548 wy = 0,773, we = 0,185, w3 = —0,026

N3 = 6,9317

ny = 9,9022 || w; = —1,346, wy = —0,364, w3 = —0,019

1y = 13,7924

Dla kazdego wyboru parametréow najwickszy wktad daje funkcja zero-
fononowa (B :ugug) A1 By.
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(2) Dla stanu 4% wynosi:

12 = 10,6410 | o = 10,6548 | 1, = 9,9022
funkcja bazowa | n3 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
(A1 ugug)Ar A 0,8617 0,6070 0,4358
(A1:ugug)AAry | 0,0003 0,3273 0,1412
(Al . U()Ul)AlAl;l 070410 0,0026 0,0294
(A1 : UOU0)A1A1;2 0,1855 0,1807 0,0001
(A1 ugug)ArAse 0,0392 0,0567 0,0007
(A1 ugur)ArAso 0,0026 0,0194 0,1094

H wspolezynniki dla stanu 47

o = 10,6410 | w; = 1,374, wy = 0,274, w3 = —0,352,
ns = 13,1026 || wy = 0,248, ws = 0,425, wg = —0,142
7 = 10,6548 || wy = 0,910, ws = 0,745, ws = 0,232
ns = 6,9317 || wy=0,066, ws=0,177, ws= 0293
o = 90,9022 || wy = —2,354, ws = —1,273, w; = 0,088
ns = 13,7924 || wy = —1,425, ws = —0,697, ws = 0,807

Dla tego stanu réwniez najwiekszy wklad daje funkcja zerofononowa
(Al . UOUO)AIALI-

(3) Dla stanu 3~ mamy:

12 = 10,6410 | 2 = 10,6548 | 12 = 9,9022

funkcja bazowa N3 = 13,1026 | 13 = 6,9317 | n3 = 13,7924
Ay (E:ujugugug) By 0,1663 0,0011 0,0844
Ay (E:uyuouou)Es | 0,2545 0,1647 0,0805
Al(E : uouluouo)E 1 0,2571 0,4173 0,4472
Al (E : uouluouo)E 2 0,0639 0,0094 0,0727
Ay (B upuourug) Eq 0,0030 0,2448 0,0388
A1 (E: upugugug) Eog 0,0237 0,1165 0,1571
Ay(E:uguouou) By | 0,2208 0,1927 0,0929
Al (E : uouououl)EQ 0,0117 0,0005 0,0354
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H

wspotezynniki dla stanu 3~

7o = 10,6410 || wy = 0,519, wy = —0,641, ws = —0,649,

ns = 13,1026 || wy = 0,322, ws = 0,063, ws= —0,188,
wy = —0,602, ws = —0,137

s = 10,6548 || w; = —0,047, wy = 0,586, ws = 0,309

ns = 6,9317 || wy=0,148, ws=—0,714, ws= 0,493
wy = —0,333, ws = 0,023

7o = 9,9022 || wy = 0,525, wy = —0,502, ws = —1,231

ns = 13,7924 || wy = 0,496, ws = 0,348, we = —0,716,
wy = —0,562, ws = —0,346

Dla tego stanu w zalezno$ci od wyboru parametrow majwickszy wktad

daja nastepujace funkcje: dla n, = 10,6410, n3 = 13,1026 sa to

Ay (B upuiugug) B, A1 (E:ugugugug) B oraz Ay (E: uguguouy ) E., dla

krorych wzbudzenia pojawiaja si¢ odpowiednio przy asg, oy, s,

(30, (1, Olgq 1 (30, A5, 4. Dla pozostalych dwoch zbioréw parametrow
najwickszy wktad daje funkcja A, (E: uguiupuo) E,; majaca wzbudzenie

: / /
przy zmiennych agp, oy, ass.

(4) Dla stanu 5~ otrzymujemy:

N2 = 10,6410 | 12 = 10,6548 | 12 = 9,9022

funkcja bazowa N3 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
By (E: uyugugug) Eq 0,1290 0,0143 0,0938
By (E: uyugugug)Eo 0,2299 0,2116 0,2200
Bl (E U1U0U0UJO)E;3 0,1028 0,1857 0,1909
Bl (E : uouluouo)E;l 0,1546 0,3155 0,2677
By (E: upuiugug)Eo 0,0813 0,0015 0,0063
By (E: upuiugug) B3 0,0545 3,0342 x 1076 0,0294
By (E: upuguyug) Eq 0,0090 0,1679 0,0060
Bl (E U()U()UluO)E;Q 0,0285 0,0231 0,0061
Bl (E UOUO’ulUO)E;g 0,0947 0,0482 0,1587
Bl (E : Uou()UOUl)E;l 0,0495 0,1142 0,0314
By (E: upupuour ) Eo 0,0033 0,0027 0,0003
By(E:uguguouy)Es | 0,0672 0,0098 0,0019
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H

wspotezynniki dla stanu 5~

12 = 10,6410 wy = 0,567, we = —0,756, w3 = 0,501,
ns = 13,1026 wy = —0,624, ws = 0,452, ws = —0,371,
wy = 0,143, wg = —0,257, wy = 0,481,
Wi = —0,355, w11 = 0,092, Wi = —0,412,
12 = 10,6548 wy = 0,253, we = 0,976, w3 = —0,914
N3 = 6,9317 wy = 1,073, ws = 0,048, wg = —0,086,
wy = —0,869, ws = 0,322, wy = —0,466,
wio = —0,318, wy; = —0,093, w2 = —0,241,
172 = 9,9022 w, = 0,567, ws = —0,870, w3 = 0,794,
N3 = 13,7924 wy = —0,964, ws = 0,148, ws = —0,320,
wr; = 0,128, ws = —0,121, wy = 0,720,
W10 = —0,331, W11 = —0,030, W12 = 0,081,

Dla tego stanu i dla parametrow 7, = 10,6410,n3 = 13,1026 funkcja
dajaca najwiekszy wktad jest By (E': ujuguoug)E.2, dla ktorej wzbudze-
nia pojawiaja sie przy zmiennych agg, a4, 5. Dla pozostatych zbio-
row parametrow funkcja dominujaca jest Bi(E: ugujugug)E.q, co daje
wzbudzenie przy zmiennych asg, oy, 0.

Dla stanéw trzeciego pasma, gdzie

27,47 gt Ry (710)
zostaly otrzymane nastepujace wartosci dla stanu 27:
1o = 10,6410 | e = 10,6548 | ny = 9,9022
funkcja bazowa ns = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
A (E: uyuguoug) E 0,1646 0,9707 0,5047
A1 (E: uguyugug) E 0,0288 0,0135 0,0173
A1 (B uguguqgug) E 0,2340 0,0011 0,0273
A1 (E: uguguouq ) E 0,5767 0,0049 0,4570
H wspotezynniki dla stanu 2~
ny = 10,6410 || w; = 7,254 x 10*, w, = —3,252 x 10%,
Ny = 13,1026 || ws = 9,014 x 10*, wys = —14,319 x 104,
1o = 10,6548 wy = —2,426, wy = —0,406,
13 = 6,9317 ws = —0,080, wy = —0,323,
12 = 9,9022 w; = —0,443, wy = —0,082,
N3 = 13,7924 wsz = —0,091, w4y = 0,424.
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Dla parametrow n, = 10,6410,73 = 13,1026 funkcja dajaca najwiek-
szy wktad jest oznaczona jako Ai(E: uguguguq)F, co daje wzbudze-
nie przy zmiennych asg, oy, 4. Dla o = 10,6548, 15 = 6,9317 naj-
wiekszy wktad daje funkcja A;(E: ujupuoug)F, dla ktorej wzbudzenia
wystepuja przy zmiennych asg, o, 4. Dla ostatniego zbioru parame-
tow 1, = 9,9022,n3 = 13,7924 funkcja o najwiekszym wkladzie jest
A1 (E: upugugug) E oraz Ay (E: uguguour ) E, co daje odpowiednio wzbu-
dzenia przy asg, g, s 1 30, A, g

Dla stanu 4~ otrzymane wartosci wynosza:

12 = 10,6410 | 9y = 10,6548 | 12 = 9,9022

funkcja bazowa N3 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
Al (E : ul’LLOUOUo)E;l 0,0888 0,5688 0,2806
Al (E : U1UOUQU0)E;2 0,0709 0,4017 0,2219
Ay (B upuiugug) Eq 0,0154 0,0080 0,0093
Ay (B upuiugug)Eo 0,0133 0,0054 0,0080
Ay (E: upupuyug) Eq 0,1213 0,0005 0,0130
Ay (E:uguguqug) Eo 0,1178 0,0006 0,0167
Al(E : uouououl)E;l 0,3082 0,0035 0,2450
Al (E : uouououl)E;g 072682 0,0015 0,2120

H wspotezynniki dla stanu 4~

1o = 10,6410 w; = 3,956 x 10%,  w, = 3,529 x 104,
Ny = 13,1026 || ws = —1,702 x 10*, w, = —1,5825 x 10*,

ws = 4,6421 x 10%,  wg = 4,579 x 104,
wr = —7,4882 x 10*, wg = —6,9850 x 10*
o = 10,6548 w1 = 0,754, Wy = 0,634, W3 = 0,129
N3 = 6,9317 wy = 0,102, w5 = 0,022, wg = 0,024,
wr = 0,107, ws = 0,077
12 = 9,9022 wy; = 0,734, wy = 0,652, w3 =0,134
ns = 13,7924 wy = 0,124, w5 = 0,139, ws = 0,162,
wr; = —0,689, wg = —0,641

Dla pierwszego zbioru parametréw najwickszy wktad daja funkcje

Ay (E:uupuour ) Eq 1 A (E: upuououg ) g, dla ktorych wzbudzenia sa
przy zmiennych as, o4, 045 Dla drugiego zbioru parametéw tymi funk-
cjami sa A1 (F: ujuguouo)Eq 1 Ay (E: ujupuoug) F.e, dla ktorych wzbu-
dzenia wystepuja przy zmiennych asg, o, a5. Dla ostatniego zbioru
parametrow najbardziej istotna funkcja jest Aj(E: ujupuoug)E,, dla
ktorej wzbudzenia sa przy asg, o, alss.
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(6) W trzecim pasmie, gdzie

47 Uhtan R,
27 Uyt R (711)
rozktad prawdopodobienistwa dla stanu 2~ wynosi:
1y = 10,6410 | 7y = 10,6548 | 1o = 9,9022
funkcja bazowa ns = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
B1(E: uyugugug) E 0,7873 0,0721 0,1978
B1(E: uguyugug) E 0,0116 0,7517 0,6144
B (E: uguguiug) E 0,1677 0,0163 0,0182
B (E: uguguouq ) E 0,0429 0,4805 0,1733
H wspotezynniki dla stanu 2~
ne = 10,6410 || wy = 2,723, wy = —0,330, w; = 1,228,
n3 = 13,1026 wy = 0,638
ny = 10,6548 || w; = —0,441, we = 1,163, w3 = —0,210
n3 = 6,9317 wy = —0,708
n = 9,9022 || wy = —0,875, wy = 1,554, w3 = —0,243
n3 = 13,7924 wy = —0,825

Dla parametrow n, = 10,6410, n3 = 13,1026 najwieckszy wktad do tego
stanu daje funkcja By (E: uyuguoug) E, ze wzbudzeniami przy oo, o, .
Dla pozostatych parametréw najwiekszy wklad daje funkcja

B (E: ugujugug) E' majaca wzbudzenia przy zmiennych asg, oy, ahs.

Dla stanu 4~:

12 = 10,6410 | o = 10,6548 | 12 = 9,9022

funkcja bazowa N3 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
Ay (E: uyugugug) By 0,6151 0,0563 0,1545
A1 (E: ujugugug) Eog 0,1722 0,0158 0,0433
Al (E . UQUIUOUO)E 1 0,0091 0,5873 0,4800
Al (E : uguluouo)Eg 0,0025 0,1644 0,1344
Al (EZU,()U()UqUO)E;l 0,1310 0,0127 0,0142
Ay (E: upugugug) Eg 0,0367 0,0036 0,0040
A1 (E: upuguouy ) By 0,0335 0,3754 0,1354
Al (E : uouououl)Eg 0,0094 0,1051 0,0379
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H wspotezynniki dla stanu 4~

o = 10,6410 || wy = 3,203, ws = —1,605, ws = —0,388,

ns = 13,1026 || wy = 0,205, ws = 1,445, ws= —0,765,
wy = 0,751, wg = —0,397

n = 10,6548 || w; = —0,346, wy = 0,183, ws = 0,912

ns = 6,9317 || wy = —0,483, ws = —0,165, ws= 0,087,
wy = —0,555, ws = 0,294

e =9,0022 | w; = —0569, ws=0,301, ws= 1,000

ns = 13,7924 || wy = —0,534, ws = —0,158, ws = 0,084,
wy = —0,536, ws = 0,283

Dla tego stanu i parametréow 7, = 10,6410,73 = 13,1026 najwiek-
szy wktad daje funkcja A;(E:ujuguoug)Eq majaca wzbudzenia przy
Qi30, 01, A54. Dla pozostalych parametréow istotna funkcja jest

Ay (E: upuiugug) B ze wzbudzeniami przy asg, o, o,

W trzecim pasmie opisanym przez funkcje

47 Wﬁ}yz z();y)?jERf[]EM7
27 Ulhatuas R (712)
stan 27 ma nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa:
1o = 10,6410 | 7o = 10,6548 | 1y = 9,9022
funkcja bazowa N3 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
A (B ujugugug) E 0,7873 0,0721 0,1978
Al(E Uo'LLlUOUO)E 0,0116 0,7517 0,6144
Al(E U()UOUlUO)E 0,].677 0,0163 0,0182
A1<E U0u0UOU1)E 0,0429 0,4805 071733
H wspotezynniki dla stanu 27
1o = 10,6410 || wy = 2,723, wy = —0,330, w3 = 1,228,
n3 = 13,1026 wy = 0,638
7o = 10,6548 || w; = —0,441, w, = 1,163, w3 = —0,210
n3 = 6,9317 wy = —0,708
7o = 9,9022 || w; = —0,875, wy = 1,554, w; = —0,243
ns = 13,7924 wy = —0,825

Dla stanu 27 i dla parametrow 7, = 10,6410, n3 = 13,1026 najwiekszy
wktad daje funkcja A;(E: ujuguouo)E, a dla pozostatych parametrow
A1 (E:upuiugug) E. Posiadaja one wzbudzenia identyczne jak dla funk-
cji z wezesniejszego wyboru trzeciego pasma.
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Dla stanu 4~ mamy:

1o = 10,6410 | ny = 10,6548 | ny = 9,9022
funkcja bazowa 13 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
By (E: ujugugug) By 0,6151 0,0563 0,1545
By (E: ujuguoug) E.o 0,1722 0,0158 0,0433
B1<E2 uouluouo)E 1 0,0091 0,5873 074800
Bl<E UoullLOUO)E;Q 070025 0,1644 0,1344
B1(E: ugupuqug) Fq 0,1310 0,0127 0,0142
B1(E: uguguqug) E.o 0,0367 0,0036 0,0040
By (E: uguguouy ) Eq 0,0335 0,3754 0,1354
B1<E U()UOUOUl)EQ 070094 0,1051 0,0379
H wspotezynniki dla stanu 4~
7o = 10,6410 || wy; = 3,203, wy = —1,695, w3 = —0,388,
ns = 13,1026 || w4 = 0,205, w5 = 1,445, we = —0,765,
wr = 0,751, wg = —0,397
7o = 10,6648 || wy; = —0,346, w, = 0,183, w3 = 0,912
n3 = 6,9317 || wy = —0,483, w5 = —0,165, wg = 0,087,
wy = —0,555, wg = 0,294
1o = 9,9022 w; = —0,569, wy =0,301, w3 = 1,009
ns = 13,7924 || wy = —0,534, ws; = —0,158, wg = 0,084,
wy; = —0,536, wg = 0,283

Dla tego stanu najwiekszy wktad daja funkcje: dla pierwszego zbioru
parametrow jest to By (E: ujugugug)E.1, dla pozostalych

By(E: upuqgupug)E;;. Maja one wzbudzenia identyczne jak dla weze-
$niejszego przyktadu.

(8) Gdy trzecie pasmo opisane jest przez stany

27,47 YU Ry (713)
otrzymane prawdopodobienistwa dla stanu 2~ wynosza:

1o = 10,6410 | 9o = 10,6548 | 1y = 9,9022

funkcja bazowa ns = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
B1(E: ujugugug) E 0,3299 0,9679 0,5884
Bl(E U0u1U0uO>E 0,0189 0,0135 0,0066
B1(E: uguguiug) E 0,2762 0,0013 0,0961
B1(E: uguguouq ) E 0,3821 0,0062 0,3216
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H wspotezynniki dla stanu 27

s = 10,6410 || wy = —1,303, ws = 0,321, w; = —1,189,
s = 13,1026 w, = 1,420
e = 10,6548 || wy = —2,517, ws = —0,432, ws = —0,093
13 = 6,9317 wy = —0,362
ne = 9,9022 || wy = —1,526, wy = —0,163, ws = —0,581
s = 13,7924 wy = 1,140

Dla stanu 27 i pierwszego zbioru parametréw najbardziej istotng funk-
cja jest By (E: uguguour ) E ze wzbudzeniami przy asg, s, o45. Dla po-
zostatych parametrow najwiekszy wklad daje funkcja By (E: ujuououg) E
ze wzbudzeniami przy zmiennych asg, sy, 5.

Dla stanu 4~:

1o = 10,6410 | no = 10,6548 | 1, = 9,9022

funkcja bazowa 13 = 13,1026 | n3 = 6,9317 | n3 = 13,7924
By (E: ujugugug) By 0,1650 0,4840 0,2942
By (E: ujugugug) E.o 0,1650 0,4840 0,2942
By (E: uguyugug) E.q 0,0094 0,0068 0,0033
By (E: upuyugug) F.o 0,0094 0,0068 0,0033
By (E: uguguqug) Eyq 0,1381 0,0007 0,0481
B1(E: uguguqug) E.o 0,1381 0,0007 0,0481
By (E: uguguouy ) Eq 0,1911 0,0031 0,1608
B1<E2UOUOUOU1)E2 0,1911 0,0031 0,].608

H wspotezynniki dla stanu 4~

ny = 10,6410 | wy; = —1,076, we = —1,076, w3 = 0,265,
N3 = 13,1026 | wy = 0,265, w5 = —0,982, ws = —0,982,
wr = 1,173, wg = 1,173

1y = 10,6548 wy = 0,877, wy = 0,877, w3 = 0,150
N3 = 6,9317 wy = 0,150, w; = 0,033, we = 0,033,
wr = 0,126, wg = 0,126

7o = 9,9022 || w; = —1,459, wy = —1,459, w3 = —0,156
Ny = 13,7924 || wy = —0,156, w5 = —0,555, wg = —BHHS,
wr = 1,090, wg = 1,090

Dla tego stanu i kazdego wyboru parametréow najwiekszy wktad daja
dwie funkcje majace identyczna cze$¢ wibracyjna. Dla pierwszego zbioru
parametrow jest to By (E: upuouour)Eq 1 By (E: uguguour) E.o. Maja one
wzbudzenia przy asg, g, o45. Dla pozostatych zbioréw parametrow sa
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to funkcje By (E: ujupuoug)E.y 1 Bi(E: ujuguoug)E.2, ze wzbudzeniami

/ /

E.2 Model o innej strukturze trzeciego pasma

W omawianym modelu istnieje siedem schematéw najlepiej odtwarzajacych
warto$ci eksperymentalne [5, 6] dla rozwazanych trzech pasm energetycznych
156Gd. Wszystkie schematy mozna podzieli¢ na trzy grupy, do ktérych naleza
schematy o numerach 112,314 oraz b, 61 7.

Wszystkie schematy maja taks sama budowe; dwoch pierwszych pasm, tj.:

+);A
: wmb2w1(;zb)3 1RAl ’ : wmewmbii
+);A — A
: wmewi(nb)Zi 1R ’ 37 wvi}ﬂ vzb3 R
+);A
: ¢mb2¢1(nb)3 1RA1 ) (714)

Ro67nig sie one jedynie parametrami opisujacymi stany oraz budowa trzeciego
pasma.

(I) Pierwsze dwa schematy maja nastepujace parametry opisujace stany
dla dwoch pierwszych pasm:

ny = 10,655, 13 = 6,932,
Gioo = 0,34, g = 1077, (715)

d30 = —0,034, &4 = —0,068, &5, = —0,415, &3 = —0,080 (716)
oraz parametry dla stanéw wystepujacych w trzecim pasmie:
ne = 7,648, n3 = 7,273,
oo = —0,332, gy = 0,580, (717)
qg0 = 0,041, &4 = 0,024, a5, = —0,018, a4, = —0,073.  (718)
(1) W schemacie 1. posta¢ trzeciego pasma jest nastepujaca:
47 1/’;41‘%;2 mbS R
27 ¢1)Bi;)2 mbS R (719)
gdzie warto$ci przejs¢ mieszcza sie w przedzialach niepewnosci
pomiarowej wyznaczonych w eksperymencie:
B(E2:47 — 27) =724 W,
B(E1:47 — 47) =0,103 x 1072 W.u,
B(E1:27 —2%) =1,359 x 1077 W.u.
(720)
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(2) W schemacie 2. trzecie pasmo ma postac:
_ B — ) E
47 e 1(nb)3 RM,
_ A — ) E
2 Uit BEY. (721)
dla ktorego B(E1 : 4 — 47) ma wartos¢ bliska granicy gornej
przedzialu niepewnosci pomiarowej, ale nie miesci sic w samym

przedziale oraz B(E1 : 2= — 27) jest o jeden rzad wieksze od
granicznej wartos$ci wynikajacej z eksperymentu:

B(E2:4~ —27) = 724 Wa,
B(E1:4~ — 4%) = 0,505 x 10~ W.u,
B(F1:2~ — 2%) = 0,596 x 10~% W.u.
(722)

(IT) Kolejne dwa schematy maja nastepujace parametry opisujace stany dla
dwoch pierwszych pasm:

ny = 9,902, 73 = 13,792,
oo = 0,34, cigo = 1077, (723)

a0 = 0,106, &3 = 0,099, &3, = 0,090, &4 = 0,123 (724)
oraz parametry dla trzeciego pasma:
Ny = 7,648, n3 = 7,273,
00420 - —0,332, 00422 - 0,580, (725)
d30 = 0,041, &5 = 0,024, a5, = —0,018, a4 = —0,073.  (726)
(3) W schemacie 3. trzecie pasmo ma postac:
7 Uty REY,
2 st REY, (727)
gdzie B(E1 : 2= — 27) miesci sie w przedziale wyznaczonym z
eksperymentu, a B(E1: 4~ — 47) jest trzy rzedy za matle:
B(E2:47 — 27) =724 W.u,
B(E1:47 — 47) =1,565 x 1077 W.u,
B(E1:27 — 2%) =0,000054 W.u.
(728)
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(4) W schemacie 4. posta¢ trzeciego pasma jest nastepujaca:
_ —)sE
47 ¢fﬁ>2 qub)?, R,
_ — ) E
2 Uty BV, (729)
gdzie B(E1 : 4= — 47%) ma warto$¢ bliska gornej granicy prze-

dziatu niepewnosci eksperymentalnej, a B(E1 : 27 — 27) jest o
jeden rzad za duze:

B(E2:4~ —27) = 724 W,
B(E1:4~ — 47) = 0,384 x 1073 W,
B(E1:27 —2%) =0,675 x 1072 W.u.
(730)
(IIT) Ostatnie trzy schematy maja nastepujace parametry opisujace stany
dla dwoch pierwszych pasm:
1o = 10,641, 13 = 13,103,
00620 - 0,340, &22 == 1075, (731>

G0 = 0,111, &4, = 0,099, &4, = 0,108, &4, = 0,110.  (732)

(5) W schemacie 5. trzecie pasmo zbudowane jest z nastepujacych

stanow:
_ — ) E
47 ¢fﬁ>2 qub?“a R]{JMa
_ — ) E
27 Ylytias REY, (733)
gdzie

o = 77648, N3 = 7,273,
Giop = —0,332, gy = 0,580, (734)

azp = 0,041, &3 = 0,024, a5, = —0,018, 43 = —0,073. (735)

Otrzymane zredukowane prawdopodobienstwa przej$¢ maja na-
stepujaca wartosc:
B(E2:47 —27) =724 W,
B(F1:4~ = 4%) = 0,111 x 10~ W.u,
B(E1:27 — 27) = 0,457 x 1072 W.u.
(736)

269



W (736) B(E1 : 4= — 47) odtwarza wartos$¢ eksperymentalna,
a B(E1 : 27 — 2%) jest o rzad wieksze w stosunku do granicy
gorne;j.

W schemacie 6. postaé trzeciego pasma jest natepujaca:

— . AL (ChE pIM
47 77/}1)71172 v1b3 RE‘ )

25 Ut R, (737)
gdzie
o = 7,648, N3 = 7,273,
(3620 - —0,332, (3622 - 0,580, (738>

Ggo = 0,041, &4, = 0,024, a4, = —0,018, &y = —0,073, (739)

B(E2:4~ —27) = 724 Wa,
B(E1:4~ — 4%) = 1,030 x 10~7 W.u,
B(E1:2 —2%) = 7,200 x 107 W,
(740)

gdzie B(E1 : 2= — 27) miesci sie w przedziale niepewnosci, a
warto$¢ B(E1: 4~ — 47) jest o trzy rzedy za male.

W schemacie 7. trzecie pasmo ma postac :
— . Bl (=)iE
47 ¢m’%}2 vib3 RéM7
_ A - E
2 Uity BEY. (741)

gdzie

M =8311, 1y =11421,
Giop = —0,312, gy = 0,604, (742)

G0 = —0,001, &4, = 0,043, a4, = —0,064, &y = —0,129,(743)

natomiast

B(E2:4~ — 27) = 724 W,
B(E1:4~ —4%) = 1,144 x 10~° Wy,
B(E1:2 —2%) = 6,968 x 107 W.u,
(744)
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gdzie podobnie jak w schemacie 6: B(F1: 2~ — 2%) miesci sie w
przedziale niepewnosci, a B(E1 : 4= — 47) jest o trzy rzedy za
male.

W przedstawionych ponizej tabelach wartosci prawdopodobienstw odpo-
wiadaja z jakim dany iloczyn trzech funkcji bazowych wchodzi w sktad stanu,
a wielkos¢ otrzymana z odjecia otrzymanego prawdopodobienstwa dotyczy
iloczynéw ortogonalnych do danego.

Stan 2*

(i) dla schematu 11 2:

funkcja bazowa H (Bl . UOUO>AlBl ‘ (B1 . U1U0)A1B1 ‘ (Bl . U,(]Ul)AlBl
prawdop. | 0,9448 | 0,0542 | 0,0011

Wspotezynniki w;, i = 1,2, 3:
wy = 0,773, wy = 0,185, w3 = —0,026, (745)

(ii) dla schematu 3 1i 4:

funkcja bazowa H (Bl:uou())AlBl ‘ (BlllLlUO)AlBl ‘ (Blinul)AlBl
prawdop. | 09316 | 0068 |  0,0002

Wspoétezynniki w;, i =1, 2, 3:
wy = —1,346, wy = —0,364, w3 = —0,019, (746)

(iii) dla schematu 5,61 7:

funkcja bazowa H (B1:ugug) A1 By ‘ (By:ujug) A By ‘ (By:uguy) A1 By
prawdop. | 0,968 | 00277 | 0,0036

Wspotczynniki w;, ¢ = 1,2, 3:
wy = —0,580, wy = —0,098, ws = 0,035. (747)

Z podanych wynikow wida¢, ze dla wszystkich schematow stanu 2 wklad
dominujacy ma funkcja nie posiadajaca wzbudzenia zaréwno w czesci kwa-
drupolowej, pochodzacej z rzutu funkeji wg(n2; g — oo )10 (V2125 rga — crag)
na reprezentacje By, jak i oktupolowej, ktora jest funkcja symetryczna wzgle-
dem obrotéw, nalezy do reprezentacji A; i ma postaé

o (1735 Qo) o (V2135 oy Yuo (V2035 0y Yo (V2035 ). (748)

Stan 47 Wktady procentowe jaki wnosza poszczegolne wektory bazowe
przedstawione sa ponizej w tabelach. Podobnie jak dla stanu 2% otrzymane
parametry sa wspolne dla dwoch lub trzech schematow:
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(i) dla schematow 11 2:

funkcja bazowa

(Al : u0u0>A1A1;1

(Al : uluo)AlAl;l

(ii) dla schematow 3 i 4:

(iii) dla schematow 5, 61 7:

prawdop. 0,6070 0,3273
funkcja bazowa || (Ay:uour)A1Ar1 | (A1 uoug)ArAse
prawdop. 0,0026 0,1807
funkcja bazowa ‘ (A1 ugug)ArAse ‘ (A1 uour)ArA0
prawdop. || 0,0567 | 0,0194
Wspoétezynniki w;, i =1,...,6:
wy; = 0,910, wy = 0,745, w3 = 0,232, (749)
wy = 0,066, ws = 0,177, wg = 0,293,
funkcja bazowa || (A :uoug)A1Ara | (Ar:uwug)ArArg
prawdop. 0,4358 0,1412
funkcja bazowa (Al . UOU1>A1A1;1 (Al . UO’UJU)AlAl;Q
prawdop. 0,0294 0,0001
funkcja bazowa ‘ (Al . UluO)AlAl;g ‘ (Al . uoul)AlAl;g
prawdop. | 0,0007 | 0,1094
Wspotezynniki w;, i =1,...,6:
w; = —2,354, wy = —1,273, w3 = 0,088, (750)
wy = —1,425, ws = —0,696, wg = 0,807,
funkcja bazowa (Al : ’U,0'LLO>A1A1;1 (Al : ulug)AlAl;l
prawdop. 0,8617 0,0003
funkcja bazowa || (Ay:uour)A1Ara | (A1 uoug)ArAse
prawdop. 0,0410 0,1855
funkcja bazowa || (Ay:uiug)A1Are | (A1 ugur)ArAre
prawdop. 0,0392 0,0026
Wspoétezynniki w;, i =1,...,6:
wy = 1,374, wy = 0,274, w3 = —0,352, (751)

wy = 0,248, wy = 0,425, we = —0,142.
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Analogicznie jak dla stanu 2%, rowniez tutaj najwickszy wklad do pelnej
funkcji ma funkcja nie posiadajaca wzbudzen.

Stan 3~ Prawdopodobieristwo z jakim okreslona funkcja bazowa wchodzi
w sktad stanu 37 jest dane w ponizszych tabelach:

(i) dla schematow 11 2:

funkcja bazowa || Ai(E: ujuououo)E. | Ar(E: uiupuoug) E.a
prawdop. 0,0011 0,1647
funkcja bazowa || A1 (E: upuiuouo)E. | Ar(E: uguugug) Eao
prawdop. 0,4173 0,0094
funkcja bazowa | A;(E: uououiug)Eq | A1 (E: uguguiug) Eo
prawdop. 0,2448 0,1165
funkcja bazowa || A;(E:uououour)Eq | A1(E: uguguour) Eo
prawdop. 0,1927 0,0005
Wspotezynniki w;, i =1,...,8:
wy; = —0,047, wy = 0,586, ws = 0,809, w,;=0,148, (752)
ws = —0,714, ws = 0,493, w; = —0,333, wg = 0,023.

Dla omawianych schematéw najwickszy wktad w stan 37 ma funkcja
oznaczona jako A;(E: uguiugug)E.q, tj. dla ktorej czes¢ oktupolowa po-
wstala z rzutowania ug(13; s — Ao )y (V2123 ayy — gy o (V2105 alyy —
(Vo )Uo(V/212; 0y — (V) Ma Teprezentacje dwuwymiarows E. Dla tego
rzutu otrzymana funkcja posiada w kazdej funkcji sktadowej jedno
wzbudzenie wystepujace przy of; albo asy albo aj,.

(ii) dla schematow 3 i 4:

funkcja bazowa || A1 (E: uwiuouoto)Ey

0,0844

A1 (E : UllLOUOUO)E;Q
0,0805

prawdop.

funkcja bazowa | A1 (E: upuiuouo)E | A1(E: uotqugto) o

prawdop. 0,4472 0,0727
funkcja bazowa ‘ Ay (B uguguqug) Eyq ‘ Ay (B upuouiug) By

prawdop. || 0,0388 | 0,1571
funkcja bazowa ‘ Ay (E: upupuouy ) Eq ‘ Ay (E: upupuour ) Eg

prawdop. | 0,0929 | 0,0354
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Wspoétezynniki w;, 1 =1,...,8:

wy = 0,525, wy = —0,502, ws = —1,231,
ws = 0,348, we — 0,716, wr; = —0,562,

w, = 0,496,
Wg = —0,346

(753)

Dla schematéw 3 i 4 najwiekszy wktad posiada taka sama funkcja jak
dla modeli 11 2.

(iii) dla schematow 5, 61 7:

funkcja bazowa | A (E: wiuououo)E | A1(E: uiuououo) Es
prawdop. 0,1663 0,2545
funkcja bazowa || A (E: upuiuouo)E | A1(E: uguquguo) Eo
prawdop. 0,2571 0,0639
funkcja bazowa | A;(E:uououiug)Eq | A1 (E: uguguiug) Eo
prawdop. 0,0030 0,0237
funkcja bazowa | A;(E:uououour)Eq | A1 (E: uguguour) E.o
prawdop. 0,2208 0,0117
Wspoétezynniki w;, 1 =1,...,8:
wi = 0,519, wy = —0,641, ws=—0,649, w,=0322, (754)
ws = 0,063, wg — 0,188, w; =—0,602, wsg= —0,137.

W trzech ostatnich schematach najwiekszy wktad posiadaja funkcje
oznaczone jako Ay (E:uouiugug)E.q, A1(E:ujuguoug)E.o oraz

Ay (E: upupuiug) Eq. Dla pierwszej funkeji wzbudzenia wystepuja przy
Qi30, 1, o dla drugiej przy aso, af;, g, a dla trzeciej przy of,, oy, ;.

Stan 5~ Prawdopodobieristwa z jakimi okreslona funkcja bazowa wchodzi
w sktad stanu 5~ sg dane w ponizszych tabelach:

(i) dla schematow 11 2:

funkcja bazowa

Bl (E . 'LL1U0'LL0U0)E;1

Bl (E . U1U0U0U0)E;2

prawdop.

funkcja bazowa

0,0143

Bl (E : uluououo)Eg

0,2116

Bl (E uoulu()uo)E;l

prawdop.

funkcja bazowa

01857

Bl (E . UUU1UQUO)E2 ‘ Bl (E uouluouo)Eg

0,3155

)

prawdop.

‘ )

0,0019

274

3,034276



funkcja bazowa || By (E: uououiug)Eq | B1(E: uguguiug) E.s
prawdop. 0,1679 0,0231

funkcja bazowa | Bi(E:uguouiug)E.s | Bi(E: uguguour) Eq
prawdop. 0,0482 0,1142

funkcja bazowa B1 (E UO’U/OUQ’U/I)E;Q B1 (E UOUOUOul)E;g
prawdop. 0,0027 0,0098

Wspotezynniki w;, i =1,...,12:

wy = 0,253, wy = 0,976, wy=—0914, w, = 1,073,
ws = 0,048, wg = —0,086, w; = —0,869, ws = 0,322,
wy = —0,466, wiy = —0,318, wi; = —0,093, wiy = —0,241.
(755)

Dla tych schematéw najwiekszy wktad posiada funkcja oznaczona jako
By (E: uguiugug) E.1, gdzie wzbudzenia wystepuja przy aso, oy, 0.

(ii) dla schematow 314 otrzymujemy:

funkcja bazowa || By (E: ujuguoug)E.y | Bi(E: uiugugug) F.o
prawdop. 0,9377 0,2200
funkcja bazowa || By (E: uyuguoug)E.s | Bi(E: uguiuoug) E.y
prawdop. 0,1909 0,2677
funkcja bazowa || Bi(E: uguiugug)Eo | Bi(E: upuiuguo) E.5
prawdop. 0,0063 0,0294
funkcja bazowa | Bi(E:uguouiug)Eq | Bi(E: ugugugug) E.o
prawdop. 0,0060 0,0061
funkcja bazowa | Bi(E:uguouiug)E.3 | Bi(E: uguguoui) Eq
prawdop. 0,1587 0,034
funkcja bazowa ‘ By (E: upuguouy) E.o ‘ By (E:upuguouy ) E.3
prawdop. | 0,0003 | 0,0019

Wspoétezynniki w;, ¢ =1,...,12:
wy = 0,567, wy = —0,870,
ws = 0,148,  wg = —0,320,
wg = 0,720, w9 = —0,331,

wy = 0,794, w, = —0,964,

wr = 0,128, wg = —0,121,

wi = —0,030, wys = 0,081.
(756)

Dla tych schematoéw najwiekszy wkiad posiada funkcja oznaczona jako
By (E:uyugugug) £, gdzie wzbudzenia wystepuja przy asg, gy, 0.
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(iii) dla schematow 5, 6 1 7 uzyskujemy:

funkcja bazowa || By (E: ujuouoto)E. | Bi(E: uiugugug) Es
prawdop. 0,1290 0,2299
funkcja bazowa || By (E: uyuguouo)E.s | Bi(E: uguiuouo) Ey
prawdop. 0,1028 0,1546
funkcja bazowa || B (E: upuiuoto)Es | Bi(E: ugugugug) E:s
prawdop. 0,0813 0,0545
funkcja bazowa || By (E: uguouiug)E.y | Bi(E: ugupuiug) F.a
prawdop. 0,0090 0,0285
funkcja bazowa || By (E: upuguiug)E.3 | Bi(E: ugupuouy ) Ey
prawdop. 0,0947 0,0495
funkcja bazowa || By (E: uguououy)Es | Bi(E: ugupuouy ) E.s
prawdop. 0,0033 0,0672
Wspoétezynniki w;, ¢ =1,...,12:
wy = 0,567, wy = —0,756, ws = 0,501, wy = —0,624,
ws = 0,452, wg = —0,371, w; = 0,143, wg = —0,257,
W9 = 0,481, W19 = —0,355, W11 = 0,092, W12 = —0,412

(757)

W tym przypadku najwiekszy wktad posiada funkcja oznaczone jako

By (E: uyugugug) E.5, gdzie wzbudzenia wystepuja przy of; albo agg albo of,.
E.5 - okresla drugg z trzech réwnowaznych reprezentacji dwuwymiarowych
E.

Dla trzeciego pasma, oktupolowego o parzystym momencie pedu, wszyst-
kie parametry opisujace stany zostaly znalezione oddzielnie. Oznacza to, ze
zgodnie z zatozeniami, réwniez takie parametry jak 7., 73, deformacje oktu-
polowe {ds,} oraz oktupolowe dug, oo, byly dopasowywane, tak aby od-
tworzy¢ przejscie B(E2 : 4- — 27). Do okreslenia, ktory mozliwy schemat
pasuje do opisu gadolinu, potrzebne byly wartosci przejs¢ B(E1: 4~ — 4%) i
B(E1:27 — 27) otrzymane dla wszystkich mozliwych modeli. Okazalo sie,
ze jedynie dwa mozliwe schematy trzeciego pasma daja przyblizone wartosci
eksperymentalne. Sa to przypadki, gdy:

_ — ) E
47 w$22w£z‘b):s RéM,

— . B1 o (ChE pIM
27 77bvib2 vib3 RE

(758)
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oraz

_ —);E
4™ wﬁ';ﬂwiib)?) RéM,

_ —);E

27 w?ﬁﬁ 'L(nb)3 RléM (759)

W pozostatych przypadkach, gdy stany 27 i 4~ maja taka sama budowe pod
wzgledem algebraicznym, nie udalto sie otrzymac wartosci przejsé B(E1) bli-
skich danym eksperymentalnym. Ponizej przedstawione sg wyniki otrzymane
dla stanow 27 i 47, ktore naleza do jednego z pasm (758)-(759).

Stan 2= W przypadku, gdy mamy I'; = A, wowczas istniejg dwa mozliwe
zbiory parametréw, ktére odowiadaja odpowiednim schematom:

(i) dla schematow 2,4 1 5:

funkcja bazowa H A1 (E: ujugugug) E ‘ A1 (E: uguiugug) E
prawdop. | 0,2483 | 0,7207

funkcja bazowa c.d. H A1 (E: uguguiug) E ‘ A1 (E: uguguouq ) E
prawdop. | 0,3107 | 0,0230

Wspoétezynniki w;, + = 1,2, 3, 4:

wy = —0,170, wy =0,649, w3 =0,298, wy=—0,053. (760)

W tym stanie najwiekszy wktad posiada funkcja A;(E: uqujugug)FE,
gdzie wzbudzenia wystepuja przy of, albo agg albo aj,.

(ii) dla schematu 7 otrzymujemy:

funkcja bazowa H A1 (E: ujugugug) E ‘ A1 (E: ugugugug) E
prawdop. || 0,0664 | 0,3495

funkcja bazowa c.d. H A1 (E: uguguiug) E ‘ A1 (E: uguguguq ) E
prawdop. | 0,5293 | 0,0495

Wspotcezynniki w;, ¢ = 1,2, 3, 4:

wy = —0,207, wy = 0,462, ws = 0,565, w;=—0,179. (761)

W tym przypadku najwickszy wktad posiada funkcja A; (E': upuouiug) E,
gdzie wzbudzenia wystepuja przy af, albo ag; albo aj,.

277



Gdy I'y = B; wowczas mamy tylko jedng mozliwosé opisu stanu, ktora doty-
czy schematow 1,3 i 6:

funkcja bazowa H B1(E: ujugugug) E ‘ By (E: uguyugug) E
prawdop. || 0,2483 | 0,7207

funkcja bazowa c.d. H Bi(E: uguguiug) E ‘ By (E: uguguouq ) E
prawdop. | 0,3107 | 0,0230

Wspotezynniki w;, ¢ = 1,2, 3, 4:

wy = —0,170, wy = 0,649, w3 = 0,298, wys = —0,053. (762)

W tym przypadku najwiekszy wktad posiada funkcja Bi(FE: ugujuoug)E,
gdzie wzbudzenia wystepuja przy of, albo ag albo aj,.

Analogiczng sytuacje mamy dla stanu 4= gdy I'y = A; wéwczas mamy
jeden zbior parametréw opisujacy kazdy ze schematow 1, 31 6:

funkcja bazowa | A (E: uiuououo) B | Ar(E: uiuououg) Eas
prawdop. 0,3414 0,3443

funkcja bazowa || A1 (E: upuiuouo)E | A1(E: upuguoug) Eo
prawdop. 0,1134 0,0310

funkcja bazowa | A;(E: uououiug)Eq | A1 (E: uguguqug) Eo
prawdop. 0,3876 0,1452

funkcja bazowa | A;(E:uououour)Eq | A1(E: uguguour) Eo
prawdop. 0,0911 0,2159

Wspotezynniki w;, i =1,...,8:

wy = —0,448, wy = 0,524, ws = 0,346, wy = —0,220, (763)
ws = 0,566, wg = —0,120, w; = —0,057, ws = 0,369.

Najwickszy wktad do tego stanu wnosi funkcja A;(E: uguouiug) .1 majaca
wzbudzenia przy o, albo o, albo a4y oraz dwie funkcje A; (E: ujugugug) Eq
i Ay (E:uuougug) By ze wzbudzeniami przy asg albo af; albo ajs.

Gdy I'y = B; wowczas dla pozostatych schematéow mamy:

(i) dla schematow 2, 41 5:

funkcja bazowa H By (E: uyugupug) By ‘ By (E: uyugugug) E.o
prawdop. | 0,3414 | 0,3443
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funkcja bazowa H B1(E: upuqgugug) Eq ‘ B1(E: upuyuoug)Eo
prawdop. || 0,1134 | 0,0310

funkcja bazowa H By (E: uguguqug) Ey ‘ By (E: uguguqug) E.o
prawdop. || 0,3876 | 0,1452

funkcja bazowa c.d. H By (E: uguguouy ) By ‘ By (E:upuguouy ) E.o

)

prawdop. H 0,0911 ‘ 0,2159
Wspotezynniki w;, i =1,...,8:

wp = —0,448, wy = 0,524, w3 = 0,346, wy = —0,220, (764)
wy = 0,566, wg = —0,120, w; = —0,057, ws = 0,3609.
W tym przypadku najwiekszy wktad posiadaja te same funkcje jak dla

schematow 1, 3 i1 6, rézniace sie jedynie reprezentacja czesci kwadrupo-
lowej, ktora obecnie jest Bj.

(ii) dla schematu 7:

funkcja bazowa ‘ By (E:uyuguoug) Eq | Bi(E: uyugugug)E.o

)

prawdop. || 0,1446 0,1182
funkcja bazowa ‘ B1(E: upuyugug)E.y | BL(E: uguiugug) E.o
prawdop. | 0,1464 0,0059
funkcja bazowa ‘ By (E: uguguqug) By ‘ By (E: uguguqug) E.o
prawdop. || 0,22425 | 0,0063
funkcja bazowa ‘ By (E: upuguqug) Ey ‘ By (E:upuguouy) E.o
prawdop. | 0,0008 | 0,3581

Wspoétezynniki w;, i =1,...,8:
w; = —0,531, wy = 0,475, ws = 0,526, wy=—0,125, (765)
ws = 0,656, wg = —0,106, w; = —0,046, ws = 0,815.

Najwiekszy wklad do tego stanu wnosi funkcja By (E: uguououy ) E.2 ma-
jaca wzbudzenia przy o4, albo asp albo af,.

F Wtlasnosci grupy 34;3/

W tym dodatku przedstawione jest dziatanie poszczegdlnych elementow grupy
54;1, na rzeczywiste zmienne kwadrupolowe i oktupolowe w uktadzie we-
wnetrznym. Dodatkowo zostala przedstawiona konstrukcja oktupolowych funk-
cji bazowych posiadajacych odpowiednia parzysto$¢ bez uzycia operatora
parzystosci.
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F.1 Dzialanie grupy symetryzacji 34;2, na rzeczywiste
zmienne kolektywne

Dzialanie grupy symetryzacji Dy, na rzeczywiste zmienne:

(i) kwadrupolowe agg, oy przedstawione jest w tabeli 33,

g€ Dyy H g ‘ gorgo
E7 022:7 C2y7 C2z

-1
O4y> C4y ) C'207 CQd

Q20 857)
3 1 1( /3
\/;0422 — 5000 | 3 (\/;0420 + 0422)

Tablica 33: Tabela dzialania dla grupy D, na zmienne kwadrupolowe.

(ii) oktupolowe agg, oy, aby, aby przedstawiaja tabele 34 i 35.

g € Dy, H gaso ‘ gy,
E Q30 Olgl
Cay —ar30 —ary

C(4y %( - \/504;/31 + \/Saég) %L(\/gOé:zo - \/Eaéz)
Cry 3(V3ag — Vhags) | 1(— V3as + v10a3,)
Coy —Q30 Oéé,l

Cy. a30 —Oéél

Coe %(\/30/31 - \/505/33) i(\/g&?)o - \/Ealgg)
Caq 3 (= V3ahy +Vbags) | 3(— V3as + V10a4,)

Tablica 34: Tabela dzialania dla grupy Dy, na zmienne oktupolowe, cz.1.

g€ E4;y H g3y ‘ J0i33
E U3y lgs
Cay —aj, —aj;
C4y i(\/maél + \/éagg) i( - \/50430 - \/604%2)
Cy 1(= V1003 — V6ags) | 1(VBas +vV6as,)
Cay — Qi Ugg
Ca. sy —03

025 %( - \/Eaél - \/605%3) i( - \/50430 - \/604%2)
Coq i(\/moéél + \/gaég) }L(\/gozso + \/60432)

Tablica 35: Tabela dzialania dla grupy D., na zmienne oktupolowe, cz.2.
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F.2 Parzystosé¢ fukcji oktupolowych w 34;y

Funkcje oktupolowe uzyskiwane przez rzutowanie na reprezentacje nieprzy-
wiedlne dowolnej grupy zaleza od postaci charakterow lub macierzy reprezen-
tacji oraz od dziatania tej grupy na zmienne oktupolowe {cs, }. W modelu o
zmiennych rzeczywistych (R) mamy cztery wewnetrzne zmienne oktupolowe:
Qi30, Oy, Oy, s, Korzystajac z tabel 33-35 wida¢, ze wyniki dziatania ob-
rotow 54%, mozna podzieli¢ na dwa podzbiory rézniace sie znakami. Ogoélnie
mozna to zapisaé jako:

EA'Oégu = _Gan3#
é4ya3u = —CAZleégu
éZxa3u = —é2z043u
C’QCO@H = —CA’QdOé;g# (766>

Zgodnie zdefinicjg dziatania grupy wewnetrznej na funkcje zmiennych ko-
lektywnych:

gf(aku) = f@aku)v
Tf(ane) = flan,) = F(—1) ax), (767)

powyzsze zwiazki (766) mozna zapisa¢ dla funkcji nastepujaco:

Ef(as,) = f(Bay,) = f(=Chyas,) = Coy f(—a),
é4yf<a3u) = f(é yQisy) = f<_é4_y1043u) = ézfylf(—%u),
szf(a?w) (é :cOéau) f( éZzad ) ( Oédu)
Cocf () = f(Cocarsy) = f(—Chacrsy) = Caaf(—as,). (768)

Pozwala to przedstawié¢ operator rzutowy za pomoca charakteréw nate-
pujaco:
P~ XlEf(a3u) + X2é2yf(053u) + X3 (é4yf(043u) + ézfylf@ésu))
+X4 (OQxf(a?)u) + Csz(a3u)) + X5 (CQCf(a/?)u) + CQdf(a?)u))a (769)

gdzie x; oznacza odpowiednio charakter dla klasy C;, i = 1,...,5.
Dla uproszczenia wprowadzmy nastepujace oznaczenie sumy iloczynu cha-
rakterow y; i funkeji f(as,) ze wzoru (769):

F(as,) = XlEf(a3u) + X2C'2yf(a3p) + X3 (é4yf<a3,u) + é@,lf(a:m))
X4 (é2xf(a3u) + ész(QBM)) + X5 (éch(a:m) + é?df(af}u))- (770)
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Korzystajac z zaleznosci (768) oraz z faktu, ze wartosci charakteréw repre-
zentacji jednowymiarowych dla klas C; i Cy sa rowne (tabela 23), funkcje
(770) mozna przedstawi¢ w innej postaci:

Flasg,) = x1(Ef(as,) + Ef(—as.)) + x3(Cay fos,) + Cay f (—as,))
+Xa (é'zxf(asu) + C’zxf(—asu)) + X5 (é2cf(043u) + éch(—a3u))- (771)

Zatem dzialajac operatorem inwersji na funkcje F'(as,) otrzymujemy réwnoscé
[F(as,) = F(—as,). Oznacza to, ze otrzymane funkcje po zrzutowaniu na
jednowymarowe reprezentacje grupy Dy, maja parzystosé¢ dodatnia.

Podobnie mozna zobaczy¢ co sie dzieje z funkcjami uzyskanymi dla repre-
zentacji dwuwymiarowej E. W tym przypadku za pomoca operatora rzuto-
wego zaleznego od elementéw macierzy reprezentacji otrzymujemy dwie funk-
cje bazowe. Dzialanie operatora rzutowego na funkcje poczatkowe f(as,) dla
pierwszego wektora bazowego reprezentacji £ ma postac:

filas,) = 11f as,) =W Z AT (9)gf () (772)
g€D4;y
a dla drugiego wektora:

folas,) = 21f1 ag,) =W Z A5 ()G 1 (asp), (773)

g€D4,y

. _ dim(B) 1
gdzie W = crd(Day] — 4

Podobnie jak dla reprezentacji jednowymiarowych przyjmijmy nastepu-
jace znaczenia:

filos,) = deﬁl;y A% (9)af (asp), (774)
folas,) = dep4 A (9)* 9f1(sp)- (775)

Rozpisujac powyzsze sumy i korzystajac z postaci macierzy reprezentacji ([2])
otrzymujemy:

filasy) = 3gep,, A0 G (asy) (776)
= Ef(as,) — Coyf(as) + Copf(as) — Coo f(ua,)
= Ef(os,) — Ef(—az) + Coo f(0) — Conf (—i3,,)
oraz
folasy) = 2 5ep,, A%(9) G f(as,)
= Chefilas,) — Coafi(as,) — Cayfr(es,) — CA'zfylf1(Oé3p)
= éQc(f1(a3u) - fl(_ai%u)) + C’4y(f1(043u) - fl(—CY:’w))-
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Oznacza to, ze funkcje bazowe otrzymane przez rzut na reprezentacje F maja
parzystos¢ ujemna.

Zatem juz przy samym rzucie automatycznie dziatanie grupy oraz jej
wlasnosci pozwalaja uzyska¢ funkcje o odpowiedniej parzystosci.

G Operator dipolowy i kwadrupolowy

W tej czesci przedstawione sg wzory oraz wyprowadzenia wykorzystywanych
operatorow: kwadrupolowego qu i oktupolowego Qlu Operatory te zostaty
uzyte do obliczen zredukowanych prawdopodobienistw przejsé wewnatrz i
miedzypasmowych. Posta¢ otrzymanych operatoréow zalezy od wyboru zmien-
nych wewnetrznych wykorzystywanych do opisu przestrzeni opisujacej ruch
wibracyjny. Dodatkowo wybor zmiennych kolektywnych wpltywa na postaé
grupy symetryzacji, a zatem rowniez na rozktad omawianych operatoréw na
nieprzywiedlne operatory tensora wzgledem grupy G.

Wykorzystywana w pracy postaé¢ operatora multipolowego w uktadzie we-
wnetrznym dana jest wzorem [52]:

~ A
Que = 8 e+ 225, BB (00,0003, )
(ar, @ g )ap = Zm,uz (Arpa Aoz M) Qo g Qg s - (777)

Dla wybranych dwoch grup symetryzacji G5 = O, 34;11 uzywanych w
pracy otrzymujemy nastepujaca postac¢ sktadowych operatorow dipolowego i
kwadrupolowego:

(i) Dla operatora dipolowego:

(a) W modelu o zmiennych zespolonych (Z), gdzie zmiennymi opi-
sujacymi ruch wibracyjny sa zmienne kwadrupolowe awg, o i
/ / / " 1! /! : _ / - 1
oktupolowe o, a3y, Oy, (33, O, gy, i, gdzie gy, = Ay, + o,
p=0,%1,£2,£3 oraz o}, = (—1)"a,_, mamy:
A _ 3ZRy3 /3
Q10 = *054/ 77T{0422CY3 2+ fazooé?,o + 0422Oé3z}

= 3271?0% /%{2@220452 + %&200430}, (778)

Y. _ 3ZRo 3 3
Qu = 4ﬂ°§\/7ﬂ{\/50422043 1+ f@20@31+f@22@33}

__ 3ZRp 3
= _47r_0 o) / 77r{0531 CYQQ + f&go + 20631 0622 =+ faQO

/B (ol + ial) } (779)
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3ZR
Q11 ="

% \/ %{%06220431 + \/>0420043 1+ \/_a22a3 3}
= azm S5 Lo (Lo — \fSm) + i) (Fom + 2om)
—V/3ans (ahy — iay;) } (780)

Rzutujac powyzsze sktadowe operatora dipolowego na nieprzywie-
dlne reprezentacje grupy symetyzacji @) otrzymujemy, ze kazdy z
operatorow Qm, Qlil nalezy do reprezentaql T1, co mozna zapi-
saé jako: Qlil Qu:p Qm =

Poniewaz powyzsze operatory skladajac sie z kombinacji liniowych
iloczynéw zmiennej kwadrupolowej i oktupolowej mozna je ogélnie
zapisa¢ nastepujaco:

le, = Z CTz“SQQ}LQaE}MB? (781)
H2, 143
gdzie ¢}/ oznaczaja wpolczynniki stojace przy poszczegolnych

1loczynach zmiennych g, a3, . Poniewaz nie uwzgledniamy defor-
macji dipolowej o, zatem w operatorze dipolowym nie wystepuje
czton liniowy.

Korzystajac z powyzszego wzoru mozna roztozy¢ sktadowe opera-
tora dipolowego na tensory wzgledem grupy symetryzacji G, zgod-
nie z taricuchem grupowym G, C SO(3) C Ga, X Gay x SO(3),
W tym celu potrzebna jest znajomos¢ reprezentacji, do ktorych
naleza wystepujace w @10, Qlﬂ zmienne kwadrupolowe i oktupo-
lowe.

Dla grupy symetryzacji O otrzymujemy nastepujace niezerowe
rzuty na nieprzywiedlne reprezentacje zmiennych opisujacych ruch
wibracyjny:

PEOézo = (9o,
PEOZQQ = (929, (782)

PTagy = ai,
PT2Oz32 = (032, (783)
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Phaly, = %{3%,1 — V150 ¢,

Pl = %{50431 + \/1504;,3}, (784)

Plial, = %{\/1504;,1 + 3agg},

Pl = H{ = VT504, + 5a, |, (785)

Pl = 130, + vT5al, },

Plag, = H5al, — ViBal, }, (786)

Phogy = %{\/ﬁagﬁ + 5@5/3},
PTall, = %{ — VI5al, + 3ag3}. (787)
Zatem skladowe operatora dipolowego mozna ogoélnie zapisac:
A 3 : T T
Qi = Zm:o,z Zm:fs C?ZMJO‘QEM {043;43 + a333}7 (788)
p=0,%x1,

gdzie czes¢ opisana zmiennymi kwadrupolowymi nalezy do repre-
zentacji dwuwymiarowej E, a oktupolowa rozklada si¢ na dwie
reprezentacje trojwymiarowe 717 i T5.

(b) W modelu o zmiennych rzeczywistych (R), gdzie zmiennymi kwa-
drupolowymi sa agg, aga, a oktupolowymi asg, o, oy, a5 Otrzy-
mujemy:

. 3ZRy3 |3 3
QlO = 47T 0 5 7—7.‘_{20[22052))2 + %@200430}7 (789>

A 3ZRy3 |3 1
Qi = e 0 B} 7—71_{%0431( — Qg9 + \/gam) + \/5042204%3}7
(790)
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A 3ZRy3 |3 (1
Qi1 = PP 77{%0431(0422 - \/60420) - \/§a2204;,3}-
(791)

7 powyzszych wzorow widac, ze dla zmiennych rzeczywistych Qn =
—(Q1_1, azatem kazdy z powyzszych operatoréow nalezy do dwuwy-

miarowej reprezentacji 54;1,, €O oznaczamy Qm = Qﬁ, uw=0,+£1.

Niezerowe rzuty zmiennych kwadrupolowych i oktupolowych na

nieprzywiedlne reprezentacje grupy E4;y sa nastepujace:

P4 agy = ¢ (ag + \/60622)7
PBlOég() == %(30420 — \/60622), (792)

Phag, = i(\/EOQo + 6a22)>
PBlOéQQ = 411( — \/60620 -+ 2&22), (793)

PE0430 = (30,
PPay, =af,, p=1,23. (794)

Pozwala to zapisaé¢ sktadowe operatora dipolowego jako:
A A B
Ql“ - Zuz,us lez#:‘s {OCQ/le + Oé?ﬁiz }a3EM3’ (795)
p=0,=£l1,

gdzie czes¢ kwadrupolowa rozktada sie na dwie reprezentacje jed-
nowymiarowe A; i By, a czesé oktupolowa nalezy do reprezentacji
dwuwymiarowej E.

(ii) Skladowe operatora kwadrupolowego w zmiennych kwadrupolowych i
oktupolowych mozna ogélnie zapisa¢ w postaci:

A ! ’
— H2H2 3 g
QQ#' = Cou/ Qg + E CQH/ Qo iy, -+ E dQ#' 063M3Oé3u/3. (796)
'U’Q’IU‘/Q /J'3nu;l3
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Jak wida¢ mozna je rozbi¢ na dwa sktadniki: zalezny jedynie od zmien-
nych kwadrupolowych oraz opisany przez zmienne oktupolowe. W tym
celu zostaly wprowadzone nastepujace oznaczenia:

kw H2 45
Qz = Cour Qi + ZM #' Copr ~ 29 Moyt s
_ 3 1
QQM/ = ZMSJ/ d ! a3M3Oé3’u3, (797)
gdzie co,, CQZfLQ, d”?’“ 3 55 odpowiednimi wspotczynnikami.

Korzystajac z powyzszego wzoru kazdy ze sktadnikow mozemy zrzuto-
waé na nieprzywiedlng reprezentacje grupy symetryzacji. Uzyskujemy
w ten sposob rozklad na reprezentacje czgsci operatora opisanego tylko
przez zmienne kwadrupolowe Q , oraz oktupolowe Q . Otrzymane
rozkltady mozemy ogolnie zapisac nast@pujqco

AT kw
= ZI‘(Q Qgp, g )
5= e Q5 (798)
gdzie T'? jest reprezentacja wzgledem, ktorej transformuje sie czesc

operatora Q2 w zapisana w zmiennych kwadrupolowych, a I'® w zmien-
nych oktupolowych.

(a) W modelu (Z) rozktad sktadowych operatora kwadrupolowego na
nieprzywiedlne reprezentacje ma postac:

Qa0 = Q5" + Q& (799)
gdzie:
YEikw _ 3ZR { o f [10%0 2;)@%2}} (800)
Ajzgdok _ 321:30 \/%7{%04%0 — 231031 + 13—0053,30533}
— 311?8#{%@%0 +2(al2 +ali?) — (a2 + a//2)}7 (801)
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Qo = QLM + Q5" + Q1% gdzie (802)

AEkw 3ZR% 20
22 T T4p 922 T 75, %0022 ()
AE, 0k 3ZR8 1 2 2 2 2
2 T T4r ar §(a3—1 + 0431) - 3\/50430 (Oés—z + 0432>

+@ (043730431 + 043710433) }

_ 3ZRE 1 2 12 4 /
_5\/10
255

gy Qug + 04310433)}
ATp.0k _ 3ZR3 1 2 2 2 2
2" = 73 (— il +0d)) — 3VBas(— asoz + as)

+@( — Q33031 + 043—1CY33)}

_ 3ZR} 2.1 n 4 1
V10 "o / "
+25= (%10433 - a31a33)

oraz

AEkw _ AEkw

22 — w2-2

E ok AE ok

2—-29

ATQyok _ TQ,Ok
22 - T w2-2 >

T2,ok

Qo = ; (803)
gdz1e

ATy ok 3ZR 1
21 = \/_06300431 -2 043 104324‘ Das sass
_ 3ZRO 1 2 / -
= 7 —ﬂ{g\/iagg(a:ﬂ‘i‘l&?)l)
"‘2\/7 0‘310432 + i Oy — i Ay + a31a32)

10 /AN "o n
+3 (04320433 +ia3y033 — i3 + 0‘320433)} }a

Qo1 = Q327 (804)
gdzie
ATs,0k ANTo,0k
2= (@)
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(b) w modelu (R) rozklad na nieprzywiedlne reprezentacje grupy sy-
metryzcji Dy, sktadowych operatora kwadrupolowego jest naste-

pujacy:

QQO _ Al,kw + QBl,kw QAl,ok QBhOk (805)
gdzie
Do = Sif0{4 azo + 171/ 2030 + %\/EO‘??
—%\/?06200622 - %\/%0432}7
A%’kw = 3113% {4 Q20 + 11 \/30420 \/§O‘22
+%\/¥a200422 - %ﬂagz},
a0 = Sng \/%?{%O‘go + %0‘312 - \/go‘fioagz
_\/éaélaés - %O‘;ﬂi’?}v
A%’Ok = 31?0 r{a30 + Oz31 + \/761300432
+\/§aé1a§3 - 3@%3}7
(806)
Qo = {%2 + f [ - 2—70&20@22
+2fa31 \/gozgoozg2 — %\/Eozglafﬁ} }, (807)
Q22 _ Al,kw +QBl,kw +QA1,ok +QB1,0]€ (808)
gdzie

AAykw 3ZR /15
22 = { \/70420 + 14 %0420
3 3 /5 /15 2
T2 — 7\/704200422 -z zﬂagg}
ABy kw 3ZR 15
22 = — 1 0420 - 14 o azo
1 1 /5 1 /15 2
+7022 — 7\/;06200422 + = Q,rOéQQ}
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AAr,0k _ 3ZRf 1 1 2 3 /3 /2 '
2 = TIr eR) 630 T3 2agt — VBages,

5 1 "2
\/704310‘33 2fa33}

ABi,ok  3ZR3 1 1.2 a2 V5 !
2 T Tix e V630 \[ Qzp — ~3 30032

5 1 5 2
_3 5031 O3 + 2\/50433}

(809)

Dla operatora Qg_z zachodzi rownosé Q2_2 = QQQ, zatem rowniez
rozklad na reprezentacje jest taki sam jak dla (Qs5.
Operator le ma postac:

Q21 = - 0_ 57%{ V2asah, + 2\/;04310432 + gaQQagig} (810)

i nalezy do reprezentacji jednowymiarowej By, co mozna zapisaé
jako:

Qu = Q5" (811)

Poniewaz operatory zbudowane sa ze zmiennych rzeczywistych
mamy zaleznosci:

A A Ba,0k
QQ—l = o1 (812)
gdzie
ABa,0k A B2,0k
2—-1 — T w21 .

H Elementy macierzowe operatoré6w multipo-
lowych

Do analizy przej$é elektromagnetycznych wykorzystujemy algebraiczne po-

stacie elementéw macierzowych stanow skiadajadcych sie z sum iloczynow
p7F2 Ko

trzech funkcji 1/);11)51 (020, 022), Vs > {asu}), R ( ) zalezacych odpo-
wiednio od zmiennych kwadrupolowych asg, aas, oktupolowych sy, o=
0,+1,+2, 431 katow Eulera Q2 = (4, 5, Q3). Ogdlng postaé stanu o momen-
cie pedu J i parzystosci p mozna zapisa¢ za pomocg wzoru przedstawionego
w dodatku D:

oM =S "wM, (813)
A
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gdzie funkcje pomocnicze ¥7,M maja postaé:

P v 1k T2
\IIJ M Z A¢vzb21al (0420, a22)¢vzb3 a0 ({a3u}) Fﬁ\ig a3 (Q) (814)

oraz R{M ( ) =3 jen bt en () 1 a = (a1, as, as).
Pomewaz funkc;e bazowe oplsujqce czes¢ rotacyjna sktadaja sie z kombi-
nacji liniowych r,, K‘] (Q) albo TM}(J(Q) powyzszy wzOr mozna zapisaé naste-

pujaco:

(+ )JPM _ - yAwme L (as, 0422)%11;3 2 ({osu}) Yok CKTJ(WK (Q) (815)

oraz

—)JP I r K9
\II(A)J M = Za wZAwmlelal (05207 0622) qzjzb; ;a2 <{ 3“}) ZK dK{rM (Q) (816>

dzie ¢/, d/™ oznaczaja wspolczynniki wystepujace w czesci rotacyjnej
g 1 Ja

stojace przy funkcjach 7“5\2{‘](9)

Oprocz funkeji opisujacej stan poczatkowy i koricowy zapisanych w ko-
lektywnych zmiennych wewnetrznych potrzebna jest znajomosé postaci ope-
ratorow multipolowych w uktadzie laboratoryjnym. Zwigzek pomiedzy ope-
ratorami w obu uktadach jest dany wzorem, (rozdzial 6.3):

Qb = Z Qe D)y (817)

Istnieja cztery schematy elementoéw macierzowych dla funkeji (815) i (816)
rozniace sie wyborem funkcji poczatkowej i koncowej:

(1) W przypadku, gdy stan poczatkowy o momencie pedu J w czesci rota-

cyjnej ma postaé ), cKr](\j[rI)g(Q), a stan koncowy o momencie pedu J’

wybrany jest nastepujaco C'K,r](\;,)}?,(ﬁ), wowczas

(JMAp|J' M)

(I)J/p M’ Alab (I)JI’M
(@ Q) = o

(@ M| Q @),

Postaé zredukowanego elementu macierzowego ((IDZZP,M 1|Ql?|| @77 MY mozna
otrzymaé korzystajac z twierdzenia Wignera-Eckarta przedstawionego
na stronie 110. Dla przedstawionego powyzej przypadku otrzymujemy:
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—_y 1 2J+1
(I)le M lab (I)JPM _ 818

! I
X g E g wng *wZA 5 Cricy
w A'LA dja K>0,K'>0

F/;’*/1 PiL h [1irq Po;ry
x <wvi1b2;a’1 mb3 HA ‘Q/\:“ ’wmll?? a1 52532;&2 >
X{(JEN/|JK') + (J — K\/|J'K")
+(JEMJ = K') 4+ (J = K\/|J — K') }.
(2) W przypadku, gdy stan poczatkowy o momencie pedu J ma funkcje ro-

tacyjna w postaci ), d Kr](\;;g](ﬂ) oraz stan koricowy o momencie pedu

J: D e d’K,TE\})[?,(Q) otrzymujemy zredukowany element macierzowy

postaci:
@57\ @) M) = 4n*V2T + 1 (819)
TRT B
' AA da K>0,K'>0

Fll;fcl 2 /i2 Fl K1 p F2352
X<77Z)vib2;a vib3;al, |Q)\M |¢mb2 a1 mb3;a2>
x{(JEM|J'K') = (J — KA/ |J'K')
—(JEM|J = K') 4+ (J — K\d'|J — K') }.
(3) Dla stanu poczatkowego o momencie pedu J i o funkeji rotacyjnej

doxd KTE\;%(Q) oraz stanu koricowego o momencie pedu J':
Dok C’K'r’](\j[r,)[i,(Q) otrzymujemy nastepujacy zredukowany element ma-

cierzowy:
w g 2J+1
JP M’ (| Alab||F TP M 2
P =47 | ——— 820
(@M NQIR™) = [ (520)
X 5 g E w A A E Crerd
uw A'A da K>0,K'>0

F,‘“/ PiT; w1 iR2

X <wvi11;2;1a’1 vib3: a22 |Q)\H ‘wa;le a1 5111:3250,2 >

x{(JK)\,u |J’K’) — (J — K\ |J’K’)
+(JEM|J = K') = (J = K\/|J' — K') }.
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(4) Biorac stan poczatkowy o momencie pedu J i funkcji rotacyjnej
crert oraz stan konicowy o momencie pedu J':
K MK '@ tan konicowy ie pedu J'
Dok d’K,rJ(V;, 0 (£2) mamy nastepujacy zredukowany element macierzowy:

w' g 2J+1
7 M| | Hlab| | "M 2
P =1 _— 821
@I = a7y [ L 821
XE E E w A A E dpicr
W ALAda K>0,K'>0

F/'K K 1k e
X <wvill;2 1(11 1)7,1732¢122 |Q)\M ‘wgsz 1(11 57,532:a;>
x{(JEM|J'K') + (J = KA\Z/|J'K”)
—(JEM|J = K') + (J — K\ |J — K') }.

Powyzsze wyrazenia zawieraja obliczone wczesniej elementy macierzowe
czesel rotacyjnej oraz wzory na iloczyny funkcji Wignera [49]. Kazdy element
macierzowy czesci rotacyjnej sktada sie z kombinacji wyrazen:

(D3 i ()| D), ()| Dy (0)7) = (822)
1 27 T . 27 ,
=30 ; dQl/O d€dy Sln(Qg)/O dQs D]‘{/[,K,(Q)D;\V(Q)*D]‘{/[K(Q)*.

Korzystajac z iloczynu dwoch sprzezonych funkeji Wignera [49]:

Dy () Dy ()" = (1) (=)~ D2, (@)D () (823)
A+J J"

= (—1) l’+/‘ -K+M Z Z ()\ —ud — M‘J”M”)

J// |)\ J‘ M// Nl/ /l
X (A —vJ — K|J"N") Dy ()
AJ J"

= > > (A=pJ=MJM")(A-v]—K|J'N")

J// |)\ Jl M// N/I_iJ//

X DfM”fN” (Q)*
oraz wlasnosci wspotczynnikow Clebscha-Gordana [49]:

(J1 My Jo Mo J5 M)

= ()P (T My Jy My | Js Ms), (824)
(J1 My JoMy|J3Ms) = (-1

)J1+J2—J3 (Jl M1J2—M2’J3—M3> (825)
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i wstawiajac (823) do (822) otrzymujemy:

(D1 (71D, ()| D (Q)7) = (826)
A+J J"
= > > (A= = MJ'M") (A= v - K|J'N")
J'=|A=J| M" ,N""=~]J"

1 27 T 27 , .
X —— dQ, / dQy sin(Qy) / dQs D e (Q) D7 aon ()
872 Jo 0 0
AJ J"

= > > (A= = MJ'M") (A= v - K|J'N")

J/I:|>\_J‘ M//7Nll:_J//

1
X W(SJ’J”(SM’—M”(;K’—N"
1
= 2J/+1()\—MJ—M\J’—M’)()\—uJ—K\J’—K’).

Na podstawie powyzszych rachunkéw mozemy znalezé postaé elementow
macierzowych dla funkcji {77, (Q) i ()7 (9):

1.
(P QDA () i () = (827)
B 1\/ (20" + 1)(2J + 1)

2\ (1 + Gox ) (1 + doxr)
< (D ()" + Do ()| D, () D1 ()" + Dy (%)

- ! P VI V)
23T+ 0ore) (1 + o) V 277+ 1

< {(\=vJ = KIJ = K') + (A= vIK|J ~ K)

+ (A= v = KIJK) + (A~ vIK|JK') }

1 2T+ 1
_ 2L i)
24/ (1 + or ) (1 + doxr) V 2" + 1

< {(JEWITE') + (] = KA K)

+ (JEXT = K') + (] = KX g = K) |,

gdzie K,K' >0,
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(S QDN () 5 () = (828)

1
= 5\/2J’ +1V2J +1
< (D ()" = Dy ()| D), ()| Dy () — Dify_ i (2)7)

1 [27+1
— M /M/
2\ gy g VMAIT)

< {(JEWITK') = (J = KA K)

— (JEN|T = K') 4+ (] = Kx] g = K') |,

gdzie K,K' >0,

(DY) |5 () = (829)
_ 1 @I+ +1)
S 2 (14 dox7)
(D5 (Q)F + Do ([ D, ()| DY () — D (2)%)
1 2 1
T L rar)

T 2VT oo V20 11
< { (JEN|TK') = (] = KAv|JK)

+ (JEN|T = K') = (7 = KT = K) |,

gdzie K >0, K'>0,
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(DY) |5 () =

1 [T+
T2 (14 dox)

(830)

< (Dipxer(Q)* = Dip_er () 1D, ()| Dy () + Dy (2))

o 27 +1
2T 00 V 2J +1
x { (JENITK) + (] = KN K)

(JMAp|J' M)

~ (JEN|T = K') = (7 = KX T = K) |,

gdzie K >0, K' > 0.
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