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Sur les représentations conformes du cercle unité sur des domaines
balayés par certaines familles de demi-droites

O przeksztatceniach konforemnych kola jednostkowego na obszary

wymiecione przez pewne rodziny pélprostych

O roHOpMHBIX 0TO6paxkKeHUAX e AMHUUHOrO Kpyra Ha 06J1acTH BbIMETEHHBIe

HEROTOPLIMY CEeMEeiCTBAMMU MOJYTIPOCTHIX
1. INTRODUCTION

Désignons par So la classe des fonct;ons holomorphes et
univalentes dans E, ou Ep = {z : |z|<R}, E; = E, et soit
8CS, 1la classe des fonctions de la forme £(z) = z + a222+...
Désignons ensuite par T la classe des domaines convexes vers
1’axe réel négatif, c ‘est-d-dire des domaines D £ € tels
que pour tout w,4 D f£ixé la demi-droite: wWA) =w, =4,

Ae[0;0) est contenue dans @ \D., Evidemment si De€T,
D est un domaine simélement: connexs et, si w1eD, la demi-
-droites w =W, + A, QA €[0j0) est contenue dans D.

De méme que dans le travail [2] la classe des fonctions

qui effectuent la représentation univalente du cercle E sur
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des domaines de la classe T sera notée L,. Cette classe a
été dtudide en détall dans les travaux [2], [ 3]. Dans le
travail {2] sa trouve établi le théorime 4 que, en tenant
compte du lemme et des remarques finales du paragraphe 2 du

présent travail, on peut énoncer comme il suits

THEOREME 1. Une fonction f holomorphe et univalente

dans E est presque convexe par rapport Ea_ l._a.. fonction convexe

h (z) = T—f-—-z- y c’est-h-dire quelle satisfait & 1°inégalité

(1.1) Re(1 -~ £)°2°(2)>0, =z e€E,

81 et seulement 8’1l existe des suites {zﬁ}, {z;l'} de points

appartenant & E, n = 1,2,..., lim z ) = lim 2g' =1
telles gque

n— % n —e-00
49 81 f£(E) n’est pas une bande dont les bords sont

paralléles A 1°axe réel, on a

(1.2) l4im Im £(z;) = sup Im £(z), lim Im £(z ) =

n—-% z2¢E  ~—»- 00

= inf Im f(z)p
zeE

2° 81 f£(E) est une bande dont les bords sont Ragg}l‘g—

les & 1laxe péel, gn 8 (1.2) gt, en outro,

Re £(27) /00 gt Re £(z.°) /% pour n —so
Rappelons encore Qu’une fonction £ non constante et holomor-
phe dans E est presque convexe par rapport & une fonction h
convexe et univalente dans E si elle satisfait d la condi-
tion ,RQ[E;E-:-))-})O, z €eE, La définition des fonctions presque
convexes a%été donnée dans le travil de Kaplan [5].

Désignons par hp, p>0, 1la classe des fonctions harmo-
niques dans E et telles que si FehP, z = relf ¢k, 1a
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fonction _/ IF(r tf)'pdcf est bornée pour r €(031). Notons

Hp la classe des fonctions £ holomorphes dans E telles que

la fonction (5[ 'f(rei(? )‘pd(f est bornde pour toute fonction

b o er (classe de Hardy).
Dans (4] 1l’auteur a dén}ontré (1ére partie du théoreme 3,

p. 378) que si u(r,®)enh?, p>1, ul(r,®) admet presque
partout (a\.} sens de la mesure de Lebesgue) des limites radiales
lim _ u(r,9) = u(Q) et u(S)GIrp, ou IP désigne la
glzgse des fonctions de p puieaance sommable dans [0;2:!] H
les fonctions u(@) satisfont, de plus, & la formule de
Pbieson-Lebesgue. Daqé ce cas on a pour toute fonction

fs/= u + iv holomorphe dans Es

2x
% 3 16
(1.3) 2(z) == | (@) Zg—*+2a0 + v, b= 1In 2(0),
y 2% & e -z

(ct. [6], p. 431, formule 7.2),

"2, IA CIASSE L:"

[ Désignons par L: la classe des fonctions qéfinies dans
E, satisfaisant aux conditions normalisantes (1.2) et repre'-
sentant le cercle unité E sur des domainés de la clasae
T™C T, oi T™ est la classe des domaines convexes vers
1 axe _r._'e'el négatif et contenus dans une bande de largeur 2%«
X €(031]. Notons encore M[a,b] 1la classe des fonctions m,

fgiblement croissantes dans 1°intervalle ([ajb], telles que

jdm(9)=1. On a le
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THEOREME 2. Pour que feL°‘ pour ov €(031] 1l faut

- ——

et 11 suffit que £ soit representable par }5 'formule'

-i8
(2.1) £(2) = 2ocPf In 1=z __ dm( @) + a,

1=2
ou a°=r(0). Pe(on], In1=0 et meM[0,2x].

Déemonstration. 1° Admettons que feL:,

849 sup Im £(z) - inf Im £(z)L2xo¢ et que les
z €E 2eE
conditions normalisantea (1.2) solent satisfaites. Cela veut

£(0) =

dire que f£(E) est contenu dans une bande de largeur 2oL

o¢ En appliquant le théordme bien

connu de Patou A la fonction exp(-if) qui est bornée dans Ey

et contenant le point a

on constate que sur 1°ensemble [0,2:1r]\A i1 existe une

limite finie 1lim_1Im f(reie). ou Ac[ozax] et M (A)=03
r.x est la mesﬁr—:‘de Lebesque. Du fait que fELo 11 dlécoule,
en tenant compte des conditions normalisantes (1.2) et de la
correspondance biunivoque entre les points de la frontiére de
L(E) et ceux de la circonférence unité, que Im f(e ) =
= r]-..il‘}l In £(re1®) est sur 1’ensemble [0;2XIN\A une
fonction faiblement décroissante. En admettant les valeurs de
Im 2(e1€) aux points de 1’ensemble A égales a la moyenne
aritmétique des limites A droite et & gauche au point %) y ON
obtient 1°extension de v(©) = Im f(eie) d tout 1’intervalle
[0;23!'] comme fonction faiblement décroissante,

Ceci posé, 1l résulte de la formule (1.3) que £ peut

Stre r‘eprésente'e par la formule

£(z) =-—f v(0) *w *Z 40 4+ Ro £(0),
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d’ou 11 vient

X
10
’ i d e + 3
(2.2) £(2z) = — v(B) & <o— a6
z 2x b/ dz e~ = g2

ou 11 résulte des propriétés de la fonction v que 1°’intégra-

le dans (2.2) est une integrale de Riemann. 10

i
d e +3 1.4 e + 2
Etant donné que gz g = - 17 35 19

z
le (2.2) prend la forme

la formu-

£°(2) = -

ie

1 1 -8

-— av(8)
X 6/ (e’ - 2)(1 = 2)

Puisque sup Im £(z) - inf Im f(z)£2Xca , on a
2x Z€eE ZzeB

-f dv(0)<2xa et, en posant -E—;%’-é rA(@) on
0

obtient
2X
£°(2) 2 1 - 19 ()
Z2) = =20 d
Sk WP —na-m L
ou est une fonction non décroissante -dans foj2x] et

a' ~
telle que jo drl (6)<1. Par conséquent

2x
i@ )
£°(z) = 2 f g a( L), (031
’ ,9 (e*? - 2)(1 - 2) | f ’ ?e : ]'
0 ox .

f dr(@):f‘;

0

toutes les fonctions de la classe L, peuvent donc Stre repre'—
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sentées sous la forme

=1
(2.3) £'(2) = ZqP f “19 s dn(©), m= -Fl;— p

n eu[o;zx] i Fe (031].

Intégrant (2.3) on obtient
2x = ‘
(2.4) £(z) = 2aF j in -—1-%— dn( ©) + a,, o e(031],
- 2
= |
Pe (0311, a, = £(0).
e 16

2° Soit £°(z) = 2« o, =1 dn(O).
D Pf (.18 - 2)(1 = 2)

Alors on a

16 : '
- (e -1)(1 - z)
(1 = 2)°2°(2) = 2 j dm( Q).
P .:.B— ol

Comme la fonction sous le signe intégrale a une partie réelle
positive et me M[0;2X] , ona Ref(1 - z)zf'(z)]>0 et, en
vertu du the’orémg 1, €L, et satisfait aux conditions nor-
malisantes (1.2). De' (2.4) on tire

L] -ie :
In £(z) =206Pf Im 1n1——'-—"—°-——d.m(9).

1-18
o
1= 9-19
Comme la fonction — représente le cercle E sur un
demi-plan dont le bord passe par 1l°origine, on a: sup Im £(z)-

- z<E
- in.g Im £(z)€2Xx , étant donné que PG.(O;'I] La branche
2 €

du logarithme qQuil y a 8 choisir dans (2.4) est celle pour
laquelle 1n 1 = O, Le thdordme 2 se trouve ainsi etabli.
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De 1°interprétation gométrique de la classe L, 1l
découle directement (cf.p.ex. [2]) que pour toute fonction )
ge€L, 1l existe: 'Z‘&[O;Z‘.l."] et deux suites {z_}, {z, ),
n=12,0.0, 2 €E, 27°¢E, lim z'! s lim 2’ = e ,

N —=0 N —» o0 n

telles que

(2.5) 1im Im g(z’) = sup Im g(z), 1lim Im g(z’°’) =
n — = z €E B

n —e Co

z 4inf Im g(z).
z2gE

- Soit maintenant If"'C.I..o la classe des fonoctions telles
que s1 f €L™, f£(E) est contenu dans une bande dont les
bords sont parglle‘yles & 1°axe réel et dont la largeur est
2%, o €(031]. Soit encore L7 CL™ 1la classe des fonc—
tions satisfaisant aux conditions normalisantes (2.5). Il
s’onsuit que si feL¥™, 11 existe un T €[0327] tel que
feL;‘_. Evidemment L% = g_L:. y Tel0j2Xx]. La fonction
F: F(z) = £(zel7 ) appartient Ly. Par conséquent, pour
déterminer la structure interne des fonctions de la classe
L™ 11 suffit de se bormer a la classe I%’.

Du théordme 2 on obtient comme simple conséquence, en

s ‘appuyant sur le théordme de 1’emnveloppe convexe [1]), le

THEOREME 3. Le domaine de variation du coefficient a,

pour fely, £(z) = a  + a2 + a222 + ..., st le cercle

)
fernd do centre s = 20 et de rayon R =20,  e(051l.

En dictinguant la sous-classe Lg"CLo nous avons voulu
non seulement signaler un fait intéressant concernant les sous=
~classes de la classe L,, mais aussi indique. les proprieétés
internes des fonctions convexes par rapport au point v qui
feront 1°objet du chapitre suivant.
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3, UNE SOUS-CLASSE DE FONCTIONS CONVEXES
PAR RAPPORT AU POINT Wo

On appelle domaine convexe par rapport au point W, un

domaine simplement connexe ne contenant pas les points L et

W =00, tel que toute demidroite d’extrémité w, a en commun

avec ce domaine un segment de droite ou 1°ensemble vide; en
particulier, ce segment peut @tre une demi-droite.

Nous nous occuperons justement de ce cas particulier ou
la partie commune est une demi-droite. Ia classe des domaines
simplement connexes qui satisfont d la définition ainsi rétré-

cie de la comvexité par rapport au point w_. sera désignde

o
par T(wo). Soit T“(wo)CT(wo), o € (031) 1la classedes

domaiz_xes contenus dans un angle de sommet LS et de mesure

2X0 , Nous noterons L°‘[w°] la classe des fonoctions holo-
morphes et univalentes dans E " et telles que feL""[wol &>
<> £(B) €T %(w ). Désignons encore par L':[wo]CL""[wo] la
classe des fonctions f satlsfaisant aux conditions normali-
santes sulvantes: il existe des suites {z;}, {z;'}, z;e E,
g.°€E, lim 2 = 1lim 2°° = 1 telles que

n—o B ~p00 B

1° 81 £(E) n’est pas un angle de sommet w on a

nl_?oo arg[f(z;) - w°] = zs‘:tﬁ arg[f(z) - 'ol'

(3.1

lim arg[f(z!'l') -w,l= i.zxﬁf: arg[£(z) - w1,

n—eco

2° s f(Ez est un angle de sommet w les conditions

. 0’
normalisantes (3,1) sont satisfaites et, de plus, on demande

que le point z = 1 corresponde au point w = e0 de la
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frontidre du domaine £(E).
Soit <?(z) = In(£(z) - w,) = lnlf(z) - 'o\ +
+ 1 arg£(z) - wo]. On obtient ainsi 1le

' o«
THSOREME 4. f£eL3 (w1 < peLy .

Des théordmes 2 et 4 découle le

THEOREME 5. La classe LY ({w ) obéit i la formule

structurale suivantes

2%
- -19
(3.2)  f£(2) = w  + [f(O) - wolexp[zo(.[b J[ 1n 11;9-——5 dn(B)
-2
0

Cette note, que nous considérons comme préliminaire,
constitue une introduction A une étude plus détaillée de certa-
*ines classes de fonctions univalentes que nous nous proposons

d°exposer dans une note a suivre.
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STRESZCZENIE

Nieqh La' bedzie klasg funkcji £ Jjednolistnych w E
i takich, 2e f£(E) jest zawarty w pasie'gbwnoleglym do osi
rzeczywistej o szerokosci 23['06\, oL €(0,1). 2Zaléimy ponadto,
te jesll w, €f(E), to pblprosta w = w, + A, 2Aelo,™)
Jest zawarta w f£(E). ; '
Dla podklasy L‘:CL"" funkcji speiniajgcych pewne warunki
normalizacyjne podano wzér strukturalny, Rozwazano tez klase

L: [wo] funkcji wypuklych wzgledem punktu L
Peapue

llycTs L* oGoanayaeT Knscc QyHKRUui# £ oXHONUCTHHX B E Ta-
Kux, uT0 f(E) coneprurcA B nonoce wvpunn 2Jd &€ (0; ] napa-
nnennHofl k¥ BemecTBEHHO! ocu. Kpome Toro mpeanonaraercd, YTo
f (E) wueeT cnexyvuee csolicTBO: ecnu w, e f(E) , TO Monynparas

ol &
w2w + X\, Ae[0;%)comepxurca B f(E) . Iina noxwnaccalo C L
GyHKUMR HOPMMDOBAHHHWX COOTBETCTBEHHHM OGP830M A3aH8 CTPYKTYp-
o

Han Qopuyna. lccneayerca T3KKke KaaccH Lo [(Wo] dyHruuil Bunmyk-

JIHX OTHOCUTENBHO TOUKU Wo .



