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Koeffizientenabschiitzungen fiir Typisch-Reelle Funktionen
Oszacowania wspélczynnikéw funkeji typowo-rzeczywistych

OueHkH k03P PULUNEHTOR THNHYHO-BELIIECTREHHBIX (DYHKLMA

Eine in E 3= {z[ |zl<1} holomorphe Funktion

£(2) =z + Z a.kzk
k=2

wird typisch-reell genannt, wenn sie fur alle ze€E mit
Im z # O die Bedingung

(1) In(£(z)) Im z>0

erfullt. Wir wollen in dieser Arbeit die Familie der typisch-
recllen Funktionen, die von Rogosinski ([3],[4]) eingefithrt
wurde, mit T bezeichnen. Er zeigte, daP die Taylorkoeffizi-
enten 3y, k>2, der typisch-reellen Funktionen reell sind
und die Ungleichungen lakl <k erfuallen.

1’Die Ergebnisse dieser Arbeit sind teilweise in der Diplom-
arbelt des ersten Verfassers an der Fakultat fur Mathematik
der Universitat Wirzburg enthalten.
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Eine genauere Auskunft uber die relativen Grapen verschiedener
Koeffizienten enthAlt der folgende, von Leeman ([2]) bewiesene
Satz (s, auch [1] und [5]):

Ist £(z) = 2 + E’a akzke—T, 80 gllt:

i |
(2) n - an<9-‘—n—6'—-1-?- (2 - 8y), B=3b....

Gleichheit tritt gur gir £(z) = z/(1 - z)2 auf.
Wir wollen in dieser Arbeit zeigen, da_.P sich bei typisch-

=reellen Funktionen die Differenz n -a in vielen Fallen

n
auch noch durch andere Differenzen m - a, in ahnlicher Veise

wie in (2) absohitzen laPt:

)

SATZ. Ist f£(z) = =z + k‘:ZZ akzkeT, 80 gilt fir m<n
die Abschatzung

- 2 % . -
(3) n-a BB =1 (.a),

a(n® - 1)

venn eine der drei folgenden Bedingungen erfiillt isis

1) m ist u.n‘gerade und n ist ungerade,

2) uw igt gerade wnd n ist gerade,’’

3) m ist gerade, n ist ungerade upd np& m - 1.

(3) ist in den genannten Fillen nicht zu verbessern. Gleich-
heit tritt im Fall 1) pur fir die Funktionen

£(z) = e S - :;g , selo0,1],

fir m=4, n=5 pur fir die Funktionen

0 S it

16, B. Leeman bewies ebonfalls die Ungleichung (3) in den
Pallen 1) und 2) (Schriftliche Mitteilung).
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und in allen anderen FAllen pur fiir die Funktion £(z) =

= 2/(1 = 2)° auf.

Die Abschatzung (3) ist z, B, fur gerades m, n=m + 1,
n26, falsch, was zeigt, dap die Bedingung 3) in gewissem
Sinne bestméglich ist.

B owe is. Zun Beweis von (3) ist zu zeigen:

(4) maxi . - °n }-.-.- i Wi ke
feTln(n® =1) nn® =1)) n° =1 n° -1

Nun gibt es nach [4] zu jeder typisch-reellen Funktion £(z)
eine eindeutig bestimmte, auf dem Intervall [0,1] definierte,
reellwertige’_nicht abnehmende Funktion rx(t), die durch die

Bedingung jdf“(t) = 1 normiert ist, so dafb
(¢} x

-’

z dpm(t)
1 - 22 cc;s t + zZ

£5) £(z) =

#

’ z€E,

-

0
Da das reelle stetige lineare Funktional

an S
(f) = - -
‘f m(m‘-‘l) n(n® = 1)

sein Maximum auf einem der Extremalpunkte

(-]
E(z3t) = L = =2+ Z_ Slngkh zk, te[o,ar] 2
1-2zco8 t + 2 kzzasi.nt; ;

der Familie 'T annimmt, brauchen wir statt (4) nur

(6) sin mt 4 sin nt l” by

max - i - ] J
t «[0,x] m(n® - 1)sin t n(n°~1)sin t] -1 01

z2u beweisen. AuPerdem haben wir zum Beweis der £ ‘harfe dieje=-
nigen t €{0,W] 2zu bestimmen, fir die das Maximum angenommen

wird. Dies geschieht im Fall 1) fir t =0 und &t =7 , fiir
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mR=4, n=5 fir t=0 und t =23/3 und in allen anderen

Fallen fir t = O.
Wir geigen, dap fir alle anderen ¢ €(0,7]

in mt sin nt 1 1
(¢)) F(t) = —p=" - e < - .
p(n> - 1)ein t n(n° =1)sin t m°=1 n°= 1

Ist die Bedinéung 2) oder die Bedingung 3) erfillt, so ist
diese Ungleichung fur ¢t = x richtig, so daP wir im folgenden
‘stets 8in t >0 voraussetzen kdnnen.

Wir fuhren zundchst den Beweis von (7) auf den Beweis einfa-
cherer trigonometrischer Ungleichungen zuruck.

(?) lipt sich fur ¢t €(0,or) auch in der Porm

n 8in t = sin nt <g(n2 -1)
m 8in t = sin mt m(m}" -1)

schreiben. Betrachtet man die Zerlegung

n
n8in ¢t - sin nt _ j 8in t = sin {4t
m 8in t - sin mt jem] (3 =1sin ¢t = s8in(j - 1)t

80 sieht man, 'daP es fir t €(0, #/2] zum Beweis von (7)
genugt, die Ungleichungen

(8) Pi(t) = (20 + 1)sin ¢t = (u + 2)sin ut +

+ (u = 1)sin(u + 1)t >0, ueN, u»2,

zu beweisen. Ist 1) erfillt, so ist F(t - 31’/25 eine gerade
Funktion und daher mit (8) alles bewiesen.

Wenn der Fall 2) eintritt, so ist F(t = X/2) ungerade. Somit
bleibt hier zu zeigen: Fir t (0, /2) gilt

n
n(n2-1)>n 8in t + sin nt= T i sin t + sin it

m(mz- 1) m sin ¢t + sin mt Jiﬂl'l‘T (J = 1)8in t + sin(y = PET




Koeffizientenabschatzungen ... 5
Aus der letzten Zerlegung ersieht man, daP wir nur den Beweis

der Ungleichungen

(9) Fa(t) = (2u + 1)sin t + (u + 2)sin ut -
- (u = 1)sin(u + 1)t >0, uelN, u>2, t (0, 7/2),
zu fuhren brauchen,

Im Falle 3) behandeln wir zundchst die Ungleichung (5 = as) <

< 2(4 - au) gesondert. Sodann zeigen wir

(100, Fy(t) (30k> - 46K° + 18k - 2)ain & +

+

(272 - 27k + 6)sin 2kt +
+ (8k2 - 2)ain(3k - 1t >0,
kelN, k>4, k gerade, t €(0, W/2)

bzw,

(1) F,(t) = 30%sin t + (27k° - 3)sin 2kt +

+ (8% - 2)sin 3kt >0,
k>1, k ungorade, t (0, 91/2),

Fir m = 2k, n ungerade, .n>3k, folgt die Behauptung
hiermit aus den Zerlegungen

F

n-a, Bk-a}k

% ’ k ungerade
- a m = a
3k

n-a, T
——— ¢

R y» k gerade .
.3k-1-a3k_1 m~ ay

I) F,(t)>o0.

Vir bewoisen (8) zundchst fiir t €(0,2Y2/ul. Hierzu betrach-
ten vir die Entwicklung
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A i,21i4
Fy(6) = > L3 3l wandin iR

i?

b:l. s2u+ 1= (u+ 2)u21+1 + (0 =1(u + 1)21"'1.

Wir werden gzeigen, daP es sich hierbei fiir jedes ¢t aus den
betrachteten Intervall um eine alternierende Reihe handelt, in
der der Absolutwert jedes Summanden graper ist als der Abso-
lutwert des folgenden Summanden. Hieraus folgt nach einem Satz
von Leibniz uber alternierende Reihen sofort die Behauptung.
Fir 1>2 folgt b,>0 aus

by > - 1) + 1921 & (u® + 2u)u21,
2 .

Die Ungleichung

b b : S :
1 it 2, t2e(0,8/2), 1>2, u»2,
(21 + D1~ (24 + 3

ergibt sich a‘us
(b, - (2u + M2-6-752m, . - (2
i R . 5_ 1+1 -‘ u + 1))>8(bi+1” (2“ + 1))’

wobei sich die erste dieser Ungleichungen aus

4 v
+ 121 a4 4u” + 8u
e P G A B
40" = 2u7 - 5u” + 2u + 1

folgern lipt.
Fir t e(2Y2/u, /2] schatzen wir F,(t) folgendemapen abs

F4(t) = 2(2¢ + 1)sin g— cos E- - 23sin(u + a-)t cos §+
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+ 1 t t
+ (2u + 1)sin » cos(u + z)t»2(2u + 1)sin % co8 3 =

- (90082 §-+ (2u + 1)231.n2 %)1/2

Da t/2 €(\2/u, X/4], gilts

1 LN S I B
ﬁ?em Z>§1 {2">n

Die Behauptung folgt also aus

§

4(2u + 1)251n2 12’-(1 - 8in? §)>9(1 - 8in® %) + (2u + 1)231112 5-.
8in® %6(1)\12. 1/2], up2.

II) Fz(t);>0.
Zun Beweis von (9) fur t €(0,2¥2/u] zeigt man fur die Koeffi=
zienten o4 der Entwicklung

oo
5 I i

1=0 (21 + 11

10
ey =20+ 1+ (u + 2)\121"‘l - (a =1)(u + 1)2""1 ]

o

1]
(o]
N

]

4u + 2, ©04<0 fir 132
sowie

c [+
i i+1 2 2 2
- P t<, t<e€(0,8/u°], 1>2, up2.
(21 + 1N 1+ 31 ' ] J e ha

Im angegebenen Intervall folgt (9) dann aus

2
(-1t

2,1 5
(8/u®)” ¢y >0 u >2
o L+ M AT A

wiederum unter Benutzung des Leibnizschen Satzes.
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Pir t €(2Y2/u, 7/2) schatzt man wie beim RBeweis von (8) ab,

III) m=4, n=>5.
Der Bewels des Satzes fiir den Fall m = 4, n =5 ecrgibt sich

sofort aus der Umformung

(T; - ﬁ)sin t - Wﬂix} Ly —51%—81!_1 5

= 5;8—'; (2co8 t + 1)2(cos t - 1)290.

Man sieht, daP in diesem Fall Gleichheit auch fiir cos t =
= =1/2, d.'h., fir E(z; 27 /3) = 2/(1 + 2 + z°) auftritt.

Iv) Pa(t)?Oo
Fir ¢ ‘“‘°-3E£-7r] folgt (10) aus sin t>0, sin 2kt >0,
s1n(3k = 1)t20, fir te(zrZo, F] aus sin >y,
sin 2kt >0, 8in(3k - 1)t> - 1.
ImPFalle k=4 (m=8, n=11) benutzt man fur
t ¢(¥/8, X/2) die Abschdtzungen sin t >sin x/8>8/22,
8in 8t> -1, 8in 11t2-1 und im Falle k=6 (m =12, n= 17)
fur ¢t e( ﬂ'/1é, X/2) die Abschatzungen sin t>sin ¥/12>1/4,
8in 12t >-1, s8in 17t > -1,
Es bleibt (10) fur k8, ¢t e(&, g) zu beweisen. Hierzu
benutzt man
fir ¢ €(JL,4Fp ]t sin t>F, sin 2ktyein ZX = -

8in(3k - 1)t> -1,
tir t « (T8 1 ¢ otn t> L, oin 2kt>sin L>-1

8in(3k = 1)t >sin %—>- g,
tir ¢ eGE,30) 1 ain t>wE, ein kb1, ein(3k = 1)t 1.
V) B,(t) >0,
(11) folgt
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fir & 6(0’7%] aus sin t>0, sin 2kt >0, sin 3kt ;-o,
fir ¢t e (- ~,22] aus sin t>312' sin 2kt >0, sin 3kt >-1,
fir t E(E‘E'Z'ZE] aus sin t>¢, sin 2kt> - %, sin 3kt3 -1,
k23,
fir- t € (73,75 aus sin t>Zp, sin 2kt>-1, sin 3ktx-1,
k>3, ‘
Damit ist (7) vollsténdig bewiesen und es wurde auch gezeigt,
dap das Maximum in (6) nur an den angegebenen Stellen angeno-

mmen wird. Aus der Integraldarstellung (5) folgt hiermit sofort
die Behauptung des Satzes bezuglich der Scharfe in (3).

BEMERKUNG. Die Ungleichung (3) ist fur gerades m,
n=mn+1, m>6, 2z, B. fur die Funktion

E(z; I-L) = 2/(1 + 22 008;!*-+ 22)
n

1 _ a=_cosg§-
sinﬁ-g—' n sin?:m

nicht erfillt, denn es ist a =
und daher

n-an (m+2)sin2-— m+2=n(n.’a_.”
m-a; msingn-1 m -1 m(mz-"l)

Aus der Ungleichung (7) folgern wir noch ein

KOROLIAR. Ist m<n, m>2 und eine der Bedingungen 1),
- > 2
2), 3) erfillt, 8o ist fur o >0, = %46:&%—112— das
n(n® - o) - —
Polynom

(12) 7z - a2z® + & 2"

Eeénau dann typisch-reell, wenn

“z3 - mé.n_ef;“_
n
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B ewels, Wir zeigen, da§ unter den angcgebenén

Bedingungen das Polynom

2 2
-1 m m =1 n
P _(2) =z 2 = "EE?"'1?' 2"+ —y—o 2
" n(n® = m°) n(n = n%)

typisch-reell ist. Hierfir genugt es, zu beweisen, daP
I
Poa(z)(1 = 27)

(1a8) Re >0 fur 1z\ =1 (8. 14)).

Dies erhdlt man aber unmittelbar aus (7).

Auperdem sind die Polynome

Pn(z) =g - % z0, P(_n)(z) =2 + % 22

typisch-reell., Alle im Korollar vorkommenden Polynome lassen
s8ich als konvexe Linearkombinationen dieser drei ?olynome
darstellen und sind daher ebenfalls typisch-reell.

Ist o > L‘-‘%l, so sind die_ Polynome der Form (12) nicht
mehr typisch-reell, Da namlich

8P, (1) + (1 = 8)P (1) = O, se [0,1],

liegt fiir die Polynome (12), fur die (13) nicht mehr gilt,
eéine Nullstelle der Ableitung im Intervall (-1,1). Dies

kann aver fir typisch-reelle Punktionen nicht sein.

BEMERKUNGEN. - Man priift leicht durch explizite Rechnung
nach, dap fir die Polynome

(15) _ 8P (z) + (1 = 8)P, (z)

mit s >1 die Bedingung (14) in der Umgebung von 2z = 1
verletzt ist, (13) also fir 6 >Lz:'—1—- koine scharfe

n(n® - o%)
Schranke mehr darstellt.
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#alle n =1 = k(m -1), ke®, k22, so laft sich zeigen,
dah die Polynome (15) fir s €[0,1] E schlicht auf ein
bezliglich des Nullpunkts sternférmiges Gebiet abbilden. Man
erhilt also in diesen Fallen durch (13) scharfe Schranken fiir
die Koeffizienten sternformiger Polynome der Form (12), Im-
Falle k =2 wurdeﬁ diese Schranken bereits in [6] angegeben.
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STRESZCZENIB

Praca dotyczy dowodu nieréwnosci

-

(n - an)/[n(n2 -1)] £(m - am)/[m(m2 - 1], 24m¢n,

W klasie T funkcji typowo-rzeczywistych £ majgcych w kole
fz| £1 rozwinigcie
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£(z) = z + Z akz-K ’
k=2

w kazdym z trzech przypadkéws
1° m, n - liczby parzyste,
2° m, n - liczby nieparzyste,
3° m - liczba parzysta, n - liczba nieparzysta oraz

ny (Bm - 2)/2.

Peanue

B padoTe nmaeTcfi ZOKA38TEABCTBO HEPABEHCTB
(n-an)) [n(*=1)]< (m=-am )/ [~ 1)), 2< m<n
B xnacce T TUNUYHO-BeWECTBEHHWX QYHKUUN F wuMewmUux B Kpyre

2| < 1 pasnoxenue -
tz)=2+> akzk
k=2

B KaxZOM U3 CIyyaeB:
1°m n - YBTHHE,

2°m)n = HeYyeTHHE,

3°m - yeTHOe, N - HeweTHOE U N=(3Im—2)/2



