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Koeffizientenabschätzungen für Typisch-Reelle Funktionen 

Oszacowania współczynników funkcji typowo-rzeczywistych 

Оценки коэффициентов типично-вещественных функций

Eine in Е : = ^z[ |z|<1 j holomorphe Punktion

°° k f(z) = z + 21 akzK
k=2

wird typisch-reell genannt, wenn sie für alle zeE mit 
Im z / 0 die Bedingung

t
(1) Im(f(z)) Im z>0

erfüllt. Wir wollen in dieser Arbeit die Familie der typisch

reellen Funktionen, die von Rogosinski ([>],[*]) eingeführt 

wurde, mit T bezeichnen. Er zeigte, dap die Taylorkoeffizi

enten a^, k>2, der typisch-reellen Funktionen reell sind

und die Ungleichungen |akl<k erfüllen.
—

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind teilweise in der Diplom
arbeit des ersten Verfassers an der Fakultät für Mathematik 
der Universität Würzburg enthalten.
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Eine genauere Auskunft über die relativen Großen verschiedener

Koeffizienten enthält der folgende, von Leenian ([2]) bewiesene

Satz (s. auch [1] und [5J):
©o

Ist f(z) b z + fcX a^zkeT, so gilt:

(2) n - an<P(a2 -J.2 (2 - a2), n = 5,4,... .
6

Gleichheit tritt nur für f(z) = z/(1 - z)2 auf.

Wir wollen in dieser Arbeit zeigen, daji sich bei typisch- 

-reellen Punktionen die Differenz n - aQ in vielen Pallen 

auch noch durch andere Differenzen m - am in ähnlicher Weise 

wie in (2) abschätzen läptt
«O _

SATZ. Ist f(z) = z + 21 avzk€T, so gilt für m<n 
_----- k=2 K ~ ----

die Abschätzung

n an*
n(n2
m(m

- 1)
- 1)

(m - am),

wenn eine der drei folgenden Bedingungen erfüllt ist:

1) m ist ungerade und n ist ungerade.

2) m ist gerade und n ist gerade.
5) m ist gerade, n ist ungerade und n^^ m - 1.

(5) ist in den genannten Pallen nicht zu verbessern. Gleich

heit tritt im Pall 1) nur für die Punktionen

f(z) = ---- + ,
(1 - z)2 (1 + z)2

für m = 4, n = 5 nur für die Punktionen

f (z) sz . (1 - s)z ....... . ' O + *..... y1" ,(1 - zr 1+z+z2
8 e[o,lj

T5G. B. Leeman bewies ebenfalls die Ungleichung (J) in den 
Fällen 1) und 2) (Schriftliche Mitteilung).
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und in allen arideren Fällen nur für die Punktion f(z) =

= z/(1 - z)2 auf.

Die Abschätzung (5) ist z. B. für'gerades m, n = m + 1, 

m>6, falsch, was zeigt, dap dio Bedingung 5) in gewissem 

Sinne bestmöglich ist.

B o w e i s. Zun Bev/eis von (J) ist zu zeigen:

(4) maxi
f eTlm(m - 1)

m

Nun gibt es nach [4] zu jeder typisch-reellen Funktion f(z)

eine eindeutig bestimmte, auf dem Intervall [0,1] definierte,

reellwertige*nicht abnehmende Funktion JU.(t), die durch die
Bedingung Jdu(t) = 1 normiert ist, so daß 

0 *

(5) f(z) = z d ^.(t)
1 - 2z cos t + z

z e E.~Z ’

Da das reelle stetige lineare Funktional

m<j>(f) =
m(m - 1) n(n - 1)

sein Maximum auf einem der Extremalpunkte

2E(z;t) = sin kt „k
1 - 2z cos t + z sin t

der Familie T annimmt, brauchen wir statt (4) nur

(6) - I sin mt sin nt

t 6 [0,3T] ,

max - (___«SiH-
t * [0,m] ( m(m2 - 1

mt
)sin t

_l= 1--------- 1
t ) m -1 n-1n(n -1)sin

zu beweisen. Außerdem haben wir zum Beweis der £ härfe dieje
nigen t fe [O,X] zu bestimmen, für die das Maximum angenommen 

wird. Dies geschieht im Fall 1) für t = 0 und t a JF , für

= z +
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b a 4, n = 5 für t = 0 und t = 2 or/3 und in allen anderen

Pallen für t = 0.

Wir zeigen, dap für alle anderen t *(0,3T]

■o/j.x sin mt sin nt x 1 1(7) F(t) = ----- 5---------------  - •—■-»■■■■ — ---------— <--«■ ,
m(nr - 1)sin t n(n^ - 1)sin t vT- 1 n - 1

Iet die Bedingung 2) oder die Bedingung 3) erfüllt, so ist 

diese Ungleichung für t = X richtig, so dap wir im folgenden 

stets sin t >0 voraussetzen können.

Wir führen zunächst den Beweis von (7) auf den Beweis einfa

cherer trigonometrischer Ungleichungen zurück.

(7) läpt sich für t e(0,x) auch in der Form

pn sin t - sin nt X n(n - D-------------- ■ ----------------------------------- < ■ ■ U' ■ *

m sin t - sin mt m(m - D

schreiben. Betrachtet man die Zerlegung
/ ■ 'n

n sin t - sin nt _ r—t ,1 sin t - sin ,jt
m sin t - sin mt jim+1 Q - Dein t - sin(j - 1)t ’

so sieht man, dap es für t 6(0, X/2 ] zum Beweis von (7) 

genügt, die Ungleichungen

(8) F^(t) = (2u + Dsin t - (u + 2)sin ut +

+ (u - 1)sin(u + 1)t>0, utfN, u>2,

zu beweisen. Ist 1) erfüllt, so ist F(t - sr/2) eine gerade 

Funktion und daher mit (8) alles bewiesen.

Wenn der Fall 2) eintritt, so ist F(t - ^/2) ungerade. Somit 

bleibt hier zu zeigen: Für t e(0, ’ir/2) gilt

2 n n(n - 1) s.n sin t + sin nt _ i—r sin t + sin ,-jt
m(m2- 1) m sin t + sin mt - Dsin t + sin(j - Dt’
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Aus der letzten Zerlegung ersieht man, dap> wir nur den Beweis 

der Ungleichungen

(9) Fg(t) = (2u + Doia t + (u + 2)sin ut -

- (u - 1)sin(u + 1)t>0, uetN, u>2, t e (0, 3T/2),

zu fuhren brauchen.

Im Falle 5) behandeln wir zunächst die Ungleichung (5 

2(4 - a4) gesondert. Sodann zeigen wir

(10) Fj(t) = (JOk5 - 46k2 + 18k - 2)sin t +

+ (27k2 - 27k + 6)sin 2kt +

+ (8k2 - 2)sin(5k - 1)t>0,

k€(N, k ^4, k gerade, t e(0, TT/2)

bzw.

(11) F4(t) = 30k5sin t + (27k2 - 3)sin 2kt +

+ (8k - 2)sin

k>1, k ungerade,

Für m = 2k, n ungerade,

hiermit aus den Zerlegungen

n - aQ 3k

11 “ Qn__ „,n „ j

3k - ajk m

n - % " ’ n - an

3kt >0,

€(0, or/2).

>3k, folgt die Behauptung

-2-- , k ungerade
Qw.

3k — 1 — a3k—i
--------------- ( k gerade .

m - a„ m

t t(0,2V2/u], Hierzu botrach«

3k - 1 - a5k-1

E‘1(t)>0.

Vir beweisen (8) zunächst für 
ten wir die Entwicklung
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b± = 2u + 1 - (u + 2)u2i+1 + (u - 1)(u + 1)2i+1.

Wir werden zeigen, daß es sich hierbei für jedes t aus dem 

betrachteten Intervall um eine alternierende Reihe handelt, in 

der der Absolutwert jedes Summanden größer ist als der Abso

lutwert des folgenden Summanden. Hieraus folgt nach einem Satz 

von Leibniz über alternierende Reihen sofort die Behauptung. 

Pur i>2 folgt b^>0 aus

1)(u + 1)2i - (u2 + 2u)u2i, 
2+ 1s4 u_+_2u

Die Ungleichung

2i±3____ t2A S. I
(2i + 1)! (2i + 5)!

t2e(0,8/u2], i>2, u>2

ergibt sich aus

wobei sich die erste dieser Ungleichungen aus

4u^ + 8u^

folgern läßt.

Pur te(2/2/u, ^/2 ] schätzen wir F^(t) folgendermaßen ab»

P-j(t) s 2(2u + 1)sin 2* cos • Jsin(u + »y)t cos £ +
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+ (2u + 1)sin cos(u + £)t?-2(2u + 1)sin £ cos | - 

- (9cos2 | + (2u + 1)2sin2 |)1/2 .

Da t/2 €(<2/u, X/4], gilt:
\

1 *1,1 -^>8in ?>2iF _=>- .

Die Behauptung folgt also aus
l

4(2u + 1)2sin2 ^(1 - sin2 ^)>9<1 - sin2 £) + (2u + 1)2sin2 j, 

sin2 | €(1/u2, 1/2], u>2.

II) P2(t)>0.

Zun Beweis von (9) für t «(0,2l/2/u] zeigt man für die Koeffi 

zienten der Entwicklung

, -a t2i+i p2(t> = X (- j
i=0 (2i + 1)! 1

- (u - 1)(u + 1)2i+1 j 

für i>2
f •

------—-------->-------^±1----- t2, t2 € (0,8/u23, i^2, u^2.
(2i + 1)! (2i + 5)!

Im angegebenen Intervall folgt (9) dann aus

2 i
y -1=12------  (8/u2)1 c, >0, u>2,
£3 (2i + 1)! 1

c^ = 2u + 1 + (u + 2)u'2i+1

c = c- = 4u + 2, cd<0

sowie

wiederum unter Benutzung des Leibnizschen Satzes
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Für t e(2V2/u, ТГ/2) schätzt man wie heim Beweis von (8) ab.

III) m = 4, n = 5.
Der Beweis des Satzes für -den Fall m - 4, n = 5 ergibt sich 

sofort aus der Umformung

/ 1 1x_._ x. sin 4t . sin 5t
(T5 “ 25)8in * - ' 4-15" + ' 5-2¥" =

_ sin. t (2cos t + 1)2(cos t - 1)2^0.
50

Man sieht, dap in diesem Fall Gleichheit auch für cos t =
= - 1/2, d. h. für E(zj 2ЭГ/3) = z/(1 + z + z2) auftritt.

IF) Fj(t)>0.
Für t e(0,?t* щ ] folgt (10) aus sin t>0, sin 2kt>0, 

sin(3k - 1)t>0, für t € (^y^' ч» 2% J aus sin у >

sin 2kt>0, sin(3k - 1)t>- 1.

Im Falle к = 4 (m = 8, n = 11) benutzt man für

t е(зг/8, X/2) die Abschätzungen sin t >sin k/8> 8/22, 

sin 8t>-1, sin 11t>-1 und im Falle к = 6 (m = 12, n = 17) 

für t €( X/12, x/2) die Abschätzungen sin t>sin эг/12>1/4, 

sin 12t >-1, sin 17t >-1.

Es bleibt (10) für k>8, t 6 Gyg, ^) zu beweisen. Hierzu 
benutzt man

für * » ain
8in(3k - 1)t>-1,

sin 2kt^sin 2^L = - j,

für * s sin t>sJ,

sin(3k - 1)t > sin ^y->-
sin 2kt>sin ^y->- g,

?.
für t e (|^-»^-) : Sin t

V) F#(t) >0.

(11) folgt

sin 2kt>-1, sin(3k - 1)t»-1.
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fur te(O,'^] au3 sin t ;>0, sin 2kt>0, sin 3kt>0, 

für te(^£,££] aus sint>«jg, sin 2kt<s0, sin3kt>-.1,
für te(^,^.] aus sin t>£, 3in 2kt^ - 2» sin 3kt> -1,

k>3,
für - t é (^, J-) aus sin t>^, sin 2kt> -1, sin 3kt>-1,

k>3.
Damit ist (7) vollständig bewiesen und es wurde auch gezeigt,

dajb das Maximum in (6) nur an den angegebenen Stellen angeno

mmen wird. Aus der Integraldarstellung (5) folgt hiermit sofort 

die Behauptung des Satzes bezüglich der Schärfe in (3).

n

BEMERKUNG. Die Ungleichung (3) ist für gerades m, 

m + 1, m>6, z. B. für die Punktion

E(z; T - 2ï_) - z/(1 + 2z cos + z2) 
2m 2m

nicht erfüllt, denn es ist a„ = ------ ,
m sin££-

und daher **

cos

sin 37t'
2m

an = “

n - an Jm + 2)sin m + 2 n(n2 _
............J?----------. ............ > ----- = ------g—— ■ - • .
m - am m sin ---- 1 m - 1 m(m - 1)

Aus der Ungleichung <7) folgern wir noch ein

KOROLIAR. Ist m<n, m^2 und eine der Bedingungen 1),

2), 3) erfüllt, so ist für o6>0, - ~ dasn ----
Polynom

(12) z - « z® + er z11

genau dann typisch-reell, wenn

(13) ne? + 1
m
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B e w e i a. Wir zeigen, dap unter den angegebenen 

Bedingungen das Polynom

2 2„ ,_x _ n - 1 _m . m - 1 _nP__(z) = Z — ■ H Z + — —n-------T— zm m(n- m2) n(n2 - m2)

typisch-reell ist. Hierfür genügt es, zu beweisen,

(14) Re
Wz)(1 ~ 2 >

>0 für lz\ = 1 (s. 1.4]).

Dies erhalt man aber unmittelbar aus (7).

Außerdem sind die Polynome

Pn(z) = z - J zn, P(_n)(z) = z + 1 zn

typisch-reell. Alle im Korollar vorkommenden Polynome lassen 

sich als konvexe Linearkombinationen dieser drei Polynome 

darstellen und sind daher ebenfalls typisch-reell.

Ist OC. > » so sind d*e Polynome der Form (12) nicht

mehr typisch-reell. Da nämlich

8P^(1) + (1 - s)p;<1) = 0, st [0,1],

liegt für die Polynome (12), für die (15) nicht mehr gilt, 

eine Nullstelle der Ableitung im Intervall (-1,1). Dies 

kann aber für typisch-reelle Punktionen nicht sein.

BEMERKUNGEN« Man prüft leicht durch explizite Rechnung 

nach, dajb für die Polynome 

(15) sPnm(z) + (1 - s)PQ(z)

mit s >1 die Bedingung (14) in der Umgebung von z = 1 
1 -1verletzt ist, (15) also für 6 > -£■ >,"■ 1 ■ keine scharfe

n(n£: - kl)
Schranke mehr darstellt.
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f^alls n - 1 = k(m - 1), kt®, k>2, so läpt sich zeigen, 

do£) die Polynome (15) für s e £.0,1] E schlicht auf ein • 

bezüglich des Nullpunkts sternförmiges Gebiet abbilden. Man 

erhält also in diesen Pallen durch (15) scharfe Schranken für 

die Koeffizienten sternförmiger Polynome der Form (12). Im 

Palle k = 2 wurden diese Schranken bereits in [6] angegeben.

/
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STRESZCZENIE

Praca dotyczy dowodu nierówności

(n - an)/[n(n2 - 1)] £=. (m - am)/[m(m2 - 1)] , 2 ó m 4 n,

W klasie T funkcji typowo-rzeczywistych f mających w kole

|z| <1 rozwinięcie
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f(z) 3 z + У akzK , 
k=2

w każdym z trzech przypadków:

1° m, n - liczby parzyste,

2° m, n - liczby nieparzyste,

3° m - liczba parzysta, n - liczba nieparzysta oraz 

n>(3m - 2)/2.

Резюме
■

В работе дается доказательство неравенств 
fn-on}/ \п(п2- 1^ś(m-am)/[m(m2- 7)1 } 2<т< п

в классе Т типично-вещественных функций f имеющих в круге 

И < 7 разложение т
f(z) = z + ^ акгк 

к-2в каждом из случаев:

1° т п - четные,

20т>п •- нечетные,
3°т - четное, п - нечетное и л> (Зт-2)/2

i


