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Streszczenie

Przedmiotem rozprawy doktorskiej s¡ oszacowania na ilo±¢ kolorów

w kolorowaniach unikaj¡cych zadanego wzorca na grafach oraz sªowach

cz¦±ciowych. W przypadku obu problemów wykorzystana jest metoda

probabilistyczna oraz tak zwana kompresja entropii, czyli algorytmi-

zacja Lokalnego Lematu Lovásza autorstwa Mosera i Tardosa.

Pierwszym badanym zagadnieniem jest szacowanie minimalnej dªu-

go±ci wzorca o k zmiennych pozwalaj¡cej na unikanie go nad alfabetem

binarnym oraz ternarnym. Rozwa»any jest wariant problemu, w któ-

rym sªowo zawiera 'luki' - miejsca, które na potrzeby dopasowywania

wzorca mog¡ zast¦powa¢ dowoln¡ liter¦. Przedstawiony wynik poka-

zuje oszacowanie równe oszacowaniu dla sªów bez luk w przypadku

wzorców o przynajmniej trzech zmiennych.

Drugim poruszanym zagadnieniem jest szacowanie minimalnej dªu-

go±ci list, dla których mo»liwe jest pokolorowanie drzewa o zadanej sze-

roko±ci ±cie»kowej bez powtórze«, tj. unikaj¡c wzorca AA. Wraz z osza-

cowaniem podany jest przykªad klasy grafów o szeroko±ci ±cie»kowej

2 nie b¦d¡cych drzewami, dla których nie istnieje wspólne sko«czone

oszacowanie na dªugo±¢ list pozwalaj¡c¡ na unikni¦cie powtórze«.
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1 Wst¦p

Niniejsza rozprawa po±wi¦cona jest zastosowaniu metody probabilistycznej

w dowodzeniu twierdze« kombinatorycznych dotycz¡cych unikania wzorców.

Metoda probabilistyczna w kombinatoryce to szczególny sposób wyko-

rzystania twierdze« rachunku prawdopodobie«stwa pozwalaj¡cy dowodzi¢

istnienie obiektów matematycznych speªniaj¡cych okre±lone wªa±ciwo±ci. W

swej podstawowej wersji zakªada konstrukcj¦ odpowiedniej przestrzeni pro-

babilistycznej i dowód, »e losowo wybrany obiekt z tej przestrzeni z nie-

zerowym prawdopodobie«stwem posiada po»¡dane wªa±ciwo±ci. Mimo »e za

pierwsze zastosowanie metody probabilistycznej uwa»a si¦ zwykle prac¦ Szele

dotycz¡c¡ cykli Hamiltona w turniejach z roku 1943 [24], jako gªównego pre-

kursora metody wymienia si¦ zwykle Paula Erd®sa, który prawdopodobnie

jako pierwszy zdaª sobie spraw¦ z jej ogólno±ci i przez lata z powodzeniem

stosowaª j¡ do ró»norodnych problemów matematyki dyskretnej.

Wa»nym wynikiem metody probabilistycznej jest Lokalny Lemat Lovásza

[19] pozwalaj¡cy na dowodzenie istnienia struktur unikaj¡cych zbioru lokal-

nych wªasno±ci. Istnieje wiele wersji lematu, historycznie pierwsz¡ jest wersja

symetryczna:

Lemat 1.1. Niech A1, A2, . . . , Ak b¡d¡ zdarzeniami o prawdopodobie«stwie

nie wi¦kszym od p takimi, »e ka»de z nich jest caªkowicie niezale»ne od wszyst-

kich innych z wyj¡tkiem co najwy»ej d pozostaªych zdarze«. Wtedy je±li ep(d+

1) ¬ 1, to z niezerowym prawdopodobie«stwem »adne ze zdarze« A1, A2, . . . , Ak

nie zachodzi.

Wªasno±¢ lokalna w tym kontek±cie to taka, której mo»liwe realizacje w

obr¦bie struktury s¡ od siebie niezale»ne z wyª¡czeniem ograniczonej liczby

przypadków, t.j. speªniaj¡ restrykcje naªo»one na zdarzenia A1, A2, . . . , Ak w

lemacie.
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Po±ród wielu wersji lematu istnieje równie» wersja algorytmiczna, w której

za pomoc¡ prostego algorytmu typu Las Vegas konstruowany jest obiekt uni-

kaj¡cy wszystkich nieporz¡danych wªasno±ci lokalnych. Algorytm dziaªa przy

zaªo»eniu, »e wszystkie zdarzenia A s¡ determinowane przez sko«czon¡ liczb¦

niezale»nych zmiennych losowych P . W ogólnej postaci algorytm przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

1 ∀p∈P : vp ← losowa ewaluacja P

2 while ∃t takie, »e At jest speªnione przez (vp)P do

3 wybierz dowolne zachodz¡ce zdarzenie At′

4 ∀p∈vbl(At):vp ← nowa losowa ewaluacja

5 return (vp)P

W pierwszym kroku algorytm przypisuje losowe warto±ci wszystkim zmie-

nym losowym p ∈ P . Nast¦pnie w gªównej p¦tli losowo zmienia warto±ci

zmiennych losowych skªadaj¡cych si¦ na zachodz¡ce zdarzenia A a» do osi¡-

gni¦cia sytuacji, w której »adne ze zdarze« nie zachodzi. Poza oczywistym

atutem takiego podej±cia, czyli bezpo±redniej konstrukcji obiektów speªniaj¡-

cych dane zale»no±ci, pozwala ono rówie» na poprawienie niektórych oszaco-

wa« wynikaj¡cych z niealgorytmicznych wersji lematu. Jest to mo»liwe dzi¦ki

skorzystaniu z relacji mi¦dzy zmiennmi losowymi p a unikanymi zdarzeniami

A, co wymyka si¦ klasycznej wersji lematu.

Dwa przedstawione w rozprawie wyniki dotycz¡ce unikania wzorców w

sªowach (rozdziaª 2) oraz grafach (rozdziaª 3) istotnie korzystaj¡ z tej relacji

oraz algorytmicznej wersji lematu.
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1.1 Oryginalne wyniki prezentowane w pracy

Gªówn¡ tre±ci¡ rozprawy b¦d¡ dowody dwóch twierdze« dotycz¡cych unika-

nia wzorców. Twierdzenia bed¡ wypowiedziane z peªnym formalizmem ma-

tematycznym w kolejnych rozdziaªach, po wprowadzeniu odpowiednich de�-

nicji, tutaj zostan¡ jedynie wst¦pnie zarysowane. Pierwsze twierdzenie jest

wynikiem samodzielnej pracy autora [8] i dotyczy unikania wzorców (tj. ta-

kich ci¡gów znaków, w których poszczególne podci¡gi mog¡ zosta¢ przypisane

kolejno po sobie wyst¦puj¡cym zmiennym we wzorcu) w sªowach cz¦±ciowych.

Poj¦cie ∗-unikalno±ci wyst¦puj¡ce w wypowiedzi twierdzenia jest naturalnym

rozszerzeniem unikalno±ci na przypadek sªów cz¦±ciowych:

Twierdzenie 1.2. Je±li p jest wzorcem o m > 2 zmiennych takim, »e |p| ­
2m, to p jest ∗-unikalny nad alfabetem ternarnym.

Twierdzenie to przybli»a peªn¡ klasy�kacj¦ wzorców na takie, które s¡

unikalne w sªowach cz¦±ciowych nad alfabetem binarnym, ternarnym i takie,

które nie s¡ unikalne nad »adnym sko«czonym alfabetem zostawiaj¡c problem

otwartym jedynie dla trzech wzorców o dwóch zmiennych.

Drugim prezentowanym wynikiem b¦dzie dowód twierdzenia:

Twierdzenie 1.3. Istnieje funkcja f taka, »e je±li T jest drzewem o szero-

ko±ci ±cie»kowej w, to istnieje nierepetytywne kolorowanie T z list o dªugo±ci

f(w).

Razem z nim zaprezentowany b¦dzie przykªad klasy grafów o szeroko±ci

±cie»kowej 2, dla której nie istnieje sko«czone k takie, »e ka»dy z grafów z tej

klasy da si¦ pokolorowa¢ z list dªugo±ci k. Twierdzenie to zostaªo udowod-

nione we wspóªpracy z Jakubem Kozikiem, PiotremMickiem oraz Gwenaëlem

Joretem [9].
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1.2 Wprowadzenie do metod analitycznych

Zanim przyst¡pimy do konstrukcji dowodów, przypomnimy klika podstawo-

wych konceptów kombinatoryki analitycznej, dzi¦ki którym uzyskamy pó¹-

niej porz¡dane oszacowania. Wi¦kszo±¢ przedstawionych de�nicji i twierdze«

pochodzi z ksi¡»ki Philippe Flajoleta i Roberta Sedgewicka �Analytic combi-

natorics� [10].

Ci¡g liczbowy (ai)i∈N jest wykªadniczego rz¦du Kn, co zapiszemy w skrócie

jako an ./ Kn, wtedy i tylko wtedy gdy:

lim sup
n→∞

n

√
|an| = K.

W dowodach u»yjemy zde�niowanych w ksi¡»ce operatorów dziaªaj¡cych

na funkcjach tworz¡cych SEQ oraz SEQk. Pierwszy z nich odpowiada klasie

obiektów 1 + E + E2 + . . . i reprezentuje ci¡gi elementów z E, tzn. pozycje

nie s¡ permutowane i istnieje dokªadnie jeden ci¡g pusty. Mamy:

SEQ(f(z)) = 1 + Σn­1f(z)n =
1

1− f(z)
,

gdzie f jest funkcj¡ tworz¡c¡ dla elementów z E. Operator SEQk odpowiada

klasie obiektów Ek i reprezentuje ci¡gi o okre±lonej dªugo±ci, mamy zatem:

SEQk(f(z)) = f(z)k

Kombinatoryka analityczna b¦dzie u»ywana w dowodach jako narz¦dzie

sªu»¡ce do dowodzenia ogranicze« na wzrost wspóªczynników funkcji tworz¡-

cej f(z) zde�niowanej równaniem typu f(z) = z ·φ(f(z)). B¦dzie to mo»liwe

dzi¦ki zastosowaniu nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 1.4. ([10], Proposition IV.5 ) Niech φ b¦dzie funkcj¡ anali-

tyczn¡ w 0, maj¡c¡ nieujemne wspóªczynniki Taylora tak¡, »e φ(0) 6= 0. Po-

nadto niech R ¬ +∞ b¦dzie promieniem zbie»no±ci ci¡gu reprezentuj¡cego φ
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w 0. Wtedy przy zachowaniu warunku

lim
x→R−

xφ′(x)
φ(x)

> 1,

istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwi¡zanie τ ∈ (0, R) równania charak-

terystycznego:

τφ′(τ)
φ(τ)

= 1.

Ponadto formalne rozwi¡zanie f(z) równania f(z) = z · φ(f(z)) jest anali-

tyczne w 0, a jego wspóªczynniki speªniaj¡ równanie wzrostu wykªadniczego:

[zn]f(z) ./ (
1
p

)n gdzie p =
τ

φ(τ)
=

1
φ′(τ)

.
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2 Unikanie wzorców w sªowach cz¦±ciowych

2.1 Podstawowe de�nicje

Niech Σ = {a, b, c, . . . } oraz ∆ = {A,B,C, . . . } b¦d¡ alfabetami sko«czo-

nymi. Elementy Σ nazywa¢ b¦dziemy literami, a ci¡gi elementów Σ sªowami.

Analogicznie elementy ∆ nazywa¢ b¦dziemy zmiennymi, a ci¡gi tych elemen-

tów - wzorcami. Symbolem Σ+ oznaczamy zbiór wszystkich sªów sko«czonych

(niepustych) nad alfabetem Σ. Podobnie ∆+ oznacza zbiór wszystkich niepu-

stych sko«czonych wzorców. Oba te zbiory mo»emy traktowa¢ jako monoidy

z operacj¡ sklejania sªów.

Sªowo w nad Σ realizuje wzorzec p je±li istnieje niewymazuj¡cy mor�zm

h : ∆+ → Σ+ taki, »e h(p) = w. Innymi sªowy, je±li istnieje podstawienie nie-

pustych sªów w miejsce zmiennych daj¡ce sªowo w. Sªowa realizujace wzorzec

AA bedziemy nazywa¢ powtórzeniami.

Sªowo w zawiera wzorzec p wtedy i tylko wtedy, gdy jakie± jego spójne

podsªowo realizuje p. Sªowo w unika wzorca p je±li go nie zawiera. Na przy-

kªad aabaac zawiera wzorzec ABA, podczas gdy abaca unika wzorca AA.

Wzorzec p nazywamy unikalnym je±li istnieje niesko«czenie wiele sªów nad

pewnym alfabetem sko«czonym unikaj¡cych p (lub równowa»nie, je±li istnieje

niesko«czone sªowo unikaj¡ce p).

Sªowo cz¦±ciowe nad alfabetem Σ to ci¡g znaków z rozszerzonego alfabetu

Σ� = Σ ∪ {�}, gdzie � rozumiemy jako luk¦ reprezentuj¡c¡ nieznany znak.

Dla sªowa cz¦±ciowego w zbiór pozycji luk oznaczamy jako H(w). Sªowa,

któte nie s¡ cz¦±ciowe, nazywa¢ b¦dziemy sªowami peªnymi. Sªowo cz¦±ciowe

zawiera wzorzec p je±li istnieje podstawienie pojedynczych liter z Σ w miejsca

H(w) takie, »e sªowo wynikowe zawiera p. W przeciwnym razie mówimy, »e w

unika p. Wzorzec p nazywamy ∗-unikalnym je±li istnieje niesko«czone sªowo

cz¦±ciowe w nad Σ� unikaj¡ce p oraz takie, »e |H(w)| = ∞. Dla przykªadu,

wzorzec AA jest unikalny nad alfabetem ternarnym, natomiast nie jest ∗-
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unikalny nad »adnym alfabetem sko«czonym (bo mo»emy zawsze wstawi¢

liter¦ poprzedzaj¡c¡ luk¦ w t¦ luk¦).

Indeks unikalno±ci λ(p) dla wzorca p to rozmiar najmniejszego alfabetu Σ

takiego, »e istnieje sªowo niesko«czone nad Σ unikaj¡ce p. Analogicznie indeks

cz¦±ciowej unikalno±ci λ∗(p) to rozmiar najmniejszego alfabetu Σ takiego, »e

istnieje niesko«czone sªowo cz¦±ciowe w nad Σ� unikaj¡ce p oraz takie, »e

|H(w)| =∞.

2.2 Wprowadzenie

Koncepcje i techniki zwi¡zane z wzorcami w sªowach znajduj¡ zastosowa-

nia w wielu dziedzinach teoretycznej i stosowanej informatyki. Algorytmy

zwi¡zane z rozpoznawaniem wzorców znajduj¡ szerokie zastosowanie np. w

genetyce lub biologii obliczeniowej [5]. Z drugiej strony, ci¡gi bez powtórze«

s¡ cz¦sto wykorzystywane do znajdowania kontrprzykªadów w teorii j¦zyków

bezkontekstowych, teorii grup, problemach kombinatorycznych na zbiorach

cz¦±ciowo uporz¡dkowanych oraz dynamice symbolicznej [6].

Koncepcja unikalno±ci i nieunikalno±ci wzorców zostaªa wprowadzona przez

Bean'a, Ehrenfeucht'a i McNulty'ego [2] oraz niezale»nie przez Zimina [27].

Udowodnili oni jedno z podstawowych twierdze« w tej tematyce:

Twierdzenie 2.1. Niech p b¦dzie wzorcem nad m zmiennymi. Wtedy p jest

unikalny nad alfabetem pewnej sko«czonej wielko±ci k wtedy i tylko wtedy,

gdy wm unika p, gdzie wm jest rekursywnie zde�niowane jako w1 = A1 oraz

wl = wl−1Alwl−1.

Interesuj¡cym i nietrywialnym wnioskiem z tego twierdzenia jest fakt,

»e nieunikalno±¢ danego wzorca p jest rozstrzygalna, tj. istnieje algorytm,

który w ograniczonym czasie jest w stanie zdecydowa¢, czy dany wzorzec

jest unikalny. Wci¡» otwartym poozstaje problem rozstrzygalno±ci o unikal-

no±c wzorca p nad alfabetem okre±lonej wielko±ci k. Alternatywn¡ wersj¡
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tego problemu jest znalezienie minimalnego k takiego, »e p jest unikalny nad

alfabetem wielko±ci k (tj. znalezienie indeksu unikalno±ci λ(p)). W kontek-

±cie sªów peªnych unikalno±¢ wzorców unarnych byªa badana przez Thue'go

[25, 26]: A jest nieunikalny, λ(AA) = 3, natomiast λ(AAA) = 2. Przypadek

m = 2 równie» zostaª caªkowicie sklasy�kowany [4, 18, 22, 23]. Wynik tej

klasy�kacji mo»na opisa¢ nast¦puj¡cym twierdzeniem [4]:

Twierdzenie 2.2. Wzorce binarne pod wzgl¦dem unikalno±ci dziel¡ si¦ na

nast¦puj¡ce kategorie:

1. Wzorce nieunikalne nad »adnym alfabetem: ε, A,AB,ABA,

2. Wzorce unialne nad alfabetem ternarnym ale nieunikalne nad alfabetem

binarnym: A2, A2B,A2BA,A2B2, ABAB,AB2A,A2BA2, A2BAB,

3. Wzorce unikalne nad alfabetem binarnym: reszta.

W przypadku sªów cz¦±ciowych krótkie wzorce s¡ niemo»liwe do unikni¦cia

ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ podstawienia luki pod dowoln¡ zmienn¡, przez co

zarówno A jak i AA s¡ trywialnie nieunikalne, natomiast λ∗(AAA) = 2 [20],

tak samo jak w przypadku sªów peªnych. W przypadku m = 2 równie» wi-

da¢ odpowiednio±¢ mi¦dzy sªowami cz¦±ciowymi a peªnymi - gdy zabroni si¦

podstawiania pod zmienne pojedynczych liter, klasy�kacja wzorców dla sªów

peªnych pozostaje prawdziwa równie» w przypadku sªów cz¦±ciowych [3].

W ogólniejszej sytuacji, gdy wzorzec skªada si¦ z m zmiennych, hipo-

teza Cassaigne'a dowiedziona przez Blanchet-Sadri i Woodhouse'a daje ±ci-

sªe ograniczenie na minimaln¡ dªugo±¢ wzorca unikalnego nad binarnym i

ternarnym alfabetem dla sªów peªnych:

Twierdzenie 2.3. Je±li p jest wzorcem o m zmiennych, to:

• Je±li |p| ­ 3(2m−1), to p jest unikalny nad alfabetem binarnym,
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• Je±li |p| ­ 2m, to p jest unikalny nad alfabetem ternarnym.

Autorzy w pracy stawiaj¡ hipotez¦ mówi¡c¡, »e powy»szy wynik dla sªów

binarnych powinien uogólnia¢ si¦ na sªowa cz¦±ciowe. W przypadku sªów ter-

narnych sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana. Spostrze»enie Kriegera

i Ochema [17], »e je±li zmienna wyst¦puje we wzorcu tylko raz to mo»na pod

ni¡ podstawi¢ dowolnie dªugi ci¡g liter i sprowadzi¢ problem do wyszukiwania

dwóch mniejszych wzorców pozwala sprowadzi¢ problem unikalno±ci dowol-

nego wzorca do problemu unikalno±ci wzorca zdublowanego, czyli takiego,

w którym ka»da zmienna wyst¦puje conajmniej dwukrotnie. W przypadku

wzorców ternarnych mo»liwa jest sytuacja, w której pojedynczo wyst¦puj¡ce

zmienne dziel¡ wzorzec na podwzorce w taki sposób, »e »aden z nich nie

speªnia ju» równania z warunku Cassaigne'a. Przykªadem mo»e by¢ wzorzec

ααβααγαα - jest on nieunikalny, gdy» do tego by sªowo go zawieraªo wystar-

czy, by para a� wyst¡piªa w sªowie trzykrotnie dla pewnej litery a. Z tego

wzgl¦du w pewien sposób naturalne wydaje si¦ rozwa»anie w przypadku alfa-

betu ternarnego jedynie wzorców zdublowanych. Gªównym wynikiem przed-

stawianym w tym rozdziale b¦dzie dowód hipotezy dla alfabetu ternarnego z

pewnym ograniczeniem na m:

Twierdzenie 2.4. Je±li p jest wzorcem o m > 2 zmiennych takim, »e |p| ­
2m, to p jest ∗-unikalny nad alfabetem ternarnym.

Twierdzenie naturalnie uzupeªnia przedstawion¡ wcze±niej klasy�kacj¦

unikalnych wzorców w sªowach cz¦±ciowych pozostawiaj¡c jedynie niewielk¡

luk¦ - wci¡» nie jest wiadomo, czy istnieje zdublowany wzorzec dªugo±ci 4 i

o 2 zmiennych, który byªby nieunikalny dla sªów cz¦±ciowych nad alfabetem

ternarnym. Takie wzorce s¡ jedynie trzy - ABAB, ABBA oraz AABB, jed-

nak sprawdzenie ich unikalno±ci wymyka si¦ u»ywanym w tej pracy metodom

probabilistycznym, których siªa tkwi w zachowaniach asymptotycznych.
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2.3 Dowód twierdzenia 2.4

Dowód b¦dzie wykorzystywa¢ algorytmiczn¡ wersj¦ lokalnego lematu Lovásza

autorstwa Mosera i Tardosa [21]. Koncepcja zastosowania tej wersji lematu w

dowodach dotycz¡cych wzorców w sªowach pochodzi od Grytczuka, Kozika i

Micka [12]. Polega na zaªo»eniu, »e losowy algorytm buduj¡cy sªowo unikaj¡c

wzorca nigdy nie uªo»y sªowa pewnej dªugo±ci M i u»ycia tego faktu do

skompresowania ci¡gu bitów w stopniu wi¦kszym ni» jest to mo»liwe.

Dowód. Ustalmy wzorzec p o dªugo±ci 2k i k ­ 3 zmiennych. Udowodnimy, »e

mo»liwe jest skonstruowanie sªowaW = w1 . . . wn nad alfabetem Σ = {a, b, c}
unikaj¡cego p i takiego, »e H(W ) = {wi : 100 | i}. Przeanalizujmy randomi-

zowany algorytm 1, który stara si¦ losowo uªo»y¢ sªowo W (dla uproszczenia

analizy zakªadamy, »e umieszcza on litery równie» w miejscach luk) i wycofuje

wszystkie instancje wzorca p traktuj¡c pozycje H(W ) jako luki.

Algorithm 1: Unikanie wzorca p

1 wej±cie: C : N→ Σ = {a, b, c}
2 i← 1, j ← 1

3 while j < n do

4 wj ← C(i)

5 i++

6 j++

7 if Istnieje instancja R wzorca p ko«cz¡ca si¦ na wj then

8 Niech WR b¦dzie zbiorem pozycji R

9 for k ∈ WR do

10 usu« liter¦ na pozycji wk

11 j ← pierwsza pozycja w WR

12 return W
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Zaªó»my nie wprost, »e nie istnieje n−literowe sªowo unikaj¡ce p, a za-

tem algorytm nigdy si¦ nie zatrzyma. Ustalmy pewn¡ wej±ciow¡ sekwencj¦

C i prze±led¹my pierwsze M kroków dziaªania algorytmu. Dziaªaj¡c algo-

rytmem na sekwencji C stworzymy struktur¦ dokªadnie opisuj¡c¡ zacho-

wanie algorytmu. Struktura ta b¦dzie zale»e¢ jedynie od sekwencji C oraz

wzorca p. Ponadto z konstrukcji b¦dzie wynika¢, »e dla dwóch róznych se-

kwencji C i C ′ otrzymamy ró»ne struktury. Nasz¡ struktur¡ b¦dzie pi¡tka

(P,L, S,H, F ) ∈ (P,L,S,H,F), gdzie:

1. P = (p1, . . . , pM) jest ci¡giem liczb, gdzie pi jest ró»nic¡ w ilo±ci liter,

z których skªada si¦ konstruowane sªowo po i-tym i (i − 1)-ym kroku

algorytmu (zatem pi < 0 w przypadku wycofania instancji wzorca oraz

pi = 1 w przeciwnym wypadku),

2. L = (L1, . . . , Ls) jest ci¡giem zbiorów liczb, gdzie Li = {li,1, . . . , li,k−1}
(k jest ilo±ci¡ zmiennych we wzorcu p), a li,j jest liczb¡ liter przyporz¡d-

kowanych do j-tej zmiennej w i-tym wycofanym powtórzeniu wzorca

p podczas dziaªania algorytmu. Liczba liter przyporz¡dkowanych do k

- tej zmiennej nie musi by¢ dodatkowo zapisywana, gdy» b¦dzie mo»-

liwa do odtworzenia na podstawie pozostaªych zmiennych i dªugo±ci

wycofanego fragmentu.

3. S = (s1, . . . , sr) jest ci¡giem powstaªym z liter przyporz¡dkowanych do

poszczególnych zmiennych α, β, γ kolejnych wycofywanych instancji p.

Zapisywane s¡ litery, które s¡ przyporz¡dkowane do danej zmiennej w

miejscu nie zaj¦tym przez luk¦. W przypadku, gdy pewna pozycja danej

zmiennej jest zajmowana przez luk¦ w ka»dej instancji tej zmiennej, w

miejscu tej pozycji zostaje zapisana dowolna litera.

4. H = {h1, . . . , h|H|} jest ci¡giem liter koniecznych do odtworzenia liter

przyporz¡dkowanych lukom podczas dziaªania algorytmu. Po ka»dej
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retrakcji do H dodawane jest tyle liter, ile luk znajdowaªo si¦ w wy-

cofywanym fragmencie. Jest pewna redundancja mi¦dzy H i S, ale nie

jest ona asymptotycznie istotna.

5. F = (f1, . . . , fn′) (gdzie n′ < n) jest sekwencj¡ liter w sªowie W po M

krokach algorytmu.

Bezstratno±¢ kompresji. Dowiedziemy, »e mo»liwe jest zrekonstruowa-

nie pierwszych M elementów sekwencji wej±ciowej C na podstawie pi¡tki

(P,L, S,H, F ) powstaªej w trakcie M kroków algorytmu. Dowód b¦dzie po-

legaª na odtworzeniu z (P,L, S,H, F ) elementu C(M) oraz (P ′, L′, S ′, H ′, F ′)

- pi¡tki powstaªej w trakcie pierwszych M − 1 kroków dziaªania algorytmu.

Iteruj¡c ten proces otrzymamy caª¡ sekwencj¦ C.

Je±li pM = 1, to »aden wzorzec nie zostaª wycofany podczas ostatniego

kroku algorytmu, wi¦c C(M) jest po prostu ostatnim elementem F , P ′ oraz

F ′ s¡ o jeden element krótsze, natomiast L′ = L i H ′ = H.

Je±li pM = 1 − r, to w trakcie ostatniego kroku nast¡piªo wycofanie r

elementów b¦d¡cych instancj¡ wzorca p. Z ostatniego elementu L jeste±my

w stanie odtworzy¢ stuktur¦ tej instancji, tzn. dªugo±ci l1, . . . , lk ci¡gów pod-

stawionych pod kolejne zmienne. Nast¦pnie analizuj¡c P jeste±my w stanie

stwierdzi¢ ile luk zawieraªa instancja oraz w których miejscach wycofanego

fragmentu si¦ one znajdowaªy, natomiast z S i H jeste±my w stanie odtwo-

rzy¢ konkretne litery, które byªy podstawione pod zmienne. Poª¡czenie tych

kroków pozwala na zrekonstuowanie sªowa sprzed retrakcji wykonanej przez

algorytm w ostatnim kroku. Przypisanie zrekonstruowanego sªowa do F ′ oraz

odpowiednie skrócenie P ′, L′, S ′ oraz H ′ daje nam porz¡dan¡ pi¡tk¦ odpo-

wiadaj¡c¡ (M − 1)-emu krokowi algorytmu.

Kompresja. Interesowa¢ nas b¦dzie asymptotyczna ilo±¢ pi¡tek P,L, S,H, F ,

gdyM d¡»y do niesko«czono±ci. Podamy wspólne ograniczenie na ilo±¢ trójek

P,L, S i osobne ograniczenia na H i F .
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Ograniczenie liczby trójek (P,L, S). Zastosujemy opisane wcze±niej me-

tody analityczne do ograniczenia rz¦du wykªadniczego ci¡gu (Tn)n∈N trójek

(P,L, S), które mo»liwe s¡ do uzyskania po n krokach algorytmu. Na potrzeby

szacowania dokonamy dwóch niewpªywaj¡cych na asymptotyk¦ mody�kacji

trójek P,L, S:

1. Dla ka»dej trójki przedªu»my P w taki sposób, by ko«czyªa si¦ sªowem

pustym, tj. by pn = 0. Ze wzgl¦du na ograniczon¡ ilo±¢ mo»liwych

warto±ci pi da si¦ to zrobi¢ dopisuj¡c jedynie staª¡ liczb¦ elementów,

2. Na pocz¡tku ci¡gu P dodamy dodatkowy wyraz o warto±ci 1.

W ten sposób uzyskamy ci¡gi P , których sumy poz¡tkowe nigdy nie osi¡-

gaj¡ warto±ci 0 oraz których caªkowita suma wynosi 1. Zbiór takich ci¡gów

nazwijmy P1. Zauwa»my, »e konsekwencj¡ tych wªasno±ci jest to, »e P ∈ P1

jest albo dªugo±ci 1, albo w ostatnim kroku nast¦puje spadek (czyli pn < 0).

Pod¡»aj¡c za ide¡ dekompozycji ostatnich spadków [10, rozdziaª V.4], udo-

wodnimy teraz:

Fakt 2.5. Funkcja tworz¡ca zliczaj¡cega obiekty w P1 speªnia równanie

P1(z) = z
(

1 +
1

1− P1

)
.

Dowód. Niech P b¦dzie ci¡giem z P1 o dªugo±ci n i ostatnim spadku wyso-

ko±ci d. Ponadto niech ih b¦dzie ostatnim indeksem, dla którego Σih
i=1pi = h

oraz niech i0 = 0. Wtedy Ph zde�niujemy jako [pih−1+1, . . . , pih ]. Zauwa»my

teraz, »e wszystkie ci¡gi Ph nale»¡ równie» do P1 i po konkatenacji tworz¡

pierwsze n− 1 wyrazów ci¡gu P , zatem po skonkatenowaniu z jednowyrazo-

wym ci¡giem [1−d] tworz¡ caªe P. Ze wzgl¦du na jednoznaczno±¢ rozkªadu na

Ph oraz jednowyrazowy ci¡g daje nam to równanie rekurencyjne dla funkcji

tworz¡cej:
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P1(z) = z
(

SEQ(P1(z))
)

= z
( 1

1− P1(z)

)
= z

(
1 +

P1(z)
1− P1(z)

)
. (1)

Niech PL1 oznacza zbiór par (P,L), gdzie P ∈ P1 oraz L ∈ L. Teraz by

uzyska¢ funkcj¦ tworz¡c¡ zliczaj¡c¡ takie pary nale»y zde�niowa¢ funkcj¦,

która poza opisem ci¡gów P wraz z ka»dym spadkiem b¦dzie zapisywa¢ rów-

nie» odpowiedni jego podziaª na k cz¦±ci (gdzie k to ilo±¢ ró»nych zmiennych

we wzorcu):

Fakt 2.6. Funkcja tworz¡ca zliczaj¡cega obiekty w PL1 speªnia równanie

PL1(z) = z
(

1 +
k∏
i=1

PL1(z)ui

1− PL1(z)ui

)
,

gdzie ui jest ilo±ci¡ wyst¡pie« i-tej zmiennej we wzorcu.

Dowód. Niech P,L b¦dzie par¡ z PL1, gdzie P jest dªugo±ci n i ma ostatni

spadek wysoko±ci d. Dekompozycja opisuj¡ca PL1 b¦dzie podobnej postaci

jak (1), jednak by dodatkowo opisa¢ podziaª ostatniego spadku, nale»y po-

dzieli¢ skªadowe Ph na k kolejnych podzbiorów, z których ka»dy jest wielko±ci

sumarycznej ilo±ci liter przyporz¡dkowanych do wszystkich wyst¡pie« odpo-

wiadaj¡cej mu zmiennej. Nale»y zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e ta warto±¢ b¦dzie

podzielna przez ilo±¢ wyst¡pie« zmiennej odpowiadaj¡cej danemu podzbio-

rowi w caªym wzorcu. Wszystkie spadki w P nie licz¡c ostatniego s¡ opisane

poprzez inne elementy (P,L), zatem ich podziaª nie musi by¢ dodatkowo opi-

sywany w dekompozycji. Konstrukcj¦ tak¡ mo»na uzyska¢ za pomoc¡ opera-

tora SEQk:

PL1(z) = z

(
1+

k∏
i=1

SEQ
(
SEQui

(PL1(z))
))

= z

(
1+

k∏
i=1

PL1(z)ui

1− PL1(z)ui

)
. (2)
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Niech teraz T b¦dzie zbiorem trójek P,L, S takich, »e P ∈ P1, L ∈ L oraz

S ∈ S. By uzyska¢ funkcj¦ tworz¡c¡ zliczaj¡c¡ elementy T nale»y powy»sze

konstrukcje uzupeªni¢ tak, by zapisywaªy dodatkowo wszystkie zapisywane

litery:

Fakt 2.7. Funkcja tworz¡ca zliczaj¡cega obiekty w T speªnia równanie

T (z) = z
(

1 +
k∏
i=1

3 · T (z)ui

1− 3 · T (z)ui

)
,

gdzie ui jest ilo±ci¡ wyst¡pie« i-tej zmiennej we wzorcu.

Dowód. Niech P,L, S b¦dzie trójk¡ z T, gdzie P jest dªugo±ci n i ma ostatni

spadek wysoko±ci d. Dekompozycja opisuj¡ca T b¦dzie podobnej postaci jak

2, jednak dodatkowo b¦dzie zapisywa¢ wycofane litery. Mo»na to osi¡gn¡¢ do-

pisuj¡c po prostu warto±¢ 3 przed symbolem SEQu, co jest równowa»ne skoja-

rzeniu warto±ci 3 z ka»dym wyst¡pieniem T (z)ui po prawej stronie równania.

Konstrukcja taka odpowiada zapisywaniu tylu liter, ile w ostatnim spadku

zostaªo przyporz¡dkowanych do wszystkich zmiennych (zliczaj¡c tylko poje-

dyncze wyst¡pienia ka»dej z nich):

T (z) = z

(
1+

k∏
i=1

(
SEQ

(
3·SEQui

(T (z))
)))

= z

(
1+

k∏
i=1

3 · T (z)ui

1− 3 · T (z)ui

)
. (3)

Funkcja φ(t) = 1+
(∏k

i=1

(
3tui

1−3tui

))
speªnia warunki twierdzenia 1.4, a zatem

istnieje jednoznaczne rozwi¡zanie τ ∈ (0, R) równania τφ′(τ)
φ(τ) = 1, gdzie R jest

promieniem zbie»no±ci φ. Zde�niujmy ψ(x) = x
φ(x) i zauwa»my, »e

ψ(x)′ =
φ(x)− x · φ′(x)

φ2(x)
=

1
φ(x)

− xφ′(x)
φ2(x)

.

Zatem mamy nast¦puj¡ce równowa»no±ci mi¦dzy równaniami:
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ψ′(x) = 0 (4)

m
1

φ(x)
=
xφ′(x)
φ2(x)

m
xφ′(x)
φ(x)

= 1. (5)

Zauwa»aj¡c ponadto, »e ψ(0) = 0 oraz »e ψ przyjmuje warto±ci nieujemne

w obr¦bie promienia zbie»no±ci dochodzimy do wniosku, »e rozwi¡zanie rów-

nania (5) jest maksimum funkcji ψ w tym obszarze. Jako »e na mocy twier-

dzenia 1.4 interesuj¡ca nas asymptotyka [zn]T (z) jest wykªadniczego rz¦du(
1
p

)
, gdzie p = τ

φ(τ) = ψ(τ), by otrzyma¢ górne oszacowanie na wykªadni-

czy rz¡d asymptotyczny wspóªczynników rozwini¦cia T , wystarczy nam teraz

oszacowa¢ od doªu maksimum ψ(t). Jako »e interesuje nas tylko oszacowanie,

zaw¦zimy si¦ w naszych rozwa»aniach do 0 < t < 0.5, co pozwoli unikn¡¢ pro-

blemów z zale»no±ci¡ mni¦dzy promieniem zbie»no±ci T (a zatem i dziedzin¡

ψ), a parametrami k i li, gdy» promie« zbie»no±ci w interesuj¡cym nas pod-

zbiorze mo»liwych parametrów jest zawsze wi¦kszy od 0.5, wi¦c rozwa»ane

funkcje b¦d¡ ±ci±le dodatnie i okre±lone w caªej dziedzinie. Znajdziemy naj-

pierw takie parametry k oraz li, dla których maksimum ψ jest najmniejsze.

Najpierw znajdziemy odpowiednie li przy ustalonym k:

Fakt 2.8. Niech 0 < t < 0.5. Wtedy funkcja

ψt(l1, . . . , lk) =
t

1 +
(∏k

i=1

(
3tli

1−3tli

))

o dziedzinie równej L =
{
l1, . . . , lk : li ­ 2,Σk

i=1li = 2k
}
przyjmuje minimum

w jednym z punktów ekstremalnych dziedziny, tj. gdy wszystkie li s¡ równe 2

z wyj¡tkiem co najwy»ej jednego.
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Dowód. Niech lm = la+lb
2 oraz niech t > 0. Z wypukªo±ci funkcji wykªadniczej

wynika wtedy nast¦puj¡cy ci¡g równowa»no±ci:

tla + tlb ­ 2tlm

m

1− 3tla − 3tlb + 9tla+lb ¬ 1− 6tlm + 9t2lm

m

1 + C
9tla+lb

(1− 3tla)(1− 3tlb)
­ 1 + C

9t2lm

(1− 3tlm)(1− 3tlm)

m
t

1 + C 9tla+lb
(1−3tla )(1−3tlb )

¬ t

1 + C 9tli+lj
(1−3tlm )(1−3tlm )

m
t

1 + C 3tla
(1−3tla ) ·

3tlb
(1−3tlb )

¬ t

1 + C 3tlm
(1−3tlm ) ·

3tlm
(1−3tlm )

dla dowolnej staªej C. Ustalaj¡c C równe iloczynowi 3tli
(1−3tli ) dla wszystkich

pozostaªych li dostajemy wkl¦sªo±¢ funkcji ψt. Funkcja wkl¦sªa na zbiorze

wypukªym, jakim jest ustalona dziedzina li, przyjmuje minimum w jednym

z punktów ekstremalnych tego zbioru, co daje tez¦.

Znaj¡c teraz zale»no±¢ mi¦dzy warto±ciami li oraz k jeste±my w stanie wybra¢

odpowiednie k:

Fakt 2.9. Niech 0 < t < 0.5. Wtedy

ψextt (k) =
t

1 +
((

3t2
1−3t2

)k−1(
3t2k−2k+2

1−3t2k−2k+2

))
jest funkcj¡ ±ci±le rosn¡ca dla 0 < t < 0.5 oraz k naturalnego wi¦kszego od 2.
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Dowód. Fakt ten mo»na udowodni¢ licz¡c pochodn¡ funkcji ψextt (k) i spraw-

dzaj¡c jej dodatnio±¢, jednak posta¢ pochodnej jest tak skomplikowana, »e

unikamy tego podej±cia kieruj¡c si¦ klarowno±ci¡ wywodu. Przeanalizujmy

wpªyw zwi¦kszenia k o jeden na warto±¢ funkcji. Rozwa»ymy go poprzez

analiz¦ trzech termów, w których wyst¦puje k:
(

3t2
1−3t2

)k−1

(1), 3t2
k−2k+2(2)

oraz 1
1−3t2k−2k+2

(3):

(1) 3t2
1−3t2 < 3, zatem pierwszy term zwi¦kszy si¦ najwy»ej trzykrotnie,

(2) 3t2
k+1−2(k+1)+2

3t2k−2k+2
= t2

k−2, zatem drugi term zmaleje przynajmniej 32-krotnie,

(3) 1 < 1
1−3t2k−2k+2

< 16
15 dla ka»dego k, zatem trzeci term wzro±nie najwy»ej

16
15 -krotnie.

Z powy»szej analizy jasno wynika, ze mianownik ψextt (k) jest funkcj¡ male-

j¡c¡, a zatem ψextt (k) jest rosn¡ca.

Z faktów 2.8 i 2.9 wynika, »e najmniejsze maksimum funkcja ψ przyjmuje

dla parametrów k = 3 oraz l1 = 2, l2 = 2, l3 = 4. U»ywaj¡c programu Maple

dokonujemy sprawdzenia (stosuj¡c obliczenia symboliczne), »e dla takich pa-

rametrów osi¡ga ona warto±¢ wi¦ksz¡ ni» 0.487 dla z = 0.471, a zatem rz¡d

wykªadniczy Tn jest nie wi¦kszy ni» 1/0.4710 = 2.1229 i w konsekwencji ist-

nieje najwy»ej 2.1229M trójek P,L, S mo»liwych do uzyskania w M krokach

algorytmu 1.

Ograniczenie liczby elementów H. Ka»da retrakcja R wycofuje co naj-

mniej 8 liter, a zatem dodaje co najwy»ej d |R|100e liter do H. Ponadto suma

dªugo±ci wszystkich retrakcji jest niewi¦ksza ni»M , a zatem istnieje najwy»ej

2
M
8 < 1.1M ci¡gów R mo»liwych do osi¡gni¦cia po M krokach algorytmu.

Ograniczanie liczby elementów F . Ostateczna sekwencja liter jest dªu-

go±ci najwy»ej |W | − 1, zatem istnieje najwy»ej 4|W | takich sekwencji, bo do
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ka»dego miejsca mo»e zosta¢ przyporz¡dkowany jeden z symboli 0, 1, 2 (litery

alfabetu ternarnego) lub brak symbolu. Symbole � mog¡ by¢ przyporz¡dko-

wywane tylko do ustalonych wcze±niej pozycji, zatem dodatkowe zapisywanie

ich nie jest konieczne.

Ograniczanie liczby pi¡tek (P,L, S,R, F ). Mno»¡c wszystkie poprzednie

ograniczenia dla dostatecznie du»egoM otrzymujemy ograniczenie (2.1229×
1.1)M × 4|W | < 2.34M × 4|W | < 3M na wszystkie mo»liwe pi¡tki w peªni opi-

suj¡ce wszystkie 3M mo»liwych pre�ksów C, co daje nam po»¡dan¡ sprzecz-

no±¢.

2.4 Uwagi ko«cowe

Algorytmiczny Lokalny Lemat Lovásza jest bardzo u»yteczn¡ metod¡ w dzie-

dzinie unikania wzorców w sªowach, jednak jego siªa przejawia si¦ gªównie w

zachowaniach asymptotycznych (mo»na to zreszt¡ powiedzie¢ o wi¦kszo±ci

metod o naturze probabilitycznej). Bezpo±rednie zastosowanie technik wyko-

rzystanych w dowodzie dla alfabetów ternarnych pozwala na udowodnienie

hipotezy o alfabetach binarnych dla wzorców p o conajmniej 3 zmiennych. Z

tego wzgl¦du peªny dowód hipotezy dla alfabetów binarnych mo»e wymaga¢

innych metod.

3 Unikanie wzorców w grafach

3.1 Podstawowe de�nicje

Dla grafu G przez V (G) i E(G) oznacza¢ b¦dziemy odpowiednio zbiór wierz-

choªków i kraw¦dzi G. Dekompozycja drzewowa grafu G to graf T b¦d¡cy

drzewem (grafem spójnym nieposiadaj¡cy cyklu) o wierzchoªkachX1, . . . , Xn,
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gdzie ka»de Xi jest podzbiorem wierzchoªków grafu G speªniaj¡cym nast¦-

puj¡ce warunki:

1. Ka»dy wierzchoªek grafu G nale»y do przynajmniej jednego Xi.

2. Je±li v ∈ V (G) nale»y zarówno do Xi jak i Xj, to wszystkie wierz-

choªki Xk ∈ V (T ) le»¡ce na (jedynej) ±cie»ce mi¦dzy Xi a Xj równie»

zawieraj¡ v.

3. Dla ka»dej kraw¦dzi (v, w) ∈ E(G) istnieje Xi zawieraj¡cy zarówno v

jak i w.

Analogicznie dekompozycj¡ ±cie»kow¡ b¦dziemy nazywa¢ graf P b¦d¡cy

±cie»k¡ o wierzchoªkach X1, . . . , Xn speªniaj¡cych powy»sze warunki. Dla

ustalonej dekompozycji (drzewowej lub ±cie»kowej) przez jej szeroko±¢ ro-

zumie¢ b¦dziemy rozmiar najwi¦kszego zbioru Xi. Minimaln¡ mo»liw¡ sze-

roko±¢ dekompozycji drzewowej grafu G nazywa¢ b¦dziemy szeroko±ci¡ drze-

wow¡ G, natomiast minimaln¡ szeroko±¢ dekompozycji ±cie»kowej G - jego

szeroko±ci¡ ±cie»kow¡.

Kolorowanie grafu to funkcja φ : V (G) → N przyporz¡dkowuj¡ca ka»-

demu z wierzchoªków kolor b¦d¡cy liczb¡ naturaln¡, natomiast k-kolorowanie

to kolorowanie u»ywaj¡ce jedynie k kolorów. Powiemy, »e kolorowanie φ :

V (G) → N grafu G unika wzorca p, je±li nie istnieje w nim ±cie»ka prosta,

która zawieraªaby p (rozwa»amy kolory wierzchoªków na ±cie»ce jako litery al-

fabetu k-arnego). W szczególno±ci, kolorowanie jest nierepetytywne je±li unika

wzorcaAA. Liczba Thuego grafuG, oznaczana jako π(G), to minimalna liczba

kolorów k, dla której da si¦ skonstruowa¢ nierepetytywne k-kolorowanie G.

Przyporz¡dkujmy teraz ka»demu z wierzchoªków v list¦ Lv ⊂ N do-

st¦pnych kolorów. Kolorowanie G z list to takie kolorowanie, dla którego

∀v∈V (G)φ(v) ∈ Lv. Listowa liczba Thuego grafu G, oznaczana jako πl(G),
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to minimalne k takie, »e dla ka»dego przyporz¡dkowania list wielko±ci k do

wierzchoªków G istnieje nierepetytywne kolorowanie z tych list.

W obr¦bie tego rozdziaªu interesowa¢ nas b¦dzie czasem wybieranie mniej-

szej listy z wi¦kszych list kolorów dost¦pnych dla ka»dego wierzchoªka - na

tak¡ procedur¦ patrze¢ b¦dziemy jak na wybór podlisty ze wszystkich mo»-

liwych podlist i nazywa¢ prekolorowaniem. O prekolorowaniu powiemy, »e

unika wzorca p, je±li z wybranych list nie da si¦ wybra¢ kolorów tak, by

powstaªa instancja wzorca.

3.2 Wprowadzenie

Jednym z naturalnych rozwini¦¢ tematyki unikania wzorców w sªowach nad

alfabetem k-arnym jest unikanie wzorców w grafach kolorowanych k kolorami.

Problem ten byª rozwa»any gªównie w kontek±cie unikania powtórze« (tzn.

wzorców typu AA) i ograniczania liczby kolorów ze wzgl¦du na ró»ne para-

metry grafowe. Wynikiem, który zapocz¡tkowaª badania w tej dziedzinie byªo

ograniczenie ilo±ci kolorów ze wzgl¦du na maksymalny stopie« wierzchoªka

[1]:

Twierdzenie 3.1. Istnieje staªa c taka, »e

π(G) ¬ πl(G) ¬ c∆2

dla wszystkich grafów o maksymalnym stopniu wierzchoªka równym ∆.

Ponadto w tej samej pracy udaªo si¦ pokaza¢, »e istniej¡ grafy, dla których

π(G) ­ ∆2
log ∆ . Dzi¦ki pó¹niejszym pracom dotycz¡cym oszacowania staªej c

[13, 14, 15, 7] zostaªo osi¡gni¦te oszacowanie π(G) ¬ πl(G) ¬ (1 + o(1))∆2

[7]. Wszystkie te wyniki w naturalny sposób uogólniaj¡ si¦ na listow¡ liczb¦

Thuego.

Jednym z prostszych wyników w tej dziedzinie jest ograniczenie liczby

Thuego dla wszystkich drzew przez 4 [1], które zostaªo uogólnione dla wszyst-
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kich grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewowej przez Kündgena i Pelsma-

jera. Pokazali oni, »e π(G) ¬ 4k dla wszystkich grafów o szeroko±ci drzewowej

k [16]. Je±li zamiast szeroko±ci drzewowej rozwa»y si¦ szeroko±¢ ±cie»kow¡,

znane jest ograniczenie wielomianowe: π(G) ¬ 2k2 + 6k + 1 [7].

Przejdziemy teraz do omówienia wyników dotycz¡cych listowej liczby

Thuego, która b¦dzie gªównym tematem tego rozdziaªu. Wiadomo, »e dla

±cie»ek listowa liczba Thuego wynosi 3 lub 4 i jest to jeden z pierwszych wy-

ników wykorzystuj¡cych algorytmiczn¡ wersj¦ Lokalnego Lematu Lovásza w

problematyce unikania wzorców [12] (zwykªa liczba Thuego dla ±cie»ek wy-

nosi 3 i jest to prosta konsekwencja twierdzenia Thuego). Niedawny wynik

Fiorenzi'ego, Ochema, Ossona de Mendeza i Zhu jest pierwszym wskazuj¡-

cym na ró»nic¦ mi¦dzy listow¡ i klasyczna liczb¡ Thuego [11]. Pokazali oni,

»e listowa liczba Thuego dla drzew nie jest ograniczona. Oczywi±cie drzewa,

które osi¡gaj¡ wysok¡ listow¡ liczb¦ Thuego musz¡ mie¢ równie» wysokie

stopnie wierzchoªków, co wynika z przytoczonego wcze±niej ograniczenia.

Z jednej strony wiemy wi¦c, »e πl(G) nie jest ograniczone dla grafów

z ograniczon¡ szeroko±ci¡ drzewow¡, z drugiej strony jest ograniczone dla

±cie»ek i grafów z szeroko±ci¡ ±cie»kow¡ 1 [7]. Dwa wyniki, które zaprezen-

tuj¦ w tym rozdziale powstaªy we wspóªpracy z Piotrem Mickiem, Jakubem

Kozikiem oraz Gwenaëlem Joretem. Pierwszy z nich to konstrukcja kontr-

przykªadu pokazuj¡cego, »e listowa liczba Thuego nie jest ograniczona dla

grafów z organiczon¡ szeroko±ci¡ ±cie»kow¡:

Twierdzenie 3.2. Dla ka»dego c > 1 istnieje graf G o szeroko±ci ±cie»kowej

2 taki, »e πl(G) > c.

W obliczu tego wyniku i prostego ograniczenia klasycznej liczby Thuego

dla drzew zasadnym wydaje si¦ pytanie o listow¡ liczb¦ Thuego dla drzew

z ograniczon¡ szeroko±ci¡ ±cie»kow¡ (ograniczenie to nie ogranicza stopni

wierzchoªków). Drugi wynik jest pozytywny i stanowi ograniczenie na liczb¦

kolorów w tej wªa±nie kon�guracji:
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Twierdzenie 3.3. Istnieje funkcja f : N → N taka, »e πl(T ) ¬ f(k) dla

ka»dego drzewa T o szeroko±ci ±cie»kowej k.

3.3 Ogólne grafy o ograniczonej szeroko±ci ±cie»kowej

Sekcj¦ t¦ zaczniemy od konstrukcji grafu o szeroko±ci ±cie»kowej 2 i dowolnie

du»ej listowej liczbie Thuego. Niech Dn,k b¦dzie grafem powstaªym ze ±cie»ki

o dªugo±ci 2n poprzez zast¡pienie ka»dego nieparzystego wierzchoªka grup¡(
kn
k

)
wierzchoªków, to jest:

V (Dn,k) = {v2i|i ∈ [n]} ∪ {vj2i−1|i ∈ [n], j ∈ [
(
kn

k

)
]}.

Wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzia w Dn,k wtedy i tylko wtedy, gdy ich

indeksy dolne ró»ni¡ si¦ o dokªadnie jeden (co w szczególno±ci oznacza, »e

grupy wierzchoªków nieparzystych tworz¡ zbiory niezale»ne). Udowodnimy

teraz, »e:

Twierdzenie 3.4. Je±li k i n s¡ liczbami naturalnymi takimi, »e k > 1 i

n > ek+2 to πl(Dn,k) > k.

Dowód. Na potrzeby dowodu wierzchoªkiem uogólnionym Vi nazwijmy wierz-

choªek vi dla i parzystych oraz zbiór wszystkich wierzchoªków vi,j dla i nie-

parzystych. Wtedy dla kolorowania φ, przez φ(2i + 1) b¦dziemy rozumie¢

zbiór wszystkich kolorów wybranych dla wierzchoªków w V2i+1. Przyporz¡d-

kujmy listy dªugo±ci k do wierzchoªków w taki sposób, »e wierzchoªki parzyste

otrzymaj¡ parami rozª¡czne listy, natomiast wierzchoªki nieparzyste o danym

indeksie otrzymaj¡ wszystkie mo»liwe listy kolorów u»ywanych przez listy

wierzchoªków parzystych. Dla wierzchoªka vi, gdzie i = 2t poªó»my zatem

Li = {tk+1, tk+2, . . . , tk+k}, a dla wierzchoªków v2i+1,1, v2i+1,2, . . . , v2i+1,(knk )
niech L2i+1,1, . . . b¦d¡ wszystkimi k-elementowymi podzbiorami {1, 2, . . . , kn}.
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Przypu±¢my teraz, »e dla takiego doboru list φ jest nierepetytywnym

k-kolorowaniem Dn,k. By doj±¢ do sprzeczno±ci wystarczy rozwa»y¢ powtó-

rzenia bloków nieparzystej dªugo±ci. Zauwa»my, »e dla ka»dego segmentu

[Di, Di+4j+2] musi istnie¢ parzyste l takie, »e φ(l) /∈ φ(l+2j+1) dla pewnego

j ∈ Z. Powiemy wtedy, »e para (l, l + 2j + 1) jest ±wiadkiem dla segmentu

[Di, Di+4j+2]. Oczywi±cie ka»dy segment musi mie¢ ±wiadka, ponadto para

(l, l + 2j + 1) mo»e by¢ ±wiadkiem jedynie dla zawieraj¡cych j¡ segmentów

dªugo±ci 4j + 2, a zatem dla najwy»ej |2j + 1| segmentów.

Graf Dn,k zawiera n− (4l+ 1) segmentów dªugo±ci 4l+ 2, które w sumie

potrzebuj¡ co najmniej dn−(4l+1)
2l+1 e = d n+1

2l+1 − 2e ró»nych ±wiadków. Sumuj¡c

po wszystkich l otrzymujemy nierówno±¢ prawdziw¡ dla odpowiednio du»ych

n:

Σ
n−2
4

l=1 d
n+ 1
2l + 1

− 2e ­ n

2
Σ
n
4
l=1

1
l
− n

2
­ n

2
ln(

n

4
)−−n

2
­ n

4
ln(

n

4
). (6)

Zauwa»my teraz, »e uogólniony wierzchoªek nieparzysty V2i+1 mo»e nale-

»e¢ do najwy»ej k−1 par typu (l, 2i+1) b¦d¡cych ±wiadkami, gdy» nale»enie

do ka»dej z nich wi¡»e si¦ z niemo»liwo±ci¡ wykorzystania koloru φ(l) w »ad-

nym z wierzchoªków V2i+1. Je±li wi¦c nale»aªby on do k par, zabraniaªyby

one k ró»nych kolorów, zatem wierzchoªek V2i+1 odpowiadaj¡cy zabronionej

k-tce nie mógªby zosta¢ pokolorowany. Z równania 6 wynika, »e uogólniony

wierzchoªek nieparzysty nale»y ±rednio do 1
2 ln(n4 ) par b¦d¡cych ±wiadkami,

co w poª¡czeniu z zaªo»eniem n > ek+2 daje nam po»¡dan¡ sprzeczno±¢.

3.4 Drzewa o ograniczonej szeroko±ci ±cie»kowej

Reszta niniejszego rozdziaªu po±wi¦cona b¦dzie dowodowi twierdzenia o ogra-

niczonej listowej liczbie chromatycznej drzew z ograniczon¡ szeroko±ci¡ ±cie»-

kow¡. W caªym dowodzie utrzymywana b¦dzie konwencja, wedle której ko-
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rze« drzewa jest jego najni»szym wierzchoªkiem, a li±cie - najwy»szymi. Me-

toda b¦dzie bardzo podobna do wykorzystanej w dowodzie twierdzenia 2.4:

Twierdzenie 3.5. Istnieje funkcja f taka, »e je±li T jest drzewem o szero-

ko±ci ±cie»kowej w to πl(T ) < f(w).

Ze wzgl¦dów technicznych zanim przejdziemy do dowodu uogólnimy po-

j¦cie powtórzenia. Powtórzeniem dªugo±ci n z przerw¡ t nazywa¢ b¦dziemy

ci¡g (a1, . . . , an, b1, . . . , bt, an+1, . . . , a2n), gdzie ai = ai+n. Powtórzenie dªugo-

±ci k nazywa¢ b¦dziemy w skrócie k-powtórzeniem. Nadu»ywaj¡c lekko nota-

cji ±cie»k¦ w gra�e, w którym sekwencja kolorów tworzy¢ b¦dzie powtórzenie

równie» nazywa¢ b¦dziemy powtórzeniem. �rodkow¡ kraw¦dzi¡ powtórzenia

dªugo±ci k nazwiemy kraw¦d¹ pomi¦dzy k-tym, a k + 1-szym wierzchoªkiem

±cie»ki. Bli¹niakiem l-tego wierzchoªka w powtórzeniu dªugo±ci k nazwiemy

wierzchoªek o indeksie (l + k) mod 2k.

W dowodzie korzysta¢ b¦dziemy z nast¦puj¡cego lematu o dekompozycji

drzew o ograniczonej szeroko±ci ±cie»kowej:

Lemat 3.6. Je±li T jest drzewem o szeroko±ci ±cie»kowej k, to istnieje zbiór

P rozª¡cznych ±cie»ek nale»¡cych do T taki, »e:

1. Ka»dy wierzchoªek T nale»y do dokªadnie jednej ±cie»ki w P ,

2. Metadrzewo T powstaªe z T przez kontrakcj¦ wszystkich ±cie»ek w P ma

±rednic¦ nie wi¦ksz¡ ni» 2k+1 − 1.

Dowód. Dowód b¦dzie przebiega¢ indukcyjnie ze wzgl¦du na k. Przypadek

k = 0 jest oczywisty, zaªó»my wi¦c, »e k > 0 i teza zachodzi dla wszystkich

l < k. Ka»dy graf o szeroko±ci ±cie»kowej k jest spójnym podgrafem grafu

przedziaªowego o wysoko±ci k+1, we¹my wi¦c dowoln¡ reprezentacj¦ takiego

nadgrafu dla T . Niech P0 b¦dzie ±cie»k¡ ª¡cz¡c¡ przedziaª zaczynaj¡cy si¦

najbardziej na lewo w tej reprezentacji z przedziaªem ko«cz¡cym si¦ najbar-

dziej na prawo (jest ona wyznaczona jednoznacznie, bo T jest drzewem). Po
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usuni¦ciu P0 z reprezentacji, pozostaje las o szeroko±ci ±cie»kowej nie wi¦kszej

ni» k − 1. Z zaªo»enia indukcyjnego ka»de pozostaªe drzewo posiada dekom-

pozycj¦ na ±cie»ki speªniaj¡ce warunki twierdzenia tworz¡ce metadrzewa o

szeroko±ci nie wi¦kszej ni» 2k − 1. Niech P b¦dzie sum¡ tych ±cie»ek i P0.

Oczywi±cie ±cie»ki P s¡ podziaªem wierzchoªków drzewa T , a ±rednica meta-

drzewa P jest nie wi¦ksza ni» 2k+1 − 1.

Ustalmy teraz drzewo T o szeroko±ci ±cie»kowej k wraz z dowolnym zanu-

rzeniem na pªaszczyzn¦, korzeniem oraz dekompozycj¡ P o metadrzewie T.
Dodatkowo skierujmy ka»d¡ ±cie»k¦ w P w praw¡ stron¦. Pojedyncz¡ ±cie»k¦

dekompozycji nazywa¢ b¦dziemy ±cie»k¡ pierwotn¡, natomiast jej wierzcho-

ªek s¡siaduj¡cy ze ±cie»k¡ bli»sz¡ korzeniowi T - punktem centralnym (oczy-

wi±cie ±cie»ka zawieraj¡ca korze« nie ma punktu centralnego). Dla ka»dego

wierzchoªka v ∈ T , poziomem v b¦dziemy nazywa¢ odlegªo±¢ metawierzchoªka

zawieraj¡cego v do metawierzchoªka zawieraj¡cego korze« T w metadrzewie

T. Dla dowolnej ±cie»ki w T , jej fragment skªadaj¡cy si¦ z wierzchoªków na

najni»szym osi¡ganym przez ni¡ poziomie nazywa¢ b¦dziemy doln¡ cz¦±ci¡

±cie»ki. Scie»k¦ w T nazywa¢ b¦dziemy stabiln¡ je±li oba z jej ko«ców s¡

w jej dolnej cz¦±ci, jednokierunkow¡ - je±li le»y tam tylko jeden z ko«ców,

oraz dwukierunkow¡ - je±li »aden z ko«ców nie le»y w dolnej cz¦±ci ±cie»ki.

Jednokierunkowa ±cie»ka (v1, . . . , vl) jest skierowana w lewo je±li (v2, v1) jest

skierowan¡ kraw¦dzi¡ w ±cie»ce P zawieraj¡cej v1, w przeciwnym wypadku

taka ±cie»ka jest skierowana w prawo (nawet je±li v1 i v2 nale»¡ do ró»nych

±cie»ek w P , de�nicje nie s¡ zatem w peªni symetryczne). Dla ±cie»ek jedno-

i dwukierunkowych wierzchoªki nale»¡ce do dolnej cz¦±ci ±cie»ki maj¡ce s¡-

siada nienale»¡cego do dolnej cz¦±¢i nazywa¢ b¦dziemy punktami zaªamania.

Dla punktu v na poziomie k, dzie¢mi tego punktu nazwiemy wszystkie wierz-

choªki z poziomu k+1, które s¡siaduj¡ z v. Przez v↑ oznacza¢ b¦dziemy sum¦

wszystkich potomków v wraz z v.

Zanim przejdziemy do konstrukcji nierepetytywnego kolorowania T skró-
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cimy listy wykluczaj¡c jednocze±nie nast¦puj¡ce szczególne typy powtórze«:

(1) k-powtórzenia z przerw¡ t, gdzie t < k, nale»¡ce w caªo±ci do jednej

±cie»ki pierwotnej,

(2) jednostronne k-powtórzenia skierowane w prawo z dowolnie du»¡ prze-

rw¡ takie, »e przeci¦cie przerwy i dolnej cz¦±ci powtórzenia jest nie

dªu»sze ni» k,

(3) jednostronne k-powtórzenia skierowane w lewo z dowolnie du»¡ przerw¡

takie, »e przeci¦cie przerwy i dolnej cz¦±ci powtórzenia jest nie dªu»sze

ni» k.

Opis stopniowego skracania list opiszemy w trzech lematach po±wi¦conych

trzem kolejnym typom powtórze«. Skracanie list w drzewie mo»na rozwa»a¢

jako kolorowanie drzewa krótszymi listami, ka»de takie kolorowanie nazywa¢

b¦dziemy L-kolorowaniem. We wszystkich dowodach wszystkie skrócone listy

b¦d¡ tej samej dªugo±ci. �cie»k¦ pokolorowan¡ listami nazywa¢ b¦dziemy L-

powtórzeniem danego typu, je±li z list da si¦ wybra¢ kolory w taki sposób,

by powstaªo powtórzenie tego typu.

Ze wzgl¦dów technicznych b¦dziemy potrzebowa¢ nast¦puj¡cej obserwa-

cji:

Lemat 3.7. Je±li x1, . . . , xn jest ci¡giem nieujemnych liczby rzeczywistych

takich, »e Σn
i=1xi = M to Πn

i=1xi ¬ 4M .

Dowód. Z nierówno±ci Cauchy'ego wynika, »e iloczyn n liczb o staªej sumie

jest maksymalizowany, gdy liczby te s¡ równe. Interesuje nas zatem mak-

symalna warto±¢ wyra»enia xn przy zaªo»eniu, »e nx = M . Zauwa»my, »e

dla x > 4 mamy (x2 )2 > x, a zatem wybranie x′ = x
2 i n′ = 2n zwi¦kszy

nasze wyra»enie. Maksimum jest wi¦c osi¡gane dla x-ów mniejszych ni» 4, co

implikuje nierówno±¢ xn < 4n < 4M .
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Lemat 3.8. Je±li T jest drzewem o szeroko±ci ±cie»kowej k z listami wiel-

ko±ci N = 64n2 + n − 1 przyporz¡dkowaymi do wierzchoªków to istnieje L-

kolorowanie T listami wielko±ci n w taki sposób, by nie istniaªo L-powtórzenie

typu (1).

Dowód. Niech T b¦dzie drzewem o szeroko±ci drzewowej k, metadrzewie T i

ze zbiorem list {Lv}v∈V (T ) o wielko±ciach równych 64n2 +n−1 dla ka»dego v.

Zaªó»my, »e nie jest mo»liwy wybór podlist wielko±ci n w taki sposób, by nie

istniaªa L-powtórzenie typu (1). Z de�nicji ka»de powtórzenie typu (1) za-

warte jest w jednej ±cie»ce pierwotnej, a zatem istnieje pewna ±cie»ka P ∈ P,
dla której nie istnieje odpowiedni wybór podlist. Rozwa»my randomizowany

algorytm (Algorytm 2 poni»ej) próbuj¡cy wybra¢ podlisty w taki sposób, by

nie stworzy¢ L-powtórze« typu (1).

Algorithm 2: Unikanie powtórze« typu (1)

1 wej±cie: S : N→ [
(
N
n

)
]

2 i← 1, j ← 1, C ← ∅
3 while Scie»ka nie jest w caªo±ci L-pokolorowana do

4 C(vj)← podlista L o indeksie S(i)

5 i++

6 j++

7 if Istnieje instancja R L-powtórzenia ko«cz¡ca si¦ na vj then

8 Niech WR b¦dzie powtórzon¡ cz¦±ci¡ R zawieraj¡c¡ vj

9 for v ∈ WR do

10 usu« warot±¢ C(v)

11 j ← indeks pierwszej pozycji w WR

12 return C

Zauwa»my, »e dzi¦ki zaªo»eniu o nieistnieniu poprawnego L-kolorowania,

algorytm nigdy si¦ nie zatrzyma. Ustalmy teraz pewn¡ sekwencj¦ wej±ciow¡
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S i prze±led¹my pierwsze M kroków dziaªania algorytmu. Tak jak poprzed-

nio, postaramy si¦ opisa¢ dziaªanie algorytmu za pomoc¡ struktur, których

ilo±¢ oszacujemy pó¹niej za pomoc¡ metod kombinatoryki analitycznej. Tym

razem struktur¡ b¦dzie czwórka (P, F,G,R), gdzie:

• P = (p1, . . . , pM) jest ci¡giem liczb, gdzie pi jest jest ilo±ci¡ wierzchoª-

ków z nadanymi kolorami (mniejszymi listami) po i krokach,

• F jest funkcj¡ cz¦±ciow¡ C po M krokach algorytmu,

• G = (g1, . . . , gs) jest ci¡giem liczb takich, »e gi jest dªugo±ci¡ przerwy

w i-tej wycofanego powtórzenia typu (1),

• R = (r1, . . . , rs) jest ci¡giem sekwencji liczb, gdzie ri = (l1, . . . , lk)

odpowiada i-temu powtórzeniu. Je±li i-te powtórzenie pojawiªo si¦ na

±cie»ce (v1, . . . , vk, b1, . . . , bt, vk+1, . . . , v2k), gdzie t jest dªugo±ci¡ prze-

rwy, a listy je tworz¡ce to L1, . . . , Lk, B1, . . . , Bt, Lk+1, . . . , L2k to li jest

indeksem listy Lk+i spo±ród wszystkich list mo»liwych do wybrania na

wierzchoªku vi.

Teraz przyst¡pimy do dowodów kompresji i bezstratno±ci tego kodowania,

analogicznie jak miaªo to miejsce w poprzednim rozdziale.

Kompresja

1. Zacznijmy od oszacowania ilo±ci wszystkich mo»liwych P . Ci¡g (p1, . . . , pM)

bijektywnie przetransformujmy w ci¡g ró»nic (1, p2−p1, . . . , pM−pM−1)

tak, »e wszystkie ró»nice nale»e¢ b¦d¡ do zbioru {1, 0,−1,−2, . . . }. Na-
st¦pnie ka»dy niedodatni element −k tego ci¡gu zamie«my w podci¡g

(1,−1,−1, . . . ) dªugo±ci k, ªatwo sprawdzi¢, »e ta operacja równie» jest

bijektywna. Ci¡g wynikowy jest ci¡giem zerojedynkowym o dªugo±ci

nie wi¦kszej ni» 2M , zatem ilo±¢ takich ci¡gów jest rz¦du O(4M), wi¦c i

ilo±¢ P jest takiego rz¦du, jako »e obie transformacje byªy bijektywne.
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2. Liczba mo»liwych F mo»e by¢ traktowana jak staªa, gdy» nie ro±nie

wraz z M .

3. Suma elementów G jest nie wi¦ksza ni» suma dªugo±ci wszystkich wy-

cofanych L-powtórze«, która jest nie wi¦ksza ni»M , zatem ilo±¢ mo»li-

wych ci¡gów G jest mniejsza ni» ilo±¢ ci¡gów M + 1 liczb nieujemnych

sumuj¡cych si¦ do M , czyli
(

2M
M

)
= O(4M).

4. By oszacowa¢ liczb¦ mo»liwych R przypomnijmy, »e ka»de lj wyst¦-

puj¡ce w ri bed¡cym elementem R jest indeksem pewnej n-podlisty

po±ród wszystkich n-podlist listy rozmiaru N maj¡cych niepuste prze-

ci¦cie z pewn¡ jej ustalon¡ podlist¡ rozmiaru n. Indeks ten nie mo»e by¢

wi¦kszy ni» n
(
N−1
n−1

)
. Suma dªugo±ci sekwencji skªadaj¡cych si¦ na R jest

nie wi¦ksza ni» M , a ka»dy ci¡g dªugo±ci M mo»e by¢ rozdzielony na

spójne podci¡gi na 2M−1 sposobów. Aby zakodowa¢ R nale»y osobno

zakodowa¢ wyrazy nale»¡ce do wszystkich sekwencji oraz sposób po-

dziaªu na sekwencje, co w poª¡czeniu z poprzednimi obserwacjami daje

po»¡dane oszacowanie postaci O((2n
(
N−1
n−1

)
)M).

Mno»¡c uzyskane szacowania dostajemy oszacowanie na ilo±¢ mo»liwych czwó-

rek (P, F,G,R) opisuj¡cych konkretny przebieg algorytmu o dªugo±ci M :

O
((

25n
((
N − 1
n− 1

)))M)
= O

((
25n

n

N − n+ 1

(
N

n

))M)
= O

((
N

n

)M)
.

Wida¢ zatem, »e dla wystarczaj¡co du»ego M liczba mo»liwych opisów dzia-

ªania algorytmu jest mniejsza ni» liczba pocz¡tkowych segmentów S o dªu-

go±ci M . By uzyska¢ sprzeczno±¢ wystarczy teraz pokaza¢, »e dwa ró»ne

segmenty pocz¡tkowe S generuj¡ zawsze ró»ne opisy.

Bezstratno±¢ opisu

Udowodnimy, »e da si¦ zrekonstruowa¢ pierwszeM elementów ci¡gu S na

podstawie czwórki (P, F,G,R) powstaªej poM krokach dziaªania algorytmu.
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Argument b¦dzie iteracyjny - dla (P, F,G,R) zrekonstruujemy S(M) oraz

(P ′, F ′, G′, R′) - czwórk¦ powstaª¡ po M − 1 krokach dziaªania algorytmu,

a nast¦pnie powtarzaj¡c rozumowanie - caª¡ pocz¡tkow¡ sekwencj¦ S. Je±li

pM = pM−1 + 1 to »adne L-powtórzenie nie zostaªo wycofane w ostatnim

kroku. Zatem S(M) to po prostu indeks ostatniej podlisty F , P ′ i F ′ s¡ o

jeden element krótsze, a G′ = G i R′ = R. Je±li pM = pM−1−k+1, gdzie k >

0, to w ostatnim kroku zostaªa wykonana retrakcja k elementów tworz¡cych

l-powtórzenie. Ostatni element G to dªugo±¢ luki t dla tego powtórzenia.

Niech (α1, . . . , αr) b¦dzie ostatnim elementem R, a a1, . . . , ak, b1, . . . , bt

ostatnimi elementami F o przypisanych podlistach, oraz niech A1, . . . , Ak

b¦d¡ podlistami przypisanymi do a1, . . . , ak (informacje o tych podlistach

s¡ zapisane w F ). Ponadto niech ak+1, . . . , a2k b¦d¡ wierzchoªkami nast¦-

puj¡cymi po bt na ±cie»ce - s¡ to wierzchoªki, którym przed retrakcj¡ byªy

przypisane podlisty. Rozwa»my wierzchoªek ak+i. Znamy jego list¦ L(ak+i),

znamy podlist¦ Ai przypisan¡ do ai i wiemy, »e lista Ak+1 przypisana wcze-

±niej do ak+i ma indeks αi spo±ród wszystkich n-podlist L(ak+i) maj¡cych

niepuste przeci¦cie z Ai. Pozwala nam to zrekonstuowa¢ wszystkie podlisty

przypisane wierzchoªkom przed retrakcj¡ - F ′′. Tak jak w poprzednim przy-

padku, S(M) to indeks ostatniej podlisty F ′′, natomiast (P ′, F ′, G′, R′) s¡ o

jeden element krótsze ni» (P, F ′′, G,R).

U»ywaj¡c bardzo podobnych argumentów w kolejnych lematach poka-

»emy, »e je±li pocz¡tkowe listy s¡ wystarczaj¡co dªugie to mog¡ zosta¢ skró-

cone w taki sposób, by ka»de kolorowanie unikaªo powtórze« typu (2) oraz

(3).

Lemat 3.9. Je±li T jest drzewem o szeroko±ci ±cie»kowej k i listach rozmiaru

N = 64n2 + n− 1 oraz bez powtórze« typu (1) to da si¦ wybra¢ podlisty roz-

miaru n dla wszystkich wierzchoªków tak, by nie istniaªo kolorowanie z tych

podlist zawieraj¡ce powtórzenie typu (2) o dolnej cz¦±ci w ±cie»ce pierwotnej
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zawieraj¡cej korze« T .

Dowód. W obr¦bie dowodu powtórzenie typu (2) z doln¡ cz¦±ci¡ w ±cie»ce

zawieraj¡cej korze« T nazywa¢ b¦dziemy powtórzeniem typu (2′). Dla cz¦-

±ciowego L-kolorowania C i wierzchoªka v niech d(C, v) b¦dzie determini-

stycznie skonstruowanym rozszerzeniem C o wszystkie wierzchoªki nale»¡ce

do v ↑, które unika powtórze« typu (2′). Oczywi±cie takie rozszerzenie nie

musi zawsze istnie¢, wi¦c d jest funkcj¡ cz¦±ciow¡. Je±li istnieje wiele takich

rozszerze«, wybieramy pierwsze zgodnie z dowolnym ustalonym porz¡dkiem.

Naturalnie rozszerzamy d do funkcji, która dziaªa na zbiorach wierzchoªków,

a nie tylko na pojedynczych wierzchoªkach.

Dowód b¦dzie polegaª na analizie algorytmu 3 koloruj¡cego drzewo i uni-

kaj¡cego powtórze« typu (2′). W analizie algorytmu, warto±ci C(v) przypo-

rz¡dkowane w linii 5 nazywa¢ b¦dziemy przyporz¡dkowanymi bezpo±rednio.

Algorytm korzysta ze zde�niowanej pó¹niej funkcji Next oraz dodatkowych

oznacze« - dla wierzchoªka v ze ±cie»ki pierwotnej P przez right(v) oznacza¢

b¦dziemy wierzchoªek na prawo od v, natomiast przez left(v) - na lewo od

v.

Zaªó»my, »e nie istnieje L-kolorowanie drzewa T unikaj¡ce powtórze« typu

(2′). Podobnie jak w przypadku ostatniego dowodu, prze±ledzimy teraz pierw-

sze M kroków algorytmu (który, znów podobnie jak w ostatnim przypadku,

nigdy si¦ nie zatrzyma). Zauwa»my, »e w ka»dym momencie trwania algo-

rytmu wierzchoªki pokolorowane bezpo±rednio tworz¡ ±cie»k¦, a ponadto gdy

w trakcie trwania procedury powstaje prekolorowanie typu (2′), aktualnie ko-

lorowany wierzchoªek musi by¢ ko«cem ±cie»ki zawieraj¡cej to powtórzenie.

Z faktu, »e kolorowania poddrzew ukorzenionych w bezpo±rednio pokoloro-

wanych wierzchoªkach s¡ wybierane deterministycznie wynika ponadto, »e

cz¦±ciowe kolorowanie caªego drzewa jest caªkowicie zdeterminowane przez

bezpo±rednio pokolorowane wierzchoªki. Co wi¦cej - i-ty wierzchoªek bezpo-

±rednio pokolorowanej ±cie»ki (v1, . . . , vr) jest zdeterminowany przez podlisty

36



Algorithm 3: Eliminacja L-powtórze« typu (2')

1 input: S : N→ [
(
N
n

)
]

2 i← 1, C ← ∅
3 v ← korze« T

4 while T nie jest caªkowicie l-pokolorowane do

5 C(v)← podlista Lv dªugo±ci n o indeksie S(i)

6 i++

7 if istnieje L-powtórzenie P typu (2') then

8 Niech P ′ b¦dzie powtórzon¡ cz¦±ci¡ P

9 for v′ ∈ P ′↑ do
10 usu« warto±¢ C(v′)

11 v ← punkt P ′ najbli»szy korzeniowi

12 else

13 (C, v)← Next(C, v)

(v1, . . . , vi−1) (v1 jest korzeniem).

W ogólno±ci funkcja Next jest niezde�niowana dla pewnych argumentów

(np. gdy v jest pierwszym wierzchoªkiem meta-±cie»ki i nie ma dzieci). Mimo

to, jako »e zaªo»yli±my niemo»no±¢ pokolorowania drzewa bez powtórze«, a

funkcja Next zawsze wybiera poddrzewo dla którego aktualne kolorowanie

C nie mo»e by¢ rozszerzone, pewne L-powtórzenie musi si¦ pojawi¢ przed

osi¡gni¦ciem wierzchoªka, dla którego funkcja jest niezde�niowana.

Przeanalizujmy pierwsze M kroków algorytmu dziaªaj¡cego na sekwencji

S. Informacje dotycz¡ce przebiegu znów zapisywa¢ b¦dziemy jako czwórk¦

(P, F,G,R), gdzie F i R zde�niowane b¦d¡ tak jak poprzednio, w ci¡gu

P = {p1, . . . , pM} element pi oznacza ilo±¢ wierzchoªków bezpo±rednio po-

kolorowanych po i krokach, natomiast G = (g1, . . . , gt) jest ci¡giem, gdzie

gi to ilo±¢ wierzchoªków i-tego powtórzenia, które nale»¡ do przeci¦cia luki i
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Algorithm 4: Funkcja Next

1 input: C cz¦±ciowe l-kolorowanie drzewa

2 input: v wierzchoªek drzewa

3 if d(C, v) nie jest zde�niowane then

4 Niech (v1, . . . , vk) b¦dzie numeracj¡ dzieci v

5 Niech j b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡, dla której d(C, {v1, . . . , vj})
jest zde�niowane

6 v′ ← vj+1

7 C ′ ← d(C, v1, . . . , vj)

8 else

9 C' ← d(C, v)

10 if v jest centralnym punktem ±cie»ki pierwotnej P then

11 Niech B b¦dzie zbiorem wierzchoªków na prawo od v w P
razem z v

12 if d(C,B) istnieje then

13 v′ ← left(v)

14 C ′ ← d(C,B)

15 else

16 v′ ← right(v)

17 else if v jest na lewo od centralnego punktu P then

18 v′ ← left(v)

19 else if v jest na prawo od centralnego punktu P then

20 v′ ← right(v)

21 return (C ′, v′)

dolnej cz¦±ci powtórzenia. Z de�nicji, gi jest nie wi¦ksze ni» dªugo±¢ powtó-

rzenia.

Zauwa»my, »e wierzchoªki na ±cie»ce b¦d¡cej korzeniem meta-drzewa mog¡
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zosta¢ pokolorowane jedynie bezpo±rednio oraz »e ostatni wierzchoªek two-

rz¡cy wycofywane powtórzenie równie» jest kolorowany bezpo±rednio, a za-

tem ka»de powtórzenie skªada si¦ jedynie z wierzchoªków bezpo±rednio po-

kolorowanych.

Kompresja Przeanalizujmy asymptotyczn¡ liczb¦ czwórek opisuj¡cych pierw-

sze M kroków algorytmu, gdzie M zmierza do niesko«czono±ci. Oszacowanie

P, F,G oraz R jest identyczne jak w dowodzie lematu 3.9, zatem liczba mo»-

liwych czwórek wynosi:

o

(25n

(
N − 1
n− 1

))M  = o

(25n
n

N − n+ 1

(
N

n

))M  = o

(N
n

)M.
Podobnie jak poprzednio wnioskujemy zatem, »e dla wystarczaj¡co du-

»egoM ilo±¢ mo»liwych opisów jest mniejsza ni» ilo±¢ pocz¡tkowych segmen-

tów S, co prowadzi do sprzeczno±ci.

Bezstratno±¢ Znów tak jak w dowodzie poprzedniego lematu zastosujemy

rozumowanie iteracyjne by z czwórki (P, F,G,R) otrzyma¢ elementy ci¡gu

S.

Je±li pM = pM−1 + 1, to »adne powtórzenie nie zostaªo wycofane w po-

przednim kroku. Z ka»dego cz¦±ciowego kolorowania, w szczególno±ci z F ,

jeste±my w stanie wydedukowa¢, które warto±ci zostaªy przyporz¡dkowane

bezpo±rednio - tworz¡ one ±cie»k¦ (v1, . . . , vm), gdzie v1 jest pierwszym wierz-

choªkiem ±cie»ki b¦d¡cej korzeniem metadrzewa. Wtedy S(M) jest indeksem

podlisty przyporz¡dkowanej vm w F , R′ = R,G′ = G, P ′ to P bez ostat-

niego elementu, natomiast F ′ jest cz¦±ciowym kolorowaniem determinowa-

nym przez podlisty bezpo±rednio przyporz¡dkowane (v1, . . . , vm−1) w F .

Je±li pM = pM−1 − k + 1 i k > 0, to po ostatnim kroku zostaªo wyco-

fane L-powtórzenie o dªugo±ci k. Niech g b¦dzie ostatnim elementem G, a

r = (α1, . . . , αk) - ostatnim elementem R. Zrekonstruujemy kolorowanie za-

wieraj¡ce powtórzenie w k fazach. �cie»ka z przyporz¡dkowanymi podlistani
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jednoznacznie wyznacza nast¦pny wierzchoªek v′, któremu zostanie bezpo-

±rednio przyporz¡dkowana podlista. Jest to równie» ostatni wierzchoªek, któ-

rego podlista zostaªa usuni¦ta podczas retrakcji. Wiemy równie», »e podlista

do niego przyporz¡dkowana miaªa niepuste przeci¦cie z podlist¡ wierzchoªka

w nale»¡cego do drugiej powtórzenia, którego pozycj¦ (a zatem i jego podlist¦

Aw) potra�my odtworzy¢ znaj¡c g. W poª¡czeniu z α1 pozwala nam to odtwo-

rzy¢ podlist¦ przyporz¡dkowan¡ wcze±niej do v′. Iteruj¡c argument k-krotnie

otrzymujemy F ′′. By otrzyma¢ F ′ wystarczy usun¡¢ ostatnio przyporz¡d-

kowan¡ podlist¦ F ′′, natomiast P ′, R′ i G′ równe s¡ P,R i G z usuni¦tymi

ostatnimi elementami.

Lemat 3.10. Dla ka»dego k istnieje Nk takie, »e je±li T jest drzewem o

szeroko±ci ±cie»kowej T z listami rozmiaru Nk w ka»dym wierzchoªku bez

powtórze« typu (1), to mo»liwe jest wybranie podlist rozmiaru n, które unika¢

b¦d¡ powtórze« typu (2) i (3).

Dowód. By pozby¢ si¦ powtórzenia typu (2) o dolnej cz¦±ci na danej ±cie»ce

nale»¡cej do meta-drzewa wystarczy zastosowa¢ procedur¦ z lematu 3.9. Sto-

suj¡c j¡ dla wszystkich ±cie»ek pierwotnych usuniemy wszystkie tego typu

powtórzenia. Zauwa»my, »e ka»da ±cie»ka pierwotna ma najwy»ej k−1 przod-

ków w drzewie, a zatem ka»da lista zostanie skrócona najwy»ej k razy. By

pozby¢ si¦ powtórze« typu (3) wystarczy odwróci¢ kierunek wszystkich ±cie-

»ek pierwotnych i ponownie zastosowa¢ poprzednie rozumowanie.

Lemat 3.11. Je±li T jest drzewem o szeroko±ci ±cie»kowej k i listach o roz-

miarze 2k+1, które nie zawiera L-powtórze« typów (1), (2), (3), to T mo»e

zosta¢ nierepetytywnie pokolorowane.

Dowód. Uporz¡dkujmy wierzchoªki drzewa rosn¡co ze wzgl¦du na odlegªo±¢

od korzenia w meta-drzewie (rozstrzygaj¡c remisy w dowolny sposób). B¦-

dziemy kolorowa¢ wierzchoªki zachªannie w taki sposób, »e za ka»dym razem
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gdy wierzchoªkowi v b¦dzie przyporz¡dkowywany kolor c, kolor ten b¦dzie

usuwany z list wierzchoªków nale»¡cych do v↑. Jako »e gª¦boko±¢ skontrak-

towanego drzewa jest mniejsza ni» dªugo±¢ list, »adna lista nigdy nie b¦dzie

pusta.

Zaªó»my teraz, »e w tak pokolorowanym drzewie pojawiªo si¦ powtórzenie.

Je±li jest ono na ±cie»ce jednokierunkowej, jego ±rodkowa kraw¦d¹ musi by¢

na jego dolnej cz¦±ci (co wynika z procedury usuwania kolorów z list) - ªatwo

wtedy sprawdzi¢, »e powtórzenie takie byªoby typu (1), (2) lub (3), co daje

sprzeczno±¢.

Jako, »e powtórzenia nale»¡ce w caªo±ci do ±cie»ek pierwotnych ju» wy-

kluczyli±my, jedyn¡ pozostaj¡c¡ mo»liwo±ci¡ jest powtórzenie dwustronne -

takie, którego »aden z ko«ców nie le»y na najni»szym osi¡ganym przez nie

poziomie. Jednak tak jak w poprzednim przypadku, jego kraw¦d¹ ±rodkowa

musi le»e¢ w jego dolnej cz¦sci. Bez straty ogólno±ci przyjmijmy, »e kraw¦d¹

±rodkowa jest nie odleglejsza od lewego punktu schodz¡cego, ni» od prawego

punktu schodz¡cego - w tej sytuacji powtórzenie typu (2) jest pod±cie»k¡

powtórzenia dwustronnego, co daje sprzeczno±¢.

Tez¦ twierdzenia 3.5 uzyskujemy stosuj¡c lematy 3.9, 3.10 do pozbycia

si¦ powtórze« typu (1), (2) oraz (3), a nast¦pnie koloruj¡c wierzchoªki drzewa

przy pomocy lematu 3.11.
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