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Streszczenie

Przedmiotem rozprawy doktorskiej sa oszacowania na ilos¢ koloréw
w kolorowaniach unikajacych zadanego wzorca na grafach oraz stowach
czesciowych. W przypadku obu probleméw wykorzystana jest metoda
probabilistyczna oraz tak zwana kompresja entropii, czyli algorytmi-
zacja Lokalnego Lematu Lovasza autorstwa Mosera i Tardosa.

Pierwszym badanym zagadnieniem jest szacowanie minimalnej dtu-
gosci wzorca o k zmiennych pozwalajacej na unikanie go nad alfabetem
binarnym oraz ternarnym. Rozwazany jest wariant problemu, w kto-
rym stowo zawiera 'luki’ - miejsca, ktére na potrzeby dopasowywania
wzorca mogg zastepowaé¢ dowolng litere. Przedstawiony wynik poka-
zuje oszacowanie réwne oszacowaniu dla stéw bez luk w przypadku
wzorcéw o przynajmniej trzech zmiennych.

Drugim poruszanym zagadnieniem jest szacowanie minimalnej dtu-
gosci list, dla ktérych mozliwe jest pokolorowanie drzewa o zadanej sze-
rokosci §ciezkowej bez powtorzen, tj. unikajac wzorca AA. Wraz z osza-
cowaniem podany jest przyktad klasy graféw o szerokosci Sciezkowej
2 nie bedacych drzewami, dla ktérych nie istnieje wspdélne skoniczone

oszacowanie na dtugosé list pozwalajaca na unikniecie powtorzen.
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1 Wstep

Niniejsza rozprawa poswiecona jest zastosowaniu metody probabilistycznej
w dowodzeniu twierdzen kombinatorycznych dotyczacych unikania wzorcow.

Metoda probabilistyczna w kombinatoryce to szczegdlny sposob wyko-
rzystania twierdzen rachunku prawdopodobienstwa pozwalajacy dowodzi¢
istnienie obiektow matematycznych spetniajacych okreslone wtasciwosci. W
swej podstawowej wersji zaklada konstrukcje odpowiedniej przestrzeni pro-
babilistycznej i dowdd, ze losowo wybrany obiekt z tej przestrzeni z nie-
zerowym prawdopodobiefistwem posiada pozadane wtasciwosci. Mimo ze za
pierwsze zastosowanie metody probabilistycznej uwaza sie zwykle prace Szele
dotyczaca cykli Hamiltona w turniejach z roku 1943 [24], jako gléwnego pre-
kursora metody wymienia sie zwykle Paula ErdGsa, ktory prawdopodobnie
jako pierwszy zdal sobie sprawe z jej ogdlnosci i przez lata z powodzeniem
stosowatl ja do réznorodnych problemoéw matematyki dyskretne;j.

Waznym wynikiem metody probabilistycznej jest Lokalny Lemat Lovasza
|19] pozwalajacy na dowodzenie istnienia struktur unikajacych zbioru lokal-
nych wtasnodci. Istnieje wiele wersji lematu, historycznie pierwsza jest wersja

symetryczna:

Lemat 1.1. Niech Ay, Ao, ..., Ay bgdg zdarzeniami o prawdopodobienstwie
nie wiekszym od p takima, ze kazde z nich jest catkowicie niezalezne od wszyst-
kich innych z wyjatkiem co najwyzej d pozostatych zdarzen. Wtedy jesli ep(d+
1) < 1, to z niezerowym prawdopodobieristwem zZadne ze zdarzen Ay, As, . .., Ay

nie zachodzi.

Wtasno$é¢ lokalna w tym kontekécie to taka, ktorej mozliwe realizacje w
obrebie struktury sa od siebie niezalezne z wytaczeniem ograniczonej liczby
przypadkéw, t.j. spelniajg restrykcje nalozone na zdarzenia A, Ay, ..., Ax w

lemacie.



Posrod wielu wersji lematu istnieje rowniez wersja algorytmiczna, w ktorej
za pomocy prostego algorytmu typu Las Vegas konstruowany jest obiekt uni-
kajacy wszystkich nieporzadanych wtasnosci lokalnych. Algorytm dziata przy
zalozeniu, ze wszystkie zdarzenia A sa determinowane przez skoriczong liczbe
niezaleznych zmiennych losowych P. W og6lnej postaci algorytm przedstawia

sie nastepujaco:

Vpep 1 Up < losowa ewaluacja P

while 3t takie, ze A, jest spetnione przez (v,)p do
wybierz dowolne zachodzace zdarzenie Ay
Vpewbl(Ay):w, < NOwa losowa ewaluacja

return (v,)p

W pierwszym kroku algorytm przypisuje losowe wartosci wszystkim zmie-
nym losowym p € P. Nastepnie w gléwnej petli losowo zmienia wartosci
zmiennych losowych sktadajgcych sie na zachodzgce zdarzenia A az do osia-
gniecia sytuacji, w ktorej zadne ze zdarzen nie zachodzi. Poza oczywistym
atutem takiego podejscia, czyli bezposredniej konstrukeji obiektow spetniaja-
cych dane zaleznosci, pozwala ono réwiez na poprawienie niektorych oszaco-
wan wynikajacych z niealgorytmicznych wersji lematu. Jest to mozliwe dzieki
skorzystaniu z relacji miedzy zmiennmi losowymi p a unikanymi zdarzeniami
A, co wymyka sie klasycznej wersji lematu.

Dwa przedstawione w rozprawie wyniki dotyczace unikania wzorcow w
stowach (rozdzial 2) oraz grafach (rozdzial 3) istotnie korzystaja z tej relacji

oraz algorytmicznej wersji lematu.



1.1 Oryginalne wyniki prezentowane w pracy

Gtowng trescia rozprawy beda dowody dwdch twierdzen dotyczacych unika-
nia wzorcow. Twierdzenia beda wypowiedziane z pelnym formalizmem ma-
tematycznym w kolejnych rozdziatach, po wprowadzeniu odpowiednich defi-
nicji, tutaj zostana jedynie wstepnie zarysowane. Pierwsze twierdzenie jest
wynikiem samodzielnej pracy autora [8] i dotyczy unikania wzorcow (tj. ta-
kich ciagéw znakow, w ktorych poszezegolne podciggi moga zostaé przypisane
kolejno po sobie wystepujacym zmiennym we wzorcu) w stowach czegciowych.
Pojecie *x-unikalnosci wystepujace w wypowiedzi twierdzenia jest naturalnym

rozszerzeniem unikalnosci na przypadek stow czesciowych:

Twierdzenie 1.2. Jesli p jest wzorcem o m > 2 zmiennych takim, ze |p| >

2™ to p jest x-unikalny nad alfabetem ternarnym.

Twierdzenie to przybliza pelng klasyfikacje wzorcow na takie, ktore sg
unikalne w stowach czesciowych nad alfabetem binarnym, ternarnym i takie,
ktore nie sa unikalne nad zadnym skonczonym alfabetem zostawiajac problem
otwartym jedynie dla trzech wzorcow o dwoch zmiennych.

Drugim prezentowanym wynikiem bedzie dow6d twierdzenia:

Twierdzenie 1.3. Istnieje funkcja [ taka, ze jesl T jest drzewem o szero-

kosci Sciezkowej w, to istnieje nierepelytywne kolorowanie T' z list o diugosci

f(w).

Razem z nim zaprezentowany bedzie przyklad klasy graféw o szerokosci
Sciezkowej 2, dla ktorej nie istnieje skonczone k takie, ze kazdy z grafow z tej
klasy da sie pokolorowadé z list dtugosci k. Twierdzenie to zostalo udowod-
nione we wspotpracy z Jakubem Kozikiem, Piotrem Mickiem oraz Gwenaélem

Joretem [9)].



1.2 Wprowadzenie do metod analitycznych

Zanim przystapimy do konstrukcji dowodéw, przypomnimy klika podstawo-
wych konceptow kombinatoryki analitycznej, dzieki ktorym uzyskamy poz-
niej porzadane oszacowania. Wiekszosé¢ przedstawionych definicji i twierdzen
pochodzi z ksiagzki Philippe Flajoleta i Roberta Sedgewicka ,,Analytic combi-
natorics” [10].

Ciag liczbowy (a;)ien jest wyktadniczego rzedu K™, co zapiszemy w skrocie
jako a, 1 K™, wtedy i tylko wtedy gdy:

limsup 1/|a,| = K.

n—oo

W dowodach uzyjemy zdefiniowanych w ksigzce operatorow dziatajacych
na funkcjach tworzacych SEQ oraz SEQ,. Pierwszy z nich odpowiada klasie
obiektow 1+ E + E? + ... i reprezentuje ciggi elementéw z E, tzn. pozycje

nie sa permutowane i istnieje doktadnie jeden cigg pusty. Mamy:
1
O]
gdzie f jest funkcja tworzaca dla elementow z E. Operator SEQ, odpowiada

SEQ(f(2)) =14+ X,s1f(2)"

klasie obiektow E* i reprezentuje ciagi o okreslonej dtugodci, mamy zatem:

SEQi(f(2)) = f(2)*

Kombinatoryka analityczna bedzie uzywana w dowodach jako narzedzie
stuzace do dowodzenia ograniczen na wzrost wspotczynnikéw funkeji tworza-
cej f(z) zdefiniowanej rownaniem typu f(z) = z- ¢(f(2)). Bedzie to mozliwe

dzieki zastosowaniu nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.4. (/10], Proposition IV.5 ) Niech ¢ bedzie funkcjq anali-
tyczng w 0, majgcq nieujemne wspdtezynniki Taylora taka, Ze ¢(0) # 0. Po-

nadto niech R < +00 bedzie promieniem zbieznosci ciqggu reprezentujgcego ¢



w 0. Wtedy przy zachowaniu warunku

x¢/(x
lim (z) > 1,
R o)
istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwigzanie T € (0, R) rdwnania charak-
terystyczneqo:
o)
o(r)

Ponadto formalne rozwigzanie f(z) réownania f(z) = z - ¢(f(2)) jest anali-

tyczne w 0, a jego wspotczynnike spelniajg rownanie wzrostu wyktadniczego:

27 £(2) b (219)" giie p= T =



2 Unikanie wzorcéw w slowach czesSciowych

2.1 Podstawowe definicje

Niech ¥ = {a,b,c,...} oraz A = {A,B,C, ...} beda alfabetami skoriczo-
nymi. Elementy Y nazywac¢ bedziemy literamsi, a ciagi elementow X stowams.
Analogicznie elementy A nazywac¢ bedziemy zmiennymi, a ciagi tych elemen-
tow - wzorcami. Symbolem Y7 oznaczamy zbior wszystkich stéw skonczonych
(niepustych) nad alfabetem Y. Podobnie A" oznacza zbior wszystkich niepu-
stych skonczonych wzorcow. Oba te zbiory mozemy traktowaé jako monoidy
z operacja sklejania stow.

Stowo w nad X realizuje wzorzec p jesli istnieje niewymazujacy morfizm
h: AT — %7 taki, ze h(p) = w. Innymi stowy, jesli istnieje podstawienie nie-
pustych stéw w miejsce zmiennych dajace stowo w. Stowa realizujace wzorzec
AA bedziemy nazywaé powtdrzeniami.

Stowo w zawiera wzorzec p wtedy i tylko wtedy, gdy jakies jego spojne
podstowo realizuje p. Stowo w unika wzorca p jesli go nie zawiera. Na przy-
ktad aabaac zawiera wzorzec ABA, podczas gdy abaca unika wzorca AA.
Wzorzec p nazywamy unikalnym jesli istnieje nieskoniczenie wiele stow nad
pewnym alfabetem skoriczonym unikajacych p (lub rownowaznie, jesli istnieje
nieskoriczone stowo unikajace p).

Stowo czesciowe nad alfabetem X to ciag znakow z rozszerzonego alfabetu
Yo = Y U {o}, gdzie o rozumiemy jako [uke reprezentujaca nieznany znak.
Dla stowa czesciowego w zbioér pozycji luk oznaczamy jako H(w). Stowa,
ktote nie sa czesciowe, nazywac¢ bedziemy stowami pefnymi. Stowo czeSciowe
zawiera wzorzec p jesli istnieje podstawienie pojedynczych liter z Y2 w miejsca
H(w) takie, ze stowo wynikowe zawiera p. W przeciwnym razie méwimy, ze w
unika p. Wzorzec p nazywamy x-unikalnym jesli istnieje nieskonczone stowo
czesciowe w nad X, unikajace p oraz takie, ze |H(w)| = oo. Dla przykladu,

wzorzec AA jest unikalny nad alfabetem ternarnym, natomiast nie jest *-
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unikalny nad zadnym alfabetem skoniczonym (bo mozemy zawsze wstawié
litere poprzedzajaca luke w te luke).

Indeks unikalnosci \(p) dla wzorca p to rozmiar najmniejszego alfabetu 3
takiego, ze istnieje stowo nieskonczone nad ¥ unikajace p. Analogicznie indeks
czeSciowej unikalnosci A*(p) to rozmiar najmniejszego alfabetu X takiego, ze
istnieje nieskoriczone stowo czesciowe w nad X, unikajace p oraz takie, ze
|H(w)| = oc.

2.2 Wprowadzenie

Koncepcje i techniki zwigzane z wzorcami w stowach znajduja zastosowa-
nia w wielu dziedzinach teoretycznej i stosowanej informatyki. Algorytmy
zwigzane z rozpoznawaniem wzorcoOw znajduja szerokie zastosowanie np. w
genetyce lub biologii obliczeniowej [5|. Z drugiej strony, ciagi bez powtorzen
sg czesto wykorzystywane do znajdowania kontrprzyktadoéw w teorii jezykow
bezkontekstowych, teorii grup, problemach kombinatorycznych na zbiorach
czesciowo uporzadkowanych oraz dynamice symbolicznej [6].
Koncepcja unikalnosci i nieunikalnosci wzorcow zostata wprowadzona przez

Bean’a, Ehrenfeucht’a i McNulty’ego [2| oraz niezaleznie przez Zimina [27].

Udowodnili oni jedno z podstawowych twierdzen w tej tematyce:

Twierdzenie 2.1. Niech p bedzie wzorcem nad m zmiennymi. Wtedy p jest
untkalny nad alfabetem pewnej skonczonej wielkosci k wtedy 1 tylko wtedy,
gdy w,, unika p, gdzie w,, jest rekursywnie zdefiniowane jako wy = Ay oraz

wy = wi— Ajwy_y.

Interesujacym i nietrywialnym wnioskiem z tego twierdzenia jest fakt,
ze nieunikalno$¢ danego wzorca p jest rozstrzygalna, tj. istnieje algorytm,
ktory w ograniczonym czasie jest w stanie zdecydowadé, czy dany wzorzec
jest unikalny. Weiaz otwartym poozstaje problem rozstrzygalnosci o unikal-

nosc wzorca p nad alfabetem okre$lonej wielkosci k. Alternatywna wersja
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tego problemu jest znalezienie minimalnego k takiego, ze p jest unikalny nad
alfabetem wielko$ci & (tj. znalezienie indeksu unikalnosci A(p)). W kontek-
Scie stow pelnych unikalno$é¢ wzorcow unarnych byta badana przez Thue’go
[25, 26]: A jest nieunikalny, A\(AA) = 3, natomiast A(AAA) = 2. Przypadek
m = 2 rowniez zostal calkowicie sklasyfikowany [4, 18, 22, 23]. Wynik tej

klasyfikacji mozna opisa¢ nastepujacym twierdzeniem [4]:

Twierdzenie 2.2. Wzorce binarne pod wzgledem unikalnosci dzielg sie na

nastepujgce kategorie:
1. Wzorce nieunikalne nad Zadnym alfabetem: e, A, AB, ABA,

2. Wzorce unialne nad alfabetem ternarnym ale nieunikalne nad alfabetem

binarnym: A%, A2B, A2BA, A2B? ABAB, AB?A, A2BA?, A2BAB,
3. Wzorce unikalne nad alfabetem binarnym: reszta.

W przypadku stow czedciowych krotkie wzorce sg niemozliwe do unikniecia
ze wzgledu na mozliwoé¢ podstawienia luki pod dowolng zmienna, przez co
zarowno A jak i AA sa trywialnie nieunikalne, natomiast A*(AAA) = 2 [20],
tak samo jak w przypadku stéw petnych. W przypadku m = 2 réwniez wi-
da¢ odpowiednio$¢ miedzy stowami czesciowymi a pelnymi - gdy zabroni sie
podstawiania pod zmienne pojedynczych liter, klasyfikacja wzorcow dla stow
pelnych pozostaje prawdziwa rowniez w przypadku stow czesciowych [3].

W ogélniejszej sytuacji, gdy wzorzec sktada sie¢ z m zmiennych, hipo-
teza Cassaigne’a dowiedziona przez Blanchet-Sadri i Woodhouse’a daje $ci-
ste ograniczenie na minimalng dilugo$¢ wzorca unikalnego nad binarnym i

ternarnym alfabetem dla stow pelnych:
Twierdzenie 2.3. Jesli p jest wzorcem o m zmiennych, to:

o Jedli |p| > 3(2™7Y), to p jest unikalny nad alfabetem binarnym,
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o Jesli |p| = 2™, to p jest unikalny nad alfabetem ternarnym.

Autorzy w pracy stawiaja hipoteze moéwiacy, ze powyzszy wynik dla stow
binarnych powinien uogoélnia¢ si¢ na stowa czesciowe. W przypadku stow ter-
narnych sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana. Spostrzezenie Kriegera
i Ochema [17], 7e jesli zmienna wystepuje we wzorcu tylko raz to mozna pod
nig podstawi¢ dowolnie dlugi cigg liter i sprowadzi¢ problem do wyszukiwania
dwoch mniejszych wzorcéw pozwala sprowadzi¢ problem unikalnosci dowol-
nego wzorca do problemu unikalnosci wzorca zdublowanego, czyli takiego,
w ktérym kazda zmienna wystepuje conajmniej dwukrotnie. W przypadku
wzorcoéw ternarnych mozliwa jest sytuacja, w ktorej pojedynczo wystepujace
zmienne dziela wzorzec na podwzorce w taki sposob, ze zaden z nich nie
spelnia juz réwnania z warunku Cassaigne’a. Przyktadem moze byé¢ wzorzec
aafaayaa - jest on nieunikalny, gdyz do tego by stowo go zawieralo wystar-
czy, by para a¢ wystagpita w stowie trzykrotnie dla pewnej litery a. Z tego
wzgledu w pewien sposob naturalne wydaje sie rozwazanie w przypadku alfa-
betu ternarnego jedynie wzorcow zdublowanych. Gtéwnym wynikiem przed-
stawianym w tym rozdziale bedzie dowod hipotezy dla alfabetu ternarnego z

pewnym ograniczeniem na m:

Twierdzenie 2.4. Jesli p jest wzorcem o m > 2 zmiennych takim, ze |p| >

2™ to p jest x-unikalny nad alfabetem ternarnym.

Twierdzenie naturalnie uzupelnia przedstawiona wcze$niej klasyfikacje
unikalnych wzorcow w stowach cze$ciowych pozostawiajac jedynie niewielka
luke - wciaz nie jest wiadomo, czy istnieje zdublowany wzorzec dlugosci 4 i
0 2 zmiennych, ktory bytby nieunikalny dla stéw czesciowych nad alfabetem
ternarnym. Takie wzorce sg jedynie trzy - ABAB, ABBA oraz AABB, jed-
nak sprawdzenie ich unikalnosci wymyka sie uzywanym w tej pracy metodom

probabilistycznym, ktorych sita tkwi w zachowaniach asymptotycznych.
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2.3 Dowdd twierdzenia 2.4

Dowod bedzie wykorzystywac algorytmiczng wersje lokalnego lematu Lovasza
autorstwa Mosera i Tardosa [21]|. Koncepcja zastosowania tej wersji lematu w
dowodach dotyczacych wzorcéow w stowach pochodzi od Grytczuka, Kozika i
Micka [12]. Polega na zalozeniu, ze losowy algorytm budujacy stowo unikajac
wzorca nigdy nie ulozy stowa pewnej dtugoéci M i uzycia tego faktu do

skompresowania ciggu bitéw w stopniu wickszym niz jest to mozliwe.

Dowdd. Ustalmy wzorzec p o dtugoéci 2¥ i k > 3 zmiennych. Udowodnimy, ze
mozliwe jest skonstruowanie stowa W = w; . .. w, nad alfabetem ¥ = {a, b, ¢}
unikajacego p i takiego, ze H(W) = {w; : 100 | ¢}. Przeanalizujmy randomi-
zowany algorytm 1, ktory stara sie losowo utozy¢ stowo W (dla uproszczenia
analizy zakladamy, ze umieszcza on litery rowniez w miejscach luk) i wycofuje

wszystkie instancje wzorca p traktujac pozycje H(W) jako luki.

Algorithm 1: Unikanie wzorca p
wejscie: C: N — ¥ = {a,b, ¢}

ie—1,7«1

while 7 < n do

w; «— C(1)

1++

gt

if Istnieje instancja R wzorca p koriczgca si¢ na w; then
Niech Wg bedzie zbiorem pozycji R

for k € Wx do

usun litere na pozycji wy

J < pierwsza pozycja w Wg

return W
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Zatozmy nie wprost, ze nie istnieje n—literowe stowo unikajace p, a za-
tem algorytm nigdy sie nie zatrzyma. Ustalmy pewna wejéciowa sekwencje
C i przesledzmy pierwsze M krokow dzialania algorytmu. Dzialajac algo-
rytmem na sekwencji C' stworzymy strukture dokladnie opisujacg zacho-
wanie algorytmu. Struktura ta bedzie zaleze¢ jedynie od sekwencji C' oraz
wzorca p. Ponadto z konstrukcji bedzie wynikaé, ze dla dwoch réznych se-
kwencji C'i C" otrzymamy rozne struktury. Nasza strukturg bedzie piatka
(P,L,S,H, F) e (P,L,S,H,T), gdzie:

1. P=(p1,...,pm) jest ciagiem liczb, gdzie p; jest roznica w ilosci liter,
z ktorych sklada sie konstruowane stowo po i-tym i (i — 1)-ym kroku
algorytmu (zatem p; < 0 w przypadku wycofania instancji wzorca oraz

pi = 1 w przeciwnym wypadku),

2. L= (Ly,..., L) jest ciagiem zbiorow liczb, gdzie L; = {l;1,..., lix—1}
(K jest iloscia zmiennych we wzorcu p), a l; ; jest liczba liter przyporzad-
kowanych do j-tej zmiennej w ¢-tym wycofanym powtorzeniu wzorca
p podczas dziatania algorytmu. Liczba liter przyporzadkowanych do &
- tej zmiennej nie musi by¢ dodatkowo zapisywana, gdyz bedzie moz-
liwa do odtworzenia na podstawie pozostalych zmiennych i dlugosci

wycofanego fragmentu.

3. S =(s1,-..,8,) jest ciagiem powstalym z liter przyporzadkowanych do
poszczegblnych zmiennych «, 3,y kolejnych wycofywanych instancji p.
Zapisywane sa litery, ktore sa przyporzadkowane do danej zmiennej w
miejscu nie zajetym przez luke. W przypadku, gdy pewna pozycja danej
zmiennej jest zajmowana przez luke w kazdej instancji tej zmiennej, w

miejscu tej pozycji zostaje zapisana dowolna litera.

4. H = {hy,...,hp} jest ciagiem liter koniecznych do odtworzenia liter

przyporzadkowanych lukom podczas dzialania algorytmu. Po kazdej
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retrakcji do H dodawane jest tyle liter, ile luk znajdowalo sie w wy-
cofywanym fragmencie. Jest pewna redundancja miedzy H i S, ale nie

jest ona asymptotycznie istotna.

5. F = (f1,..., fu) (gdzie n' < n) jest sekwencja liter w stowie W po M
krokach algorytmu.

Bezstratno$¢ kompresji. Dowiedziemy, ze mozliwe jest zrekonstruowa-
nie pierwszych M elementéw sekwencji wejsciowej C' na podstawie piatki
(P,L,S, H, F) powstalej w trakcie M krokow algorytmu. Dowod bedzie po-
legal na odtworzeniu z (P, L, S, H, F') elementu C(M) oraz (P', L', S’ H', F")
- piatki powstalej w trakcie pierwszych M — 1 krokow dziatania algorytmu.
[terujac ten proces otrzymamy calg sekwencje C'.

Jesli pyr = 1, to zaden wzorzec nie zostal wycofany podczas ostatniego
kroku algorytmu, wiec C'(M) jest po prostu ostatnim elementem F', P’ oraz
F’ s3 o jeden element krotsze, natomiast L' = L1 H = H.

Jesli ppy = 1 — r, to w trakcie ostatniego kroku nastapito wycofanie r
elementow bedacych instancja wzorca p. Z ostatniego elementu L jesteSmy
w stanie odtworzy¢ stukture tej instancji, tzn. dtugosci [y, . . ., [ ciagow pod-
stawionych pod kolejne zmienne. Nastepnie analizujac P jesteSmy w stanie
stwierdzi¢ ile luk zawierata instancja oraz w ktorych miejscach wycofanego
fragmentu sie one znajdowaly, natomiast z S i H jesteSmy w stanie odtwo-
rzy¢ konkretne litery, ktore byty podstawione pod zmienne. Potaczenie tych
krokow pozwala na zrekonstuowanie stowa sprzed retrakcji wykonanej przez
algorytm w ostatnim kroku. Przypisanie zrekonstruowanego stowa do I oraz
odpowiednie skrocenie P’, L', S" oraz H' daje nam porzadang piatke odpo-
wiadajaca (M — 1)-emu krokowi algorytmu.

Kompresja. Interesowaé nas bedzie asymptotyczna ilos¢ pigtek P, L, S, H, F,
gdy M dazy do nieskoriczonosci. Podamy wspolne ograniczenie na ilosé trojek

P, L, S iosobne ograniczenia na H i F.
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Ograniczenie liczby trojek (P, L, S). Zastosujemy opisane wczesniej me-
tody analityczne do ograniczenia rzedu wyktadniczego ciagu (7),)nen trojek
(P, L, S), ktore mozliwe sa do uzyskania po n krokach algorytmu. Na potrzeby
szacowania dokonamy dwoch niewplywajacych na asymptotyke modyfikacji
trojek P, L, S:

1. Dla kazdej trojki przedtuzmy P w taki sposob, by konczyta sie stowem
pustym, tj. by p, = 0. Ze wzgledu na ograniczong ilos¢ mozliwych

wartosci p; da sie to zrobi¢ dopisujac jedynie stalg liczbe elementow,
2. Na poczatku ciggu P dodamy dodatkowy wyraz o wartosci 1.

W ten sposéb uzyskamy ciagi P, ktorych sumy pozatkowe nigdy nie osig-
gaja wartosci 0 oraz ktorych catkowita suma wynosi 1. Zbioér takich ciggow
nazwijmy P;. Zauwazmy, ze konsekwencja tych wtasnosci jest to, ze P € Py
jest albo dlugosci 1, albo w ostatnim kroku nastepuje spadek (czyli p,, < 0).
Podazajac za idea dekompozycji ostatnich spadkow [10, rozdzial V.4|, udo-

wodnimy teraz:

Fakt 2.5. Funkcja tworzgca zliczajgceega obiekty w Py spetnia rownanie

Pi(z) = z(l + 7 _1731).

Dowdd. Niech P bedzie ciagiem z P; o dlugo$ci n i ostatnim spadku wyso-
kosci d. Ponadto niech i;, bedzie ostatnim indeksem, dla ktérego Ez};lpi =h
oraz niech ig = 0. Wtedy P, zdefiniujemy jako [p;, ,+1,...,pi, | Zauwazmy
teraz, ze wszystkie ciagi P, naleza rowniez do Py i po konkatenacji tworzg
pierwsze n — 1 wyrazow ciagu P, zatem po skonkatenowaniu z jednowyrazo-
wym ciagiem [1—d] tworza calte P. Ze wzgledu na jednoznaczno$é¢ rozktadu na
P, oraz jednowyrazowy cigg daje nam to rownanie rekurencyjne dla funkcji

tworzacej:
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Pi() = (SEQP()) = +(7=pr) = 2(1+ %) 1)
]

Niech PL; oznacza zbior par (P, L), gdzie P € P, oraz L € L. Teraz by
uzyskaé¢ funkcje tworzaca zliczajacag takie pary nalezy zdefiniowa¢ funkcje,
ktora poza opisem ciaggéw P wraz z kazdym spadkiem bedzie zapisywac row-
niez odpowiedni jego podzial na k czesci (gdzie k to ilosé réznych zmiennych

we Wzorcu):

Fakt 2.6. Funkcja tworzgca zliczajgeega obiekty w PILy spetnia réwnanie

k
PLy(2)"
1 H 1-— 7)[,1 )"1
gdzie u; jest tloscig wystgpien i-tej zmiennej we wWzOTCU.

Dowod. Niech P, L bedzie parg z PL,, gdzie P jest dlugosci n i ma ostatni
spadek wysokosci d. Dekompozycja opisujaca PL; bedzie podobnej postaci
jak (1), jednak by dodatkowo opisa¢ podzial ostatniego spadku, nalezy po-
dzieli¢ sktadowe P, na k kolejnych podzbioréw, z ktoérych kazdy jest wielkosci
sumarycznej ilosci liter przyporzadkowanych do wszystkich wystapien odpo-
wiadajacej mu zmiennej. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze ta warto$é bedzie
podzielna przez ilo$¢ wystgpien zmiennej odpowiadajacej danemu podzbio-
rowi w catym wzorcu. Wszystkie spadki w P nie liczac ostatniego sa opisane
poprzez inne elementy (P, L), zatem ich podzial nie musi by¢ dodatkowo opi-
sywany w dekompozycji. Konstrukcje takg mozna uzyskaé¢ za pomoca opera-
tora SEQy:

=1

Pﬁl(z):z<1+ﬁSEQ(SEQM(P£1( )) <1+ﬁ1_7’f;£1>)> )
]
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Niech teraz T bedzie zbiorem tréjek P, L, S takich, ze P € Py, L € LL oraz
S € S. By uzyska¢ funkcje tworzaca zliczajaca elementy T nalezy powyzsze
konstrukcje uzupetnié¢ tak, by zapisywaly dodatkowo wszystkie zapisywane

litery:
Fakt 2.7. Funkcja tworzgca zliczajgeega obiekty w T spetnia réwnanie

T(z) = z(l—l—ﬁ%),

gdzie u; jest tloscig wystgpien i-tej zmiennej we wWzorcu.

Dowdd. Niech P, L, S bedzie trojka z T, gdzie P jest dlugosci n i ma ostatni
spadek wysokosci d. Dekompozycja opisujaca T bedzie podobnej postaci jak
2, jednak dodatkowo bedzie zapisywa¢ wycofane litery. Mozna to osiggna¢ do-
pisujac po prostu warto$¢ 3 przed symbolem SEQ,,, co jest rownowazne skoja-
rzeniu wartosci 3 z kazdym wystapieniem T'(2)" po prawej stronie rownania.
Konstrukcja taka odpowiada zapisywaniu tylu liter, ile w ostatnim spadku
zostato przyporzadkowanych do wszystkich zmiennych (zliczajac tylko poje-

dyncze wystapienia kazdej z nich):

T(2) = z(l—i—ﬁ (SEQ(&SEQW(T(z))))) _ z(1+ﬁ 135%) (3)

i=1

]

Funkcja ¢(t) = 1+ ( b (ft;ui >> spelnia warunki twierdzenia 1.4, a zatem

istnieje jednoznaczne rozwigzanie 7 € (0, R) rownania T(Z’(/S) = 1, gdzie R jest
promieniem zbieznosci ¢. Zdefiniujmy ¢ (z) = % i zauwazmy, ze
sy M) 1 ad(w
¢*(z) o(z)  ¢*(x)

Zatem mamy nastepujace rownowaznosci miedzy réwnaniami:
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Lo
o(z)  ¢*(x)
)
x):

z¢'(
¢(x)

Zauwazajac ponadto, ze ¥ (0) = 0 oraz ze 1 przyjmuje warto$ci nieujemne

1. (5)

w obrebie promienia zbieznosci dochodzimy do wniosku, ze rozwigzanie row-
nania (5) jest maksimum funkcji ¢ w tym obszarze. Jako ze na mocy twier-
dzenia 1.4 interesujaca nas asymptotyka [2"]7 (2) jest wyktadniczego rzedu

()
czy rzad asymptotyczny wspoleczynnikow rozwiniecia 7, wystarczy nam teraz

(;), gdzie p = 7= = (1), by otrzymaé gorne oszacowanie na wyktadni-

oszacowaé od dotu maksimum (). Jako ze interesuje nas tylko oszacowanie,
zawezimy sie w naszych rozwazaniach do 0 < t < 0.5, co pozwoli uniknaé pro-
blemoéw z zaleznos$cia mniedzy promieniem zbieznosci 7 (a zatem i dziedzina
1), a parametrami k i [;, gdyz promien zbieznosci w interesujacym nas pod-
zbiorze mozliwych parametrow jest zawsze wiekszy od 0.5, wiec rozwazane
funkcje beda scisle dodatnie i okreslone w calej dziedzinie. Znajdziemy naj-
pierw takie parametry k oraz [;, dla ktérych maksimum ) jest najmniejsze.

Najpierw znajdziemy odpowiednie [; przy ustalonym k:

Fakt 2.8. Niech 0 <t < 0.5. Wtedy funkcja

Gl ) = t

g (Hf:l <1§tz’itl>>

o dziedzinie rownej L = {ll, ol > 2,58 = 2’“} przyjmuje minimum,

w jednym z punktow ekstremalnych dziedziny, tj. gdy wszystkie l; sg rowne 2

z wyjatkiem co najwyzej jednego.
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Dowdd. Niech [, l“+lb oraz niech ¢ > 0. Z wypuktosci funkeji wyktadniczej

wynika wtedy nast(gpujqcy ciagg rOwnowaznosci:

tle 4 ¢ > 2t

0

1 — 3the — 3¢t 4 9latle <1 — 6tlm 4 g¢2lm

i

Otle-ths 012
L O i —sm) ~ N A s = i)
T
t < t
1+CT§%%%WS\1+CH§%%&ﬁQ

~

t t
3tla 3t 3tlm 3tlm
1 _|_ C 1 3tll1 . (]_—3tlb) C 1 3tlm (1_3tlrn)

dla dowolnej statej C. Ustalajac C' réwne iloczynowi dla wszystkich

(1— 3tl
pozostalych [; dostajemy wklestos¢ funkeji v;. Funkcja wklesta na zbiorze

wypuklym, jakim jest ustalona dziedzina [;, przyjmuje minimum w jednym

z punktow ekstremalnych tego zbioru, co daje teze. O]

Znajac teraz zaleznos¢ miedzy wartosciami [; oraz k jesteSmy w stanie wybraé

odpowiednie k:

Fakt 2.9. Niech 0 <t < 0.5. Wiedy

t

k—1 .
1 + 3t2 3t2 —2k+2
1-3t2 1—3¢2k—2k+2

jest funkcjg Scisle rosngea dla 0 <t < 0.5 oraz k naturalnego wiekszego od 2.

() =
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Dowdd. Fakt ten mozna udowodnié¢ liczac pochodna funkeji ¢f** (k) i spraw-

dzajac jej dodatnios¢, jednak posta¢ pochodnej jest tak skomplikowana, ze
unikamy tego podejscia kierujac sie klarownoscia wywodu. Przeanalizujmy
wplyw zwiekszenia k o jeden na warto$¢ funkeji. Rozwazymy go poprzez
analize trzech termow, w ktorych wystepuje k: ( 32 ) ) (1), 3t2"~2k+2(2)

1-322
1 :
oraz i (3):

(1) 13’;2 < 3, zatem pierwszy term zwiekszy sie najwyzej trzykrotnie,

E41_
(2) g2 TR 422 satem drugi term zmaleje przynajmniej 32-krotnie,

342k —2k+2

(3) 1< m < 12 dla kazdego k, zatem trzeci term wzrosnie najwyze]
16 -
15-krotnie.
7 powyzszej analizy jasno wynika, ze mianownik (k) jest funkcja male-
ext

jaca, a zatem ¥ (k) jest rosnaca.
O

Z faktow 2.8 i 2.9 wynika, ze najmniejsze maksimum funkcja ¢ przyjmuje
dla parametrow k = 3 oraz [ = 2,1y = 2,13 = 4. Uzywajac programu Maple
dokonujemy sprawdzenia (stosujac obliczenia symboliczne), ze dla takich pa-
rametrow osigga ona warto$¢ wieksza niz 0.487 dla z = 0.471, a zatem rzad
wyktadniczy T,, jest nie wiekszy niz 1/0.4710 = 2.1229 i w konsekwencji ist-
nieje najwyzej 2.1229M trojek P, L, S mozliwych do uzyskania w M krokach
algorytmu 1.

Ograniczenie liczby elementéw H. Kazda retrakcja R wycofuje co naj-
mniej 8 liter, a zatem dodaje co najwyzej (%1 liter do H. Ponadto suma
dtugosci wszystkich retrakcji jest niewieksza niz M, a zatem istnieje najwyzej

2% < 1.1M ciagow R mozliwych do osiagniecia po M krokach algorytmu.

Ograniczanie liczby elementéw F'. Ostateczna sekwencja liter jest diu-

go$ci najwyzej |[W| — 1, zatem istnieje najwyzej 4"/ takich sekwencji, bo do
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kazdego miejsca moze zostac¢ przyporzadkowany jeden z symboli 0, 1,2 (litery
alfabetu ternarnego) lub brak symbolu. Symbole ¢ moga by¢ przyporzadko-
wywane tylko do ustalonych wczesniej pozycji, zatem dodatkowe zapisywanie

ich nie jest konieczne.

Ograniczanie liczby piatek (P, L, S, R, F'). Mnozac wszystkie poprzednie
ograniczenia dla dostatecznie duzego M otrzymujemy ograniczenie (2.1229 x
LM x 4W1 < 2.34M x 4V < 3M na wszystkie mozliwe piatki w pelni opi-
sujace wszystkie 3 mozliwych prefiksow C, co daje nam pozadana sprzecz-

nosé. O

2.4 Uwagi koricowe

Algorytmiczny Lokalny Lemat Lovésza jest bardzo uzyteczng metoda w dzie-
dzinie unikania wzorcéw w stowach, jednak jego sila przejawia sie glownie w
zachowaniach asymptotycznych (mozna to zreszta powiedzie¢ o wiekszosci
metod o naturze probabilitycznej). Bezposrednie zastosowanie technik wyko-
rzystanych w dowodzie dla alfabetéw ternarnych pozwala na udowodnienie
hipotezy o alfabetach binarnych dla wzorcéow p o conajmniej 3 zmiennych. 7
tego wzgledu pelny dowod hipotezy dla alfabetéw binarnych moze wymagaé

innych metod.

3 Unikanie wzorcow w grafach

3.1 Podstawowe definicje

Dla grafu G przez V(G) i E(G) oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio zbior wierz-
chotkow i krawedzi G. Dekompozycja drzewowa grafu G to graf T bedacy

drzewem (grafem spéjnym nieposiadajacy cyklu) o wierzchotkach X, ..., X,
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gdzie kazde X; jest podzbiorem wierzchotkéw grafu G spelniajagcym naste-

pujace warunki:

1. Kazdy wierzchotek grafu G nalezy do przynajmniej jednego X;.

2. Jesli v € V(G) nalezy zarowno do X; jak i X, to wszystkie wierz-
chotki X € V(T') lezace na (jedynej) Sciezce miedzy X; a X; roéwniez

zawieraja v.

3. Dla kazdej krawedzi (v, w) € E(G) istnieje X; zawierajacy zaréwno v

jak i w.

Analogicznie dekompozycjq $ciezkowq bedziemy nazywaé graf P bedacy
Sciezka o wierzchotkach Xi,..., X,, spelniajacych powyzsze warunki. Dla
ustalonej dekompozycji (drzewowej lub $ciezkowej) przez jej szerokosé ro-
zumie¢ bedziemy rozmiar najwickszego zbioru X;. Minimalng mozliwg sze-
roko$¢ dekompozycji drzewowej grafu G nazywaé bedziemy szerokoscig drze-
wowg G, natomiast minimalna szeroko$é¢ dekompozycji $ciezkowej G - jego
szerokoSciq Sciezkowaq.

Kolorowanie grafu to funkcja ¢ : V(G) — N przyporzadkowujaca kaz-
demu z wierzchotkow kolor bedacy liczba naturalna, natomiast k-kolorowanie
to kolorowanie uzywajace jedynie k koloréw. Powiemy, ze kolorowanie ¢ :
V(G) — N grafu G unika wzorca p, jesli nie istnieje w nim $ciezka prosta,
ktora zawierataby p (rozwazamy kolory wierzchotkow na §ciezce jako litery al-
fabetu k-arnego). W szczegolnosci, kolorowanie jest nierepetytywne jesli unika
wzorca AA. Liczba Thuego grafu G, oznaczana jako 7(G), to minimalna liczba
kolorow k, dla ktoérej da sie skonstruowac nierepetytywne k-kolorowanie G.

Przyporzadkujmy teraz kazdemu z wierzchotkéw v liste L, C N do-
stepnych kolorow. Kolorowanie G z list to takie kolorowanie, dla ktérego

Voeve)®(v) € L,. Listowa liczba Thuego grafu G, oznaczana jako m(G),
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to minimalne k takie, ze dla kazdego przyporzadkowania list wielkosci k& do
wierzchotkéw G istnieje nierepetytywne kolorowanie z tych list.

W obrebie tego rozdziatu interesowac nas bedzie czasem wybieranie mniej-
szej listy z wickszych list koloréw dostepnych dla kazdego wierzchotka - na
taka procedure patrze¢ bedziemy jak na wybor podlisty ze wszystkich moz-
liwych podlist i nazywaé¢ prekolorowaniem. O prekolorowaniu powiemy, ze
unika wzorca p, jesli z wybranych list nie da sie wybra¢ koloréw tak, by

powstata instancja wzorca.

3.2 Wprowadzenie

Jednym z naturalnych rozwinie¢ tematyki unikania wzorcow w stowach nad
alfabetem k-arnym jest unikanie wzorcow w grafach kolorowanych k kolorami.
Problem ten byl rozwazany glownie w kontekscie unikania powtorzen (tzn.
wzorcow typu AA) i ograniczania liczby koloréw ze wzgledu na rézne para-
metry grafowe. Wynikiem, ktory zapoczatkowal badania w tej dziedzinie byto

ograniczenie ilosci koloréow ze wzgledu na maksymalny stopien wierzchotka
[1]:

Twierdzenie 3.1. Istnieje stata c taka, zZe
7(Q) < m(G) < cA?
dla wszystkich grafow o maksymalnym stopniu wierzchotka rownym A.

Ponadto w tej samej pracy udato sie pokazaé, ze istnieja grafy, dla ktorych
m(G) > %. Dzieki pdzniejszym pracom dotyczacym oszacowania stalej ¢
[13, 14, 15, 7| zostalo osiagnigte oszacowanie 7(G) < m(G) < (1 + o(1))A?
|7]. Wszystkie te wyniki w naturalny sposob uogolniaja sie na listowa liczbe
Thuego.

Jednym z prostszych wynikow w tej dziedzinie jest ograniczenie liczby

Thuego dla wszystkich drzew przez 4 [1], ktore zostato uogolnione dla wszyst-
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kich graféw o ograniczonej szerokosci drzewowej przez Kiindgena i Pelsma-
jera. Pokazali oni, ze m(G) < 4% dla wszystkich graféw o szerokosci drzewowe;
k [16]. Jesli zamiast szerokosci drzewowej rozwazy sie szeroko$¢ $ciezkowa,
znane jest ograniczenie wielomianowe: 7(G) < 2k* + 6k + 1 [7].

Przejdziemy teraz do omoéwienia wynikow dotyczacych listowej liczby
Thuego, ktora bedzie gléwnym tematem tego rozdziatu. Wiadomo, ze dla
Sciezek listowa liczba Thuego wynosi 3 lub 4 i jest to jeden z pierwszych wy-
nikéw wykorzystujacych algorytmiczna wersje Lokalnego Lematu Lovasza w
problematyce unikania wzorcow [12] (zwykla liczba Thuego dla $ciezek wy-
nosi 3 i jest to prosta konsekwencja twierdzenia Thuego). Niedawny wynik
Fiorenzi’ego, Ochema, Ossona de Mendeza i Zhu jest pierwszym wskazuja-
cym na réznice miedzy listowa i klasyczna liczba Thuego [11]. Pokazali oni,
ze listowa liczba Thuego dla drzew nie jest ograniczona. Oczywiscie drzewa,
ktore osiagaja wysoka listowa liczbe Thuego musza mie¢ rowniez wysokie
stopnie wierzchotkéw, co wynika z przytoczonego wcze$niej ograniczenia.

Z jednej strony wiemy wiec, ze m(G) nie jest ograniczone dla grafow
z ograniczona szerokoscia drzewowa, z drugiej strony jest ograniczone dla
Sciezek i grafow z szerokoscia Sciezkowa 1 [7]. Dwa wyniki, ktore zaprezen-
tuje w tym rozdziale powstaly we wspotpracy z Piotrem Mickiem, Jakubem
Kozikiem oraz Gwenaélem Joretem. Pierwszy z nich to konstrukcja kontr-
przyktadu pokazujacego, ze listowa liczba Thuego nie jest ograniczona dla
grafow z organiczong szeroko$cia $ciezkowa:

PR

2 taki, ze m(G) > c.

W obliczu tego wyniku i prostego ograniczenia klasycznej liczby Thuego
dla drzew zasadnym wydaje si¢ pytanie o listowa liczbe Thuego dla drzew
z ograniczona szerokoscia $ciezkowa (ograniczenie to nie ogranicza stopni
wierzcholtkow). Drugi wynik jest pozytywny i stanowi ograniczenie na liczbe

kolorow w tej wtasnie konfiguracji:
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Twierdzenie 3.3. Istnieje funkcja f : N — N taka, ze m(T) < f(k) dla

P

3.3 Ogodlne grafy o ograniczonej szerokosci Sciezkowej

Sekcje te zaczniemy od konstrukeji grafu o szerokosci $ciezkowej 2 i dowolnie
duzej listowej liczbie Thuego. Niech D, ;, bedzie grafem powstalym ze Sciezki
o dtugosci 2n poprzez zastapienie kazdego nieparzystego wierzchotka grupa
(kk’f) wierzcholtkow, to jest:

V(Doa) = i € b} edati e bl 11 )

Wierzcholki sg polaczone krawedzia w D, wtedy i tylko wtedy, gdy ich
indeksy dolne réznia sie o dokladnie jeden (co w szczegélnosci oznacza, ze
grupy wierzchotkéw nieparzystych tworza zbiory niezalezne). Udowodnimy

teraz, ze:

Twierdzenie 3.4. Jesli k ¢ n sq liczbami naturalnymi takimi, ze k > 1 4
n > e"? to m(Dpy) > k.

Dowadd. Na potrzeby dowodu wierzchotkiem uogélnionym V; nazwijmy wierz-
chotek v; dla ¢ parzystych oraz zbiér wszystkich wierzchotkow v; ; dla ¢ nie-
parzystych. Wtedy dla kolorowania ¢, przez ¢(2i + 1) bedziemy rozumieé¢
zbior wszystkich koloréw wybranych dla wierzchotkow w V5;.1. Przyporzad-
kujmy listy dtugosci k do wierzchotkéw w taki sposob, ze wierzcholki parzyste
otrzymaja parami roztaczne listy, natomiast wierzchotki nieparzyste o danym
indeksie otrzymaja wszystkie mozliwe listy koloréw uzywanych przez listy
wierzchotkéw parzystych. Dla wierzcholtka v;, gdzie ¢ = 2t polézmy zatem
L; = {tk+1,tk+2,... tk+k}, a dla wierzchotkow vo; 41 1, Uait1.2, - - - i (37)

niech Lo; 111, ... beda wszystkimi k-elementowymi podzbiorami {1, 2, ..., kn}.
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Przypusémy teraz, ze dla takiego doboru list ¢ jest nierepetytywnym
k-kolorowaniem D), ;. By doj$¢ do sprzecznosci wystarczy rozwazy¢ powto-
rzenia blokéw nieparzystej dlugosci. Zauwazmy, ze dla kazdego segmentu
[D;, Dit4j+2] musi istnie¢ parzyste [ takie, ze ¢(I) ¢ ¢(I+2j+1) dla pewnego
j € Z. Powiemy wtedy, ze para (I, + 2j + 1) jest swiadkiem dla segmentu
(D, Dit4j42]. Oczywiscie kazdy segment musi mie¢ $wiadka, ponadto para
(I,1 + 25 + 1) moze by¢ $wiadkiem jedynie dla zawierajacych ja segmentow
dtugosci 45 + 2, a zatem dla najwyzej |25 + 1| segmentow.

Graf D, zawiera n — (41 + 1) segmentéow dlugosci 41 + 2, ktore w sumie

n7(4l+1)" _ " n+1
20+1 20+1

po wszystkich [ otrzymujemy nieréwnos¢ prawdziwg dla odpowiednio duzych

potrzebuja co najmniej [ — 2] roznych $wiadkow. Sumujac

n:
n=2 _n+1 n_r 1 n n n n n n
S g -2 > 5sh -2 imG) - -S> Im@). ©

2 4 4
Zauwazmy teraz, ze uogo6lniony wierzchotek nieparzysty V5;11 moze nale-

ze¢ do najwyzej k— 1 par typu ([, 2i+1) bedacych $wiadkami, gdyz nalezenie
do kazdej z nich wiaze sie z niemozliwoscia wykorzystania koloru ¢(l) w zad-
nym z wierzchotkow V5, 1. Jesli wiec nalezatby on do k par, zabranialyby
one k réznych koloréw, zatem wierzchotek V5,1 odpowiadajacy zabronionej
k-tce nie mogtby zosta¢ pokolorowany. 7Z réwnania 6 wynika, ze uogélniony
wierzcholek nieparzysty nalezy Srednio do §In(%) par bedacych $wiadkami,
co w polaczeniu z zatozeniem n > €2 daje nam pozadang sprzecznoéé.

]

3.4 Drzewa o ograniczonej szeroko$ci Sciezkowej

Reszta niniejszego rozdzialu poswiecona bedzie dowodowi twierdzenia o ogra-
niczonej listowej liczbie chromatycznej drzew z ograniczong szerokoscia §ciez-

kowa. W catym dowodzie utrzymywana bedzie konwencja, wedle ktorej ko-
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rzen drzewa jest jego najnizszym wierzcholkiem, a lidcie - najwyzszymi. Me-

toda bedzie bardzo podobna do wykorzystanej w dowodzie twierdzenia 2.4:

Twierdzenie 3.5. Istnieje funkcja [ taka, ze jesli T jest drzewem o szero-

.....

Ze wzgledoéw technicznych zanim przejdziemy do dowodu uogélnimy po-
jecie powtorzenia. Powtorzeniem dlugosci n z przerwq t nazywaé bedziemy
ciag (ar, ..., an, b1y by Ay, - .., a2y), gdzie a; = a;4,,. Powtorzenie dtugo-
Sci k nazywacé bedziemy w skrocie k-powtorzeniem. Naduzywajac lekko nota-
cji $ciezke w grafie, w ktoérym sekwencja koloréw tworzyé¢ bedzie powtorzenie
réowniez nazywaé bedziemy powtoérzeniem. Srodkowq krawedzig powtérzenia
dtugosci k£ nazwiemy krawedz pomiedzy k-tym, a k& + 1-szym wierzchotkiem
Sciezki. Blizniakiem l-tego wierzchotka w powtorzeniu dtugosci k£ nazwiemy
wierzchotek o indeksie (I + k) mod 2k.

W dowodzie korzysta¢ bedziemy z nastepujacego lematu o dekompozycji

.....

P

P roztgeznych sciezek nalezgeych do T taki, Ze:

1. Kazdy wierzchotek T nalezy do doktadnie jednej Sciezki w P,

2. Metadrzewo T powstate zT przez kontrakcje wszystkich Sciezek w P ma

Srednice nie wiekszq niz 2F — 1.

Dowod. Dow6d bedzie przebiega¢ indukcyjnie ze wzgledu na k. Przypadek
k = 0 jest oczywisty, zal6zmy wiec, ze k > 0 i teza zachodzi dla wszystkich
I < k. Kazdy graf o szeroko$ci Sciezkowej k jest spojnym podgrafem grafu
przedziatlowego o wysokosci k + 1, wezmy wiec dowolng reprezentacje takiego
nadgrafu dla 7. Niech P, bedzie Sciezka laczaca przedzial zaczynajacy sie
najbardziej na lewo w tej reprezentacji z przedzialem konczacym sie najbar-

dziej na prawo (jest ona wyznaczona jednoznacznie, bo T jest drzewem). Po
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usunieciu Fy z reprezentacji, pozostaje las o szerokosci Sciezkowej nie wiekszej
niz k — 1. 7 zatozenia indukcyjnego kazde pozostate drzewo posiada dekom-
pozycje na Sciezki spelniajace warunki twierdzenia tworzace metadrzewa o
szerokosci nie wiekszej niz 28 — 1. Niech P bedzie suma tych Sciezek i P,.
Oczywiscie $ciezki P sa podzialem wierzchotkow drzewa T, a §rednica meta-

drzewa P jest nie wicksza niz 287! — 1. O

Ustalmy teraz drzewo T' o szerokosci Sciezkowej k wraz z dowolnym zanu-
rzeniem na plaszczyzne, korzeniem oraz dekompozycjg P o metadrzewie T.
Dodatkowo skierujmy kazda $ciezke w P w prawa strone. Pojedynczg Sciezke
dekompozycji nazywaé bedziemy Sciezka pierwolng, natomiast jej wierzcho-
lek sasiadujacy ze Sciezka blizsza korzeniowi T' - punktem centralnym (oczy-
widcie §ciezka zawierajaca korzen nie ma punktu centralnego). Dla kazdego
wierzchotka v € T', poziomem v bedziemy nazywac odlegto$é metawierzchotka
zawierajacego v do metawierzchotka zawierajacego korzen T' w metadrzewie
T. Dla dowolnej $ciezki w T, jej fragment skladajacy sie z wierzchotkoéw na
najnizszym osiaganym przez nig poziomie nazywaé bedziemy dolng czeScig
Sciezki. Sciezke w T nazywac¢ bedziemy stabilng jesli oba z jej konicow sa
w jej dolnej czesci, jednokierunkowq - jesli lezy tam tylko jeden z koricow,
oraz dwukierunkowq - jesli zaden z koricow nie lezy w dolnej czesci $ciezki.
Jednokierunkowa $ciezka (vq,...,v;) jest skierowana w lewo jesli (vq,vy1) jest
skierowang krawedziag w Sciezce P zawierajacej vy, w przeciwnym wypadku
taka $ciezka jest skierowana w prawo (nawet jesli vy i vy naleza do réznych
ciezek w P, definicje nie sg zatem w pelni symetryczne). Dla Sciezek jedno-
i dwukierunkowych wierzchotki nalezace do dolnej czesci $ciezki majace sa-
siada nienalezacego do dolnej cze$ci nazywac bedziemy punktami zatamania.
Dla punktu v na poziomie k, dzie¢m: tego punktu nazwiemy wszystkie wierz-
cholki z poziomu k+1, ktore sasiaduja z v. Przez vl oznaczaé¢ bedziemy sume
wszystkich potomkéw v wraz z v.

Zanim przejdziemy do konstrukcji nierepetytywnego kolorowania 1" skro-
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cimy listy wykluczajac jednoczesnie nastepujace szczegolne typy powtorzen:

(1) k-powtorzenia z przerwa t, gdzie t < k, nalezace w caltosci do jednej

Sciezki pierwotnej,

(2) jednostronne k-powtorzenia skierowane w prawo z dowolnie duza prze-
rwa takie, ze przeciecie przerwy i dolnej czeSci powtorzenia jest nie

dtuzsze niz k,

(3) jednostronne k-powtorzenia skierowane w lewo z dowolnie duza przerwa
takie, ze przeciecie przerwy i dolnej czesci powtorzenia jest nie dtuzsze

niz k.

Opis stopniowego skracania list opiszemy w trzech lematach poswieconych
trzem kolejnym typom powtérzen. Skracanie list w drzewie mozna rozwazac
jako kolorowanie drzewa krotszymi listami, kazde takie kolorowanie nazywac
bedziemy L-kolorowaniem. We wszystkich dowodach wszystkie skrocone listy
beda tej samej dtugosci. Sciezke pokolorowang listami nazywaé bedziemy L-
powtorzeniem danego typu, jesli z list da sie wybra¢ kolory w taki sposob,
by powstalo powtorzenie tego typu.

Ze wzgledéw technicznych bedziemy potrzebowaé nastepujacej obserwa-

cji:

Lemat 3.7. Jesli xy,...,x, jest ciggiem nieujemnych liczby rzeczywistych

takich, ze X7 x; = M to TP z; < 4M,

Dowdd. 7 nieréwnosci Cauchy’ego wynika, ze iloczyn n liczb o stalej sumie
jest maksymalizowany, gdy liczby te sa réwne. Interesuje nas zatem mak-
symalna warto$¢ wyrazenia x" przy zalozeniu, ze nx = M. Zauwazmy, ze
2

> x, a zatem wybranie ¥’ = £ i n’ = 2n zwiekszy

dla z > 4 mamy (5) 5

nasze wyrazenie. Maksimum jest wiec osiagane dla z-6w mniejszych niz 4, co

implikuje nieréwnodé z" < 4" < 4M. O
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.....

kosci N = 64n? + n — 1 przyporzqdkowaymi do wierzchotkéw to istnieje L-
kolorowanie T listami wielkosci n w taki sposob, by nie istniato L-powtorzenie
typu (1).

Dowadd. Niech T bedzie drzewem o szerokosci drzewowej k£, metadrzewie T i
ze zbiorem list {L, },ev (1) 0 wielkosciach rownych 64n*+n—1 dla kazdego v.
Zaloézmy, ze nie jest mozliwy wybor podlist wielkosci n w taki sposob, by nie
istniala L-powtorzenie typu (1). Z definicji kazde powtorzenie typu (1) za-
warte jest w jednej $ciezce pierwotnej, a zatem istnieje pewna Sciezka P € P,
dla ktorej nie istnieje odpowiedni wybodr podlist. Rozwazmy randomizowany
algorytm (Algorytm 2 ponizej) probujacy wybra¢ podlisty w taki sposob, by

nie stworzy¢ L-powtorzen typu (1).

Algorithm 2: Unikanie powtorzen typu (1)

10

11

wejscie: S: N — [(]:)]

ie—1,j«1,C 10

while Sciezka nie jest w catosci L-pokolorowana do

C(v;) « podlista L o indeksie S(1)

1++

jt+

if Istnieje instancja R L-powtdrzenia koriczgca sie na v; then
Niech Wy bedzie powtorzong czedcia R zawierajaca v;
for v € Wgi do

usuni warots¢ C'(v)

7 < indeks pierwszej pozycji w Wg

return C

Zauwazmy, ze dzieki zalozeniu o nieistnieniu poprawnego L-kolorowania,

algorytm nigdy sie nie zatrzyma. Ustalmy teraz pewna sekwencje wejsciowa
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S i przesledzmy pierwsze M krokoéw dziatania algorytmu. Tak jak poprzed-
nio, postaramy sie opisa¢ dziatanie algorytmu za pomoca struktur, ktoérych
ilo§¢ oszacujemy pozniej za pomocg metod kombinatoryki analitycznej. Tym

razem struktura bedzie czworka (P, F, G, R), gdzie:

o P=(p1,...,pm) jest ciagiem liczb, gdzie p; jest jest iloscia wierzchol-

koéw z nadanymi kolorami (mniejszymi listami) po ¢ krokach,
o [ jest funkcja czesciowy C' po M krokach algorytmu,

e G =(g1,...,9s) jest ciagiem liczb takich, ze g; jest dtugoscia przerwy

w i-tej wycofanego powtorzenia typu (1),

e R = (ry,...,rs) jest ciagiem sekwencji liczb, gdzie r; = (l1,..., k)
odpowiada i-temu powtoérzeniu. Jesli i-te powtdrzenie pojawito sie na
ciezce (V1,..., Vg, b1y .. by, Vki, ..., Uok), gdzie t jest diugoscia prze-
rwy, a listy je tworzace to Ly, ..., Ly, By, ..., By, Lgi1, - .., Lok to [; jest
indeksem listy Lj; sposroéd wszystkich list mozliwych do wybrania na

wierzcholku v;.

Teraz przystapimy do dowodéw kompresji i bezstratnosci tego kodowania,

analogicznie jak miato to miejsce w poprzednim rozdziale.

Kompresja
1. Zacznijmy od oszacowania ilosci wszystkich mozliwych P. Ciag (p1, ..., pum)
bijektywnie przetransformujmy w ciag roznic (1, po—p1, ..., Dy —Py—1)

tak, ze wszystkie roznice naleze¢ beda do zbioru {1,0,—1,—2,... }. Na-
stepnie kazdy niedodatni element —k tego ciaggu zamienmy w podciag
(1,—1,—1,...) dlugosci k, tatwo sprawdzi¢, ze ta operacja rowniez jest
bijektywna. Ciag wynikowy jest ciagiem zerojedynkowym o diugosci
nie wiekszej niz 2M, zatem ilo$¢ takich ciagéw jest rzedu O(4M), wiec i

ilog¢ P jest takiego rzedu, jako ze obie transformacje byty bijektywne.
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2. Liczba mozliwych F' moze by¢ traktowana jak stala, gdyz nie ro$nie

wraz z M.

3. Suma elementow G jest nie wieksza niz suma dlugosci wszystkich wy-
cofanych L-powtorzen, ktora jest nie wieksza niz M, zatem ilo$¢ mozli-
wych ciggéw G jest mniejsza niz ilosé¢ ciagow M + 1 liczb nieujemnych

sumujacych sie do M, czyli (QJJJI{) = 0(4M).

4. By oszacowac liczbe¢ mozliwych R przypomnijmy, ze kazde [; wyste-
pujace w r; bedacym elementem R jest indeksem pewnej n-podlisty
posréd wszystkich n-podlist listy rozmiaru N majacych niepuste prze-
ciecie z pewng jej ustalong podlistg rozmiaru n. Indeks ten nie moze by¢é
wiekszy niz n(ﬁ__ll) Suma dtugosci sekwencji sktadajacych sie na R jest
nie wieksza niz M, a kazdy cigg dtugosci M moze by¢ rozdzielony na

2M=1 sposobow. Aby zakodowaé R nalezy osobno

spojne podciagi na
zakodowa¢ wyrazy nalezace do wszystkich sekwencji oraz sposob po-
dzialu na sekwencje, co w potaczeniu z poprzednimi obserwacjami daje

pozadane oszacowanie postaci O((2n (g:ll))M)

Mnozac uzyskane szacowania dostajemy oszacowanie na ilos¢ mozliwych czwo-

rek (P, F, G, R) opisujacych konkretny przebieg algorytmu o dlugosci M:

() =0ty (D)) =0l() )

Wida¢ zatem, ze dla wystarczajaco duzego M liczba mozliwych opiséw dzia-
tania algorytmu jest mniejsza niz liczba poczatkowych segmentow S o dtu-
gosci M. By uzyskaé sprzecznos¢ wystarczy teraz pokazaé, ze dwa rozne

segmenty poczatkowe S generuja zawsze rézne opisy.

Bezstratno$é opisu
Udowodnimy, ze da sie zrekonstruowaé pierwsze M elementéw ciagu S na

podstawie czworki (P, F, G, R) powstatej po M krokach dziatania algorytmu.
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Argument bedzie iteracyjny - dla (P, F, G, R) zrekonstruujemy S(M) oraz
(P',F',G',R') - czworke powstata po M — 1 krokach dzialania algorytmu,
a nastepnie powtarzajac rozumowanie - cala poczatkows sekwencje S. Jesli
pv = pu—1 + 1 to zadne L-powtédrzenie nie zostato wycofane w ostatnim
kroku. Zatem S(M) to po prostu indeks ostatniej podlisty F, P' i F’ sa o
jeden element krotsze, a G' = Gi R' = R. Jesli pyy = py—1 — k+1, gdzie k >
0, to w ostatnim kroku zostata wykonana retrakcja k£ elementéw tworzacych
[-powtorzenie. Ostatni element G to dlugosé luki ¢ dla tego powtoérzenia.
Niech (aq,...,q,) bedzie ostatnim elementem R, a aq,...,ax,by,...,b;
ostatnimi elementami F' o przypisanych podlistach, oraz niech Ay,..., Ay
beda podlistami przypisanymi do ay,...,a; (informacje o tych podlistach
sa zapisane w F'). Ponadto niech ay,1,...,as. beda wierzchotkami naste-
pujacymi po b; na $ciezce - sa to wierzcholki, ktorym przed retrakcja bytly
przypisane podlisty. Rozwazmy wierzchotek ay;. Znamy jego liste L(ayy;),
znamy podliste A; przypisang do a; i wiemy, ze lista Ay, przypisana wcze-
$niej do agy; ma indeks «; sposrod wszystkich n-podlist L(ay.;) majacych
niepuste przeciecie z A;. Pozwala nam to zrekonstuowaé¢ wszystkie podlisty
przypisane wierzchotkom przed retrakcja - F”. Tak jak w poprzednim przy-
padku, S(M) to indeks ostatniej podlisty F”, natomiast (P, F',G', R') sa o
jeden element krotsze niz (P, F” G, R). ]

Uzywajac bardzo podobnych argumentéw w kolejnych lematach poka-
zemy, ze jesli poczatkowe listy sa wystarczajaco dtugie to moga zostac¢ skro-
cone w taki sposéb, by kazde kolorowanie unikalo powtoérzen typu (2) oraz

(3).

Lemat 3.9. Jesli T jest drzewem o szerokosci Sciezkowej k 1@ listach rozmiaru
N = 64n? + n — 1 oraz bez powtdrzen typu (1) to da sie wybraé podlisty roz-
miaru n dla wszystkich wierzchotkow tak, by nie istniato kolorowanie z tych

podlist zawierajgce powtdrzenie typu (2) o dolnej czesci w Sciezee pierwotnej
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zawierajgce] korzen T

Dowdd. W obrebie dowodu powtorzenie typu (2) z dolna czescia w Sciezce
zawierajacej korzen T nazywa¢ bedziemy powtoérzeniem typu (2'). Dla cze-
Sciowego L-kolorowania C' i wierzchotka v niech d(C,v) bedzie determini-
stycznie skonstruowanym rozszerzeniem C' o wszystkie wierzchotki nalezace
do v T, ktore unika powtorzen typu (2'). Oczywiscie takie rozszerzenie nie
musi zawsze istnie¢, wiec d jest funkcjg czeSciowa. Jesli istnieje wiele takich
rozszerzen, wybieramy pierwsze zgodnie z dowolnym ustalonym porzadkiem.
Naturalnie rozszerzamy d do funkcji, ktora dziata na zbiorach wierzchotkow,
a nie tylko na pojedynczych wierzchotkach.

Dowdd bedzie polegal na analizie algorytmu 3 kolorujacego drzewo i uni-
kajacego powtorzen typu (2'). W analizie algorytmu, wartosci C'(v) przypo-
rzadkowane w linii 5 nazywaé bedziemy przyporzadkowanymi bezposrednio.
Algorytm korzysta ze zdefiniowanej pézniej funkcji Next oraz dodatkowych
oznaczen - dla wierzchotka v ze $ciezki pierwotnej P przez right(v) oznaczaé
bedziemy wierzchotek na prawo od v, natomiast przez left(v) - na lewo od
v.

Zatozmy, ze nie istnieje L-kolorowanie drzewa 71" unikajace powtorzen typu
(2"). Podobnie jak w przypadku ostatniego dowodu, przesledzimy teraz pierw-
sze M krokow algorytmu (ktory, znow podobnie jak w ostatnim przypadku,
nigdy sie nie zatrzyma). Zauwazmy, ze w kazdym momencie trwania algo-
rytmu wierzchotki pokolorowane bezposrednio tworza Sciezke, a ponadto gdy
w trakcie trwania procedury powstaje prekolorowanie typu (2'), aktualnie ko-
lorowany wierzchotek musi by¢ koncem $ciezki zawierajacej to powtorzenie.
7 faktu, ze kolorowania poddrzew ukorzenionych w bezposrednio pokoloro-
wanych wierzchotkach sa wybierane deterministycznie wynika ponadto, ze
czesciowe kolorowanie calego drzewa jest calkowicie zdeterminowane przez
bezposrednio pokolorowane wierzchotki. Co wiecej - i-ty wierzcholtek bezpo-

$rednio pokolorowanej $ciezki (vy, ..., v,) jest zdeterminowany przez podlisty
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Algorithm 3: Eliminacja L-powtorzen typu (2°)

1

2

3

4

10

11

12

13

input: S: N — [(]Z)]

i—1,C«0
v «— korzen T
while T nie jest catkowicie [-pokolorowane do
C(v) « podlista L, dtugosci n o indeksie S(1)
i++
if istnieje L-powtdrzenie P typu (2’) then
Niech P’ bedzie powtorzong czescia P
for v € P'T do

‘ usuii wartos¢ C'(v')
v <« punkt P’ najblizszy korzeniowi
else
(C,v) «— Next(C,v)

(v1,...,v;_1) (v1 jest korzeniem).

W ogoélnosci funkcja Next jest niezdefiniowana dla pewnych argumentow
(np. gdy v jest pierwszym wierzchotkiem meta-Sciezki i nie ma dzieci). Mimo
to, jako ze zatozyliSmy niemoznos¢ pokolorowania drzewa bez powtorzen, a
funkcja Next zawsze wybiera poddrzewo dla ktorego aktualne kolorowanie
C nie moze by¢ rozszerzone, pewne L-powtorzenie musi sie pojawi¢ przed
osiggnieciem wierzchotka, dla ktorego funkcja jest niezdefiniowana.

Przeanalizujmy pierwsze M krokéw algorytmu dziatajacego na sekwencji
S. Informacje dotyczace przebiegu znow zapisywac¢ bedziemy jako czworke
(P,F,G,R), gdzie F' i R zdefiniowane beda tak jak poprzednio, w ciagu
P ={p1,...,pu} element p; oznacza ilos¢ wierzchotkow bezposrednio po-
kolorowanych po i krokach, natomiast G = (g1,...,¢;) jest ciagiem, gdzie

g; to ilos¢ wierzcholkow i-tego powtorzenia, ktore nalezg do przeciecia luki i
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Algorithm 4: Funkcja Next

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

input: C' czesciowe l-kolorowanie drzewa

input: v wierzchotek drzewa

if d(C,v) nie jest zdefiniowane then

Niech (vy, ..., v;) bedzie numeracja dzieci v

Niech j bedzie najwieksza liczba, dla ktorej d(C, {vy,...,v;})
jest zdefiniowane

V= v

C"—d(C,v,...,v5)

else

C’ —d(C,v)

if v jest centralnym punktem Sciezki pierwotnej P then
Niech B bedzie zbiorem wierzchotkéw na prawo od v w P
razem z v

if d(C, B) istnieje then

v left(v)

' —d(C,B)

else

v" « right(v)

)

Ise if v jest na lewo od centralnego punktu P then
v left(v)

Ise if v jest na prawo od centralnego punktu P then

)

V"« right(v)

return (C',v')

dolnej czesci powtorzenia. 7 definicji, g; jest nie wieksze niz dtugo$é¢ powto-
rzenia.

Zauwazmy, ze wierzchotki na Sciezce bedacej korzeniem meta-drzewa moga,
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zosta¢ pokolorowane jedynie bezposrednio oraz ze ostatni wierzchotek two-

rzacy wycofywane powtorzenie rowniez jest kolorowany bezposrednio, a za-

tem kazde powtérzenie sktada sie jedynie z wierzchotkéw bezposrednio po-

kolorowanych.

Kompresja Przeanalizujmy asymptotyczng liczbe czworek opisujacych pierw-
sze M krokéw algorytmu, gdzie M zmierza do nieskoriczonoéci. Oszacowanie

P, F,G oraz R jest identyczne jak w dowodzie lematu 3.9, zatem liczba moz-

liwych czworek wynosi:

() o o)) AC))

Podobnie jak poprzednio wnioskujemy zatem, ze dla wystarczajaco du-
zego M ilosé mozliwych opisoéw jest mniejsza niz ilo§¢ poczatkowych segmen-
tow S, co prowadzi do sprzeczno$ci.

Bezstratnosé¢ Znow tak jak w dowodzie poprzedniego lematu zastosujemy
rozumowanie iteracyjne by z czworki (P, F, G, R) otrzymaé¢ elementy ciagu
S.

Jesli ppy = py—1 + 1, to zadne powtdrzenie nie zostalo wycofane w po-
przednim kroku. Z kazdego czeSciowego kolorowania, w szczegolnosci z F,
jestesmy w stanie wydedukowacé, ktore wartosci zostaty przyporzadkowane
bezposrednio - tworza one §ciezke (vq, ..., vy, ), gdzie vy jest pierwszym wierz-
chotkiem $ciezki bedacej korzeniem metadrzewa. Wtedy S(M) jest indeksem
podlisty przyporzadkowanej v,, w F', R' = R,G' = G, P’ to P bez ostat-
niego elementu, natomiast F”’ jest czeSciowym kolorowaniem determinowa-
nym przez podlisty bezposrednio przyporzadkowane (vy, ..., vy,_1) W F.

Jesli ppy = py_1— k+ 11k > 0, to po ostatnim kroku zostalo wyco-
fane L-powtorzenie o dtugosci k. Niech g bedzie ostatnim elementem G, a
r = (o1,...,q) - ostatnim elementem R. Zrekonstruujemy kolorowanie za-

wierajace powtorzenie w k fazach. Sciezka z przyporzadkowanymi podlistani
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jednoznacznie wyznacza nastepny wierzcholek v, ktoremu zostanie bezpo-
Srednio przyporzadkowana podlista. Jest to rowniez ostatni wierzchotek, kto6-
rego podlista zostata usunieta podczas retrakcji. Wiemy rowniez, ze podlista
do niego przyporzadkowana mialta niepuste przeciecie z podlistg wierzchotka
w nalezacego do drugiej powtorzenia, ktorego pozycje (a zatem i jego podliste
A,) potrafimy odtworzy¢ znajac g. W potaczeniu z «; pozwala nam to odtwo-
rzy¢ podliste przyporzadkowana wezesniej do v'. Tterujac argument k-krotnie
otrzymujemy F”. By otrzyma¢ F’ wystarczy usunaé¢ ostatnio przyporzad-
kowang podliste F”, natomiast P’ R' i G' réwne s3 P, R i G 7z usunietymi

ostatnimi elementami. ]

Lemat 3.10. Dla kazdego k istnieje Ny takie, ze jesli T jest drzewem o
szerokosci Sciezkowey T z listami rozmiaru Ny w kazdym wierzchotku bez
powtdrzen typu (1), to mozliwe jest wybranie podlist rozmiaru n, ktére unikaé

bedqg powtdrzen typu (2) i (3).

Dowdd. By pozby¢ sie powtorzenia typu (2) o dolnej czesci na danej $ciezce
nalezacej do meta-drzewa wystarczy zastosowaé procedure z lematu 3.9. Sto-
sujac ja dla wszystkich $ciezek pierwotnych usuniemy wszystkie tego typu
powtorzenia. Zauwazmy, ze kazda Sciezka pierwotna ma najwyzej k—1 przod-
kow w drzewie, a zatem kazda lista zostanie skrocona najwyzej k razy. By
pozby¢ sie powtorzen typu (3) wystarczy odwrocié kierunek wszystkich scie-

zek pierwotnych i ponownie zastosowaé poprzednie rozumowanie. O

Lemat 3.11. Jesli T jest drzewem o szerokoSci Sciezkowej k @ listach o roz-
miarze 281 ktdre mie zawiera L-powtdrzen typow (1),(2),(3), to T moze

zostac nierepetylywnie pokolorowane.

Dowdd. Uporzadkujmy wierzchotki drzewa rosnaco ze wzgledu na odlegtosé
od korzenia w meta-drzewie (rozstrzygajac remisy w dowolny sposob). Be-

dziemy kolorowa¢ wierzchotki zachtannie w taki sposoéb, ze za kazdym razem
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gdy wierzchotkowi v bedzie przyporzadkowywany kolor ¢, kolor ten bedzie
usuwany z list wierzchotkoéw nalezacych do v7. Jako ze gleboko$é¢ skontrak-
towanego drzewa jest mniejsza niz dtugosé list, zadna lista nigdy nie bedzie
pusta.

Zatozmy teraz, ze w tak pokolorowanym drzewie pojawito sie powtorzenie.
Jesli jest ono na $ciezce jednokierunkowej, jego srodkowa krawedz musi by¢
na jego dolnej czesci (co wynika z procedury usuwania kolorow z list) - tatwo
wtedy sprawdzi¢, ze powtorzenie takie byloby typu (1), (2) lub (3), co daje
sprzecznosc.

Jako, ze powtorzenia nalezace w catosci do Sciezek pierwotnych juz wy-
kluczylismy, jedyna pozostajaca mozliwoscia jest powtorzenie dwustronne -
takie, ktorego zaden z koricow nie lezy na najnizszym osigganym przez nie
poziomie. Jednak tak jak w poprzednim przypadku, jego krawedz srodkowa
musi leze¢ w jego dolnej czesci. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze krawedz
srodkowa jest nie odleglejsza od lewego punktu schodzacego, niz od prawego
punktu schodzacego - w tej sytuacji powtoérzenie typu (2) jest podsciezka

powtorzenia dwustronnego, co daje sprzecznosé. O

Teze twierdzenia 3.5 uzyskujemy stosujac lematy 3.9, 3.10 do pozbycia
sie powtorzen typu (1), (2) oraz (3), a nastepnie kolorujac wierzcholtki drzewa

przy pomocy lematu 3.11.
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