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Sur certaines estimations dans la classe Z* (a, y)

O pewnych oszacowaniach w klasie 27*(a, y)

О некоторых оценках в классе 2?*(a, у)

1. Nous déterminons par 27 la classe des fonctions F(z) —----- (-«<> +
z

+a12+ ... meromorphiques et univalents dans le cercle K± où Kv = {z: 
1«| < 1} Que 27* c 27 détermine la classe des fonctions F(z) qui satisfont 
à la condition

I zF' (z) 1(1.1) Ee|--j^-| > a, »«Æj, 0< a< 1.

Dans le cas particulier a = 0 la classe 27* se couvre avec la classe des fonc­
tions 27 — étoilées. Les classes 27* et 27* étaient étudiées entre autres par 
M. S. Robertson [3] et W. A. Zmorowicz [5].

Par Q nous déterminons la classe des fonctions co(z) holomorphique 
dans Kx qui satisfons aux hypothèses du lemme Schwarz to(0) = 0, 
|co(«)| < 1, zeKi.

Il faut enfin que P détermine la classe des fonctions p (z) = 1 + 
+p1z+p2z2+ ..., holomorphique dans Jv1 et qui satisfont à la condition

(1.2) Rep(z)>0 pour zeK1.

2. La classe 27*H). Il est à remarquer, que dans la définition de la 
classe 27* nous avons l’idée de la subordination, c’est-à-dire on exige que

zF' (z)
l’expression----------— se trouve dans le domaine univalent contenant

E(z)
le point w = 1, qui est situé sur le demiplan droit. L’examen des sous- 
classes des fonctions de la classe 27* on peut réduire au problème plus 
général. Nous déterminons dans ce but par -ff(z) une fonction fixée
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volontaire de la classe P, de laquelle on suppose quelle est une fonction 
univalente dans Kt. L’image du cercle K1 par la transformation de H(z), 
que nous déterminons P(AJ, est située dans le demiplan droit et qui 
contient le point w = 1.

. 1Détrerminons maintenant par P,™ la classe des fonctions F(z) = — + 
' z

zF' (z)
+ «„ + «!z+ ... telles que l’expression-----est située dans le

domaine P(AJ.
L’inscription <p(z) signifie la subordination du domaine la

fonction <p(z) au majorante 0(2) dans le cercle A1( cela veut dire que 
çj(O) = 0(0) et qu’il existe a)(z)ei2 telle, que <p(z) = <P(co(z)).

La classe F*^ on peut définir d’une manière suivante: 

zF' ( z)(2,1) P(2)<P(*H)o-----^-L^lH(z), zcK,.

Si dans la définition (2,1) on accepte que H (z) est une fonction qui trans­
forme d’une manière univalente K1 sur le demiplan Eew > a, 0 < a < 1, 
alors la classe F*H) passera dans la classe F*. De la définition (2,1) il en 
résulte qu’il existe u>(z)(û telle, que

(2,2)
zF' (z) 
F (7)' = H(co(z))

Puisque comme on sait pour chaque fonction m(z)eû existe une fonction 
p(z)eP telle, que

(2,3) CO (2) = i" POUr 2€A\
p(2)+l

on peut donc inscrire (2,2) sous la forme

De la dernière égalité après des simples calculs nous obtenons la formule 
structurale pour la classe F*Hy

(2,5)

Au contraire chaque fonction donnée par la formule (2,5) appartient à F*^ 
ce qui est immédiatement à vérifier.
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3. La classe 27(* y). Par un cas particulier de la classe définie F*H) 
dans le point 2. est aussi la classe F*a>y) qui je définis d’une manière sui­
vante:

y*(3,1)

qui

— > °Ù S — H(z, a, y) — |\l — a) y—— +

[1 + » l’’
(1 —a)----------|-a

1-« J
pour 2! = 0 est égale 1, zeK,, 0 a < 1, 0 < y 1. Cette classe dans les 
cas limites se confondra avec les classes étudiées dans la littérature, par 
exemple F*a<V) = 27*, Dans le cas a = 0, 0< y< 1 la classe
27*0>y) est la classe des fonctions F (z) dont l’expression — zF' (z) /F (z) 
pour zeK1 change dans l’angle symétrique par rapport à l’axe réelle dont 
le sommet est situé à l’origine et dont les bras sont inclinés jusqu’à la 
direction positive sous l’angle fi = ±yjr2. La fonction H (z, a, y) est uni­
valente dans et transforme le cercle sur le domaine convex H (K 

a, y) dont l’équation du frontière l’auteur donne dans le travail [4]. 
Dans la fonction ainsi choisi H = H (z, a, y) la formule structurale (2,5) 
passe dans la formule structurale pour la classe des fonctions F*(a, y) 
dans la forme

(3,2) F(z) = -|exp{j-|[l-((l-a)p(z) + a),']dz} , p(z)eP.

4. Certains problèmes extrémaux dans la classe 

Théorème 4.1. Dans la classe 2,’*,(a,y) Pow chaque z fixé |#| 
i/y

le domaine 'de la variabilité
TO /

est le cercle fermé

= r < 1

2r(l —a)1/ zF'(z)\^ l + r2(l —2a)
( ’ ’ '\ F(z) / 1-r2 ' 1-r»

La fonction extrémale est la fonction

(4,2) = I«p l/j[l -

0

Démonstration. De la définition de la classe il en résulte, que 

zF' (z) = [(l-a)p («) + «]’’
F(z)
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d’où

p(«) =

zF (z) \ 
F(z) /

i/y
I -a

1 — a

Comme on sait le domaine de la variabilité p(z)eP pour z fixé, |z| = r < 1 
est le cercle, dont la médiane située sur l’axe réel a les buts dans les points 
1—r 1 + r

De la il en résulte immédiatement le thèse du théorème 4.1.
1 + r 1—r

Comme les corollaires du théorème ci-dessus nous obtenons les esti­
mations exactes: suivantes

/ l-r(l-2a) V,4’3) (—ï+H zF' (z) 14-r(l — 2a)
-t-r

I l-r(l-2a)Y „ I zF'(z)} (l + r(l — 2a)Y
<*■*> - 1+,--) «tH— ) - * =-<i

F(z)

(4,5) arg
zF' (*)) 2(1 —a)r

< yarcsrn--------- —-—, \z\ = r< 1.z l + r2(l —2a) ’

< r < 1

Dans les cas limites nous avons des estimations exactes dans les limites 
classes correspondantes des fonctions.

Théorème 4,2. Pour F(z)eF*n^, pour chaque z fixé, |z| = r<l 
est Vestimation exacte

<4’7 8) bh |,’(*)|

<
7exp!/7[1-(2-4v-r—Fkr w -

r < 1

La fonction extrémale est la fonction donnée par la formule (4,2). 
Démonstration. On sait, que

lnzJ'(z) = ln |«J?(«)| + inrgzF(z)
de là

zF'(z) d . d
——= l-r—\n\zF(z)\-ir—-axgzF(z) \z\ = r 
. F (z) dr dr

c’est-à-dire
, zF' (z) 1 d

Rc!—fi7)-|=1-,'77ln|rfwl
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En profitant de (4,4) nous avons

Intégrant par les côtés depuis 0 jusqu’à r nous avons

H,/?[’ -(1 r <1;2'” )]*} < i«ïWi«xp.{/a[i- -1—

De là après la division des côtes par r nous obtenons le thèse du théorème 
4,2.

Dans les cas limites de (4,6) nous obtenons des estimations connues 
\F(z)| respectivement dans les classes des fonctions regarde par exemple [2].

(l-r)2(1-a) (l + r)2(1-a>------- 1------- < \F (z)| < AJTJ--------
r r

Théorème 4,3. Si F(z) = l/24-«o + ai^+ •••,

(4,7)
a) |«ol < 2y(l-a)

b) |«il < y(l-a)

Les fonctions extrémales dans les cas a) et b) nous avons respectivement 
des fonctions:

FM - 7expl/ï[1_

Démonstration. Que p(z) = l-]-p1z + p2ziP ...eP et que 

F(z) = 3-expj J~[l-((l-a)p(2) + a)7]dz}

Alors

de là

zF'(z)
F(z)

= [(1 — a)p (z) + «]•"■

l — a1z — 2a2z3 —
(4,8)

1 + aoz + ajZ2 + a2z3 + ..
= [l + (l-a)(p1z + p2z2 + ...)]’’
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Parce que

[l + (l-a)(3M+iM2+ •••)]’' =

= l + y(l-a)p12 + y(l-a) —«)(l-y)PÎ»2+ ...J

or de (4,8) par la comparaison des coefficients dans les puissances égales 
nous obtenons ,

«o = -y(l-a)2>i

(4,9) «! = -jy(1-a)[p2--l(1-a)(l + y)p^

Parce que comme on sait |px| < 2 or la première inégalité dans (4,7) est 
démontrée.

Mettons dans la deuxième inégalité (4,9)

I(l-a)(l + y) = <5

alors

l«il = •|-y(1-a)IP2-^?l

où 0 < ô < 1 pour 0 < a < 1 et 0 < y < 1.
Que co(z) = m1z + m,!z!!+ ...eQ alors la fonction p(z)eP est liée avec la 
fonction co(z) par la relation

U)(Z) =
P(g)~l
p(z)+l

De là un calcul facile montre, que

p1 = 2«q, p2 = 2(w, + w2)
c’est-à-dire

(4,10) laj = y (1 — a) |co2 + (1 — 2<5) coj|

Or, il suffit d’estimer |<o2 + (1 — 2ô)co,|.
Puisque |<w2| < 1—laql2 regarde par exemple [1], or |<z»2-J-(1 — 2«5)o*j| 
< 1 — 2<5 |<o1|2 < 1 pour 0 < <5 < 1/2 ou

|«2 + (l-2<5)ftq| 1-2(1-<5)|«q|2< 1 pour — < d < 1.
2

Or finalement de (4,10) nous obtenons l’inégalité

l«il < y(l-a)
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Remarque. Les côtés droits des éstimations des coefficients a0 et a±

suggèrent, que pour chaque n dans la classe Z*{a, y) une estimation 
exacte est véritable

2y (1 — a)
l«nl< « =n +1

et fônctions extrémales sont des fonctions

Л«)
1 + (1-2а)гп+1\И I!-/•«...)гг
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STRESZCZENIE

W zdefiniowanej klasie Z* (a, y) funkcji F (z) meromorficznych w 
podano dokładne oszacowania

zF’ (z) 
W ’

Re .---------I F (z)

jak równiee |jP(»)| oraz współczynników a0 i

zF' (z)
F (z)

«1-

РЕЗЮМЕ

В определенном классе Z*(a,y) функций F(z) мероморфных в К, 
даны точные оценки

Re
|g-g"(g)| 

I F(z) i
zF' (z) zF' (z)

a также |Е(г)| и коэффицентов а0 и а, .




