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1. Introduction. Dans le travail [2] nous avons étudié la classe
S.ps a€(0,2), fe(—2,0), a—p <2, des fonctions holomorphes et uni-
valentes dans le cercle K,, ou K, = {z: [2| < r}, normées par les condi-
tions: f(0) =0, f'(0) =1 et telles que

z';.'(iz)) < a—;t—_ pour zek,.
Sia=1etf = —1,8, , devicnt la classe 8* des fonctions étoilées,
c’est-a-dire des fonctions satisfaisant a la condition:
2f'(2)
f(2)
Si g = —a, 8, _q est la classe S,, ae(0,1), des fonctions a-angulaire-

ment étoilées, qu’ont étudiée, entre autres, D. A. Brannan, W. E. Kir-
wan [1] et J. Stankiewicz [3]. Enfin, si § =a—2, on a S, ._y = 8,

b4
p 7% < arg

Re >0 pour zeK,.

6 = (a—l)i c’est-a-dire la classe des fonctions spiralées [4], fonctions
0’ ’

qui satisfont 4 la condition:

Rales 7))

| fiz) |
Ces classes admettent les interprétations géométriques suivantes: Si la
fonction f appartient 4 la classe S*, le domaine f(K,) est pour tout re(0, 1)
tel que son complémentaire est la somme — au sens de la théorie des
ensembles — des demi-droites dont les prolongements passent par 1’origine

>0 pour zeK,.
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des coordonnées. Si la fonction f appartient & la classe S,, lo domaine
f(K,) est pour tout 7¢(0,1) un domaine a-angulairement étoilé¢ [3], c’est-
-a-dire que 8i le domaine f(K,) ne contient pas un point quelconque w,,
il ne contient pas non plus tout I’angle de sommet w, et d’ouverture
(1—a)m et dont la bissectrice prolongée passe.par l'origine.

Enfin, si f appartient 4 S,, § = (a—l)%, le domaine f(K,) est pour

tout 7€(0,1) tel que si un point quelconque ne lui appartient pas, le
domaine ne contient pas non plus I’arc de spirale logarithmique w = w, x

X exp it +t-tga %}, dont le coefficient d’inclinaison est m = tga %, qui

passe par le point w, et qui est situé dans le cercle |w| < |w,|, c’est-a-dire
que le domaine est o-spiralé par rapport a l'origine.

L’interprétation géométrique de la classe S, ; pour a, f quelconques,
ae(0,2), Be(—2,0), a—p <2, nous a semblé un probléme intéressant;
nous ’étudions dans la suite de ce travail.

2. Définition. On dit que le domaine D est (a, )-angulairement
spiralé par rapport a ’origine, 8’il contient celle-ci et si, le point w, n’appar-
tenant pas au domaine D, le domaine ne contient pas non plus tous les
arcs de spirales logarithmiques d’équations w = wyexp {it +¢-ctgd},

te(—o0, + ), —(1—a)%<6<(1+ﬂ) %, passant par w,, de foyers

au point w = 0 et contenus dans le complémentaire du cercle jw| < |w,|.
Le domaine D ainsi défini est un domaine 4-spiralé par rapport

a Dorigine pour tout 55(——(1—-0)%—, (1+ﬁ)—: >, ou l'on entendra

par domaine 0-spiralé un domaine étoilé par rapport a l’origine (dans ce
cas, ’angle 6 que fait le vecteur tangent & la spirale en un point quelcon-
que de celle-ci avec le rayon-vecteur de ce point est égal & zéro, ce qui
veut dire que I’arc de spirale est une demi-droite passant par w,, dont
le prolongement passe par l’origine).

Si a et g sont fixés, ae(0, 2), Be(—2,0), a—f < 2, la classe de tous
ces domaines sera appelée famille G, .

Le systéme de coordonnées a, f étant rectangulaire, le domaine dans
lequel varient les paramétres a et f est un triangle de sommets (0, 0),
(2,0), (0, —2). Partageons ce triangle en trois parties: le carré T,, le
triangle T, et le triangle T;, comme le montre la figure.

Si (a,p) = (1, —1) = E, les domaines D, , sont étoilés par rapport
a Dorigine.

Si (a, B)eOE, les domaines DG, 5 sont a-angulairement étoilés par

rapport a l’origine.
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Enfin si (a, f)e AB, les domaines DeG,; sont -—(l—a)g — spiralés

ou (1+4) % — gspiralés par rapport & origine.

Pour les points (a, 8) qui appartiennent a l'intérieur du carré T,,
les domaines D@, 4 sont tels que si un domaine ne contient pas le point
w,, il ne contient pas non plus “I’angle spiralé” de sommet au point w,,
dont les cotés sont des arcs de spirales logarithmiques d’équations

w = wyexp {it +t-ctgd,}, te(—o0, +00), 6, = —(l—a)%< 0

et
= wyexp {it 4-t-ctg d,}, te( —oo, + o0), 4, = (1 +/5‘)—Z— > 0. Dans ce cas,

le rayon-vecteur du point w, est situé a l'intérieur de cet angle.

Pour les points (a, §) appartenant & l’intérieur du triangle 7', ou
a lintérieur du triangle T, les domaines D,, ; sont tels que si un domaine
ne contient pas le point w,, il ne contient pas non plus “l’angle spiralé”
de sommet au point w,, sont les cotés dont des arcs de spirales logarith-
miques d’équations w = w,exp {it +t-ctgd,} et w = w,exp {it+t-ctgd,},
te(— o0, oo), ol 6, < 0 et d,< 0 dans le cas du triangle T,, 6, > 0 et
9> 0 dans le cas du triangle T;. Dans ces deux cas “l’angle spiralé”
est situé¢ de part ou d’autre du rayon-vecteur du point w,.

Théoréme 1. S8i feS,, ,, le domaine f(K,) appartient & la famille G, 4.
Démonstration. En vertu de la définition de la classe S on a

zf' (2) 7

T
ﬂ—é-<arg I <a2.
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De 14 on tire

n ., 2f'(2) n T =
ﬂ?—6<arge“’ @) <a?—6, 6:(—5,2),

done

[ i & (2))
Rale ™ = 0
STy

pourvu que —(1—a)% <8< (1+B) % Par conséquent, si feSp, il

\

s’ensuit que feS, pour tout 6e< —(1—a) g—, (1 -i-,/)‘)-;l ). Des propriétés
/

géométriques des classes S, il résulte que le domaine f(K,) est un domaine

/
é-spiralé par rapport & l'origine pour tout 66&—(1—(1) —Z—, 1+8) —72-t->,

et que par suite c’est un domaine appartenant a la famille G, j.

Théoréme 2. Si feS, 5, les domaines D, = f(K,), ol re(0,1), sont
des domaines de la famille G, 5.

Démonstration. Ce théoréme résulte du fait que 8, = S(1+p)’~' N
2
n-%‘_l = et que si la fonction f(2) = 2+ a,2?+ ... représente le cercle

“.'-fl)z
K, sur un domaine 4§-spiralé, les domaines f(K,) pour r <1 sont aussi
des domaines J-spiralés [4].

Théoréme 3. S:i la fonction w = f(2) = a,z2+as2%+ ... représente le
cercle-unité K, sur un domaine DeG 4, la fonction ¢(z) = f(2)/f'(0)
appartient a la classe S ;.

Démeonstration. Si la fonction f(z) représente K, sur un domaine
dont la frontiére est analytique et si le domaine D est 4-spiralé, la condi-
tion suivante se trouve remplie: Re{e *“zf'(2)/f(2)} > 0. Si la frontiére
du domaine D n’est pas analytique, on considére les fonctions f(rz),
0< r< 1, qui représentent K, sur des domaines D,, d-spiralés et dont
la frontiére est analytique.

Si un domaine est é-spiralé, I’angle que fait le vecteur tangent a la
frontiére avec le rayon-vecteur du point de contact est contenu dans
l'intervalle (4, 6 +n). Par conséquent ’angle que font le vecteur normal
et le rayon-vecteur est contenu dans l’intervalle

YOy W
SN T i
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Cet angle est égal & arg {"f’(e'’) /f(¢"’)}. La fonction arg {2f’(2)/f(2)} est une
fonction harmonique, définie pour ze K,, continue sur la frontiére. Sur
la circonférence C, cette fonction est bornée, donc, en vertu du principe
de D’extrémum, elle est bornée dans le cercle K,. Par conséquent

%
d— = <ar %)—< +— pou zeK,,

ot —(1——a)% 6< (1+ﬁ)
Il en résulte que la fonctlon f(2z) doit satisfaire a la condition

n zf' (2) e
ﬂ? < a:l'g‘?(; < (1—2—.

Remarque 1. Si ae(0,1) et fe(—1,0), les domaines de la famille
G,z ont la propriété suivante: si un point w, n’appartient pas au doma-
ine De G, 5, ce domaine ne contient pas non plus tout I’angle de sommet

au point w, et d’ouverture (2 - —a) %, dont les c6tés sont les tangentes
aux spirales d’équations w = wyexp {it +-t-ctgd}, ol 6 = —(1—a)-72—t- ot

é= (1—}-/3)% et te(— oo, +00), menées au point w,.

Remarque 2. Si a =1 et f¢(—1,0) ou g8 = —1 et ae(0,1), les
domaines de la famille G, 5 ont la propriété suivante: si un point w,
n’'appartient pas au domaine D, ;, ce domaine ne contient pas non plus

Pangle de sommet au point w, et d’ouverture —(1—01)—72i ou (1+58) —721,

dont I'un coté est la demi-droite joignant les points w, et oo, et telle que
Son prolongement passe par l'origine, et ’autre coté est tangent ou point
W, a la spirale d’équation w = wyexp {it +-tctgd}. te(— oo, +o0), o

Téspectivement & = —(l—a)-g ou 6 = (1+p) 321 A une telle famille

de domaines correspond la classe des fonctions qui satisfont dans le cercle
K, 4 la condition

n 2f'(2) n
ﬂ?<arg f(z)_ <a?, Be(0, —1)
ou
BELI R
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STRESZCZENIE

W niniejszej pracy podajemy geometryczng interpretacje klasy
8., badanej w pracy [2]. Dowodzimy réwniez réwnowaznosci wpro-
wadzonych definicji: analitycznej i geometrycznej tej klasy.

PE3IOME

B nanHoit pafoTe mnpencraBieHa reoMeTpuyecKaA MHTepNpeTalUA
Kmacca 8,5 uccaenopanHoro B paGote [2]. okazano Takike paBHOCH-
JIbHOCTH aHaJINTHYECKOTO U TeoMeTPHYeCcKOro OIpefesleHHA 3TOro Kiacca.



