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Sur l’interprétation géométrique de certains sous-classes de la classe $

0 interpretacji geometrycznej pewnych podklas klasy S 

О геометрической интерпретации некоторых подклассов класса S

1. Introduction. Dans le travail [2] nous avons étudié la classe 
S[a^, ae(0,2), ße(— 2,0), a — ß < 2, des fonctions holomorphes et uni­
valentes dans le cercle Klt où Kr = {z: \z\ < r}, normées par les condi­
tions: /(0) = 0, /'(0) = 1 et telles que

n zf'(z) л

Si a — 1 et ß — —1, devient la classe des fonctions étoilées,
c’est-à-dire des fonctions satisfaisant à la condition:

> 0 pour zeKr.

Si /? = —a, S(a _a) est la classe Sa, ae(0,1>, des fonctions a-angulaire- 
ment étoilées, qu’ont étudiée, entre autres, D. A. Brannan, W. E. Kir- 
wan [1] et J. Stankiewicz [3]. Enfin, si /3 = a — 2, on a $(a,a_2) =

à = (a— 1)—, c’est-à-dire la classe des fonctions spiralées [4], fonctions 
2

qui satisfont à la condition:

Reh « 2-Ç.hLl > o pour zeKt.

Ces classes admettent les interprétations géométriques suivantes: Si la 
fonction/appartient à la classe S*, le domaine f(Kr) est pour tout re(0,1> 
tel que son complémentaire est la somme — au sens de la théorie des 
ensembles — des demi-droites dont les prolongements passent par l’origine
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des coordonnées. Si la fonction f appartient à la classe 8a, le domaine 
f(Kr) est pour tout re(0,1> un domaine a-angulairement étoilé [3], c’est- 
-à-dire que si le domaine f(Kr) ne contient pas un point quelconque w0, 
il ne contient pas non plus tout l’angle de sommet w„ et d’ouverture 
(1 — a) 7i et dont la bissectrice prolongée passe , par l’origine.

Enfin, si f appartient & 8d, ô — (a— 1)—, le domaine f(Kr) est pour 
2

tout re(0,l> tel que si un point quelconque ne lui appartient pas, le 
domaine ne contient pas non plus l’arc de spirale logarithmique w = w0 x

{71 | 71
it + t-tga—!, dont le coefficient d’inclinaison est m — tga —, qui 

2 I 2
passe par le point w0 et qui est situé dans le cercle |w| < |w0|, c’est-à-dire 
que le domaine est ô-spiralé par rapport à l’origine.

L’interprétation géométrique de la classe ^(a>w pour a, fi quelconques, 
ac(0,2), /?€(—2,0), a —/1=^2, nous a semblé un problème intéressant; 
nous l’étudions dans la suite de ce travail.

2. Définition. On dit que le domaine D est (a, /?)-angulairement 
spiralé par rapport à l’origine, s’il contient celle-ci et si, le point w0 n’appar­
tenant pas au domaine D, le domaine ne contient pas non plus tous les 
arcs de spirales logarithmiques d’équations w = woexp{it + /-ctgô},

71 71
i«( —oo, +oo), — (1— a)— < d < (1 + /3) —, passant par w0, de foyers 

2 2
au point w = 0 et contenus dans le complémentaire du cercle |w| < |w0|. 

Le domaine D ainsi défini est un domaine ô-spiralé par rapport

à l’origine pour tout d«<-(l-a)^-, (l + /?)^->, où l’on entendra

par domaine 0-spiralé un domaine étoilé par rapport à l’origine (dans ce 
cas, l’angle ô qpe fait le vecteur tangent à la spirale en un point quelcon­
que de celle-ci avec le rayon-vecteur de cè point est égal à zéro, ce qui 
veut dire que l’arc de spirale est une demi-droite passant par w0, dont 
le prolongement passe par l’origine).

Si a et fi sont fixés, ae(0, 2), /?e(— 2, 0), a — fi < 2, la classe de tous 
ces domaines sera appelée famille G^.

Le système de coordonnées a, fi étant rectangulaire, le domaine dans 
lequel varient les paramètres a et fi est un triangle de sommets (0, 0), 
(2,0), (0, —2). Partageons ce triangle en trois parties: le carré Tlf le 
triangle T2 et le triangle T3, comme le montre la figure.
Si (a, fi) = (1, —1) = E, les domaines sont étoilés par rapport
à l’origine.

Si (a, fi)eOE, les domaines DeG{a^ sont a-angulairement étoilés par 
rapport à l’origine.
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Enfin si (a,fi)eAB, les domaines DeG,(M) sont — (1 —a)—-----spiralés
2

ou (l + /3)y spiralés par rapport à l’origine.

Pour les points (a, fi) qui appartiennent à l’intérieur du carré ï\, 
les domaines DeG(a sont tels que si un domaine ne contient pas le point 
w0, il ne contient pas non plus “l’angle spiralé” de sommet au point w0, 
dont les côtés sont des arcs de spirales logarithmiques d’équations

w = Woexp^ + f-ctgôj}, te( — oo, + oo), <5X = — (1 — a)-^- < 0 
2

et

71
w — woexp{it + t-ctgô2}, te( — oo, +oo), ô2 = (1 + /Î) —• > 0. Dans ce cas, 

2

le rayon-vecteur du point w0 est situé à l’intérieur de cet angle.
Pour les points (a, fi) appartenant à l’intérieur du triangle T2 ou

à l’intérieur du triangle T3, les domaines sont tels que si un domaine 
ne contient pas le point w0, il ne contient pas non plus “l’angle spiralé” 
de sommet au point w0, sont les côtés dont des arcs de spirales logarith­
miques d’équations w = u'oexpfù + É-ctgôj} et w = w0exp{/i + /-ctgô2}, 
<«( —oo, oo), où <\< 0 et ô2< 0 dans le cas du triangle T2, <5X > 0 et 
<5a > 0 dans le cas du triangle T3. Dans ces deux cas “l’angle spiralé” 
est situé de part ou d’autre du rayon-vecteur du point w0.

Théorème 1. le domaine f (K,) appartient à la famille G^.
Démonstration. En vertu de la définition de la classe on a

P — < arg
f(z)
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De là on tire

-a zf'W n^-d<arg^-^-r< a— —Ô, de / — —, —V 
2 \ 2 ’ 2/’

donc

KX-Æix, 
I /(»)

Jl, Jt,
(1 — a) —< <5 < (1 + /J)—. Par conséquent, si fe.S(a^, ilpourvu que

2 ' r/ 2 

s’ensuit que feSa pour tout ôe 

géométriques des classes 8a il résulte que le domaine f(Kt) est un domaine
! 71 71

ô-spiralé par rapport à l’origine pour tout <5e( — (1 —a)—, (1 + /?) —
\ 2 2

et que par suite c’est un domaine appartenant à la famille G^.

Théorème 2. Si feS^a^, les domaines Dr —f(Kr), où re(0,l)>, sont 
des domaines de la famille G(a^.

Démonstration. Ce théorème résulte' du fait que S,a m — S „ n( ,p’ (i+»£

(1 —a)—, (1 + /?) — ). Des propriétés 
2 2

et que si la fonction /(«) = z + a2z2+ ... représente le cercle

K± sur un domaine ô-spiralé, les domaines f(Kr) pour r<l sont aussi 
des domaines d-spiralés [4].

Théorème 3. Si la fonction w = f(z) = a1z + a2zi+ ... représente le 
cercle-unité Kx sur un domaine DeG,a^, la fonction <p(z) — f(z)/f'(O) 
appartient à la classe S^.

Démonstration. Si la fonction f(z) représente K} sur un domaine 
dont la frontière est analytique et si le domaine D est ri-spiralé, la condi­
tion suivante se trouve remplie: Ke {e~iô zf ’ (z) If (s)} > 0. Si la frontière 
du domaine D n’est pas analytique, on considère les fonctions f(rz), 
0< r< 1, qui représentent Kx sur des domaines Dr, ô-spiralés et dont 
la frontière est analytique.

Si un domaine est d-spiralé, l’angle que fait le vecteur tangent à la 
frontière avec le rayon-vecteur du point de contact est contenu dans 
l’intervalle <<5, <5 + tz>. Par conséquent l’angle que font le vecteur normal 
et le rayon-vecteur est contenu dans l’intervalle

TZ 7Z
ô------ , <5 + —

2 2
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Cet angle est égal à arg{e,fl/'(el8)//(el°)}- La fonction arg{zf'(z)lf(z)} est une 
fonction harmonique, définie pour zcKr, continue sur la frontière. Sur 
la circonférence (\ cette fonction est bornée, donc, en vertu du principe 
de l’extrémum, elle est bornée dans le cercle Kx. Par conséquent

Tl zf'(z) TC
—<axg-J^ < ô+— p°u ztKl’

où -(l-a)-^ô<(l + /?)^-.

Il en résulte que la fonction f(z) doit satisfaire à la condition

я
S — < arg P 2 f(z) < Tl

Remarque 1. Si a«(0,1) et /Se (—1,0), les domaines de la famille 
<T(a j3) ont la propriété suivante: si un point w0 n’appartient pas au doma­
ine De G(oj3), ce domaine ne contient pas non plus tout l’angle de sommet

л
Pau point w0 et d’ouverture (2 + /S — a) dont les côtés sont les tangentes

Л
aux spirales d’équations w = woexp {it + t -ctgô}, où ô = —(1 —a) — et 

2 
Tl

<5 = (1 + /S)— et <e( —oo, +oo), menees au point w0.

Remarque 2. Si a =1 et /Se(—1,0) ou /? = —1 et ae(0,l), les 
domaines de la famille ont la propriété suivante: si un point w0 
n’appartient pas au domaine D{a>(3), ce domaine ne contient pas non plus

71 71
l’angle de sommet au point w0 et d’ouverture —(1 —a) — ou (1 + /S)—, 

2 2
dont l’un côté est la demi-droite joignant les points w0 et oo, et telle que 
son prolongement passe par l’origine, et l’autre côté est tangent ou point 
wo à la spirale d’équation w = woexp{it + /ctgô}. /«( — ce, +oo), où

respectivement ô = — (1 —a) — ou ô = (1 + /S) —. A une telle famille 
2 2

de domaines correspond la classe des fonctions qui satisfont dans le cercle 
K, à la condition

\
я zf’(z) я „

/S — < arg < a—, /?e(0, -1)

ou
/(*)

«/'(*) яя
~ < y, ««(!» 0).— — < arg

2 ' — Ж
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STRESZCZENIE

W niniejszej pracy podajemy geometryczną interpretację klasy 
S(a badanej w pracy [2]. Dowodzimy również równoważności wpro­
wadzonych definicji: analitycznej i geometrycznej tej klasy.

РЕЗЮМЕ

В данной работе представлена геометрическая интерпретация 
класса исследованного в работе [2]. Доказано также равноси­
льности аналитического и геометрического определения этого класса.


