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О кривизне линий уровня в классе

1. Introduction et remarques préliminaires.

Soit 0 ^ «< 1, la famille des fonctions

F(z) = z + a0 + ~ +«y

liolomorplies et univalentes dans le domaine \z\ > 1 et satisfaisant à la 
condition

r
(1-1) L1 + _F(«)J > “ pour |2!|>1-

s= yc est la famille des fonctions ^-convexes, c’est-à-dire des fonctions 
qui représentent le domaine \z\ > 1 sur des domaines dont les complé­
mentaires sont des ensembles convexes. Soit F(z)e Désignons par 
Kr(&) la courbure de l’image de la circonférence z = rew, r > 1, 0 < ■& < 2n 
dans la représentation w = F(z), au point F(rei№). Zmorovië [1] a obtenu 
les limitations exactes de la courbure Kr(&) dans la classe de fonctions 
£e. Dans ce travail nous résolvons ce problème dans la famille 0 < a < 1. 
Dans les raisonnements nous avons appliqué la méthode de Zmorovië 
[1]. Voici notre résultat principal:

Désignons par Jf la famille des fonctions non décroissantes dans 
l’intervalle < —tt, %>, normées par les conditions

(1.2) /i ( — n +0) = // ( — л), /г (л) = 1.
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Supposons que la fonctionnelle réelle ,/(/«), définie sur la famille M, ait la 
propriété suivante :

(1-3) /(/* + «’?) = /(^)+eA(/z, y)+e2B(jLi, rf. e)

où le nombre e et la fonction rj = ??(0) sont choisis de telle manière que 
l’on ait n(0) + e?7(0)e Jf,

n
y) = f Fl,(0)di],

n

F^O) est une fonction continue et strictement monotone dans un voisinage 
suffisamment petit gauche ou droit de tout point Oe < — n, n), \B(/u, r]-, e)\
< B№ pour |e| et Var?/(0) suffisamment petits dans l’intervalle < — n, n).

Dans ces conditions la fonction extrémale /zo(0) pour la fonctionnelle 
/ (/j.) est une fonction en escalier dont le nombre de sauts ne surpasse 
pas celui des points extrémaux de la fonction F^(0) dans l’intervalle
< — n, n). Par extrémum on entend toujours un maximum ou un mini­
mum.

2. Résultat principal.

Soit P la famille des fonctions p(z) holomorphes dans le cercle 
\z\ < 1 telles que p(0) =1, Rep(z) > 0 pour |z| < 1. La condition

(1.1) entraîne que F(z)e £ca si et seulement si

zF"lz)
1+~Fr(z) ' = pW’ p(z)eP-

De là, en tenant compte de la représentation bien connue de la famille P, 
donnée par Herglotz, on tire la formule structurale de la famille sous 
la forme

<8 n / c'O \
(2.1) F(z)=w0 +

e0
où z0, !z| > 1 est un point quelconque fixé, jw(0)e Jf*, Jf* étant la sous-clas 
se delà famille (1.2) des fonctions /z(0) qui remplissent la condition

(2.2) f eiedp(0) = 0.

Soit F(z)e On sait que la courbure Kr(d) s’exprime par la formule

r zF" (z)l 
L F' z) J

— , z = ré°.(2-3) = lzF'(z)|
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Comme £ea est une classe de révolution (pour y réel quelconque, F(z)e 
si et seulement si eiy F (ee~iv) e £ea), on ne nuira pas à la généralité des raison­
nements on admettant # = 0 et désignant Fr(0) = Kr. En vertu des for­
mules (2.1) et (2.3) on a

rexp [(1 — a) f logFfyt]

où jB = 1/r,

(2.4) F = P(0) = l-2aR-cosG~(2a-l)R2,

F = F(6) = .1 —2r-cos 0+ 222.

Considérons la fonctionnelle

(2.5) /(,«) = rKr, /le M*.

La formule (2.2) montre que la détermination de l’extrémum de la fonction­
nelle <?(//,) dans la famille J/* est équivalente à la détermination de l’ex­
trémum de cette fonctionnelle dans la famille Jf avec les conditions

J cos0d/x(0) = 0 et J sin0d,u(0) =0.

Admettons donc
M » »

/(/*)= Z+ J cos0d/z(0) + C2 Jsin0d/z(0),
—ÎI —n

où Ci et C2 sont des nombres réels quelconques. De la propriété (1.3) 
de la fonctionnelle on déduit

(2-6) F„(0) = C^^+^-aJAJog^+CjCOsO + CaSinO,

où

C„ = exppl-a) J” log-^d/zl>0, A„ =

Nous allons déterminer l’extrémum de la fonction ^(0) dans l’intervalle 
(-71, n).
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Lemme 1. Si A > 0, G, D sont des nombres réels quelconques, la fonction 
F = F(0) est définie dans (2.4) et si

(2.7)

l'équation

PW = C — DctgO,
F F

p(0) =0

admet quatre racines au plus dans l'intervalle ( — n, ri).

Démonstration. Dérivant la fonction (2.7) par rapport à la variable 
0 on a

(2.8)
sma0

ou

q(b) — sin30O il
2B
D

Examinons le signe de la fonction q(0) dans l’intervalle (0, ri).

Z + AF I2F-)(2.9) 2'(0)=3-----_8in*0f— AF- iB . n
cos 0------- sm2 0).

AF

1 + Bi-F
Puisque d’après (2.4) cos0 =------- —----- , l’expression entre paren-

2B

thèses dans (2.9) prendra la forme H (F) /K(F), où 

K (F) = 622(3 +AJ’) > 0,

H(F) = 6(1 — 722)2+2A(1 — JB2)2 — 6(1 + I22) J1 —A(1+ E2) E

— AF3.

D’o/i l’on tire

H" (F) = -2A(1+E2+3E).

La fonction R" (F) est décroissante par rapport à la variable F dans 
l’intervalle <(1 — B)2,1 + E2> et H" [(1 — E)2] < 0, donc H(F) est une 
fonction convexe dans cet intervalle. Comme HlF(0f) > 0 et H^F < 0

et ç(0) est une fonction décroissante dans l’intervalle , p(0) admet

trois racines au plus dans l’intervalle <0, ri). De (2.8) il résulte que l'équa-
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tion p(0) =0 a une racine dans l’intervalle (— n, 0) si D > ü. Dans le 
cas où D<0, cette équation admet une racine dans l’intervalle (0,tt) 
et la démonstration du lemme 1 est achevée.

Lenime 2. Si la fonction F^O) est définie par la formule (2.6),?’ équation

KW = 0

a par rapport à Vinconnue 0 quatre racines au plus dans Vintervalle ( — n, n). 
Démonstration. Dérivant la fonction F\(0) par rapport à 0 on obtient

K (0) = -2(l-a)fi(l-fi2)C/1sin0^+^-^J]-C1sin0 + C2cos0.

Donc, si 02 = 0, l’équation (2.10) prendra la forme

(2.11) -2(l-a)fi(l-fi2)C/Jsin0^- +~ -c) =0,

où

0=______ ___________
l-.fi2 2(l-a)fi(l-fi2)C,J

Puisque la fonction fi“2(0) + A/F(0) est paire et croissante dans l’inter­
valle <0,7t> et que les nombres 0 et n sont racines de l’équation (2.11), 
cette équation admet quatre racines au plus dans l’intervalle (— n,n>.

Si =£ 0, l’équation (2.10) prend la forme

•^-+^--O-Dctg0 =0,

coù A, C sont définis par (2.11) et D ----------------- -------------. Le lemme
’ 2(l-a)fi(l-fi2)C/

1 permet enfin d’achever la démonstration du lemme 2.
En tenant compte du lemme 2 et de la méthode que nous venons d’ap­

pliquer on constate que les fonctions extrémales p0(f), pour lesquelles la 
fonctionnelle /(p) atteint son maximum et son minimum, sont des fonc­
tions en escalier avec deux sauts au plus. De (2.2) il résulte qu’elles en 
ont exactement deux. Supposons donc que p0(t) admette les sauts A et 
1 — A, 0 < A < 1 aux points 0 et 0 + /?, P > 0. De l’égalité (2.2) pour la 

fonction j«0(/) on obtient p — n et 2 = d’où, en vertu de (2.5)

/(i«o) = /(-R, 0) =
1 +2a (1 -2 cos2 0) fi2 + (2a -1) fi‘

3—a >

[(1+fi2)2—Ifi2 cos2 0] 2

où —n< 0 < 0.
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On voit, aisément que pour tout r, 0 < r < 1, et a, 0 < a < 1.

(2.12) min/M = /Н, a, - yb max/W = Zip «, ol.

c
Théorème 1. Soit £ , 0 < a 1, la famille des fonctions convexes F(z)

a

de la forme (2.1) et désignons par Kr{d) la courbure de l'image de la circon­
férence |»| = r, r > 1, dans la représentation w =■ F(z), au point z = re'd, 
0 < & < 2n. Alors

(2-13)

1 „ 1 1 _ 1 
1 +2a—r +(2a—1)—j- 1—2 a—r- -f-(2a—1)~t

r r* r r

Les limitations (2.13) sont exactes. L'égalité dans les limitations inférieure 
et supérieure au point z = reld, 0 < & < 2ti, a lieu pour la fonction

(2.14)

Démonstration. L’inégalité (2.13) résulte de (2.5) et (2.12). En vertu 
de (2.1) et (2.12) on obtient les fonctions (2.14).

Remarque. En posant a = 0 dans la limitation (2.13) on retrouve 
un résultat connu de Zmoroviô [1].
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STRESZCZENIE

Przedmiotem pracy jest uzyskanie dokładnych oszacowań (2.13) krzywizny 
obrazów okręgu |«| = r, r> 1, przy odwzorowaniu funkcjami rodziny 0< a<l 
określonymi wzorem (2.2).

РЕЗЮМЕ

Целью работы является получение точных оценок (2.13) кривизны образов окружности 
|г |=г,г > 1 при отображении выпуклыми функциями 0 < а < 1 определяемыми фор­
мулой (2.2).


