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Sur la courbure des lignes de niveau dans la classe .
O krzywiznie poziomic w klasie 7.

O kpHMBHIHE JIMRMHi YDOBHA B Kiacce 3%

1. Introduction ct remarques préliminaires.
Soit 35, 0 < a < 1, la famille des fonetions

hy

F(2) =24 ay- :

2
holomorphes et univalentes dans le domaine |z| > 1 et satisfaisant & la
condition

21" (z)

r _
(1.1) Rell | —- J >t pouri |zl dk.
L I (2)

6 = X° est la famille des fonctions Y -convexes, ¢’est-a-dire des fonctions
qui représentent le domaine [2| > 1 sur des domaines dont les complé-
mentaires sont des ensembles convexes. Soit F(z)e M. Désignons par
K,(9) 1a courbure de 'image de la circonférence z = re’, r > 1, 0 < ¥ < 2z
dans la représentation w = F(2), au point F(re'®). Zmorovié [1] a obtenu
les limitations exactes de la courbure K,(#) dans la classe de fonctions
3. Dans ce travail nous résolvons ce probléme dans la famille 3%, 0 << a < 1.
Dans les raisonnements nous avons appliqué la méthode de Zmorovic
[1]. Voici notre résultat principal:

Désignons par M la famille des fonctions non décroissantes dans
I'intervalle { —=, @, normées par les conditions

(1.2) p(—a+0) = p(—n), p(x) = 1.
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Supposons que la fonctionnelle réelle #(u), définie sur la famille M, ait la
propriété suivante:

(1.3) F(u+ten) = F(p)+edA(pu,n)+e2B(u,n: )

ou le nombre ¢ et la fonction 7 = 7(0) sont choisis de telle maniére que
Pon ait u(6)+en(0)e M,

A, n) = fF”(O)dn,

F,(6) est une fonction continue et strictement monotone dans un voisinage
suffisamment petit gauche ou droit de tout point 0e ( —n, =), |B(u, 7; ¢)|
< B, pour |¢| et Vary(6) suffisamment petits dans l'intervalle { — =z, x).

Dans ces conditions la fonction extrémale u,(6) pour la fonctionnelle
#(u) est une fonction en escalier dont le nombre de sauts ne surpasse
pas celui des points extrémaux de la fonction F,(0) dans Dintervalle
{—mn,xn). Par extrémum on entend toujours un maximum ou un mini-
mun.

2. Résultat principal.

Soit P la famille des fonctions p(z) holomorphes dans le cercle
2] <1 telles que p(0) =1, Rep(z) >0 pour |2|/<1. La condition
(1.1) entraine que F(z)e ) si et seulement si

zF'" (2)

il 7 (2)

=p(2), p(2)e P.

De 14, en tenant compte de la représentation bien connue de la famille P,
donnée par Herglotz, on tire la formule structurale de la famille 7 sous
1a forme

; 2 0 H o --Eiﬂ-‘ 4
(2.1) F2) =w,t [0 o(i-F)a g,
‘0

ol z,, z] > 1 est un point quelconque fixé, u(0)e M*, M* étant la sous-clas
se de la famille (1.2) des fonctions z(0) qui remplissent la condition

(2.2) [ é®an(0) = 0.
Soit F(2)e ¥'5. On sait que la courbure K, (#) s’exprime par la formule
FII
Re|1+ 2 @ ]
" Fe | .
(2.3) E@0) =—— 23 5 re,



Sur la courbure des lignes de nivean dans la classe ¥ 123
Comme D est une classe de révolution (pour y réel quelconque, F(z)e )
si et senlement si e’ F'(2¢7"")e 3'%), on ne nuira pas & la généralité des raison-
nements en admettant ¢ = 0 et désignant K,(0) = K,. En vertu des for-
mules (2.1) et (2.3) on a

—d
Eha
e T YT N YT TR
rexp[(1—a) [ logFdu]
ou R =1/r,
(2.4) P = P(6) =1—2aR-cosf —(2a —1) R?,

F = F(6) =1—2r-cos0 4 R,
Considérons la fonctionnelle

(2.5) Fu) =rKr, uye M".

La formule (2.2) montre que la détermination de ’extrémum de la fonction-
nelle ¢ () dans la famille M* est équivalente & la détermination de 1’ex-
trémum de cette fonctionnelle dans la famille JI avec les conditions

| cosbdu(8) =0 et | sin6du(6) =o.
Admettons donc
Fw) = £(u)+ 0y [ cos8du(6) + €, [ sinbdu(0),

ou (O, et (', sont des nombres réels quelconques. De la propriété (1.3)
de la fonctionnelle #(u) on déduit

P 1
(2.6) F,(0) =0, [—F +(1— a)A,,log—I—,] +C,cos 0 + C,sin b,
ol

n 1 _I n I)
C, = exp (1——a).! log 5 du >0, 4, = "!-ﬁd;t = 0.

Nous allons déterminer ’extrémum de la fonction F,(6) dans l'intervalle
(==, 7).
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Lemme 1. 8i 4 > 0, C, D sont des nombres réels quelconques, la fonction
F = F(0) est définie dans (2.4) et si

(2.7) p(8) = — +— —C— Detg,

Déquation
p(0) =0
admet quatre racines aw plus dans Vintervalle (— m, 7).

Démonstration. Dérivant la fonction (2.7) par rapport & la variable
0 on a

(2.8) (0) =2 400
o /] = .
z sinig T\
ol
" , 30( 2 A4\ D
= §5l — || o ——
4(0) = sin®0} 57 14’2) 2R

Examinons le signe de la fonection ¢(0) dans D’intervalle (0, ).

34-AF (2F i AF* iR
(2.9) q'(0) :3-—Temzo\ 3 ——cosO—T sin26).
. . 1+ R2—F )
Puisque d’apres (2.4) cosl = ~—mg " J’expression entre paren-

theses dans (2.9) prendra la forme H(F)/K(F), ou
K(F) =06R(31-AF) > 0,
H(F) =6(1—R)*+24(1— R —-6(1L+R)F—A(1+R)F
—AF.
D’ofi 1'on tire
H'(F) = —24(1 + R*43F).

La fonction H''(F) est décroissante par rapport a la variable F dans
Pintervalle {(1—R)*,1-+R* et H"[(1—R)’]< 0, donc H(F) est une

T
fonetion convexe dans cet intervalle. Comme H/F(0)] > 0 ot H (F (T{)) <0

-

T
et ¢(0) est une fonction décroissante dans l’intervalle <'.i'-' ::>, p(6) adimet

-

trois racines au plus dans ’intervalle <0, n). De (2.8) il résulte que 1'équa-
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tion p(0) = 0 a une racine dans l'intervalle (—=x, 0) si D > 0. Dans le
cas ou D < 0, cette équation admet une racine dans Pintervalle (0, z)
et la démonstration du lemmme 1 est achevée.

Lemme 2. Si la fonetion F,(0) est définie par la formule (2.6),1’ équation

F,(0) =0

a par rapport i Vinconnue 0 quatre racines aw plus dans Uintervalle (—z, 7).
Démonstration. Dérivant la fonction F,(6) par rapport a 0 on obtient

, : . 1 A ]
F” (0) = -—2(1 ——-a)R(l — Rz)CIISIIl O[F (—]—#Z)F] '—CISID 0 - 02005 0.
Done, si €, = 0, ’équation (2.10) prendra la forme
. 1 A
(2.11) —2(1—a)R(1—R?*)C,sin0 (}N- ' i —C) =g,
ol
A —(;

A=—2L_>0, (= - — -,
1— R? 2(1—a)R(1—R?*C,
Puisque la fonction ¥~*(6) + A /F(0) est paire et croissante dans l’inter-
valle (0, z) et que les nombres 0 et z sont racines de I’équation (2.11),
cette équation admet quatre racines au plus dans lintervalle (—m, 7).
Si (7, +# 0, ’équation (2.10) prend la forme

s |
72"‘ F—"C—D(‘tg0=0,
X v Cs
ol A, C sont définis par (2.11) et D = = Le lemine

2(1—a)R(1—R¥»C,*
1 permet enfin d’achever la démonstration du lemme 2.

En tenant compte du lemme 2 et de la méthode que nous venons d’ap-
pliquer on constate que les fonctions extrémales u,(t), pour lesquelles la
fonctionnelle # (u) atteint son maximum et son minimum, sont des fonc-
tions en escalier avec deux sauts au plus. De (2.2) il résulte qu’elles en
ont exactement deux. Supposons donc que p,(?) admette les sauts 4 et
1—2, 0<1<1 aux points 0 et 0 -f, B> 0. De 'égalité (2.2) pour la

. E
fonction p,(t) on obtient g =z et 1 = -, d’oli, en vertu de (2.5)

1-+2a(l-2cos?0)R* +(2a—1) R}
F (o) = f(R,a,0) = _r_a( S 3—a ’

[(1+ R —4R*cos?0] *

oun —n< 0<0.
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On voit aisément que pour tout r, 0 <r<1, et a, 0 << a< 1.
1

/1 7\ { \
(2.12) mmﬂm=1tnm—3ymwﬂm=fbmmy

Théoréme 1. Soit ) , 0 < a < 1, la famille des fonctions convexes F(z2)

de la forme (2.1) et désignons par I( (#) la courbure de U'image de la circon-
férence |z| = r, r > 1, dans la représentation w = F(z), au point z = re'’,
0 <9< 2xn Alors

1 1 1
1+2a—rT +(2a—1)— ——2a? +(
Bi13)) e R S SRR R
Les limitations (2.13) sont exactes. L’égalité dans les limitations inférieure
et supérieure au point z = re'®, 0 < 9 < 2z, a liew pour la fonction

20 141

(2.14) F*(2) = wy+ f(lgu——) dc.

Démonstration. I’inégalité (2.13) résulte de (2.5) et (2.12). En vertu
de (2.1) et (2.12) on obtient les fonctions (2.14).

Remarque. En posant « = 0 dans la limitation (2.13) on retrouve
un résultat connu de Zmorovié¢ [1].
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STRESZCZENIE

Przedmiotem pracy jest uzyskanie dokladnych oszacowan (2.13) krzywizny
obrazéw okregu |z| = r, r > 1, przy odwzorowaniu funkejami rodziny 37, 0 < a <1
okreslonymi wzorem (2.2).

PE3IOME

Lensio paGoThl ABNAETCA NOTYy4YEHME TOYHBIX OLIEHOK (2 13) KDHBH3HLI 00pa30B OKPYXHOCTH

|zl=r,r> 1 npu oToGpaxeHnn BLIMYKIEIMH QyHKUHAMH 35, 0 < a <1 onpenensiembiMH ¢op-
Mynoft (2.2).



