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Sur les fonctions typiquement réelles bornées
O funkcjach typowo-rzeczywistych ograniczonych

O TANAYHO-BELIECTBEHHBIX OrPAHMYEHHBIX (YHKUMAX

1. Désignons par T, (M > 1) la classe des fonctions f de la forme
(1) f(2) =2z a2 ...,

holomorphes dans le cercle K, = {z: |[2| << 1} et définies par 'intégrale
de Stieltjes

(2) f(2) = [ 82, )du(t),
-1

ou u est une fonction quelconque non décroissante dans l'intervalle
(-1,1], p(A)—u(-1) =1,

2
(3) #x(2,0) = —— : N Ny

]/12t11 224“':[1:%-11'2,
_z(—M+z “oan | ) R

et M est un nombre fixé, M > 1.

Remarquons que T, = T, ou T est la classe bien connue des fonctions
typiquement réelles ([1], [3], [4], [6], [6])-

Dans cette note, nous étudions quelques probl¢mes extrémaux dans
la classe T',,. En particulier, nous y déterminons le domaine de variation
de f(2) pour z fixé, z¢ K,, fe T,,, ainsi que les limitations qui en résultent.
Nous déterminons encore les points extrémaux de la classe T',; et trouvons
les limitations pour les cocfficients des fonctions de cette classe. On verra
que toute fonction fe T, est typiquement réelle et bornée par M, c’est-a-
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-dire que |f(2)| < M, ze K,. Des résultats obtenus on tire, dans le cas
limite M = oo, les résultats bien connus pour la classe des fonctions
typiquement réelles. On peut démontrer que la classe T',, n’est pas iden-
tique a toute la classe des fonctions typiquement réelles et bornées par .

2. On montre aisément que pour la fonction w = ¢,,(2,¢) on a le
théoréeme suivant:

Théoreme 1. La fonction w = s,,(2,t), te [—1, 1], représente le cercle
K, sur un cercle de rayon M, entaillé suivant les segments de droite
[—M,a(t)] et [b(t), M], on .

() el = - {]/[1‘ ;(i:;nlf)]y‘“ 11[ e :7)]}

(5)  b(t) = {]/[1—t(1 —%)]i% i [l—t(l— ﬂi[)]r, te[—1,1)

Théoréme 2. Le domaine de variation de la fonctionnelle f(z) pour z
fizé, ze K,, et f variant dans la classe T, est le domaine limité par le aro
de la courbe w = s,(2,t), te [ —1,1], et par le segment de droite joignant
les extrémités de cette courbe.

Si Imz = 0, le domaine de variation de f(z), fe T;, quand z est un
point fixé du cercle K, est le segment de Vaxe réel

_[]/(141*— U 4 {l—z)]" []/(1—z)2+% +(1—z)]=

Démonstration. En vertu du théoréme 2 du travail [1], le domain
de variation de f(z) lorsque z est fixé, ze K,, et f varie dans la classe T,
est I’enveloppe convexe de la courbe (3) w = 8y(2,t), te [ —1,1]. Nou
allons montrer que la courbe w = s,,(z,t), te [—1, 1], est convexe. Poson

(6) 4z 4z
)
4

On obtient:

1

() e 2(1 —m)*

[(C—2tm) —V(L—2tm)* —4(1 —m)z], e 1T
Posant { = x +1iy, w(t) = u(t) -iv(t) = u--iv, on déduit de (7), aprés
quelques transformations, l’équation de la courbe w = s,,(z,?) sous
forme implicite:

(/]

(8) u? v = av—g?’ ol & = (1—m)?,
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donc

(9) F(u,v) = avu?+av® —yu?—yv2—0v = 0.
En étudiant D’expression qui caractérise la convexité

K =PF,F.—2F, F,F,+F,F.

on constate facilement que la courbe (9) admet un sens de convexité
fixe (pour v < 0 et v << 0). De la forme (7) il s’ensuit que » > 0 si Imz > 0,
tandis que v << 0 si Imz< 0, ce qui prouve que la fonction fe 7', est
une fonction typiquement réelle. Comme w = s,(z,t) est la courbhe
fermée de Jordan (pour Imz > 0 et Imz > 0) et sa les extrémités w,
= 8,(2,1), w, = 8;;(2, —1) appartiennent en méme temps au demi-plan
supérieur ou au demi-plan inférieur, le domaine de variation est bien
celui qui est annoncé dans le théoréme. Le cas Imz = 0 est évident.

L’interprétation géométrique du théoréme 2 implique les limitations
suivantes:

Théoréeme 3. Si fe Ty, on a, pour tout z fizé, ze I ,:
(11) [#2¢ (2, +1)] < If(2)] < |8p(2, —1)| 85 Resy(z, —1) <0,
(12) 8Bp(2y, —1) < |f(2)] < [851(2, 1)| 80 Resp(z,1)>0.

Si Resy(z, —1) > 0 et Resy(2,1) <0, 0n a

2
f@)l < — e
h/[lm (z + ——)] +4a —Im (z + ——)
2 2
ld 8t |8p(2, —1)|2 —Resy(z,1)85(z, —1)=>0
1f(2)| > et ITms,(2,1) = Imsy (2, —1);
[83¢(2y, —1)] 8@ [83(2, —1)|2—Resy (2, 1)8y(2z, —1) <0
(13) et Img,, (2,1) = Imsy (2, —1);
|d 8i [83(2, 1)[2— Resy (2, —1)85(2,1) >0
If(2) = et ITmsg,(z,1) <Imsy(z, —1);
lsM(zy 1)| 8i fsu(z’ 1)]“—Re8M(z, —l)sM(zy 1) <0
et Ims,y(z,1) < Imsy(z, —1),
ol
-1
d =iIm ) ; “18a(2y 1) —8p(2, —1)|.

8x(2y 1) — 8y (2, —1)
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Les limitations (11) — (13) sont exactes. Les fonctions extrémales
dans (11) et (12) sont les fonctions f(z) = 8,,(2, +1). Dans la limitation
supérioure (13) la fonction extrémale est la fonetion f(2) = s,.(2, t,),

1
la limitation inférieure (13) sont les fonections 8,,(z, +1) et la fonction
f(2) = 28;0(2, 1) + (1L —A) 84 (2, —1) 10 0 < A < 1 satisfait 1" équation

1 1 1
ou t, =—Re|z2+—), m =1——. Les fonctions extrémales dans
2m z M

8'_"(2, '_1)
Tm —— ||82r(2, 1) —834(2, —1
' Su(2y 1) — 8y (2, —1) loga 25 1) =0 25 )I

= |A85(2, 1) +(1 — 4)8y(2, —1)].
Théoréme 4. Si fe T,,, on a, pour z fizé, ze K,,
(14) args, (2, —1) < argf(z) < argsy(z,1) s Imz> 0,
(15) argsy(z,1) < argf(z) < argsy(z, —1) 8t Imz< 0.
Les fonctions extrémales dans (14) et (15) sont les fonctions f(2) = sy,(2, +1).
Théoréme 5. 8i fe T,,, on a, pour tout ze K, Im z # 0,
(16) [Imsg, (2, —1)| = |Imf(2)| < |Imsy (2, 1)] si Res,(z,1) =0,

(17)  [Imsy(z, 1) < Imf(2)| < Imsy (2, —1)| 82 Resy(z, —1) <O,

L2

(18) i)l & ek < .

Ve 2 w2

81 Resy(z, —1) > 0 et Resy, (2,1) < 0,

(19)

[uny

[Ims,, (2, 1)| st Resy (2, —1) >0 et Resy(z,1) <0
et 18y(2, —1)| = [8(2, 1)I;
Ims, (2, —1)| 8 Resy(z, —1) =0 et Resy(z,1)<0

et 8x(2, —1)| < [8y(2, 1)].

IImf(2)| >

En mettant, dans les théorémes 2 —5, M = oo, on retrouve les résultats
établis dans les travaux [1], [3] et [4].

3. En appliquant le théoréme 1 du travail [2] on obtient le

Théoréme 6. La classe T,, est une classe compacte et elle constitue Uen-
veloppe convexze de Uensemble des fonctions f(z) = 8y (2,1t), te[—1,1].
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La correspondance u«»f (dans la formule 2) est biunivoque et les seuls points
extrémaux sont les fonctions f(2) = 8,,(z, 1), te [—1,1].

Soit # une fonctionnelle linéaire continue sur l’espace de Frechet
de tous les fonctions holomorphes dans le cercle K,. De méme que dans
[2] on trouve:

(20) max{Ref(f): fe Ty} = max{Re#(f): fe enveloppe convexe de la
classe T',} = sup{Re_#(f): fe ensemble des points extrémaux de

I’enveloppe convexe de T,,} = sup{Re_#(f): fe ensemble des points
extrémaux de la classe T,,}.

En tenant compte de (20) et du théoréme 6 on obtient le

Théoréme 7. Si fe Ty, on a

(21) min A4,(t)<a,< max A4,(1l), n =2,3,...
el —1,1] ] —-1,1]
oi
oo
(22) sulz t) =2+ 3 A,(0)2".
n==2
En particulier,

2m —m2 si me[0,2/3],

ag| <
= bm®—2m si me[2/3,1].
Légalité dans (21) et (23) a liew pour les fonctions f(2) = 8p(2,1) o
i est convenablement choisi dans [ —1,1]. Enfin, en posant M = oo, on
obtient |a,| <n, n =2,3,... (v. p. ex. [3]).
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STRESZCZENIE

W pracy tej autorzy zajmujg si¢ problemami ekstremalnymi w klasio 7'y, (M > 1)
funkeji holomorficznych w kole jednostkowym, danym wzorem (2), ktora jost podklasy
klasy funkeji typowo-rzeczywistych ograniczonych. Wyznaczono obszar zmiennosdei
J(2) przy ustalonym ze K,, gdzie fe 1’57, a takze podano kilka oszacowan wynikajgcych
z oszacowania obszaru zmiennosci f(z). Ponadto podano oszacowania na wspélczyn-
niki funkeji fe Tpr. W przypadku granicznym M = oo otrzymane twierdzenia od-
powiadaja wynikom z prac [1], [3] 1 [4].

PE3IOME

ABTOpPHI 3aHEMAIOTCA IKCTPeMabHbIMH npobieMamu s kiaacca T yp (M > 1) ronomopbHbX
dyHxkunit B eAMHHYHOM Kpyre, JaHHbIX ¢opmysoi (2). Knacc Ty sBIsSeTCA MOAKIACCOM Kilacca
TANKYHO-BELIECTBEHHBIX H OrpaHHYeHHbIX dyHkuuh. [JaeTca obnactb u3MeHeHus f(2) ana ¢uxcu-
poBanHoTO ¢ ¢ K| rne fe Ty, a Takke NalOTCA HEKOTOPBIE OTCIOAA BbITEKAIOLLHE OLEHKH KO3du-
uuenToB s dyHkumit fe T 5o, B rpanniHoM cnydae M = oo mony4aeM TeopeMsi u3 [1], [3]1u [4].



