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Sur la subordination en domaine de certains opérateurs dans les
classes S(a, (})

Podporządkowanie obszarowe pewnych operatorów w klasach # (a. fi)

Подчинение по областям некоторых операторов в классах S(a,fi)

1. Soient f(z) et F(z), f(0) — l’(0), des fonctions régulières dans le 
cercle Kr = {2: |«| < r}.

Si l’on a la relation

/(«) = F(m(z)) pour ,2| < V,
où w(z) est une fonction holomorphe et |a>(«)| < |«| < r, on dit que la fon­
ction/(2) est surbordonnée en domaine à la function F(z) dans le cercle 
Kr et 011 écrit

/(2)-3rU(2).

F(z) est alors dite majorante en domaine de la fonction/(2).
Si F(z) est de plus univalente dans Kr, on l’appelle majorante univa­

lente de la fonction /(2).
Dans de nombreux travaux, entre autres [1] et [5], les auteurs étu­

dient le problème suivant : pour quel r, aussi grand que possible, la subor­
dination/(2)-3 , U (2) entraîne-t-elle la subordination de certains opéra­
teurs des fonctions/(2) et F(z) dans le cercle Kr, oîi F(z) sont des fonctions 
quelconques de certaines classes fixées de fonctions régulières dans Aj.

Dans le présent travail nous étudierons ce problème pour les fonctions 
F(z) appartenant à la classe 8(a, fi) et à ses sous-classes $(0,0) = 8e, 
8(a,0),S(0,/3).

Nous n’entreprenons pas ici l’étude correspondante pour la classe $ 
des fonctions étoilées dans Kr par rapport à w = 0, car les résultats 
analogues établis par Robinson [5] et Alenicyn [1] pour la classe $ des
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fonctions F(z) = « + aa«2 +..., régulières et holomorphes dans F\ ne 
peuvent être améliorés quand on remplace la classe $ des majorantes 
univalentes par la classe S*.

On dit que la fonction f(z)eS(a, ß), ae< 0, 1), —

= 0,/'(0) = 1 et si pour zeKlf on a

^)}>“co"'-

En prenant a = fi = 0 on obtient la classe bien connue Sc des fonctions 
convexes, donc Sc = S(0, 0).

D’autre part, si f) = 0, a«<0,l), on obtient la classe S(a, 0) des 
fonctions a-convexes, c’est-à-dire satisfaisant à la condition

Ee<l + zf"W\ 
f'W I > a pour ze K1.

_ 2"’2/ °n °^en^ c^asse des fon­

ctions ß spiralement convexes, c’est-à-dire satisfaisant à la condition

Ee |e’7' ^1 + > 0 P°ur ZeKi-

Dans ce travail nous utiliserons la méthode de Robinson [5], dévelop­
pée par Alienicyn [1], que les thérèmes 1 et 2 présentent sous une forme 
plus générale que chez les auteurs mentionnés.

2. Soit g(z) une fonction régulière dans le cercle Kt. Nous désignerons 
par F un opérateur satisfaisant aux deux conditions:

1°. L’opérateur F appliqué à la fonction g(z) fournit une fonction 
de la variable z régulière dans Kt. La fonction ainsi construite sera dé­
signée par Fzg(z).

2°. Si dans le cercle 7fx g(z) = G(Ç(z)), où £(«) est une fonction ré­
gulière dans Té, et |£(z)| <1, on a

7’cG(0 =Fsg(z),Z = Ç(z), |s|<l.

La condition 2 exclut en particulier les opérations de dérivation et d’inté 
gration par rapport à l’argument de la fonction.

Nous définirons maintenant l’opérateur / par Egalité
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où <f,g(z) désigne la fonction obtenue à partir da la fonction g(z) en 
appliquent à celle-ci l’opérateur ff. Dans le cas où il ne sera pas nécessaire 
de mettre en évidence l’argument on écrira simplement fg(z).

Théorème 1. Soit gn(z) = «,2 +«„+1£”+1 + an+2zn+2 +... une fonction 
régulière dans Kx et Gn(z) — z-\-An+1zn+ï-\-An+2zn+2 + ... une fonction 
régulière et lacalement univalente, c’est-à-dire que G'n (z) =#= 0 dans Kt. 
Si Gn(z) eost une majorante en domaine de la fonction gn(z) dans le cercle 
K2, alors pour que <fGn(z) soit une majorante univalente de la fonction fgn(z} 
dans |«| < r il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soit simulta­
nément remplies :

1°. la fonction /G,fz) est univalent pour |«| < r,
2°. pour tous les Ç et Z du cercle ICI \Z\ — r a lieu l’inégalité

I SGn(Z)-SGn(t) > ni”-'(r*-\W 
G'n(C) " 1-r2"

Sous l’hypothèse plus forte que Gn(z) est univalente, ce théorème a été 
énoncé et démontré pour certains opérateurs par Robinson; pour la classe 
plus générale des opérateurs rfGtl (z), qui contient les opérateurs de Robin­
son, il a été établi par Alienicyn (voir [1], p. 58, théor. 1).

La démonstration du théorème énoncé dans le présent travail est 
identique (sans aucune modification) à celle de Alienicyn qui n’a utilisé 
dans sa preuve que l’univalence de ,/Gn(z) dans le cercle |«| < r er le fait 
que G'n(z) 0 pour zeK2.

Théorème 2. Si la fonction Gn(z) est régulière et localement univalente 
dans et convexe pour |«| < r, pour que la condition gn(z) -3 iGn(z) entraine 
que /Gn (z) est une majorante univalente de la fonction /gn (z) dans le cercle 
\z\ < r, il faut et il suffit que la fonction #Gn (z) soit univalente dans le cercle 
|»| < r et que dans ce cercle soit satisfaite l’inégalité

(2.1) dz
> K4(z)l

2»r" 
1-r2» '

La démonstration dans ce cas aussi, est identique à celle de Alienicyn 
(voir [1], théor. 2).

Nous étudierons dans la suite de ce travail l’opérateur // de la forme

(2.2) Sf(z) = pf(z) + zf’(z)

où p est un nombre réel quelconque.

3. Dans ce paragraphe nous établirons quelques théorèmes qui se 
rapportent à l’implication

(9-^iG) o<r<i.
Au § 4 nous allons voir si les résultats obtenus sont exacts.
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Théorème 3. Soit G(z)e S(a, fi). Alors, pour tout p réel, p^ 0 la 
subordination

g(t)-hG(z)
entraine

(3.1) fg(z) -A JfG(z)

dans le cercle \z\ < rM(a, fi), où

r„(a, fi) = min{rc(a, fi), r'(p, a, fi)},

(3.2) rc(a, fi) = 1

(1 — a)cosd — /l — (1 — a2)cos2d . 2cos2/?—1
----------------------------------------------- si a ----------------

2cos^

2 cos3fi—1

2(l-a)cos3fi-l

\ cos fi si a —
'cos fi

(3.3)

r'(/z 2[1 + (1 —a)cos)?]2-(l + /i)A(/i, a, ft)—l/B(p, a, fi)_
A3(p, a, /?) +4(1 — a)2sin2/?cos2/?

A(p, a, fi) = 2(1 — a)cos3fi— (1 + p)

B(p, a, fi) = [(l+p)A(^,a,/l)-2(l + (l-a)C08OT- 
-(l + /x)2[A2(iu, a, fi)+4(1 — a)3sin3ficos3fi].

Démonstration. Nous allons déterminer le domaine de variation de 
la fonctionnelle w — 1 + zG"(z)/G'(z) pour la classe S(a,fi). Soit

(s6"(«)\
1+ Re{w0} > acos/J.

Admettons

(3.4)
et, de plus,

w0(z)-isinfi
«h *) =----------- - ----- , «h 0 = 1cos p

Re{wx(«)} =-- -Re{w0(z)} > a.
cos P

,«,/?)= |/-

l+r2(l—2a) 
l-r3

Par conséquent w1(z) est une fonction classiquement normée pour laquelle 
Re{wx} > a. On sait que le domaine de variation d’une telle fonction est 
le cercle

2r(l —a) 
l-r3 ~ ’

De (3.4) il résulte que

w,—

w„(z) = wjzjcos/l + ism/?
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donc le domaine de variation de la fonctionnelle wn est le cercle

fl + r2(l — 2a) „ . . Il 2r(l —a)
i w®“ -----;---- ;—" cos/?+«8in0 | < —-—cos/LL l-r* J| 1-r2

En faisant encore subir à ce cercle une rotation d’angle -0 on trouve 
que le domaine de variation de la fonctionnelle w est le cercle

(3.5)
1 + r2(l -2a) 2r(l-a)

——------ cos/Lw — e ------ —--------- costf+isin/J „1 —r2 H 1— r2

En utilisant ce domaine nous allons déterminer le rayon de conve­
xité rc(a, fi) dans la classe 8(a, (i). Cherchons un r, r — |z| < 1, aussi 
grand que possible, tel (pie

Ke U + „7" ? > 0 •
I G'(z) J

Dans ce but nous résouvrons l’inégalité

T l + r2(l-2a) 1 2r(l —a)
(3.6) Ke{w} > I cos2/?------ - ----- +sin2^ — —------ -- cos/? > 0.

1 — r2 J 1 — r2

L’inégalité (3.6) se ramène, après quelques transformations, à la suivante: 

r2 [2 (1 - a) cos2/?-1] —2r(l - a)cos/3 +1 > 0,

qui est vraie pour tout r < rc(a, p), où rc(a, /?) est défini par la formule 
(3.2). Par conséquent les fonctions de la classe S (a, (}) sont convexes au 
moins dans le cercle |«| < rc(a, /?). Ce résultat peut être déduit du rayon 
« de spiralité des fonctions 0 spiralées, déterminé par W.A. Zmorowicz 
(voir [6], théor. 1 et 4).

Du théorème 2 il résulte que pour établir le théorème 3 il faut démon­
trer l’univalence de l'operateur (2.2) dans un cercle. L’univalence de cet 
opérateur pour /x > 0 et \z\ rc(a, fi) résulte directement d’un théorème 
de A. Bielecki et Z. Lewandowski [2] dont voici l’énoncé:

Si f(z) est une fonction presque convexe par rapport à la fonction 
convexe <p(z) pour ztK1 (c’est-à-dire He{f(z)/g(z)} > 0) la fonction y>(z, t) 
= f(z) + tz<f/(z) est une fonction univalente presque convexe dans le 
cercle K1 pour tout Z > 0.

Il reste à montrer que la condition (2.1) est vérifiée dans un cercle. 
Pour l’opérateur (2.2) cette condition admet la forme

zG"(z)
l',+1+GT,j-

2r
>--------1-r2

s — Annales
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En posant

a> — jt* +1 +
zG"(z)

on aura

(3.7) Iwl >
2r

De l'inégalité (3.5) il résulte, de plus, que w(z) varie dans le cercle

(3.8) i(0
r/l+r»(l-2a)

l_r2 <*«*/?+ «in2/? +/4

+ î
. . „ / l+r2(l—2a)\l 2r(l —a)tSin^COS^(l---- —-- JJ k —CO8/?.

Les formules (3.7) et (3.8) montrent que la condition demandée (2.1) 
est vérifiée si

j l+r2(l —2a) 
1 -r- cos

/ l+r2(l-2a) \lP + sin2/? + g, + tsm/?cos/?l 1--------- - ------------ 1

2r(l —a)
1-r2

cos/? > 1-r2
Cette dernière inégalité prend, après quelques transformations, la forme 

r4[A2(/z, a, P) +4(1 -a)2 sin* 0 cos2 0] +2r*(l + g)A(g, a, p) - 

—2(l+(l —a)cos0)2]+(l+ju)2 > 0
où

A(g,a,P) = 2(1 — a)cos20 — (1+/4),

inégalité' qui a lieu pour tous les r<r'(/z, a, P), r'(g, a, p) étant défini 
par la formule (3.3).

Par conséquent la subordination fg(z) -3 <?G(z) pour la fonction 
G(z)e8(a, P) a bien lieu dans le cercle

|z| < r„(a, p) = min{rc(a, p), r'(g, a, P)},

et le théorème est ainsi démontré.
Du théorème 3 on obtient pour a = 0 et /4 = 0:

Théorème 4. Si G(z)e S(0, P), on a

[9(z) -3 iG(«)]=> [zg'(z) -3 rosG'(«)],
où

r0 — r„(0, P) = ^2 +2 cos p —Vl +2 cos p.
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Pour a = 0 et p — 1 on obtient :
Théorème 5. Si G(z)t 8(0, /?), on a

[g(z) -3 xG(z)]=>|(zg(z))' -3 ri («G («))'],
ou

»T = rx(0, P) - min{r'(l, 0, 0), r„(0, p)} 
(3.9) rc(0, 0) = [cos0+|sin0|]-1

r'

3 —2 cos 0 — cos20—/( 1 + cos 0) (cos30 —5 cosa0 +7 cos 0 +5)
2(1 —cos2/?)

pour 0 0

| pour 0=0.

Le nombre rc(O,0) est le rayon de convexité dans la classe 8(0,0) 
et peut être déterminé soit en posant a = 0 dans (3.2), soit en se rapport­
ant au travail de li.J. Libéra et M.R. Ziegler [4].

En mettant dans le théorème 3 a = 0, /<>0, on obtient:

Théorème 6. Si G(z)t 8(0, /?), on a

Ù7(z) -3,G(z»UW) -3m«wZG(2)] 
où

r„(0, 0) = min{r'(/x, 0,0), rc(0, 0)} 

rc est défini par (3.9) ef

„ 1//3+4cos0+2JM8in20+Ju2-' /Z’ v (l + ^-l/xcos2/?

—1/(3 +4cos/?+2,«sin2/? + p2)2 — (1 + pf +4/i(l + /x)2cos2 0
(1 +/z)2 — 4/xcos20

Dans les théorèmes prédédents nous avons supposé /x > 0. Nous 
établirons maintenant un lemme qui permettra de démontrer des théorèmes 
analogues pour les majorantes appartenant aux classes 8(a, 0) ou 8(0, 0), 
si p est un nombre réel quelconque, p =/= —1.

Lemme. Si G(z)e S(a, 0), la fonction /G(z) = pG(z) +zG'(z) est uni­
valente dans le cercle |ar| < lf,, où

— (1 +/*)
1 -2a - p 

1 + A*
1 — 2a — p

si p< —1

si pe( -1, -a) 

si /x > — a.
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Démonstration. Nous profiterons de la définition donnée par Kaplan 
(voir [3]), en vertu de laquelle une fonction f(z) est univalente presque 
convexe dans le cercle |«| < r, s'il existe une fonction convexe (p(z) telle que 

(3.10) Re{/'(z)/<p'(z)} > 0 pour |a?| < r.

Nous allons prouver que la fonction #G(z) resp. —#G(z) est univa­
lente dans un cercle. Nous utiliserons dans ce but la fonction a — con­
vexe G (2).

fG(z} étant définie par (2.2), la condition (3.10) prend pour la fonction 
JG(z) resp. — /G(z) l’une des deux formes

(3.11) Re
dz

/<?(*)

<?'(«)
resp.

(3.12) Re
dz

/G (z)

G'(z) 0,

Re

d
-rSGW
dz

G'(z)
— Re !//• +1 +

zG"(z)\ 
G» P

En profitant de la limitation bien connue de Re {1 + zG" (z)/G' (z)} pour 
la classe 8(a, 0) on obtient

(3.13) p
l + r2(l-2a)-2r(l-a) 

l^r2“ Re jjit +1 + 

1

20" (2)
<?'(*)

r2(l-2a)-2r(l-a) 
1 — r2

Pour p > —1 la condition (3.10) sera satisfaite si la condition (3.11) 
est remplie; ’par contre, si p < —1 la condition (3.10) est remplie si (3.12) 
a lieu.

Soit p > —1. En vertu du premier membre de la limitation (3.13) 
la condition (3.11) sera remplie si

l+r2(l-2a)-2r(l-a)

> 0

<

< /<•

Cette dernière inégallitè donne, après qualgues calculs,

(3.14) /“(1 -2a — p) -2r(l - a) + (1 +/z) > 0.

Quand p — a, l’inégalité (3.14) a lieu pour tout r < 1; si pe( —1, —a), 
l’inégalité (3.14) est rempli pour r< (l + /x)/(l— 2a — p), et ainsi l’univa­
lence de /G{z) dans le cercle |2| < Rr, est établie pour p > —1.
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Soit maintenant p < — 1.
Le second membre de la limitation (3.13) prouve que la condition 

(3.12) sera remplie si
1 + r2 +2r(l — a) 

m -------- < ° '

Après quelques transformations cette inégalité donne

^(l — 2a — Ju)+2r(l-a) + (l+/z) < 0.

Cette dernière inégalité est vérifiée pour r< — (l+/z)/(l—2a —/z) et 
le lemme est ainsi démontré.

En s’appuyant sur ce lemme et sur le théorème 3 on peut énoncer 
pour la classe S (a, 0) les théorèmes suivants:

Théorème 7. Si G(z)e S(a, 0), on a

Lff(z) -3 !G(z)]^[zff'(z) -3,ozG'(z)]
ou

(3.15)

ou

2-a-t/a2-2a+3
1—2a

Théorème 8. Si G(z)e S (a, 0), on a

[?(«) -3 iG(«)] =>[(^(«))' -3 rï(zG(»))']

si a + | 

si a = j.

(3.16) fi = fi(«, 0) =

a—2+l/a2+4
2a

si a = 0.

’'» = ’’o(a, 0) =

si a 54 0

Théorème 9. Si G(z)e S(a, 0), on a, pour tout p —1 réel 

[</(«) -3 !<?(*)]=>[/?(*) -3Ma0)/G(«)]
ou
(3.17) r,,(a, 0)

a —2 +//z2 +2a/z +3 —2 a + a2 
1 —2a — p

1-a
2^â

2 — a — Vu2 +2ap +3 —2a + a2 
J~—2 a —/z

si p< — 1

si p > —1, p — 1—2a,

si p > —1, p + 1—2q.
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A cause de la grande importance de la classe S" = <S(0, 0) des fonctions 
convexes nous mettrons en évidence les théorèmes correspondants pour 
cette classe sous forme des corollaires suivants:

où

(3.20)

Corollaire 1. Si G(z)e Sc, on a

[0(«) -3iG («)]=> [20'(2) -3r<zG'(z)] 
où
(3.18) r0=2-l/3.

Corollaire 2. Si G(z)cSc, on a

[0(2) ^1Gf(2)]=>l(2ÿ(2))' -3ri(zG(z))'] 
où
(3.19) n = |.

Corollaire 3. Si G(z)e Sc, on a, pour tout p —1 réel,

[0(2) ^^(2)] => [/0(2)-3r/</G(2)]

V/7 + /i2-4yz3 + ^2 
r" ~ |1 — Z*|

Pour établir les théorèmes 7, 8 et 9, ainsi que les corollaires qui en 
découlent, il suffit de remarquer que le rayon d’univalence de #G(z) 
déterminé dans le lemme pour G(z)tS(a, 0) est un nombre qui pour tout 
ae< 0,1) et p^ —1, surpasse chacun des nombres (3.15), (3.16), (3.17), 
(3.18), (3.19) et (3.20).

De plus, les fonctions de la classe $(a,0) sont convexes pour tout 
r < 1. Par conséquent les rayons correspondants de subordination annon­
cés dans les théorèmes ou dans leurs corollaires s’obtiennent par une sub­
stitution convenable à partir du rayon r'(p, a, P) défini par la formule 
(3.3).

4. Dans ce paragraphe nous allons montrer que les résultats établis dans 
les théorèmes 4, 7, 8, 9 et les corollaires 1, 2 et 3 sont exacts.

Les fonctions G(z), pour lesquelles w — 1+zG" (z)/G’(z) est situé 
sur la circonférence du cercle (3.5) sont de la forme

/-£_ ^-»<\2e_,Acos/i-e_2^_ 2
G (z, <) = —ea •----------- s------- ------- su------ , te(—n,n).’ 2e_tf acos/î —'

Pour ces fonctions on a

(4.1) w(z) =
ze u(2e ^aco&p — e 2ip)— 1

ze—it
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La fonctionnelle (4.1), en tant que fonction de la variable f = ze~*{ 
est une homographie dont le pole se trouve sur la circonférence |f| = 1, 
l’image du cercle |£| < a, fi) est donc contenue dans l’intérieur de 
l’image de tout cercle |£| < r si r > r'(p, a, fi). Par conséquent si r > r'(/u, 
a, fi) la condition (2.1), qui est nécessaire dans ces théorèmes, ne peut 
être remplie. Il en résulte que partout où r„(a, fi) = r'(ц, a, fi), c’est-à-dire 
où r'(/г, a, fi) < rc(a, fi) le résultat est exact.

Pour ce qui concerne l’exactitude des résultats établis dans les théo­
rèmes 3, 6 et 6, le problème reste ouvert.
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STRESZCZENIE

W pracy tej wypowiedziano i udowodniono 9 twierdzeń, z których 
dwa pierwsze stanowią uogólnienie twierdzeń Alenicyna na klasy funkcji 
niekoniecznie jednolistnych, zas pozostałe dotyczą relacji (g(z), G(z), 1) 
=>(Jg(z), JG(z), r„(a, fi)) (Jf(z) = nf(z)+zf'(z), ц - liczba rzeczywista) 
dla majorant G(z)eS(a, fi).

РЕЗЮМЕ

В работе доказываются девять теорем, из которых две являются 
обобщением теорем Аленицына на классы необязательно однолистных 
функций, а другие относятся к реляции (д(г), О(г), 1) => (Лд(г), №(г), 
г„(а, Р)) ^/(г) — р/(г)+г/\г), /г-постоянная действительная) для ма­
жорант в(г)е 8(а, Р).


