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Sur quelques problémes de la théorie des fonctions subordonnées
O kilku problomach w teorii funkeji podporzgdkowanych

O HEKOTOPHX BOMPOCAX B TCOPHM MO AYMHEHHHX (yIKIHit

Dans le travail [2] Z. Lewandowski a étudié le probléme de la détermi-
nation de la valeur exacte ry(rye(0, 1)) du rayon du cercle dans lequel
a lieu inégalité |f'(2)] < |F’(z)|, la fonction f étant supposée subordonnée
en module 4 la fonction F dans le cercle unité et la fonction F étant uni-
valente. En admettant une subordination en module dans le cercle unité
le théoréme 2 du travail mentionné établit une limitation supérieure du
module de la premiére dérivée de la fonction f(z).

Dans le présent travail je démontre des théorémes analogues, en sup-
Posant que la fonction f(z) est régulicre et qu’elle admet au point z = 0
un zéro d’ordre au moins p.

Désignons par S 1a classe de toutes les fonctions F(z) holomorphes et
univalentes dans le cercle |z| < 1 et satisfaisant dans ce cercle aux con-
ditions F(0) = 0, F'(0) = 1.

Théoréme 1. 8i les fonctions f(2) = a,2” ~a, 2*"'..., ot a, 20 et
F(2)e8, satisfont d la condition (f(2)| < |F(z)| dans le cercle |2| < 1, on
a dans ce cercle la limitation

, _ l-*-r” o pr(l—r) B .2“)_1)] s
W) e s g | e 1= | < r <1

Démeonstration. La fonction f(2) peut étre representée sous la forme
2) J(z) = F(2)w(2),

ou w(z) = a,z’"'+a, 2" ... est une fonction quelconque satisfaisant
aux hypothéses du lemme de Schwarz, ¢’est-d-dire régulicre dans le cercle
[zl < 1 et telle que |@(2)] < 1 dans ce cercle.
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w(z)

La fonction - * =a,ta,,2+... veérifie les conditions du lemme

cénéralisé de Schwarz:

| o(2) | _
' e Ii’: 1 dans le cercle {z| < 1.
. (2 r+a,
D’oit i,,n(—l) : o (|z| Sr< 1)
et puisque
(3) PR (U
= ——
(p—1)!
on a
1
Ty |w®=1(0)]
(4) lo(2)] < p*! P- R T
1 kg (P—1)
—H‘( 1) | (0)|
On a, de plus, la limitation suivante:
prp-l
() o' (2)] < 55 (L= [@(2)]*)

[Golusin, p. 364, théoréme 5 ).
En dérivant les deux membres de ’égalité (2) on obtient

f(2) = F'(2)o(z) + F(2) ' (2)
En profitant de la limitation (5) on en tire
(6) If (@) = |F'(2)o(2)+ F(2)0'(2)]
CF () o(2) + [ (2)] |w(2)]

1+r Pt !
1_ 2
S ()|+(1 i T L le@)
1+ r’(1—r el =r
1 Bt N
L=y (A=) (1 +7) 1—-r)Q +T)
Pour obtenir une limitation de |f'(z)| indépendante de |w(z)| il faudra

déterminer le maximum de second membre de D’expression (6) quand
r est fixé et o parcourt toute la classe des fonctions w(z) = a,s” + ... limitées
par 1. Alors |w(2)| varie au plus dans l’intervalle [0, »”~']. Pour déterminer
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ce maximum considérons le trinome carré

ot . prt(1—r)
Y = — Qs a oun a = e —
P ; (1—r*)(1 +7)
VR | ”")(1+r) (1—12)(1+r2+7 +...+ 7201 p)
Comme z, = — = o
2a 2pr! 1= 7) 2pr? (1 —7)
27‘]’7?(”;1_) ¥ 1_;;—]
2pr?

ce trindme admet sa valeur maximum 3 ’extrémité droite de 'intervalle
[o, »»-1].

En remplacant |w(z)| par #”~' dans (6) on obtient donc la conclusion du
théoréme 1.

Théoréme 2. Soit f(z) = a,2”+a, 2" +..,0 < a,< 1, une fonction
holomorphe dans le cercle |z| <1 et goit F(z)eS. Si [f(2)] < |F(2)] pour
lel< 1,
on a pour |z| < 8(a,) V'inégalité

If" (2)] < |F"(2)]

ou 8(a,) qui ne dépend wi de la fonction f, ni de la fonction F, est la plus pe-
tite racine positive de Véquation

() a,a®?—(a,+p—1)a®*""'—(p+a,p+1)2*’ —a,ps® ' +
—a,pz"*? —(a, +1)pa” ' — px® —a,2?+ (a,— 1)z +1 = 0

La constante s(a,) ne peut étre remplacée par un nombre plus grand.
Démonstration. Pour établir le théoréme il faut donec prouver que
Pour |z| < s(a,) a lieu linégalité
|F' (2) w(2) + F (2) 0 (2)] < | F'(2)|
ou hien que l'on a, pour |z| < 8(a,),

(8) (z) 1—|w( )|
'F "(2) o’ (2)]
Puisque
F) 135 pour |2| <
F'(2) ol
et
1—jw(2)| i 1—|o(z)] 1-—7* ___{—f”‘ n
') = 1—le@P pP  p({l+lo@E))r’

1

-~
=

pr""(1 Pt ——

r+ a,,—)
\ 1+7a,
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il suffit, pour établir 'inégalité (8), de prouver que

1+r 1—r"
r— = -
1—r . p:"""{1+r”"' r+a, \
\ l+rap}

(9)

pourvu que 7 << 8(a,).

Pour » = 0 l'inégalité (9) est évidente. Comme le premier membre est une
fonction croissante et le second une fonction décroissante de r, I’inégalité
restera vraie pour r < 8(a,). La condition (9) peut s’écrire sous la forme

pr’(l+r)(1+ra, +r* +a,r* ) —(1—7)1—r")(1+ra,) <0
ou, en effectuant les opérations,
a,”*? —(a,+p—1)r**"'—(p+a,p +1)r*" —a,pr'’* ' —a,pr"*? +
—(a, +1)pr?* ' —pr’ —a,r*+ (a,—1) +1 < 0
Le nombre 8(a,) ne peut etre augmenté, car si

4, 240
wo(2) = 2P ' ——F—

z
Fo(2) = ———
’ (1+42)2’ 1+a,2

p-1 210 4.9

S 3 »n
lia,z (1+2)*(1+a,2) :

Jo(2) = Fo(2) wg(2) = 1+ 2) 2

on a pour tout z > s(a,)
fo(@) > Fy ().

Soit, 8, 1a classe des fonctions F'(z), holomorphes et univalentes dans le
cercle 2| < 1, qui y satisfont & la condition Re f;:(:)

Théoréme 3. 8i F(2) ¢S, et 8i f(2) = a,2” +a,,,2°*" +... est une fonction
holomorphe dans le cercle |z| < 1 et |f(2)| < |F(2)| dans ce cercle, la condi-
tion |f'(2)| < |F'(z)| est vérifiée dans la cercle |2| < 8(a,) oi s(a,) est la
plus petite racine positive de U'équation (7) et le nombre s(a,) ne peut-étre
remplacé par un nombre plus grand.

Démonstration. En étendant le champ des majorantes F a la classe
S, on n’augmentera pas le nombre s(a,), car FyeS, et §; = 8. Nous allons
montrer que ces résultats ne peuvent etre améliorés, meme 8i ’on limite
le champ des minorantes f aux fonctions étoilées par rapport a l’origine.

Théoréme 4. Si F(z)e S, et f(2) = a,2”+a, 2"+ ... est une fonction
étoilée par rapport anw point z = 0 dans le cercle |z] < 1 et 81 |f(2)] < |F(2)]
dans ce cercle, on a |f'(2)] < |F'(z)| dans cercle |2| < s(a,), la constante
8(a,) étant la meilleure possible.

> 0. On a le
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Démonstration. La premiére partie de la coneclusion résultant du
théoréme 3, il suffit d’établir la seconde.
Admettons que ’on ait, pour tout couple de fonctions f(z) et F(z) satisfai-
sant aux hypothéses du théoréme, |f'(z)| < [F'(2)| dans le cercle |z| < R,
ou R > s(a,) et s(a,) est la plus petite racine positive de ’équation (7).

Les fonctions Fy(2) = et fi(2) = Fi(2)w,(2), o @p(k) = 27!

z
(14 kz)?
kz -+ .
TJrk—““ y0< k<1,a,e[0,1], vérifient les hy pothéses de notre théoréme.
ka,z
De plus, on a

#ilz) _ P+ (p—2)ks k2(l—a;)
Ji(2) 1+kz (kz + a,)(1 + ka,z)

Puisque le premier terme du second membre de (4) admet une partie

1—kP+2k(1—%
réelle au moins égale a p(_ —()1_-tk)2 ( <L) et que pour a,— 1 le second

terme tend uniformément vers zéro dans le cercle |z| << 1, il existe un
nombre t,e(0, 1) tel que

(10) Hy(2) =

(2)
Re_zfﬁ,_z__ > 0 pour a,e[ty, 1), ze([2] < 1).

Ji(2)

Mais comme H,(0) = p cette fonction est étoilée dans le cercle |z| < 1
pour a,efty, 1). On vérifie aisément que (f;(7,) = Fr(r,), ou r, est la plus
Detite racine positive 1’équation (7) et s(a,) = kr,.

En tenant compte de la définition du nombre s(a,) on en déduit
. _ o)
Pk
les nombres a, dans Pintervalle (1,, 1] suffisamment proches de 1 et pren-
dre % suffisamment proche de 1 pour que ’on ait 8(ay) < r, < R. Mais
fi(ry) # Fi(r,), en contradiction avec la définition de R, puisque f, = F,.

. Comme s(a,) décroit quand a, croit jusqu’a 1, on peut fixer
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STRESZCZENIE

Niech § oznacza klase funkeji F(z) holomorficznych i jednolistnych
W kole (2| <1 takich, ze F(0) = 0, F'(0) = 1. Niech S, oznacza klase



48 Francisze Kudelski

funkeji F(2) holomorficznych i jednolistnych w kole |2| <1 i takich,
ze Re{zF'(2)/F(2)} > 0 dla [2| < 1. Przez A, wreszcie oznacza sie klasy
funkeji holomorficznyeh w kole [2| < 1 posiadajacych tamze rozwiniecie
postaci

f(z) = a,2P+a,,,2°* +..., gdzie a,> 0.

Przy zalozeniach, ze |f(z)| < |F(z)|, |2] < 1 i FeS otrzymuje si¢ oszacowa-
nie z géry funkcjonatu |f'(z)| oraz kolo |z| < s(a,) w ktorym |f'(2)| < |F'(2)],
gdzie stala #(a,), 0 < a, < 1 nie zalezy od funkeji f(2) i F(2) 1 jest mozliwie
najlepsza. Ponadto przy zalozeniach, ze |f(2)| < [F(z2)| dla |2| <1 i FeS,
otrzymuje si¢ kolo |z]| < s(a,), w ktorym |f'(z) < |F'(2)| (stala s(a),)
jest najlepsza) oraz przy tych samych zalozeniach i dodatkowym zaloze-
niu, ze f(z) jest funkeja gwiazdzista wzgledem punktu z = 0 otrzymuje
sie kolo |z| < s(a,), w ktorym |[f'(z)| < [F'(2)|. I tym razem staly s(a,),
0 < a,< 1, jest najlepsza.

PE3SIOME

Ilycte S obo3HadaeT nKmacc ro;ioMOp@HLIX H OTHOJUCTHLIX (QYyHKUMIA
B Kayre [z| <1 Takux, uro F(0) =0, F’'(0) = 1. Ilycrn S, o6o3nauaer
KJacc rojoMopPHLIX M OXHOIMCTHHIX @QyHKimik F(z) B kpyre [2(/<1
Takux, 4to Re{zF’(z)/F(z)} > 0 aaa |2|] < 1. Hakxoneu A, Mu o0o3Ha-
yaeM TOT KJjacc rosoMopdHux QyHKUMII B Kpyre [2| < 1 kotopsle 06ja-
NAK0T 3[echb e pasBepThiBaHMe (GOpME

f(z) = a,2*+a, 2**' +..., TRE 0, > 0.

IIpu nmpennoceutkax, 4to [f(2)| < |F(2)], 2| <1 u FeS Mbl nmoiy4yaem
BEPXHIO OlEeHKY ¢ynkunonamaa |f'(z)| a Takike Kpyr [2| < 8(a,) B KOTO-
pom [f'(z)| < |F'(2)] rme mocroAHHaa s$(a,),0 < a,<1 He 3aBUCUT OT
¢yHRIMK f(2) U F(2) U KpoMe TOro ABIAETCA BO3MOMKHO HaWIydLIei.

Ilpu mpengnmocwnkax, yto |f(2)| < F(2)| max (2| <1 u FeS, moiryyaem
Kpyr [z] < S(a,) B koTOpoM |f'(2)| < |F’(2)|, (mocToANHAA 8(a,) ABIAETCA
HawiIyuuleit); NMpM TeX :Ke MPEamoChbIKaX M HOMOJHUTEJIbHONH ITpenIo-
CBHIIIKE, 4YTO f(2) ABIAETCA 3Be3XYaTOl (QyHKuUMe KA HYyHKTA 2 = 0 MbI
no;tyyaem kpyr |2| < S(a,), B KotopoM |f'(z)| < |F'(z)|. 1 Teneps mocro-
AnHanA S(a,), 0 < a, < 1 sBAAETCA HAMIIYYUIeH.



