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Über eine bestimmte Gleichung abstrakter Funktionen in lokal Konvexen 
Räumen

0 pewnym równaniu dla abstrakcyjnych funkcji w przestrzeniach lokalnie 
wypukłych

О некотором уравнении для абстрактных функций в локально-выпуклых пространствах

Das Ziel dieser Arbeit ist eine Verallgemeinerung der Ergebnisse die 
sich in [1] befinden.

Jeder reellen Zahl <e <0, t>, ordnen wir den linear topologischen lokal 
konvexen, folgen vollständigen Raum Xt zu, mit der Grundfamilie der 
stetigen Halbnormen {Pt}. Es sei für e > 0 und 0 < t < r — e eine lineare- 
stetige Operation 8(t, e): Xt^Xt+e und eine schlichte Abbildung 
{Pt}->~{Pt-e} gegeben. Es sei auch für te <0, t> eine Abbildung Kt: {Pt}-+R+ 
für fe <0, t> und pe{Pt} eine Abbildung Ctp-. {Pt}^R+ gegeben.

Wir nehmen folgende Voraussetzungen an:
A:

(1) Tr,e,9’<.rj(3’) = П»(Р),

für und p e {P,}.

2 Kt-.(<Pt.t-.(P)) = Kt(p)

p(S(t, e)x) < (1 +Kt+e(p)e)<rt+'j(p)(x)

für <e <0, T>, 0<8<T-f, pe{Pt+,} und XeXt.
B: Für fe <0, t> und pe{Pt} gibt es eine konvexe, abgeschlossene, ab
sorbierte und Null enthaltende Menge Ztp, so dass

(3) 8(t, e): Z,iP-^Zt+bq, wenn p = (p,+.tt(q)

C:

(4) p(S(t, d+e)x-S(t + ö,e)8(t, d)x) Ct+a+e>p-0-e.
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gilt, für pe{Pt+.+ö}, Ze <0, t>, e, x e und CtiP erfüllt
Ct'P = s{py Die Transformation <0, t> *t-*-x(t)e X, heisst abstrakte 
Funktion (ab. F. ).Definieren wir

D 1
(5) —x(t) = lim— [a?(Z) — S(t — e, e)x(t — e)l

Dt , j o e

wenn diese Grenze existiert. Wir geben genügende Bedingungen an, 
damit die Gleichung

D
(6) ——«(<) = 0 aus a;(0) = ae Xo 

Ul

in einer linearen Menge (ab. F.) nur eine Lösung hätte. Sei se <0, r> und w: 
0 < s = t0 < Zx < ... < tp = r, <5; = Zi+1 —ZP Jeder Teilung n ordnen wir 
lineare Operation T(n, s,/): X8-*Xt zu, sodass

(7) T(tt, 8, t)x = 8(tk, t tk)8(fk-ii ^fc-i) ••• S(*o, öe)x,

wenn xe X8 — Xtg und tk t < Z&+1.

Lemma 1:

(8) p(T(n, s, t)x) < eKlW{t~s}<Pi,t{p)(x),

für 0 < S < Z, Xe X8 und p e {Pt}.

Beweis: Aus (1) und (2) haben wir 

p(T(n, s, t)x) < (l+Kt(p)(t-tk)} X

x(H-^(p) Vi) - {1+Kt(p)öo)pt,8(p)(x) < e^»-)n.(p)(®).

wzbw.
Lemma 2:

(9) p(8(tn, Ö^S^, dn_t) ... S(t0, ö0)x-8(t0, ^„ + 6,+ ... +ön)x)

^C<»+i.”'eÄ'n+l(,’)(<n+1~<o)(<’»+i_^2 fÜr 

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass

p(8(tn, dn)S(tr_„ dn_,) ... 8(t0, d0)x-S(r0, »0 + 61+... + ön)x) 

^(l+Ktn+l(p)6n)(jpln+itln(p)[S(tn_1, dB_j) ... S(t0, ö0)x —

— 8(t0, ö„+ ... 4-<Jn-i)®)+C/n+1>jj(<30 + di+... +<5„_i)^„.

Da (pin+vtl(p)(S(tQ, 60)x — 8(t0, <50)tf) = 0, haben wir (Induktion)

p(S(tn, <>„_,)... £(Z0, d0)x — S(t0, <5„+ ... +<5„_,)a;)

wzbw.
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Lemma 3:

und

%+1,

Sei toe <0, t>, Ti: <0 tp = t und
= tn+1. Setzen wir fi{ = tt+1-t{, <5? =

®n+l = $(^n> ^n)$(^n-l> l) ••• ^(/«,

2/»+i = 6^) ... 8{s”, 6r>yn,

für xoeZt(), (ptn,t0(p)- Dann

(10) P(xn-yn) < C<niPe^»(p) J J •eA\(p)(<»-'o)(<„-<„)

/«’’ pe{Ptn}.

Beweis: Es gehören die Elemente xn und yn zur Menge Zt ,
Dann aus (4) und (9) haben wir

p(yn+i~S(tn, dn)yn) < Ctn+vPeK‘n+i^(dn)\

Da xn+l = S(tn, ön)xn, haben wir

P(®»+i-y»+i)<l>(y»+i-Ä(t„, ön)yn)+p(S(tn, dn)(yn-xn)}

Weil x0 = y0, haben wir (Induktion)

P(®»-3/„) < C(r,maxA«^ f] (l +Ktn(p)öi) V (W
1 t—0 <=0

<Gn>p-Ä(p)J-Ä(p)(Mai+---+»„-i)(öo + (5i+ +<$n_1M

< C<B,P-J -e^n(p>
wzbw.

Lemma 4: Sei 0 < s < t, n die Teilung (s, t> <t die Unterteilung nt 
A der Durchmesser n. Dann

(11) p[T(n, s, t)x — T(a, s, t)x
^Ct,p-A^^(t-s)e^-\t-s), für xeZ8iVt s(p).

Sei nn eine Folge der Teilungen, solcher dass 7rnt=7zn+1 und A(nn) ->0. Für
xe P) apZsp = Zs, ist die Folge T(nn, s,t)x fundamental, weil 

p«m8)

P(T(nn, s, t)x-T(nm, s, t)x)
^2CtrP-A(n)n-eK^^n'>.(t_s).GKt(PW-t) laut (11) gM

Da der Raum Xt folgenvollständig ist, ist die Folge T(nn, s, t)x konvergent 
in der Topologie {PJ zu einem Element, das wir durch T(s, t)x bezeichnen

(12) P(s, t)x — limP(7r„, s, t)x, für xeZ„.
n->00

ff: tn = s? 
/1 = max (5f



74 Adam Wójcik

In (12) kann X( Za durch xe lin (Z8) ersetzt worden sein. Es ist auch wahr, 
dass

(13) T(«,t)(Z«) e und

(14) p(T(s, t)x) < eK‘{pW~s)q>t,s{p)(x),

für Xe lin(Z4), 0 < 8 < t < T.

Lemma 5: Für — e, Xe Z„ und e > 0 ts£

(15) p(S(t, e)-T(», t)x — T(s, f + e)®) < Cl+tiPeK‘+‘(p]‘e2

wahr.

Beweis:
Es sei 7i: 0 < s — < sa ... < sp+1 = t — tt < t2 . C £n+1 = t + «
< £n+2 < ... < tr = t. Da T(tt, s, t)xe Z, und aus (9) erhalten wir

p(S(t, e)T(n, s, t)x — T(n, s, t + e)«) = p(S(t, + ... + dn)T(jr, s, t) — 

-8{tn, ön) ... 8{t1} dJTfr, s, t)x) < Ct+t'PeK‘+'W's2.

Sei tt„ die Folge der Teilungen, die die Punkte s,t,t+e enthalten so, 
dass Zl(7rn)->0. Weil (15) für T(7t„, s, t)x (n = 1, 2,...) wahr ist, ist auch 
für T(s, t)x = limT(7r„, s, t)x wahr, weil die Operation 8(t, e) linear und 
stetig ist.

Definition: (Ab. F.) x(-), x(t)e Xf, nennen wir gleichmässig differenzier
bare Funktion (gl. diff. F.) , wenn

A A V A (o<8<e-
pe{P(} «>0 i«<0,T> \

Alle (gl. diff. F.) bilden linearen Menge.
D

Lemma 6: Wenn x(-) (gl. diff. F.) ist und *yc-®(0 = 0 für tl^t < Z2, 
Ul

dann

(16) p[x{t2)} < eK'2^-<i>99<2,<i(p)(m(<1)).

Beweis: Sei <5 > 0 beliebig, wählen wir gewisses genügend grosses n 
so, dass 0 < e < n_1(£2 — £,), dann ergibt sich

p f — [&(£ —e, e)m(t —e) — a?(t)]j < 5
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Setzen wir = L + (—j (t2 — tf), i = 1, 2, ..., n, <5,- = = — (t2 — <i)•
\ n I n

Aus (2) und (1) haben wir

+Ksi+1(P)äi)(pa.+itS{(p)(x(si)) < p(®(«<+1))-

Ql

daraus haben wir durch Induktion

p^)) =3)(®(«„)) </J I1+#<2o,)d<) ?vi^) (*(*!))+

+ (»-l)n-1(l2-fJ)<5eK<2<”H<i-,i) < e^'^’^-h)^ <i(p)(a!(i1) +

+ (<! —ti)eKA(J’K<i-,i)).

Da <5 beliebig klein war, bekommen wir die These.
wzbw.

Satz 1: Sei O^s^r, aelin(Zs), dann ist abstrakte Funktion x(t) 
= T(s,t)a die Lösung in der Klasse der abstrakten gleichmässig differenzier
baren Funktionen.

Beweis: Sei aeZs, dann T(s, t)ae Zt, dann aus (15) haben wir, dass

D
(17) — T(s,t)a=O.

T(s,t)a ist abstrakte, gleichmässig differenzierbare Funktion. Die Ein
deutigkeit bekommen wir aus Lemma 6. Der Übergang von Zs, zu lin(Zs) 
ist klar.

wzbw.
Bei den Voraussetzungen A, B, G geben wir Bedingungen für die Lösung

der Gleichung — x(t) = y(t) aus #(0) = ae Jl0, einziger in einer linearen 
I tl

Menge abstrakter Funktionen.

Satz 2: Sei 0 < <, < t2 < t3 < t, ®clin(Z<i), dann

(18) 'F(t21 ta)T(tlf t2)x — T(tlf t3)x

Beweis: Setzen wir x(t) = T(tl, t)x, y(s) = T(t2, s)x(t2). Dann wird

3/(<2) — — ®Üz)
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aus Satz 1 erhalten wir x(t) — y(t) für ta < t < t 

T(<t,tjT(<i,<1)® = T(fnt)a>

Der Übergang zum Fall ««lin^J macht keine Schwierigkeiten.
wzbw.

Satz 3: Sei t1e<^Q, r), y(t)eZt^ Z > 0. Wenn die Ableitung d~y(t)

= lim—[y(f — e) — y(f)] in X, existiert hinsichtlich der Topologie {P< }, 
«|o e 1

D
dann-j^-T(t1,t)y(t) existiert auch und wir haben

-P(<i,ü{|[y(«-«)-y(O]p

(19) =P«nÜ<i-3Z«).

Beweis: Laut (18) für e > 0 gilt

[^(< — e, e)PGi, t-s)y(t-E)-T(t1, t)y(t)]-

= p^|[-S(Z-c, s)—

-T(t-e, t)]T(tJ,t-E)y(t-e)j^Ct>peK^ee.

Diese Ungleichung bekommt man aus des Lemma 5, wenn man T(Zn t — e) 
y (t — e) anstatt x und t — s anstatt t setzt. Man kann Lemma 5 anwenden, 
weil y(t)eZti und laut (14) ergibt sich T(t1, t — s)y(t — s)eZt_, Die erge
bene Ungleichung gibt die These des Satzes, weil T(/,,f) (13) erfüllt.

wzbw.

Definition: Die abstrakte Funktion x('), x(t)eXt nennen wir gleich- 
mässig T-stetig, wenn sie die Bedingung

A A V [(0<e<®)->p(a:(Z+e)-2’(Z,t+e)a7(Z))<«5]. 
d>0 »>0

Bezeichnen wir Jf als eine Menge der abstrakten gleichmässig T-stetigen 
Funktionen x(-), sodass x(t)tZt für 0 < t < r. Sei yeM, dann die ab
strakte Funktion z(s) = T(s, t)y(s), die für ein festgestelltes Z, als eine 
Funktion der Variable s betrachtet ist, hat ihre Werte im festgestellten
Baum Xt und ist auch in der Topologie {P,} stetig. Laut dieses existiert 

t
das Integral f T(s, t)y(s)ds.
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Satz 4: Wenn die abstrakte Funktion y(-)e M, dann ist die abstrakte 
t

Funktion J T(s, t)y(s)ds gleichmässig differenzierbar und 
o

— j T(s, t)y(s)ds = y(t)

Beweis: Sei <5 > 0, weil y(-) gleichmässig T-stetig ist, also v>0 
sodass für t — e < « < t

p(T(s,t)y(8)-y(t))  ̂ (0<£=O)

Setzen wir e, — min(®, (2Ctp-T-eK№T) '<5). Wenn die Voraussetzung 
y(-)e M, y(s)eZ8 ziecht, haben wir laut (13) anwenden. Wir setzen jetzt 
T(s, t-e)y(s) anstatt x und bekommen die Ungleichung, die für 0 e < £l 
wahr ist.

— j f F(s, t)y(s)ds-S(t-e, s) f T(s,t-e)y(s)ds^ -y(t) 
E 0 0

f [T(t — e,t) — S(t — e,8)T(9,t — e)y(8)ds^ +

+ p^ [T(s,t)y(s)-y(t)]ds ^e~\t-e)C<>p eK<(p),e2 +

< T-C<>peÄ’'(p)re1 + -< ö 
*2

\Vr/A)\V.

Satz 5: Sei y(-)c M,a(Z9f dann ist die abstrakte Funktion x(t) 
t

= / T(s, t)y(s)ds+ T(0, t)a die einzige Lösung der Gleichung 
o

~ X(t) = y(t), ®(0) = a

in der Klasse der abstrakten gleichmässig differenzierbaren Funktionen.

Beweis: Der erste Teil unserer Folgerung ergibt sich aus Satz 4, die 
Eindeutigkeit ist die Konsequenz des Lemmas 6 die oben definirte 
abstrakte Funktion ist laut des Satz 4 und Lemmas 5 gleichmässig 
differenzierbar.

wzbw.
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STRESZCZENIE

W pracy tej przenosimy pewne wyniki znajdujące się w [1] na przy
padek przestrzeni liniowo topologicznych lokalnie wypukłych. Roz

patrujemy równanie——a?(f) = lim—[$(/ — £, е)аф —e) —ж(<)] = 0
Dt , | o e

ID \
= z warunkiem początkowym x(Q) = ae Ao w pewnym

liniowym zbiorze funkcji abstrakcyjnych.

РЕЗЮМЕ
В настоящей работе переносятся некоторые результаты работы [1] на слу

чай линейно-топологичного локально-выпуклого пространства. Рассматри
вается уравнение

Dl ID
— x(t) = hm —[j(Z—е, £)x(f-£)-jc(f)] = 0, — x(l)= У(0 
Dt ,|0 e \Dt

с начальным условием x(0) = aeX0, в некотором линейном множестве аб
страктных функций.


