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Uber eine bestimmte Gleichung abstrakter Funktionen in lokal Konvexen
Riumen

O pewnym réwnaniu dla abstrakcyjnych funkeji w przestrzeniach lokalnie
wypuklych

O HEKOTOPOM YPABHEHHHM A8 aGCTPakTHuIX GyHKUMI B OKANbHO-BBIMYKJIBIX MPOCTPAHCTBAX

Das Ziel dieser Arbeit ist eine Verallgeineinerung der Ergebnisse die
sich in [1] befinden.

Jeder reellen Zahl te {0, 7), ordnen wir den linear topologischen lokal
konvexen, folgen vollstindigen Raum X, zu, mit der Grundfamilie der
stctigen Halbnormen {P,}. Es sei fiir ¢ > 0 und 0 < ¢ < v—e¢ eine lineare-
stetige Operation S(¢, &): X;—>X, ., und eine schlichte Abbildung ¢, ,:
{P}—>{P,_,} gegeben. Es sei auch fir te (0, 7) eine Abbildung K;: {P}—>R"
fiir te (0, 7) und pe {P;} eine Abbildung C,,: {P;}>R* gegeben.

Wir nehmen folgende Voraussetzungen an:

A:

(1) q’r,a"pl.r(p) 3 (Pt,s(p)’
fir 0<s<r<t<rt und pe {Pg.
Kt—a((pt,l—a(p)) = Kt(p)
p(8(ty £)2) < (L +Ki\ (D) e)gusae(p) ()

fiir te <0, 1), 0<e<t—1t, pe{P,,} und ze X,.
B: Fiir te<0,7) und pe {P;} gibt es eine konvexe, abgeschlossene, ab-
sorbierte und Null enthaltende Menge Z, ,, so dass

(2)

(3) 8(t,&): Zyp,—>Zy0qy WEDD P = ¢y, 4(q)
C:
(4) p(S(t, o+e)x—S(t+46,e)8(t, é)x) < Ciioyep 0°c.
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gilt, fiir pe {Py,, o}, te (0,7), & 6=0 ch,.,“H”m und C,, erfillt
Cip = C,, J»- Die Transformation <0, v)>t—>x(t)e X, heisst abstrakte
Funktion (ab F. ).Definieren wir

(b) %w(t) = hm—[m(t)— (t—e, e)x(t—e)]

wenn diese Grenze existiert. Wir geben geniigende Bedingungen an,
damit die Gleichung

(6) I%_w(t) =0 aus z(0) = ae X,

in einer linearen Menge (ab. F.) nur cine Liosung hitte. Sei 8¢ <0, ) und =:
0<s =t <t <..<t, =7, 6; =t;.,—t. Jeder Teilung n ordnen wir
lineare Operation T'(=, s,1): X,—X, zu, sodass

(7) T(n,8,t)x = Sty t—1)S(t_ys Op_y) --- S(ty, 0,
wenn ze X, = X, und ¢, <t<1,.

Lemma 1:
(8) p(T(n, 8, t)z) < eFdPN=0g, (p)(),
Jur 0 <s<t, xe X, und pe{P,}.

Beweis: Aus (1) und (2) haben wir

p(T (%, 8, )2) < (L + Ky (p)(t—1,)) x

X (L 4+ Ky(p) 8) -« (1 + K () 8o) gy, (p) (@) < eEHPN g () (2).

wzbhw.
Lemma 2:
(9) p(S(tm 0n)8(tn_yy 0p_y) .. (o, o)z — 8 (Lyy 8o+ 0y + ... +<S,,):v)
< C‘ Kt,,H(I’)(‘nH fo) (1, +1—to)? fiir xe Z,a,q»,ﬁ,_,n{p}

Beweis: Es ist lexcht zu schen, dass
P8ty 6,) 8t _1y 8u_y) . S(loy do)—8(roy 0o+ 0,4+ ... +6,)2)
<L+ Ky, (2) )1, , 0 () (S(taz1s Sno) -+ S(toy d)o—
—8(tyy O+ .ov +0,_1)7) +Cp5(804 81+ ... +8,_,)6,.
Da ¢, ., (P)(8(toy o)z — S (Lo, 8o)z) = 0, haben wir (Induktion)
P(S(tny O00) 8 (ta_yy 0, 1) --- S(toy 8)Z— S(tyy g+ ... +6,_,)7)

Y o ][J’J!f,‘.;;—fn]'“

Clpsrp® a+1— o)™

wzbw.
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K< .. K8 =l Selzen wir §; = t;,, —t;, 67 = 80y, —87, 4 = maxé;
und .
Tpit = Sty 6,)8(tayy 0py) - S(toy 8) 2

Ynr1 = N(B‘:ﬂ_], oy T % S(s?) é?)?/m

Tn—1

Lemma 3: Sei e (0,7), n:ty<t,<...<l, =1 und o: b= &}

fir zoe Zy, @, . (P). Dann
(10) P(Ty—Yy) < Otn_p(ﬁK'n(”' 14K, Ptn=lo) (g _y)

fir pe{P, }.
Beweis: Es gehoren die Elemente z, und y, zur Menge Zis Qi o balp)-
Dann aus (4) und (9) haben wir
P (yn+l = S(tn’ 6») :’/n) < Ctn+l,peKl"+1(p)d"(6n)2'

Da z,,., = 8(t,, 0,)Z,, haben wir

P(wnu _?/n-f-l) < p(yn+l bt S(tn’ 61;)?/;;) +P(S(tm 6n)(yn'—xn))
< Cpy @ P (B2 (LK, (9)8) 0, 0 (P) (@ — ).
Weil z, = y,, haben wir (Induktion)

n-1

n-1
K, (p)d.
P(@a =) < Cy, pymax et ‘]_70(1 + K, (p)5) 3 ()

< C:wp'eK‘"(p)A -eKtn(”)“o*"ﬁ-~-+"n—l)(60 t 511_*_0._ s aindo Slad
< Cin,p A-eFen(P . BNt (g 1),
wzbw.
Lemma 4: Sei 0 < s<7t, n die Teilung (s,7> o die Unterteilung =,
A der Durchmesser n. Dann
(11)  p(T(=,s,t)z—T(o,s,t)>

CALGEAD) Ay oy oK) z
< Cpp- 4™ (1 = 8) XAy _ g, fiiruw € Zs, o, -

Sei n, eine Folge der Teilungen, solcher dass n, = n, ., und A(n,) 0. Fir

Te (Y a,Z,, - 5y 18t die Folge T (n,,s,t)x fundamental, weil
Pe(Pg}

p(T(nm $, )z —T(np, s, t)‘v)
<20, - A(n), eXdP) (1 —g) . KUP-D) 1y (11) gilt.

Da der Raum X, folgenvollstindig ist, ist die Folge T'(xn,, s, t)z konvergent
in der Topologie {P,} zu eincm Element, das wir durch 7'(s, )z bezeichnen

(12) T(s,t)x = limT(n,, s, )z, fir zeZ,.

n—oo
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In (12) kann z¢ Z, durch e lin(Z,) crsetzt worden sein. Es ist auch wahr,
dass

(13) T (s, t)(Zs) c Z;, und
(14) p(T (3, t)z) < eFlPN-g, (p)(a),
fir zelin(Z,), 0 <s<t< .

Lemma 5: Fir 0 <s<tl<t—e¢ veZ, und ¢ >0 st

(15) p(S(t, &) T(s, t)yz—T(s,t+e)a) < Cpy, peketePr e
wahr.
Beweis:
Es sei #: 0<s=8,<<...<8p,, =t=4 <t <.. <y, =t+e¢

<ty <...<t, =7. Da T(n, 8,t)xeZ; und aus (9) erhaiten wir
p(S(t, &) T (m, 8, )ya—T(n,8,t+&)a) = p(S(¢, dy+ ... +06,)T(w,8,1)—
—8(tny 0,) ... B(ty, 8,)T (7, 8, t)2) < C,,, pet+e® ez,
Sei n, die Folge der Teilungen, die die Punkte s,t,?+e enthalten so,
dass A(=n,)—>0. Weil (15) fir T(x,, 8, t)z (n = 1, 2,...) wahr ist, ist auch

fir T(s, t)z = limT(x,, 8, t)z wahr, weil die Operation S(?, &) linear und
stetig ist. RS

Definition : (Ab. F.) 2(-), #(t) e X,, nennen wir gleichmdssig differenzier-
bare Funktion (gl. diff. F.), wenn

]

A ANV A (0<e<e-

p«(P‘) 4>0 ;:;.u te(0, )

(‘“,. “MNa(t)—S{t—e, e)a(t )6)
p (2 o)~ o) S(t—e, it o)) <

Alle (gl. diff. F.) bilden linearen Menge.

Lemma 6: Wenn z(-) (gl. diff. F.) ist und %w(t) =0 fiir t, <t <t,,
dann
(16) pla(ty) < eXulPaNg, 4 (p)(a(ty).

Beweis: Sei 6 > 0 beliebig, wihlen wir gewisses geniigend grosses n

so, dass 0 < e< n~'({,—1,), dann crgibt sich

(1
o[~ s, )a(t—e)—o(0)]) < o
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: 4 4 1
Sectzen wir 8 = t:+(—:;') (tz_tl)y 1= 17 2) ceey My 61‘ =& _'_(tz—tx)'
n
Aus (2) und (1) haben wir

p(‘r(sﬂ-lj B “ + KBH.l(p) 6i)‘pa‘-+l,a‘(p)(z(8i)) < p(m(8i+l)) o

1
—p(8(8:, d)w(8y)) < P8 (84, dp)a(87) — (8444)) < jn—(‘z“' t,)o.

daraus haben wir durch Induktion

n—1

pla(ty) = pla(s) < [ (1 + Ky, () &), @) (2 (t) +
i=1

+ (1= 1)t — ty) 0eKBPN-0) < K-t | (p)((t)) +
+(t,— t,) Cxtz(p)(tz-“)) 5
Da 6 beliebig klein war, bekommen wir die These.
wzbw.

Satz 1: Sei 0 <s8<7, aclin(Z,), dann ist abstrakte Funktion x(t)
= T(s, t)a die Losung in der Klasse der abstrakten gleichmdssig differenzier-
baren Funktionen.

Beweis: Sei aeZ,, dann T(s,t)aeZ,, dann aus (15) haben wir, dass

D T
(17) }jt— (s,t)a = 0.

T(s,t)a ist abstrakte, gleichmissig differenzierbare Funktion. Die Ein-
deutigheit bekommen wir aus Lemma 6. Der Ubergang von Z,, zu lin(Z,)
ist klar.

wzbw.
Bei den Voraussetzungen A, B, C geben wir Bedingungen fiir die Losung

der Gleichung % z(t) = y(t) aus £(0) = ae X,, einziger in einer lincaren
Menge abstrakter Funktionen.

Satz 2: Sei 0 <1t <, <t,<7, Zclin(Z,), dann
(18) T(ty, t3) T (8, )z = T(ty, ty)x

Beweis: Setzen wir z(t) = T(t,, )z, y(8) = T(t,, 8)x(t,). Dann wird

D ooty =0 -P—w(s) -0
E'r” ' Ds y

y(tz) = T(ts, L)@(ts) = (t2)
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aus Satz 1 erhalten wir z(t) = y(¢) fir {, <t<~
T(ty, t)T (2, ta)x = T(ty, t)x
Der Ubergang zum Fall welin(Z,) macht keine Schwierigkeiten.
wzbw.
Satz 3: Sei ,e<0,1), y(t)eZ,, t=>0. Wenn die Ableitung d~y(1)
= li:l‘,l;l—[y(t—a)—y(t)] in X, existiert hinsichtlich der Topologie {Pu,}

D
dannET(tl, t)y(t) eristiert auch und wir haben

D
(19) 5 Tty Dy (t) = T, 08y (@)

Beweis: Laut (18) fiir ¢ > 0 gilt
p(; 0802020, t—euit—e)~ (e, v
~20,0{ > twe—a—yoll) - o[ 80—2,0-
—T(t—e, )]T(1,, z—e)y(t—s))< Cy peftPeg,

Diese Ungleichung bekommmt man aus des Leinma 5, wenn man T'(¢,, t — &)
y(t—¢) anstatt z und ¢ — ¢ anstatt ¢t setzt. Man kann Lemma 5 anwenden,
weil y(t)e Z, und laut (14) ergibt sich T'(t,,t—¢)y(t—¢)eZ,_, Die crge-
bene Ungleichung gibt die These des Satzes, weil T'(t,,t) (13) erfiillt.

wzbw.

Definition: Die abstrakte Funktion z(:), z(l)e X; nennen wir gleich-
mdssig T-stetig, wenn sie die Bedingung

A AV IO<e<o)>pla(t+e)—T(, t+e)z() < 8].
pelPyy,) 650 ©>0
Bezeichnen wir M als cine Menge der abstrakten gleichmissig 7-stetigen
Funktionen z(-), sodass x(t)e Z, fiir 0 <t < 7. Sei ye 3, dann dic ab-
strakte Funktion z(s8) = T'(s,t)y(s), die fur ein festgestelltes ¢, als einc
Funktion der Variable s betrachtet ist, hat ihre Werte im festgestellten
Raum X, und ist auch in der Topologic {P,} stetig. Laut dieses existiert

[
das Integral [T(s,t)y(s)ds.
]
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Satz 4: Wenn die abstrakte Funktion y(-)e M, dann ist die absirakte

]
Funktion [ T(s,t)y(s)ds gleichmdssig differenzierbar und
(]

) o I
o d T@ Dy@ds = y(1)
0

Beweis: Sei 4 > 0, weil y(-) gleichmassig T-stetig ist, also » >0
sodass fir t —e <8<t

p(T(s,t)y(s) —y(t) <-§ (0<e<w)

Setzen wir &, = min(v, (2C,,-7-¢X¢?")"'s). Wenn diec Voraussetzung
y(-)e M, y(8)e Z, ziccht, haben wir laut (13) anwenden. Wir setzen jetzt
T (s, t —e€)y(s) anstatt 2 und bekommen die Ungleichung, die fiur 0 < ¢ < ¢,
wahr ist.

&' ts
P(:Hof T(s,t)y(s)ds—S(t—s,a)of T(s,t—-e)y(s)ds} _y(;))

< p(i f [T(t—e,t)—S(t—e,e)T(s, t——s)y(s)ds) +
"0
+p (—1 [T(s, DY(8) —¥(D)]ds < e~ (t—£) O, , 6FP2 +

< 10y e8P, +;< )
wzbw.
Satz 5: Sei y(')e M.aeZ,, dann ist die abstrakte Funktion xz(1)
=of‘ T(s,t)y(s8)ds + T(0,t)a die einzige Losung der Gleichung

i ! 1), x(0) =
})-'x() y(1), ) =a

in der Klasse der abstrakten gleichmdssig differenzierbaren Funktionen.

Beweis: Der erste Teil unserer Folgerung ergibt sich aus Satz 4, die
Eindeutigkeit ist die Konsequenz des Lemmas 6 die oben definirte
abstrakte Funktion ist laut des Satz 4 und Lemmas 5 gleichmaissig

differenzierbar.
wzbw.
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STRESZCZENIE
W pracy tej przenosimy pewne wyniki znajdujace sie w [1] na przy-
padek przestrzeni liniowo topologicznych lokalnie wypuklych. Roz-
D 1
patrujemy réwnanie—z(t) =lim—[S(t—e, &)ax(t—e)—a(t)] =0
.Dt 3‘0 €
D
it
liniowym zbiorze funkeji abstrakcyjnyech.

-@(t) = y(t)), z warunkiem poczatkowym z(0) = ae X, W pewnym

PE3IOME
B HacTosuiell paboTe mepeHOCATC HEKOTOPBIE pe3yJibTaThl paboTsl [1] na cay-
YaH JIHHEHHO-TOMOJIOTHYHOTO JIOKAJIbHO-BLIMYKJIOTO NpocTpaHcTBa. PaccMmartpu-
BaeTCsA ypaBHEHHE

D2 = tim - [s(t—e, Yx(t—)—x (@] = 0, (- x() = (r))
Dtx —‘1::)18.9 &, e)x(t—e)—x()] = ,\Ex =y

C HavanbHbIM yciioBHeM Xx(0) = aeX,, B HEKOTOPOM JIMHEHHOM MHOXeECTBE ab-
CTPAKTHbIX (PYHKLHH.



