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Certains résultats concernant la classe S*(a, )
O pewnych wynikach uzyskanych w klasie 8*(a, f).
O HEKOTOPHIX peaybTaTax, MoJyYeHHHX B Kiaacce S*(a,p)

1. Notations.

Désignons par 8 la classe des fonctions f(z) = z+ a,2*+ ... holomor-
phes et univalentes dans K,, o K, = {z: |z| <r}. Soit §; = S designe
la classe des fonctions a — étoilées, c’est — a — dire des fonctions qui
remplissent la condition:

2f'(2)

1 < A2
et *fm

a, zeK,, 0<a<l.

Dans le cas particulier a = 0 la classe S; se confond avec la classe connue
des fonctions étoilées par rapport a l’origine.

Désignons par §, c § la classe des fonctions qui vérifient la con-
dition:

2f’ (2)
f(z)

Cette classe a été étudiée entre autre par D. A. Brannan et W. E. Kirwan
[1] et par J. Stankiewicz [4].

Il est clair que S ainsi que la classe S, pour chaques des intervalles
correspondants se compose de fonctions étoilées par rapport & l’origine.

Désignons par £ la classe des fonctions w(z) holomorphes dans K,
qui vérifient les hypothéses du lemme de Schwarz: w(0) = 0, |w(?)| <1
pour ze K,.

Enfin P désigne la classe des fonctions p(z) = 14p,2+p,22+ ...
holomorphes dans K, qui vérifient la condition:

(1, 2) 'a;rg

gyg, zeK,, 0 <y<1.

1, 3) Rep(z) > 0 pour z¢ K,.
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2. La classe S°(H).

1l est & remarquer que dans la définition de la classe S aussi bien
que dans celle de la classe S, intervient la notion de subordination en
domaine notamment, dans le premier et le deuxidme cas on exige que

1

que ’expression soit contenue dans le domaine univalent conten-

ant le point w = 1, qui est situé dans le demi-plan droit.

On peut ramener ’étude des sous-classes de la classe S; des fonctions
étoilées 4 un probléme plus général. Désignons dans ce but par H(z) la
fonction de la classe I arbitrarement fixée que 1’on suppose en outre
univalente dans K,.

Evidemment I’image du cerle K, par la transtormation H(z), que
nous désignons par H (K,) contenue dans le demi-plan droit est un domaime
univalent et simplement connexe qui contient point w = 1.

Désignerons maintenant par S°*(H) la classe desfonctions f(z) =z +
2f'(2)
J(2)

Si 'on désigne par ¢(z) 3, @(2) la subordination en domaine des
fonctions ¢(2) & la majorante ®(z) dans le cercle K, c’est — adire que
@(0) = B(0) et qu'il existe w(z)e 2 tel que @(z) = P(w(z)) alors nous
pouvons définir la classe S*(H) de la maniére suivante

.2
f(2)
Si nous admettons dans la définition ci — dessus que H (2) est une fonction,
qui transforme d’une maniére univalente le cercle K, sur le demi-plan

+a,2+ ..., telles que ’expression appartient au domaine H (K,).

(2,1) fz)e 8*(H) = 3:1H(2), zeK,

Re{w} > a ou sur l'angle |argw| < y%, 0 <y <1 alors la classe S*(H)

se confondra avec la classe 8, ou avec la classe S,.
11 résulte de la définition (2,1) qu’il existe w(z)e 2 tel que

zf'(2)
(2,2) ——— = H(w(2)).
’ (@) bl
Puisque comme on le sait, il existe une fonction p(2)e P telle que
p(2)—1
(2,3) o(2) T T S

donc on peut écrire (2,2) sous la forme
f'(2) H(P(:)“l\

(2,4) =My~ ;
f(2) \p(x)+1)

ze K,
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De la

f’(z)_iz_l[ (pL\ 1]
flz). “%2 2 ()+1)

i@ p(2)—
wl2 = [ 22 (5Eee) 2]

De 13 nous obtenons la formule structurale pour la classe S*(H)

"1
o gosenl a0 )

Inversement chaque fonction donnée par la formule (2,5) appartient
3 S8*(H) ce qu'on vérifie immédiatement.

donc

3. Classe S*(qa, f)

Le cas particulier de la classe définie S*(H) est une classe S*(a, f)
que nous définions de la maniére suivante

28
(3,1) 8%(a, p) = 8°(H), ou H = H(sa,p) = [(1-@13 +a];~

; 2
zeK,, 0<a<], 0<ﬂ-{=;.
L’étude de cette classe, au noins partielle joue un certain réle, car dans
les cas limités cette classe se confond avec les classes des fonctions étudiées
dans la litterature mathematique par example:

, 2
S‘(a,;) =8, 8 (0,%) =8, 8°(0,p) =8, ouy= :'f

Le cas § = 0 est trivial, parce qu’alors la classe S*(a, f) se compose d’une
fonction f(2) = z.

La fonction H (2, a, f) est univalente dans K, et transforme le cercle
K, sur le domaine convexe H(K,, a, #) limité par une courve
e -]

n 1:! e
‘6 Sy ~§<8<—2—,0<a<1.

3,2 =
3,2) v (cose
Dans le cas @ = 0 il faut remplacer la courve (3,2) par les equations

25 28
(3,3) w =0 €e? etw=p* e o10K<p< oo 0<Pg

|8
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qu’il résulte immédiatement de la forme de la fonction H qui est donnée
par la formule (3, 1).
La courve (3,2) a deux assymptotes qui passent par l'origine et

inclinées a l'axe positif réel sous ’angle g et sous l’angle — f et coupe
26

cet axe dans le point a”™.
A la fonction ainsi choisi H = H(z, a,#) la formule structurale
(2, 5) passe dans la formule structurale pour la classe des fonctions S*(a, g)
a la forme
20
2)+a]™ =1

~

-] 1_
(3,4) f(2) = z-exp {f (3 —a)p( d::}, p(2)e P.

4. Certains problémes extremaux dans la classe S*(aq, ).
Théoréme 4.1. Dans la classe 8*(a, f) pour chaque z fizé, |z| =r,

zf’ (2)
(2

) )ﬁ est le cercle fermé

r < 1 le domaine de la variabilité de l’expression(

(2 (2)\2 147(1—2a) 2(1—a)r
b AR~ o T
La fonction exiremale est la fonction
3 28
*1{14+(1~—2a)2\ =~
(4, 2) f(z) = Z-exp Lj ;[(—_].T) —1] dZ}.

Démonstration. De la formule structurale (3,4) il résulte que

A@) s
o = 1-ap@tal

En élevant 4 une puissance réciproquemnt 1’égaelité ci-desscus, nous

Py

obtenons aprés la transformation

(_”Z_(z_))z—s 1 s
p(2) = ——f‘(?T

Comme on sait le domaine de la variabilité p(z)e P pour le z fixé |2| = »
est le cercle dont de diametre posé sur I’axe réel a les bouts dans les points
1—7r 147

147’ 1—7°

Il en résulte immédiatement le thése du théoreme 4, 1.
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Comme les corollaires du théoréme ci-dessus nous obtenons immsédia-
tement les estimations exactes suivantes:

1—r(1-2a)\¥ _|of'(z) 147(1—2a)\¥ B
R e R Y e ) , k=t
r(1—2a)\2 zf (z) (1#r1220)\2 n
(4, 4) (_—_1+r } < Re *\ = o } —| o
zf’{ )] 2 ) 2(1—a)r o
(4, 5) f(z) |\ arcsm 13 —2a) v || =,

Dans les cas limités il y a des estimations exactes dans les classes respectives
de fonctions.

Théoréme 4.2. Pour f(2)¢ 8*(a,p), 12| =r<1 il y a UVestimation
eraote

o) rem Tl _’;‘irz"’) 1]ar < iscon
<r-exp{fr%[(———l+;(i:2a))g—l]dr}
(A ol A
g(l_-;{-%(jr—za)— U [(ll—f 2a))7‘_1]dr}

La fonction extremale est la fonction quiest donnée par la formule (4, 2).

Demonstration.
In f(:) = f(f) .-}-iargf(—f)
d’on
zf’ () 0 f(2) d f(2)
=1 |k A y oy — =L =
() +r o In : +2er Py arg e 2| =r,
c'est — 3 — dire
o' (2) 2 . |f(2)]
R - ke .
e 1) 1+7r a In P
En profitant de (4,4) nous avons
0

(1——1’(1—2a))ﬂ".
- oo NN B . ) TN _lg’.
1+r

f(2) '<(1+r(1—2a))’f._1
i 1—r

ar i
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D’ol aprés la division des cotés par r et aprés integration de 0 jusqu’a
r nous obtenons I'inégalité (4, 6),.

La deuxiéme partie du théoréme resulte directement de (4, 3)
et (4, 6).

o g 7 e :
Dans le cas limité f = 2 nous obtenons l’estimation comme dans

la classe 87 ([3])

T < < !
(1Fr)it=a = If(2)l < (1_—7.)2(1_7)-

1—7(1—2a) 1+7r(1—2a)

—(1—_*_,',)3:27:“ < |f'(2)] ‘:—_(i_r)ﬂ

Dans le cas a =0 et § =g les estimations (4, 6) et (4,7) passent dans

les estimations connues dans la classe Sj

d 1f(e) < ——
e Sy
1-— 1+7r
(1~}-r)3 SIf( )‘ (1—r)3

Dans le cas a = 0 les estimations (4, 6) et (4, 7) passent dans les estimations
dans la classe S, [1].

4
Théoréme 4,3. St f(2) = 2+ a,2* + ... 8%(a, B) alors |a,| < —'8(1 —a).
T

La fonction extremale est la fonction qui est donnée par la formule (4, 2).
Demonstration. Soit p(z) = 1+ p,z2+ p,2*+ ... e P et soit

+ 2 S
f(z) = z-exp{f %—[((l—a)p(z)+a) ¥ -——1]dz}.
) » ‘
(A —a)p(2) +a]™ —
z

Dosignons par A(z) =
Alors

() = 2-exp| [ A(2)-dz} A(2)+2-exp] [ A(2)-de} A2(2) +

+z-exp{fA(z)dz}A’(z).

Parce que
28 8 _y ,
S 1-all-ap@+a " pE
lim A(z) = lim — - =?(1—a)p1)

20 2—0 1
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4
4 cause de cela f"'(0) = 7‘?(1—a)p1
De 1a

@z = -iﬁ(l —a)|p,l

4
Parce que comme on sait |p,| < 2, or |a,| <—ﬂ(1—a). Pour la fonction
T

1
(4,2) p(2) = 1i: et p, =2, ce qui prouve que lestimation |a,]

est exacte.

5. Le rayon 7r(a, ) de 'étoilement dans la classe S.

Designons par 7, le plus grand nombre possible tel, que %o f(re2)
¢ 8*(a, B) ol f(2) est une fonction quelconque de la classe S.
Théoréme 35,1. Le nombre r, est la racine de Véquation
28 t t 1+7»

——arctg— = —— In
n a Vat + ¢t 1—r

pour t vérifiant la relation
InVa2+12+ —arctg— =0.

Demonstration. Pour la fonction F(z)e S nous avons (regarde par
example [2]/l’estimation exacte pour ze K,

. zF'(2) 1+7r
(5, 1) ‘ln F(z} gln:, |Z| =7.
De la
2F'(2) : 1+
5,2 =1 = ¢'®]
( ) ) ’}l n F(z) € n 1__,'.
Soit

o -l {2

TG 1+ 1%
H Z, ] — = - e n
s &) [‘1 = ]
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transforme le cercle K, sur le domaine H(K,, a, ) limité par la courve
(3 2).
Ensuite nous avons

zf' (z) 28T 14+2 1
(5, 3) In e _?lnt(l—a)-1:+aj

La fonction qui est & droite de (5, 3) sous le signe du logaritme transforme
le cercle K, sur le demi-plan Re{w} > a.

L’équation du contour de ce demi-plan a la forme { = a1t
0<a<l,—oco<it< + oo

A cause de cela 1’équation de contour du domaine de la variabilité
a la forme

(5, 4) =—£—(an¢1 + 1t +-iarctg )

Soit 7 = w+1v, n, = u, +1iv,.
Alors de (5, 2) et (5, 4) nous avons

28 e 1
= —'(lnl/a’-l-t’, u, = cosgln L
(5, 5) 7 1—r
1
v = ﬂ a.rctg— v, = singln +:
2F' (2)

Pour r pres de 0, In _F(z)

courve (5, 4). Il existe donc r, critique, tel que la courve %, = u, + v,
deviendra une tangente inteurieurement & la précedente. Dans les points
de contact doit avoir bien simultanement

se trouve dans le domaine limité par la

u(t) = u,(p) . w(t) uy (@)
v(t) = v,(p) v'(t)  vie)

(5, 8)

Ensuite de (5, 5) nous avons

, t ; ] 147
u’'(l) = _—l/a—z_I—?- u,(p) = —sing-In P
(5, 7) i
a " r
o AR M | T



Cortains résultats concernant la classo S*(a, ) 129

De (5, 7) nous obtenons

’ t ;
(5, 8) Z((t)) -2, Y L g

En tenant comte de (5, 8), (5,5) dans (5, 6) nous obtenons le systéme
des équations

= ct
o gy
(5, 9) -%E-]nl/a’—i-t’ = cosgln e
) n L
2
'ﬁa.rctg— = singln Lty
—r

En présentant cosg et sing de la premiére équation (5,9) en dependance
de a et t et en mettant dans les équations (5, 9) qui restent nous obtenons

—ﬂl.nl/a’—{-t2 = —Ta_ln iy
e Vai+e2 1—r
(5,10) 2 t t 1
-ﬁarctg— =] ik

3 n
a Vad+12 1—7r

En divisant par les cd6tés les équations (5, 10) nous obtenons la relation
i

(5,11) InV a® + 12 +-;arctg— =0
a

A cause de cela le nombre 7, est la solution d’une des équations (5, 10)
par rapport a 'inconnu r pour t unique positif qui vérifie (5, 11).

T n !
Dans les cas limités g = + Ou a = 0 nous obtenons respectivement

-

les rayons 7, ou r, des cercles pour lequels les fonctions de la classe S sont
de fonctions des classes S, ou 3,.

Dans le cas limité important a = 0 et § = % de (5, 11) nous obtenons

t = 1. En mettant dans la deuxiéme équation (5, 10) nous avons

/5 147
— =1In
2 1—r

d’od r = th% — 0,6558 ...

C’est un résultat connu de Grunsky (regarde par example [2]).

9 — Annales



130 Andrzej Wesolowski

BIBLIOGRAPHIE

[1] Brannan, D. A, and Kirwan, W. E., On Some Classes of Bounded Univalent
Functions, J. London Math. Soc., Second series, 1, 3, (1969). 431-445.

[2) Toayaun, I'. M., I'eomempuseckan meopus @HYHKYUL KOMNAEKCHO20 NEPEMEHHOEO,
Mockna 1986.

(3] Pinchuk, B., On Starlike and Oonvex Functions of Order a, Duke Math. J.,
(35) 4, (1968)., 721-734.

(4] Stankiewicz, J., Some Remarks Ooncerning Starlike Functions, Bull. Acad. Polon.
Sci., Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 18 (1970) 143-146

STRESZCZENIE

W pracy tej zdefiniowano klase 8°(a, ) = 8 i uzyskano korzystajac
ze wzoru strukturalnego w tej klasie dokladne oszacowania |f(z)|, If (2)l,

Red@ |4

arg

fz) ' f(2)

kazda funkecja klasy 8 nalezy do klasy 8°(a, §).
)

, |as], jak réwniez promienr r, kola, w ktérym

PE3IOME

B aroit pabote onpenereno kiaace 8°*(a, f) © S ¥ MONb3YACH CTPYKTYP-
Ho#t opMyiIoit B 3TOM Kilacce MOJYyYeHO TOYHBie OLEHKM

2f’'(2) ‘ #f’ (2)
3 arg——
f(2)

If(2)l, 1f'(2)I, Re

5 lasl,

§ f(2)

a TaK;Ke pajnyc r, KPyra, B KOTOpoM Kakaaa QyHKuMA Kiaacca S nmpuHaj-
nexur Kmacey 8*(a, ).
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