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Généralisation d’un probléme relatif a la subordination en module et a la
subordination en domaine dans le cas des minorantes de la classe H,

Uogblnienie zagadnienia zwigzanego z zaleznoécia miedzy podporzagdkowaniem
modutowym a obszarowym w przypadku minorant klasy Hg,

O60o0menue npoGieMH, CBAJAHAOR C BaBHCHMMOCTBIO MEK/AY MOAYMHEHUMEM 1O MOARYJIIO
u no o6ipact¥ AXA MMHOpPAHT M8 kiaacca H,

1. Soit T une sous-classe compacte de la classe S des fonctions
F(z) =2+A4,22+ ...

holomorphes et univalentes dans le cercle K,, ou K, = {2z :|z| < r}. Désig-
nons par H, la classe des fonctions f(z) holomorphes dans le cercle K,

et telles que f(0) = 0, f'(0) > 0, ‘fi:—) # 0 pour ze¢ K,, par N, la clase

des fonctions w(z) holomorphes dans le cercle K, et satisfaisant aux
conditions 0 < |0 (z)] < 1. w(0) > 0 pour ze K,.
Désignons encore par E! et D(r, R, T) respectivement les ensembles
B = {w:0 = o), bl <1, 0(2)e N},

F(z)

D(r,R,T) = {fw: w = —m,

el =1, 12| = B, F(2)e T}.

On dit que la fonction f(z) est subordonnée en module 4 la fonction
F(z) dans le cercle K, si

(1.1) If(2)] < |1F(2)| pour ze K,

et on écrit |f(2)| <, |F(2)]. La condition (1.1) indique qu’il existe une
fonction w(2), holomorphe dans K,, telle que [w(2)| < 1 et que

f(2) = w(2)-F(2).
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Remarquons que 8i f(z)e H,, F(2)e T, la fonction «(z) appartient nécessa-
irement & la classe N,.

D’autre part, si I'on a la relation f(z) = F(w(2)) pour ze K, ou
w(0) = 0, lw(2)] <7, on dit que f(2) est subordonnée en domaine 3 la
fonction F(z) dans le cercle K, et on écrit

(1.2) f(2) 3, F(2).

Si F(z) est une fonction univalente, la condition (1.2) est équivalente
4 la condition f(K,) = F(K,).

Dans le travail [3] F. I¥. Jablonski a étudié, entre autres, les relations
entre I'inégalité des modules et l'inclusion des domaines dans le cas ou
f(2) appartient & la classe H, et la fonction F(z) appartient & différontes
sous-classes T de la classe 8. Il y a déterminé pour les classes 8, S5, 8},
les nombres aussi grands que possible r,(H,, 8) = 0,39 ..., r,(H,, S;) =
=V2—1,r,(Hy, 8}) = 0,543 ... tels que lon ait, indépendamment
du choix des fonctions f(z)e H, et F(z)e T, 'implication: |f(z)| <, |F(2)| =
> f(K,) = F(K,) pour tout re (0, 7,); S; désigne ici une sous-classe de
2F (2)

la classe S pour laquelle a lieu 'implication F(z)e 87 = Re 7o)
(ac (0, 1)).

Z. Lewandowski et J. Stankiewicz ont étudié dans le travail [1]
les relations entre I’inégalité des modules et la subordination en domaine
sous une forme plus générale. Ils ont établi, entre autres, une condition
nécessaire et suffisante pour que, pour tout re¢ (0, 1) il existe un nombre
R,(r) aussi grand que possible tel que I’hypothése |f(z)| <, |F(z)| entraine
la relation f(Kp ) < F(K,), oh R,(r) ne dépend pas du choix particulier
des fonctions f(2) et F(z) et ne saurait étre remplacé par un nombre plus
grand pour re (0, 1) fixé. Les auteurs mentionnés ont étudié ce probléme
pour les fonctions f(z) holomorphes dans le cercle K, telles que f(0) = 0,
f'(0) > 0, et pour les fonctions f(z) de la forme f(2) = @,2" +a, 2" + ...,
(» = 2), tandis que les fonctions F(z) parcourent différentes sous-classes
T de la classe S.

Dans le présent travail nous étudions les relations entre 1'inégalité
des modules et l'inclusion des domaines sous une forme plus générale
dans le cas ol f(z)e H, et F(2)e T (T = Sy, T = 85 = 8°).

2. Théoréme 2.1. 8i |f(z)| <,|F(2)| on a, indépendamment du choix
des fonctions f(z)e Hy, F(z)e T,

f(KRo(r)) c F(K,), re(0,1)
8i et seulement 8i pour tout Re (0, Ro(r)) et R <7 on a
B, A D(r, R, T) = 0.

> a
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La démonstration du théoréme 2.1 peut étre omise, car elle est analogue
4 celle du théoréme (2.1) dans le travail [1]. On peut aussi 1’énoncer
autrement:

Théoréme 2.2. Si |f(2)| <,|F(2)|, on a, indépendamment du choix
des fonctions f(2)e Hy, F'(z)e T,

f(KIZO(r)) c F(K,)
pour tout re (0, 1), ot Ry(r) peut étre déterminé comme il suit:

R,(r) = sup{R: E% n D(r, R, T) = @}
R<r
ou

R,(r) = inf{R: E; n D(r, R, T) + O}.
R<r
Pour re (0, 1) fixé le nombre Ry(r) est le meilleur possible.
Dans le cas, particuliérement intéressant, ou r — 1, on obtient le
théoréme suivant:

Théoreme 2.3. Si |f(z)| <,|F(2)|, on a, indépendamment du choix
des fonctions f(z)e Hy, F(2)e T,
f(Krtnm) < F(Kl)s
ou Ry(1) = limRy(r).
rsl

3. Nous allons maintenant indiquer une application du théoréme 2.2
pour les fonctions f(z)e H, et F(z)eS},.

Théoréme 3.1. Si f(2)e H,, F(2)e 8}, et |f(2) <,|F(2)| on a, indépen-
damment du choix des fonctions f(z) et F(z),
f(KRo(r)) c F(K,)
pour tout re(0,1 ), o
Ry(r) =71 pour re(0,7y), r, élant la racine positive unique de 'équation
r3fri4r—1 =0

et Ry(r) pour re (ry, 1) est la racine unique de l’équation o,(0,) = o(0,),
o

ald) = 3 [1—rRcos6—V(1—rRecos ) —(1—r*) (1 — EY)]

r
(1—7?)
_I-E,
POV F il WOty

et 0, est la plus gramde racine de Véquation
rRsin 0 1-—-R?

-17{1_—ch05 6)’—(1—r2)(_1_R2) 2R

2 — Annales



18 Franciszek Bogowski, Zofia Stankiewicz

dans Vintervalle (0, ). Si re (0, 1) est fizé, Ry(r) ne peut étre remplacé par
un nombre plus grand.

Démonstration. En vertu du théoréme 2.2
Ry (r) = sup{R: E} n D(r, R, 8},) = O}
R<r

Le domaine E}, a été déterminé dans le travail [3]. Le bord de ce domaine
est formé d’arcs de spirales logarithmiques d’équations

LB,

gy |NEC Oe (0, )
o(0) = I 1-R,

e Oe(—m, 0).

Le domaine D(r, R, S,‘,z), déterminé par les auteurs dans le travail [4],
est un domaine doublement connexe dont le bord est formé de deux
courbes d’équations:

01(0) = _R_'l—%ﬁ [1—rRcos6—V(1—rRcosb) —(1—7°)(1— R?)]

0,(6) = ?(lr_—m [1—7Rcos 0-+V(1—rReos 6) —(1— ) (1— &)
ol g,(0) < g,(6) pour tout e (0, 2x).

Chacun des domaines E} et D(r, R, 8j,) étant symétrique par rapport
a P’axe réel, il suffira de considérer les parties de ces domaines contenues
dans le demi-plan supérieur.

Sir < ry, ou ry = 0,543 ... est la racine positive unique de 1’équation
r*+7+r—1 =0, la subordination modulaire des fonctions f(z)e H,,
F(z)e 8}, dans le cercle K, implique, comme I’a prouvé F. F. Jablonski
dans le travail [3], la condition f(K,) = F(K,). Dans ce cas Ry(r) = r.

Si R < ry,re(ry,1), il résulte du théoreme 2.1 que les domaines
EL et D(r, R, 8;, sont disjoints, puisque f(Kp)< F(Kjy) < F(K,).
Par contre, si R = r > ry, on a, en vertu du théoréme (1.2) [3]

E% n D(r, R, 8!,) # 0.

De plus, les domaines E% et D(r, R, S},) ont les propriétés suivantes:
a) si R est fixé, ¢(6) est une fonction décroissante de la variable 6;
8i 0 est fixé, elle est une fonction croissante de la variable R,
b) sir et R sont fixés, g,(0) est une fonction décroissante de la variable
6; sir, 6 sont fixés elle est une fonction décroissante de la variable R.
Pour tout re (ry, 1) il existe donc un E,(r) tel que pour R < R(r)

(3.2) B, 0 D(r, R, 8}) =9,
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tandis que pour R = R,(r) on a
% N D(r,R, 8 # 0.
La condition (3.2) est équivalente & I'inégalité o, (6) < o(6) ou a ’inégalité

01(0)
log—— >0
e(0)
pour tout 6e (0, x).
Considérons la fonction
01(6)
(3.3) G(6) = log————.
e(0)
I’équation G'(0) = 0 est équivalente & la condition
(6 (6
(3-4) Ql() :9().
01(6) e(6)

Remarquons que 1’égalité (3.4) équivaut & ce que les tangentes aux courbes
o(6) et p,(6) au point sont paralléles.
Aprés quelques transformations 1’équation (3.4) devient

rRsin 6 iz 1—- R

3.6 ==
50 V(1 —7rRcos 0 — (1 —7*)(1 — R?) 2R

Le second membre de 1’équation (3.5) ne dépend pas de 6, tandis que

! E .
le premier admet pour 6 = arccos — un seul maximum local et que ce
r

maximum est égal & . De plus,

V1—R?
R 1—R?

V1— R 2R

pour R > r,, puisque cette inégalité se réduit, aprés quelques transfor-
mations, 4 Dinégalité (R'+R*+R—1)(R°—R*+R}1)>0, qui est
vérifiée pour K > r, = 0,643 ...

Par conséquent I’équation (3.5) admet, pour R > r, = 0,643 ..., exacte-
ment deux racines dans l'intervalle (0, z). Désignons-les par 6, et 6,,
6, < 6,. On voit aisément que la fonction G(6) admet pour § = 6, un
maximum local positif, pour 6 = 6, un minimum local.

Les domaines EY, et D(r, R, 8;,) seront disjoints aussi longtemps que

01(6s)
9(9\

(S 1)

G(65) = log > 0.
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A cause de la propriété (3.1) cette dermiére inégalité est vérifiée pour
tous les R < R,(r), ou R,(r) est la racine unique de 1’6quation

(3.9) log %) _ o

0(0,)
L’équation (3.9) est équivalente & 1’équation p,(0,) = o(6,) et la démon-
stration du théoreme est ainsi achevée.
Si re(ry, 1> est quelconque, il serait assez pénible de déterminer
0, et Ry(r) dans le théoréme 3.1. On y réussit assez facilement dans le
cas ol r = 1. On obtient alors le théoréme suivant:

Théoréme 3.2. 8i f(2)e Hy, F(2)e 8y, et |f(2)| <,|F(2)|, on a, indépen-
damment du choix des fonctions f(z) et F(z),

f(KRo] c F(K,),

ou Ry, = 0,628 ... est la racine unique de Véquation

(1—RY)(1+ B e

AR (2R+VR*(1+ R)—(1—RY}) 2R

log
X [2arct R+ arccos Tk ] =
£ EQ(R)
La constante R, ne peut étre remplacee par un nombre plus grand.

Démonstration. Si r =1, le bord correspondant du domaine
D(r, R, 8},) admet 1’équation
1-R

6) — Be (0, 1
) = R d_Reoss) U™

et I’équation (3.6) du théoréme 3.2 prend la forme

Rsin6 1—R?
3.10 - = - ;
g 1—Rcosb 2R

Aprés quelques transformations on obtient

(3.11) smmmm6=%.

1-R*

2R
En mettant dans (3.11)1 ;- = tg2m, c’est-a-dire z = arctgR, on
trouve

1—R2
cos (0 —2x) = _R(iQ{;RT)—'
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Comme a5y
R(1+RY

g’exprimeront par les formules:

<1 pour R >r,, les solutions de I’équation (3.11)

1- R
R(1+ R

0 2arctg R 4 arccos L2
— C 3 &= & TN
: " R+ RY

6, = 2arctg R —arccos -
(3.12)

et appartiendront & l’intervalle (0, =), puisque

T
0 < 2arctgR < 2

Friss 1— R? <n
arccos —————— < —
R(1+ RY 2

et
TR

2arctg R > arceos ————
- R+ R

pour tout Re (0,1). Par conséquent R, est la racine unique de ’équation
0.(6,)

o8 0(6;)

= 0. En posant

1-R?

0, = 2arctg R + arccos m

on obtient 1’équation

(1— R*(1+ R*?
3.13 l —_————————— 1 +
| A 4R*[2R+VR¥1+ R*)—(1 — R*?]

L I-2 tg R+ arccos b ¥ ]
- arc a —_—— | =
or | 2orets R(1+ R
Un calcul facile donne R, = 0,628 ...

4. Théoreme 4.1. Si f(2)e H,, F(z)e 8* et |f(2)| <,|F(2)l, on a pour
tout re (0, 1), indépendamment du choix des fonctions f(z) et F(z),

F(KRo(r)) c F(K,),
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ol
Ry(r) =r pour re (0,7, 7, étant la racine positive de Uéquation r2-+
+2r—1 =0
et R,(r) pour e (ry, 1) est la racine unique de Péquation 0,(0;) = o(6,)
r
0,(0) = RA_PF [(14+7*)(1+ R*)—4r Rcos 6 —

V(A +7)(1+ B*) — 4rRcos 67 — (L —*) (1 — BV
-8,
e(0) =6 *® ,  6e(0,m)
et 0, est la plus grande racine de ’équation:
4rRsin 6 1-—R?
VI@+7) @ +R)— 4r Rcos 6T — (1—r?)* (1 — R 2R

dans Vintervalle (0,x). St re (0,1) est fixé, Ry(r) ne peut étre remplacé par
un nombre plus grand.
La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 3.1.
Le domaine D(r, R, 8*), déterminé dans le travail [4], est un domaine
doublement connexe, dont le bord est formé de deux courbes d’équations:

0:(0) = —R—(l—rz)?[(l-i-r)(l—{-R’)—MRcosB—
—VI(X+r*) (1 +R%) — 4rRcos 6 — (L —7*)}(1 — R?)]
r
0:(0) = Tl_'p)—,[(l—{—rz)(l-}—Rz)—‘ichosOﬂ—

+V[(1+7*) (1 + R*)—4rRcos 6] — (1 —7*)* (1 — ¥
6e (0, 2n), ol p,(0) < p;(0) pour tout 6e (0, 27).

Il suffit de considérer les bords des domaines E}, et D(r, R, S*)
constenus dans le demi-plan supérieur.

Si r<ry,r, 6tant la racine positive de 1’équation 72+42r—1 =0
on a R,(r) =r, car on a alors f(K,) =« F(K,), ce qui a été établi dansle,
travail [3].

01(6)
- e(0)

Si re(r,, 1), on considére la fonction G(6) =1 et on
constate que ’équation G'(6) = 0, c’est-a-dire
4rRsin6 1-R?

4. =
(1) VI(1+7%)(1+ R*) —4rRcos 6] — (1 —r*)*(1 —R?)? 2R
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admet exactement deux racines dans l'intervalle {0, z). Cela résulte de
ce que le second membre de I’équation (4.1) est indépendant de 6, tandis

R(1+41%)

1 mier admet pour 6 = arcco8 —————
que le pre a P rA 1 B

un seul extremu local

dans 1’ intervalle (0, x), soit un maximum égal &

2R 5 1-R?
1-R* 2R

2
ﬁ;et que,de plus,

pour R >r, = V2 —1.

Désignons par 0, ot 6;, 6, < 0,, les racines de I’équation (4.1). La fonction
G(6) admet pour 6 = 6, un maximum local positif, tandis que pour 6= 6,
elle a un minimum local. La condition E% n D(r, R, 8*) = @ méne 4 P'in-
égalité

e:(0,)
lo >0
: e(0y)
6
R, (r) est donc la racine unique de ’équation log % = 0 ou encore de
o\V,

P’équation ¢, (6;) = o(6,).

Si re(ry,1) est quelconque, I’équation ¢,(6,)= p(6,) admet une
forme trés compliquée. Si r = 1, dans le théoréme 4.1 la valeur de 0,
se détermine sans peine et on obtient alors le

Théoréme 4.2. Si f(2)e Hy, F(2)e 8* et |f(2)| <, |F(2)|, on a, indépen-
damment du choix des fonctions f(z) et F(z)

f(Eg) = F(K,),
o R, = 0,466 ... est la racine unique de Uéquation

(1—R(1+RY) gy

42) lo =
#3) g8R’[21\?+1/4R‘-’—(1—R2)2] 2R

x| 2 tg R+ arce osl_R2 0
arc arcc = 0.
g 2R

La constante R, ne peut élre remplecee par un nombre plus grand.

Démonstration. Sir = 1,le bord correspondant du domaine D (r, R, S*)
admet 1’équation
A, (1—R?y
~ 4R(1+R*—2Rcosf)

0,(6)

et I’équation (4.1) devient, apres quelques transformations,

2R 1+ R?
(4.3) 1-F 8in 6+ cosf = ;_R :
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2R
En mettant dans (4.3) i tg2r, c'est-a-dire x = arctgR, on
obtient
1-R?
cos(0—2x) = s
( x) 2R
1-FR = : .
Comme oR <1 pour R=>r, = V2 —1, les solutions de I’équation
(4.3) s’expriment par les formules:
1-R?
#, = 2arctg R —arccos — - —
—_ R2
0, = 2arctg R 8- -
2 arctg R + arcco 5E

et, de plus, elles appartiennent a l'intervalle (0, #). Par conséquent I,

]
est la racine unique de I’équation log Ql((() ”)) =0 qui prend alors la
O0\Ue
forme (4.2).
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STRESZCZENIE

W tej pracy podajemy metode wyznaczenia dla kazdego 7¢(0,1)
mozliwie najwiekszej liczby R,(r), takiej, aby z zalozenia |[f(2)| <|F(2)|
dla |z2| <1 wynikala relacja f(Kp ) = F(K,) gdzie f(2) = @,3+ @ys*+
f(2)

+ ..., a, > 0, jest funkecjg holomorficzng, ~—— # 0 dla |z] < 1, za§ F(z)
z

nalezy do klas 87, lub 8*. Stala R,(r) nie zaleiy od szczegélnego do-

boru funkeji f(2) i F(2z) i dla ustalonego r nie moze byé zastapiona

liczbg wiekszg. '
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Dowodzimy nastepnie, ze jezeli |f(z)] < |F(z)] dla |2| <1 to f(KR,,)
c F(K,)
gdzie liczby R, = 0,628 ... gdy F(2)e 8}
R, = 0,466 ... gdy F(z)e 8"
83 odpowiednio pierwiastkami rownan (3.13) i (4.2).

PE3IOME

B paGote mpexncraBileH MeTOJ YCTAHOBIEHMA A Kamporo re(0,1)
Kak Goubulero uncia K, (r) Takoro, 4to6bl U3 ITpeANOJIOKEHUA

If(z)l < |F(2)] nmaa |z| <1
BHITEKAJI0O COOTHOUICHUE
f(KRo(r)) c F(K,)

rae f(2) = a2+ ayz*+ ..., a, = 0 ectb ronomopdpHan dyukuus, f(2)/z # 0
nas |z| <1, a F(z) otHocutea k Kaaccam S}, uau S*. [locroannan Ry (r)
He 3aBHCHUT OT clielMaiibnoro nmon6opa ¢yukumit f(z) u F(2) u paa ycra-
HOBJIEHHOTO 7 He MOKeT OHITh 3aMeHeHa GOJIbIINM JHCIIOM.

Hanbuie nokasniBaercd, 4ro, ccau |f(2)] < | F(z)] mna |zl <1, To
f(KRo) c F(K)), rae uucna
R, = 0,628 ..., eciu F(z)e8},

R, = 0,466 ..., ccau F(z)eS*

COOTBETCTBEHHO ABJIAIOTCA KOPHAMM YypaBHeHuit (3. 13) u (4.2).






