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Sur la majoration modulaire des fonctions et I'inclusion des domaines
dans la classe S

Majoryzacja modulowa funkeji a zawieranie si¢ obszaréw w klasie S}

Maskopauna yHKuKE D0 MOXYTI0 i conepaHue obnacTelt B Kiacce Sfj

Soit T une sous-classe compacte de la classe S des fonctions F(z)
= 2+A4,2*+ ... holomorphes et univalentes dans le cercle K,, ou K,
= {z:]2]| < r}.

Désignons par H, la classe des fonctions f(2) holomorphes dans le
cercle K, et satisfaisant aux conditions

f(O) i 0, f'(0)> 0’

et par H, (n >=2) la sous-classe de la classe I, des fonctions f(z) qui
admettent dans le cercle K, le développement

f(2) = a2+ a, 2"+ ...

Soient respectivement N, la classe des fonctions o(z) holomorphes
dans K, et satisfaisant aux conditions

w(0) =0, |w(2)| <1 pour |2 <1,
et N,(n > 2) la sous-classe de la classe N, des fonctions w(z) admettant
dans le cercle K, le développement
o(2) =a,_ 2" '+a, 2"+ ...
Par O} et D(r, R, T') désignons respectivement, les ensembles:
Of ={w: w=ow(2z), 2|<r, weN,},

F(z)

D’R,T= M = e
" S5 :"’“’ 7(0)

y 12l = 7, || =R,F‘T}'
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Si l'on a, pour ze K,, I'inégalité
If (&) < |F (=),

on dit que la fonction f(z) est subordonnée en module & la fonction F(z)
dans le cercle K, et on écrit

If(2)] < 1 |1F(2)].

Cela signifie qu’il existe une fonetion w(2)e N, telle que
f(2) = w(2)-F(2).

Remarquons que s8i f(2)e H,, F(2)e T, w(z) appartient nécessairement
a la classe N,,.
D’autre part, si I’'on a la relation

f(2) = F(o(2)) pour |2| <7,

ou |w(2)] < |2| < 7, on dit que la fonction f(z) est subordonnée en domaine
a la fonction F(z) dans le cercle K, et on écrit

f(2)3,F(2).

Si f(2)e H,,FeT, on a w(z)e N,,,.

Le probléme général de la dépendance entre la subordination modulaire
des fonctions f(z) et F'(z) dans le cercle K, et 'inclusion des images des
cercles K, par les fonctions f(z) et F(z) a été étudié dans le travail [1].
Le théoréme suivant, entre autres, y a été démontré:

Théoréme 1. Si f(2)e H,, F(2)e T et |f(2)| <,|F(2)|, on a, indépen
damment du choix des fonctions f(z) et F(z),

f(KRn(r)) < F(K,)
pour tout re (0, 1), o R, (r) peut étre déterminé comme il suit:
R, (r) = sup{R: O}, " D(r, R, T) = O}.
R<r

Le nombre R,(r) est le meilleur possible.

Dans le présent travail nous allons indiquer une application du
théoréme 1 pour un choix particulier de la classe T.

Désignons par 8%, ou ae (0, 1), la classe des fonctions ¥ (z) holomorphes
et univalentes dans le cercle K, satisfaisant aux conditions

2P’ (2)
F(z)

En posant T = 8},, » = 1, on obtient le théoréme suivant:

F(0) = 0,F'(0) = 1, Re
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Théoréme 2. Si |f(z)| <,|F(2)|, on a, indépendamment du choiz des
fonctions f(z)e H,, F(z)e Sf,,,

CIPNES [t 4}
ol
, . Vors+4r—r
Rl (r, Sl[ﬂ) = min {T’ W—}

I pour re (0, ry)
I r’+4r—r

2(1+r) pour relry, 1>

Le nombre ry, = V2 —1 est la racine pogitive de Déquation r2+2r—1 =0
dang Uintervalle (0, 1).
Pour re (0, 1) fiwé le nombre R, (r, S;,,) est le meilleur possible.
Puisque
lim R, (r, 87,) = 1/2
r—1

on obtient le

Corollaire: 8¢ |f(2)| <,|F(2)|, on a, indépendamment du choix des
fonctions f(2)e H,, F(2)e 8},

f(Kllz) c F(K,).
Le nombre 1/2 est le meilleur possible et est atteinte pour la fonction

2
F(z) = - 1::S°c 87, ou 8° designe la classe de la comveres fonctions.

Démonstration du théoréme 2. An posant dans le théoréme 1 7' = S,,,,
n = 1, on obtient

R, (r, S?/z) = iup {R: 0}? N D(r, R,ST/z) = 0}.

Déterminons maintenant le domaine D (r, R, 8;),). E. Zlotkiewicz a démont-
ré dans le travail [2] que si 2, { sont des points fixés du cercle K, et si
la fonction F(z) parcourt la classe 8., la fonctionnelle

[EEte 1 -
LzF(2) ]
parcourt un cercle dont le bord admet 1’équation

1‘—8_“C
w =m, 8((\—7‘,?‘).
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F
Remarquons que si a = 1/2, la fonctionnelle F:;)) parcourt un cercle
dont le bord admet 1’équation
g 1—6L
w=?'m, 0((—7!,7:).

Aprés quelques transformations cette équation devient

F

1 — —

(1)

= [2].
a1 2]

Si I'on pose maintenant |2| = 76", |{| = Ré*2, on a

y
R

*
¢'®r-7) — E €', ye (0, 2n),

| @

et

o
. w———R—e“’

_— | =
(1) B

L’équation (1’) représente une famille &4 un parametre de circonférences
dont I’enveloppe constitue le bord du domaine D(r, R, S'l',,). L’équation
(1') peut étre mise sous la forme équivalente

.
w— —ev

log———— | -1 =0
_og - ogr

et on trouvera 1’équation de I’enveloppe en éliminant le parameétre y entre
les équations du systéme

|¢(w, y) =0

(2) Ids;(w, y) = Re] ;3 —0

| 1——eé*w
r

La seconde des équations (2) devient, aprés quelques transformations,
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d’on
w ; w
(3) ¢ = — ou bien ¥ = ——,
[w] [w]

En portant (3) dans (1’) on obtient les deux équations:

r .w
o TR el
w—1 :
r 'w
= TR
w—1

En posant |w| = p, w-+@& = 2pcosf on aura les équations (4) et (5) en
coordonnées polaires. Ces équations deviendront:

. \9
(6) (9_—;-2—) = r*(p*—2pcos6 1 1)
(7 (e-l—%)z = r3(p2—2pco86+1).

L’équation (7) méne 4 une contradiction, tandis que I’équation (6)
ordonnée devient:

,.2
(L—r*)o*—2 %(l—chos 0)9+F(1—R2) =0,

d’ol

(8) 04(6) = R(—lr——rz) [1—rRcos§—V(1—rRcos 6_)_’—(1—7")(1—122)]
(9) e:(0) = Rﬁr_—Ta) [1—rRcos 8 +V(L—rRcos6)?— (1 —r?)(1— R?)]
ou fe (0, 2m).

On voit donc que le bord du domaine D(r, R, §},) est formé de deux
courbes d’équations (8) et (9). Puisque pour fe (0,2x)> on a toujours

01(0) < pa(6)

le fomaine D(r, R, S,‘,z) est un domaine doublement connexe dont les
bords sont déterminés par (8) et (9).
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L’ensemble O = {w:w = w(2), |2| < R, we N,} est un ,domaine
de Rogosinski”. L’équation polaire du bord de ce domaine est

1 9
T —(1 — R2)si 2 o 3.2 a o)
o [ (1 —R?sin 6 +V 4R*+ (1 — R*)*sin®6], 6 <0, 2>
n 3
9(0) = R! f’e<§,§n>

1 ; 2 2)2gip? i
o [(1—R2)Bln9+'/4R + (1 — R?)2sin?0], 0£<2 7, 27:>.

Les domaines Of et D(r, R, 8},) étant symétriques par rapport & 1’axe
reéel il suffira de considérer le demi-plan supérieur.

La condition Oy N D(r, R, 8},,) = O est équivalente 4 la condition

e1(0) > o(6)
pour tout fe (0, x).

Pour 0€<-g, 71:> cette inégalité a la forme

o1(#) > R,

puisque la fonetion g,(6) est décroissante pour 6e (0, =) et admet sa plus
petite valeur pour 6 = =

et que p(6) = R pour 0e<~:1--, ~z> 11 en résulte que les domaines O% et

2

D(r, R, 8},) n’auront pas de points communs dans le second quadrant
8i

r 1—R

R.
R 1tr =

Cette condition est remplie pour tous les R tels que

—r+Vbr2+4r

R < R,(r, S;/z) e 2(1+7) 3

ou R,(r, S'l',,) est la racine positive unique de I’équation

r 1—R

E 14r
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Nous allons maintenant montrer que si R < r et R < R,(r, 8;,) on
/
a 0,(0) > o(6) pour 0:&0, -g-> L’inégalité p,(60) > ¢(0) est équivalente
4 la suivante:

n@l(o)

1
o(6)

> 0.

Considérons la fonction

a0 — e 9. {o ,1>

0(6) , \ 9
On a
@' (0) = 0:1(0) _e'(9) W=, —7rRsin 6 .
0:(60)  o(6) V(1L—rRcos6)*— (1 —7?)(1L— R?)
1— R%cos 6

VARt (1— R*Vsin’0
L’équation G'(6) = 0 prend, aprés quelques transformations, la forme:
(10)  2rR(1— R*%cos®0 — [(1 — R*)?*(r* + R+ R%*1?) 4- 4r* R*]cos 6 +

+ R*7*(1+ R?? = 0.
En posant cosf = u on voit que le premier membre de 1’équation (10)

est un polynome W (u) du troisiéme degré tel que

lim W(u) = — oo, W(0)> 0, W(1) < 0, lim W(u) = + oo.

u—>—co U+ oo
Il en résulte que dans chacun des intervalles ( — oo, 0), (0, 1), (1, + o0)
le polynome W (u) a exactement une racine. Puisque pour 6c<0, ;) on
a ue (0,1), Péquation (10) n’a qu’une seule racine 6, dans l’int;(:rva,lle
<0, g> Comme G'(0) > 0, & (g) < 0 et G(0) > 0, la fonction G(6) admet
un maximum local positif pour 6 = 6,. Par conséquent la fonction G(6)

\

est croissante pour Oe (0, 6,> et décroissante pour e (/ 6o, %/). On vérifie

by 4
aisément que G(§)>0 pour R < R,(r, SI,,) et R<r, donc G(6)

() /o %\ : :
= In—— > 0 pour tout 0e(\ 0,—), ce qui prouve que les domaines
! |

0(6)
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O% et D(r, R, 8},) sont digjoints pour R < R,(r, 8},). Pour R = R,(r, 8},)
ces domaines se touchent au point w = — R. 8i r < 7y, ol 7, = V2 —1 est
la racine réelle unique de 1’équation

r*+2r —1 = 0 dans lintervalle (0, 1),

la subordination modulaire des fonctions f(z)e H, et F(2)e S:,, dans le

cercle K, implique, comme il a été prouvé dans le travail [2], la con-
dition
J(K,) = F(K,).
Dans ce cas
R\(r, 8};;) = r,donc

I r pour re {0, 7>
R, (r, S:/z) - I —7r +l/5r’ + 4r
2(147)

En appliquant le théoréme 1 dans le cas ol f(z)e H,, n = 2, et F(2)e S:,,,
on obtient le théoréme suivant:

pour re (ry, 1).

Théoréme 3. 8i |f(2) <,|F(2)|, on a, indépendamment du choix des
fonctions f(z)e H,,n > 2, F(2)e 8},

K ) = F(K,)

Rp(r.8}),)
pour tout re (0,1, ou R, (r, S,‘,z) est la racine unique de 'équation
(11) (14+7rR"+rR—1r = 0.
La constante R,(r, 8},) est exacte.
Démonstration. En vertu du théoréme 1
Ry (r, S;/z) 2 iup {R: Ok N D(r, R, S:/z) = 0}'
<r

Si f(2)e H,, n > 2, le domaine 0% est un cercle de centre & l'origine et
de rayon R"!. La condition O% n D(r, R, 8},) =@ est équivalente
4 D'inégalité

.1_. 1-R > n—1

R 14r )

qui est vérifide pour tous les R tels que R < R,(r, 8,), odt R,(r, 8}p)
est la racine positive unique de 1’équation
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Cette équation est équivalente & 1’ équation (11). Le nombre R,(r, S},)
est exact. Pour R = R, (r, Sl‘lz) les domaines Oy et D (7, R, S?,,) se touchent
par leurs bords au point w = — R*',
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STRESZCZENIE

W tym artykule dowodzi si¢ nastepujacego twierdzenia:
Jezeli funkcja f(2) = a2+ a,22+ ...,a, > 0, jest holomorficcna w K,
(K, = {2: |2| <7}), a funkcja F(2) =z+ A,2*+ ... spelnia warunek

F'( il
Re zF(\z)) > 3 i ponadto |f(2)| < |F(2) dla zeK, to dla kaidego re (0,1)
z

f(K

R]('DS;Iz)

)= F(K,)

niezaleinie od wyborv funkcji f(z) ¢ F(2), gdzie

| r dla re (0, 7y)

k ) Virt4dr—r
R, (r, 8),) = min (r, '—1—) =

2(14-7)

573+ 4r—
|Li_: dla re (ry, 1>

2(1-+7)
Liczba r, jest dodainim pierwiastkiem réwnania r*+2r—1 = 0.

Wynika stad, ze jezeli |f(z)| < |F(z)| dla ze K,, to niezaleznie od
wyboru funkeji f(2) i F(z) mamy f(K,,) < F(K,).

PE3IOME

B pa6ore n0KasaHH ciexyoniue TeopeMul: ecau gyHkyua f(z) = a2+
+ 8,2+ ..., 6, > 0 2010M0pPHa ¢ kpyze K, (K, = {2: |2| < r}), a pyHkyua
F(z) = z+ Ay2*+ ... ennoansem ycaosue

2F' (2) 1
Re{'F(z) } P
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u kpome moz2o |f(2)|<|F(2)] 0aa ze K,, mo 0aa Kkamcdozo re(0,1)
(K . 1) c F(K,) Hezasucumo om ewvibopa gynkyuii f(z) u F(z), ede

Ry(r,S)
e r 0aa re (0, r
Ru(r, 8%) min(r 1/5rs+4r—r) T < (0 7o)
17y Oyy3) = YT T b r*4-4r —r

YQucao r, f619emca NOAOHCUMEAbHBIM KODHEM YPasHeHUR
r*4+2r—1=0.

CaedosameasHo, ecau |f(2)| < |F(2)| 0144 ze K, mo He3asucumo om evibopa
dyukunit f(2) n F(z), umeem f(K,,) < F(K,).



