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Sur la majoration modulaire des fonctions et l’inclusion des domaines 
dans la classe

Majoryzacja modułowa funkcji a zawieranie się obszarów w klasie Sj 

Мажорация функций по модулю и содержание областей в классе S*2

Soit T une sous-classe compacte de la classe $ des fonctions P (г) 
= 2+A2z2+... holomorphes et univalentes dans le cercle où Kr 
= {г:\г\ < r}.

Désignons par II t la classe des fonctions f(z) holomorphes dans le 
cercle et satisfaisant aux conditions

/(0) =0, /'(0)>0,

et par Hn (n 2) la sous-classe de la classe 1Ц des fonctions f(z) qui 
admettent dans le cercle Кг le développement

/(«) =aX + «n+1«"+1+-

Soient respectivement la classe des fonctions to (г) holomorphes 
dans K1 et satisfaisant aux conditions

co(0) > 0, Jro (г)| < 1 pour |e| < 1,

et An(» > 2) la sous-classe de la classe N\ des fonctions w(z) admettant 
dans le cercle K± le développement

«>(«) = ап_1гп~1 + апи!л+ ...
Par 0" et D(r, R, T) désignons respectivement les ensembles:

0" = [w: w — co(z), ,»1 a)eNn},

D(r, R, T) = Jw: w = |г| = r, |f| = R, Fe ïj.
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Si l’on a, pour ze Kt, l’inégalité

|/(s)|< TOI,
on dit que la fonction /(2) est subordonnée en module à la fonction F(z) 
dans le cercle K, et on écrit

l/WKxTOI.
Cela signifie qu’il existe une fonction co (z) e telle que 

f(z) = o>(z)-F(z).

Remarquons que si f(z)eJIn,F(z)eT,m(z) appartient nécessairement 
à la classe Nn.

D’autre part, si l’on a la relation

f(z) = F(co(z)) pour \z\ < r,

où |co (æ)| < |«| < r, on dit que la fonction/(2) est subordonnée en domaine 
à la fonction F(z) dans le cercle Kr et on écrit

/(«BTO-
Si f(z)e Hn, Fe T, on a 0(2)« ^n+1.

Le problème général de la dépendance entre la subordination modulaire
des fonctions /(2) et F(z) dans le cercle Kx et l’inclusion des images des 
cercles Kr par les fonctions /(2) et P (2) a été étudié dans le travail [1]. 
Le théorème suivant, entre autres, y a été démontré:

Théorème 1. 8if(z)eH„, F(z)eT et |/(2)| < 1|E(2)|, on a, indêpen 
damment du choix des fonctions f(z) et F (2),

f(KRn{r}) <= F(Kr)

pour tout re (0,1>, où peut être déterminé comme il suit:

Bn(r) = supfR: OnR n D(r, R, T) = 0}.
R^r

Le nombre Rn(r) est le meilleur possible.
Dans le présent travail nous allons indiquer une application du

théorème 1 pour un choix particulier de la classe T.
Désignons par $*, où a e <0,1), la classe des fonctions F (z) holomorphes

et univalentes dans le cercle /fx satisfaisant aux conditions 

zF' (2)
P(0) = O, P'(0) = 1, Re —Y > a.

.é (2)

En posant T = 8*i2, n =1, on obtient le théorème suivant:
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Théorème 2. Si |/(z)| <x |-F(z)|, on a, indépendamment du choix des 
fonctions f(z) (3lt F(z)e S*,2,

ou

Ri(r, S*1/2) = minjr,

^5r2 + 4r — r 
~ 2(1+r)

^5ra + 4r — r | 
2(l+r) i 

pour Te (0, r0>

pour rc <r0, 1>

Le nombre r0 = /2 —1 est la racine positive de Véquation r2 + 2r — l =0 
dans l'intervalle (0,1>.
Pour re (0,1> fixé le nombre R^r, S*/2) est le meilleur possible.

Puisque
lim-E^r, S*/2) =1/2
r->i

on obtient le

Corollaire: Si |/(«)| <1|T’(«)|, on a, indépendamment du choix des 
fonctions f(z)e H,, F (2) e S* 2,

f^czF^).
t

Le nombre 1/2 est le meilleur possible et est atteinte pour la fonction 
z

F(z) =y---- «S'c S*/2 où Sc désigné la classe de la convexes fonctions.

Démonstration du théorème 2. An posant dans le théorème 1 T — S*)2, 
n =1, on obtient

Ri(r, S*l2) = sup{JB: n D(r, R,S*I2) = 0}.

Déterminons maintenant le domaine D (r, R, S*/2). E. Zlotkiewicz a démont­
ré dans le travail [2] que si z, Ç sont des points fixés du cercle Ax et si 
la fonction F(z) parcourt la classe S*, la fonctionnelle

rï^l^r

parcourt un cercle dont le bord admet l’équation
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Remarquons que si a = 1/2, la fonctionnelle 

dont le bord admet l’équation

-F(z)
J’(f)

0 e< — n, 7t>.

parcourt un cercle

Après quelques transformations cette équation devient

(1) = l«l.

Si l’on pose maintenant |«| = re*’’1, |£| = Re'1"’2, on a

7 = 4= T6<v’ v< <0’2,I>’

et

w-
d') = r.

L’équation (1') représente une famille à un paramètre de circonférences 
dont l’enveloppe constitue le bord du domaine D(r, R, S*/2). L’équation 
(1') peut être mise sous la forme équivalente

w-
log — logr = 0

et on trouvera l’équation de l’enveloppe en éliminant le paramètre y entre 
les équations du système

(2)

4>(w, y) — 0

$'V(W> V) = Re
i

l— — eivw 
r

= 0

w = — •

0(w, y) = Re

z

w — 1

R
w — 1

R
w — 1

La seconde des équations (2) devient, après quelques transformations, 

i i
R
r

l — —eivw
r

= 0,
1
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d’où
. w , w

(3) eiv —----  ou bien e'v ----------- .
|w| |w|

En portant (3) dans (!') on obtient les deux équations:

(4)

(5)

r w
W R ’ |w|

w — 1

r w
W ' E |w|

w — 1

En posant |w| = q, w+w = 2 g cos 0 on aura les équations (4) et (5) en 
coordonnées polaires. Ces équations deviendront:

(6) = r2(eJ-20COS0 + l)

(7) r2(g2 —2gcos 0 + 1).

L’équation (7) mène à une contradiction, tandis que l’équation (6) 
ordonnée devient:

d’où

(1 — r2) q2 — 2 — (1 — rEcos 0) q - 
It R1

(1 —E2) = 0,

(8) ex(0) = E(l —r2) [1 — rR cos 0 — /(1 — rR cos 0)2 — (1 — r2) (1 — E2)]

(9) e2(0) = E(l—r2) [1 - rR cos 0 +/(1 - rEcos 0)2 - (1 - r2) (1 - E2)]

où 0c <0, 2ji>.
On voit donc que le bord du domaine D(r, R, S*l2) est formé de deux 
courbes d’équations (8) et (9). Puisque pour 0c <0, 2?r> on a toujours

0i(0) <

le fomaine D(r, R, S*/2) est un domaine doublement connexe dont les 
bords sont déterminés par (8) et (9).
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L’ensemble OR = {w: w — co(z), \z\ R, eue N\} est un „domaine 
de Eogosinski”. L’équation polaire du bord de ce domaine est 

[-(1--K2)sin6 +y/+K2 + (1 -sin2_0], 0e^O,
2R

R ''(ïï’i”eW =

—- [(l-£s)sin0+)/47?s + (l-.R»)«sin»0], 6e/-n, 2jï\. 
2 A \ 2 !

Les domaines OR et D{r, R, S*l2) étant symétriques par rapport à l’axe 
reéel il suffira de considérer le demi-plan supérieur.

La condition Ojj n D(r, R, S*l2) =0 est équivalente à la condition

pour tout 6 e <0, n).
ei(0)>eW

31
Pour Oe(\^,ny cette inégalité a la forme 

ex(») > r,

puisque la fonction ^(6) est décroissante pour 6e <0,3r> et admet sa plus 
petite valeur pour 6 = n

r(l — R)
Pi(») = B(l + r)

et que q(6) — R pour 6 e n Il en résulte que les domaines OXR et

D(r, R, S*l2) n’auront pas de points communs dans le second quadrant 
si

r 1 — R
> R.R 1 + r

Cette condition est remplie pour tous les R tels que

R < Ri (r, ^i/2)
— r+/5 r2 + 4r

2(l + r)

où jRj (r, S*/2) est la racine positive unique de l’équation

R.
r 1 — R
R 1 + r
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Nous allons maintenant montrer que si B < r et R < R1(r, S*2) on

a q,.(6)> e(0) pour 0eÇO, ’̂inégalité 0i(0) > 0(0) est équivalente 

à la suivante:

m^>o.
e(0)

ei(fi)

Considérons la fonction

G(0) = ln e(t>)
6 £ (o,

On a

G'(6) =
ei(0) e'(0) r R sin 0
Pi (0) 0(0)

+

HÏ- rRcos 0)2 - (1 - r2) (1 - R2)

1 —222cos0

+

A.B2 + (l-.B2)2sin20 

L’équation G'(6) =0 prend, après quelques transformations, la forme: 

(10) 2rR (1 - R2)2 cos3 0 - [(1 - R2)2 (r2 + R2 + R2r2) + 4r2E2] cos2 0 +

+ E2r2(l + R2)2 = 0.

En posant cos 0 = u on voit que le premier membre de l’équation (10) 
est un polynôme TT(it) du troisième degré tel que

lim W(w) — — œ, 1V(O) > 0, W(l) < 0, lim iy(«) = + oo.
u—►—oo w->+oo

Il en résulte que dans chacun des intervalles ( — oo, 0), (0,1), (1, + oo) 

le polynôme W(«) a exactement une racine. Puisque pour 0 e 0, on 

a we<0,1>, l’équation (10) n’a qu’une seule racine 0„ dans l’intervalle

Comme G' (0) > et t?(0) > 0, la fonction G(0) admet

un maximum local positif pour 0 = 0O. Par conséquent la fonction G(0)

est croissante pour 0 e <0, 0„> et décroissante pour 0 e < 0„, — ). On vérifie

aisément que > 0 pour -R < RAr, ^î/2) et R<r, donc G(0)

= ln 0i(0)
0(0)

7t> 0 pour tout 0 e < 0, — ), ce qui prouve que les domaines
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Ojj et D(r, R, S*/2) sont disjoints pour R < Rx(r, S*2). Pour R = R^r, $*/2) 
ces domaines se touchent au point w = — R. Si r < r0, où r0 = 1^2—1 est 
la racine réelle unique de l’équation

r2 + 2r —1 =0 dans l’intervalle (0,1),

la subordination modulaire des fonctions et F(2) e S*l2 dans le
cercle Kx implique, comme il a été prouvé dans le travail [2], la con­
dition

f(Kr) c F(Kr).
Dans ce cas

Æi(r, S*/2) = r, donc

ndr, s;/2)
r

— r+l^5ra + 4r 
2(l + r)

pour re <0, r0>

pour re <r0, 1>.

En appliquant le théorème 1 dans le cas où/(2)« Hn, n 2, et F(2)« S*l2, 
on obtient le théorème suivant:

Théorème 3. Si |/(2) <1|J’(2)|, on a, indépendamment du choix des

fonctions f(z)e Hn, » > 2, F(z)e S*l2,

f(K . ) <= F(Kr)J Rn(r.sll2V "

pour tout re (0,1>, où Rn(r, S*/2) est la racine unique de Véquation 

(11) (l + r)Rn + rR-r = 0.

La constante Rn(r, S*/2) est exacte.

Démonstration. En vertu du théorème 1

Æ„(r, S*l2) = sup{E: OnR n D(r, R, S*/2) = 0}.
B<r

Si f(z)e Hn, n^ 2, le domaine est un cercle de centre à l’origine et 
de rayon En_1. La condition OJ n D(r, R, S*l2) — 0 est équivalente 
à l’inégalité

r 1 — R ,
------------> .R”-1,R 1 + r ’

qui est vérifiée pour tous les R tels que R < Rn(r, S*/2), où Rn(r, S*/2) 
est la racine positive unique de l’équation

r 1-R
= Rn

R 1 + r
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Cette équation est équivalente à 1’ équation (11). Le nombre Rn(r, S*/2) 
est exact. Pour R — Rn(r, S*/2) les domaines Or et D(r, R, $*/2) se touchent 
par leurs bords au point w — —Rn~ï.
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STRESZCZENIE

W tym artykule dowodzi się następującego twierdzenia:
Jeżeli funkcja f(z) = a12 + a2s2 + ..., at 0, jest holomorficzna w K2 
(Kr = {«: |#| < r}), a funlccja F(z) = z + A22? + ... spełnia warunek

zF'(z) 1
Re —---- > — i ponadto |/(z)| < |P(2;)| dla zeK2 to dla każdego re (0,1>

F (z) 2

Лгв,м;в,> = т<^>

niezależnie od wyboru funkcji f(z) i F (z), gdzie

r

ÿ5r2 + 4r —r 
2(1+ r)

dla re (0, r0>

dla re (r0,1>

Liczba r0 jest dodatnim pierwiastkiem równania r2 + 2r — 1 =0.
Wynika stąd, że jeżeli |/(«)| < |P(2)| dla ze K2, to niezależnie od

wyboru funkcji f(z) i F(z) mamy f(KV2) «= F(K2).

РЕЗЮМЕ

В работе доказаны следующие теоремы: если функция f (г) — а2г + 
4-а2г2+..., аг>0 голоморфна в круге Н1 (Кг = {г: |«| < г}), а функция

= г + А2г2+ ... выполняет условие
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и кроме того |/(з)| < |-Г(г)| для г« то для каждого гс (0,1> 
ф(К . ) с независимо от выбора функций и Я (г), где

* . / V5ra + 4r — г\В,(г, Я,„) = тш(г, 2(1+г) ) =
Г для Ге(О,Г о)

Убг9 + 4г—г
2(1 + г)

для Ге <Г„, 1).

Число г0 является положительным корнем уравнения 

г* + 2г—1 = 0.

Следовательно, если |/(г)| < |-Р(г)| для геК„ то независимо от выбора 
функций /(г) и ^(г), имеем/(К1/2) <=


