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Communiqué des formules variationnelles et des certains résultats
recus dans les sous-classes des fonctions étoilées

Komunikat o wzorach wariacyjnych i o pewnych wynikach uzyskanych w podklasach
funkeji gwiazdzistych

Kommionuke o BapnauuoHHHX $opMynax M HEKOTODHX pesyibTaTax, NMOJYYeHHHX
B MOJKJIaccax 3Be3R006pasHHX QyHKuUUf

1. Désignons par S la classe des fonctions f(z) = z+az2z8+ ... holo-
morphes et univalentes dans K,, on K, = {z: || < 1}. Soit 8;< 8
désigne la classe des fonctions a-étoilées, c’est-a-dire des fonctions qui
remplissent la condition:

zf'(2)
1,1 Re ——- K,,0< 1.
(1,1) 12 > a,2e I,, a <
Dans le cas particulier a = 0 la classe S; se confond avec la classe connue
des fonctions étoilées par rapport a l’origine.

Désignons par S, = 8 la classe des fonctions qui vérifient la condition:
' (2)
arg———-

f(2)
Cette classe a été étudiée entre autres par D. A. Brannan et W. E. Kirwan
[1] et par J. Stankiewicz [5].

Désignons par £ la classe des fonctions w(z) holomorphes dans K,
qui vérifient les hypothéses du lemme de Schwarz: w(0) = 0, |w(z) <1
pour ze K,.

Soit enfin P désigne la classe des fonctions p(z) = 1+p,2+ps2i+...
holomorphes dans K, qui vérifient la condition:

T

(1,2) g?’a‘r ze K,, 0<y<]l.

(1,3) Rep(z) > 0 pour ze K,.

Annales u



194 Andrzej Wesoltowski

2. Il est & remarquer que dans la définition de la classe S; aussi bien
que dans celle de la classe S, intervient la notion de subordination en

of'(2)

soit contenue

domaine, notamment, on exige que l’expression

dans le domaine univalent contenant le point w = 1, qui est situé dans
le demiplan droit.

On peut ramener ’étude des sous-classes de la classe S; des fonctions
étoilées 4 un probléme plus général. Désignons dans ce but par H(z)
la fonction de la classe P arbitrarement fixée que 1’on suppose en outre
univalente dans K,.

Evidemment 1’image du cercle K, par la transformation H(z), que
nous désignerons par H(K,), contenue dans le demi-plan droit, est un
domaine univalent et siinplement connexe qui contient le point w = 1.

Désignerons maintenant par S*(H) la classe des fonctions f(z) = z +

+a,22+ ... telles que l’expression _z_;’(%)_ appartient au domaine H (K,)
pour ze K,.

Si 'on désigne par ¢(z) 3 @(2) la subordination en domaine des
fonctions ¢(2) & la majorante @(z) dans le cercle K, (c’est-a-dire que
¢(0) = @(0) et qu’il existe w(z)e 2 tel que ¢(z) = P(w(z))) alors nous
pouvons définir la classe S*(H) de la maniére suivante

4 ')
" (@)

Si nous admettons dans la définition ci-dessus que H(z) est une
fonction, qui transforme d’une maniére univalgnte le cercle K, sur le

(2,1) f(z)e 8*(H). = 3, H(2), ze K,.

4
demi-plan Rew > a ou sur Pangle |argw| < y 357 0<y=<1, alors la

classe 8°(H) se confondra avec la classe S}, ou avec la classe S,.

I1 résulte de la définition (2,1) la formule structurale pour la classe
S*(H):

2,2) f(2) = zexp {f—l-lH (ﬂﬂi) -~1]dz}

p(2)+1
ol p(z)e P.

3. Soit ¢(2) 3,Q(2), ou ¢(2) est une fonction holomorphe dans K,
Q(2) = 4,2+ A4,2%+... est une fonction holomorphe et univalente dans K,.
Supposons ensuite que

3,1) P*(2) = p(2)+4 (zy 20y P(2), P(20), 3‘89 e—ﬂi) +0(go)

appartient a la classe P pour des nombres positifs o, suffisamment petits,
pour z,e K, arbitrairement fixé et tout p(z)e P.



Communiqué des formules variationnelles et des cerlains résullals ... 195

L’expression o(p,) est une fonction holomorphe par rapport i z telle

0(04)

que lim ———— = 0, ou la convergence est presque uniforme dans K,.
090 Qu
Alors on a le theoreme suivant

Theoréme 3.1. Dans les hypothéses ci-dessus la fonction

|1 - (g(2)]? .
(3,2) q*(2) = q(2) + 0o 2({),(;':}']" +A (2, 20, P(2), P(R0)s €°) €)1 0(00)

11 &(q(2)
1@ (q())
ausst subordonnée a la fonction Q(z).

On connait entre autre deux formules variationnelles du type de la
formule (3,1) dans la classe P, ol la fonction A (2, z,, p(2), p(z,), €”, =)
est spécialement choisie: la formule de M. S. Robertson [3]

ou p(z) = y @ est la fonction inverse de la fonction Q(z), est

(3,3)  Afz, 20, p(2), P(20), €7y 67°) = A(2)

Rt iy I)z[ 26" Lz 9 a e’ p(z) o e Vzp(2) ]’
Ti: N 2(z—20) | 1—Z2  p(2)(2—2)  Plzo)(1—Zo2)

ou g, est remplacé par o?, et la formule de K. Sakaguchi [4]

(3,4) A(z’ 2oy P(2), P(20), emv € M" = Ag(2)

1-1-242 ;
—p(~o)[p(2)—- ]—.1}+

1—z,2

‘“{p(} ks +p(zo>[ () — °+”']—1}
2

20— E7)

-~

= {p()

ou g, est remplacé par 25:

En admettant dans le theoréme 3,1, (3,3) ou (3,4) et les relations:

_ 142(q(2)) ok -2 v 2-P'q(2))-¢'(2)
p(2)= T:'WZT)’ (ple) +1)2= 4(1—‘-&(‘1(2))] et p'(2)= - I-““’W

nous obtenons deux formules variationnelles pour la fonction subordon-
née:

(3,5) q*(z) = q(z)—¢*

et

[1-2lg()]*
20 (q(2))

[1—2(e)]*

49’ (q(2))

Ap(z)+o(e%)

(3,6) ¢*(2) = q(x)+e As(2)1o(0).
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La formule variationnelle (3,5) a été démontrée pour la premiére
fois par M. S. Robertson [3]. La formule (3,6) est une nouvelle formule
variationnelle pour la fonction subordonnée et differe essentiellement
de la formule (3,5).

4. Soit f(z)e 8*(H) et posons
1)  q(2) = sz— 2 e = Qi) AR 1 ] pourgz < K

Evidemment, pour ¢(z) et @(2) ainsi choisis les hypothéses du theoréme
(3,1) sont remplies.

Nous obtenons donc la formule variationnelle générale dans la
classe S*(H) =

(4,2)

f*(2) = f2) {1- fl_(‘—“’(ﬂzﬁ)’

2 20'(q(=))

A (2,20, p(2), p(2,)€”, € "a)dzll + 8(p)

ou il faut admettre les relations correspondantes entre p(z), ®(z) H(z)
et f(2).
En mettant dans (4,2) au lieu de A(z,z,, p(2), p(2,), €°, ¢ ¥) Ap
ou Ag nous obtenons deux formules variationnelles dans la classe S*(H).
5. Nous allons appliquer les considerations générales antérieures
jusqu’aux certains problemes extremaux dans la classe S8*(a, 8) que nous
définissons de la maniére suivante:

(5,1) 8*(a, p) = 8*(H), on H = H(z,a,p) = [(l—a) L —u] ’

Tt
ze K),,0<a<1,0<f<
L’étude de cette classe, au moins partielle, joue un certain rdle, car dans
les cas limités cette classe se confond avec les classes des fonctions étudiées
dans la littérature mathematique, par exemple:

28

b 4

s(g) i i S*(’o, %) — 85,80, ) = 8, ol y =

Pour la fonetion ainsi choisie H = H(z, a, ) la formule structurale
générale (2,2) passe dans la formule structurale pour la classe S*(a, )
4 la forme
$ 28

[A—a)p(z)+a]™ —

z

(5,2) flz) = zexp{ dz}, p(2)e P.
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En profitant des deux formules variationnelles, que résultent de (4,2)
nous obtenons dans la classe S°(a, ) deux formules variationnelles

a la forme:
(5,3)  J*(2) = f(2) {1 —0*(1 — [2|*) (1 —a) X

£ - 10

—10

N TG ) o Sm— — .
1 [ +g) % —a](zo—2) [(1+30)% —a](1l—Z2)] .
f'-_ 0 L.
" .“iq_)_"n_“.l AR e - o +
T o+e¥ LI tg)® —al(@e—2)  [(1430)% —al(1—z2)?
28 1 ety ze® e® ] ]
T e LaTar  atmmar  wta—a )| )T
(5,4) ﬁ@)—f@”lﬁg ﬂflljﬁji:ﬁx
u+mM‘
14242 w %o k .
X {3‘0 13,2 —e ozo‘—- —(€°D(20) + P p (2, )]+
1— - 1422 o +2 d
+ —#[e‘u(ﬁtzo) e —1)+e—" (p(z.,)‘; L ~1)]|7z +oe)
1+q)% " - -y
o d@ . (A+)¥—a
cu ¢ = q(2) = @) Lo Zl&L Serw » o = q(20)-

11 est un fait qu'’il convient de souligner que dans le cas limite g = %

nous obtenons de la formule (5,3) la formule variationnelle pour la classe
8% qui ne contient pas l'integrale du c6té droit. Cette formule, d’apres
ma conviction, est une formule nouvelle jusqu’a present innconue dans
la littérature.

Il vaut encore remarquer, que la méme formule variationnelle dans
la classe S on peut obtenir en profitant de la relation connue entre la
classe S; et S}, & la forme suivante

)

p(2)\'"
w(z)=z( - )

ol g(2)e 8 quand p(2)eS;.
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T
En mettant ensuite « =0 et g = == dans (5,3) nous obtenons la

formule variationnelle connue de Hummel (regarde par example [3])
pour la classe des fonctions étoilées S;.

Si nous mettons a = 0 dans la formule (5,3) nous obtenons alors
la formule variationnelle pour la classe S, qui a été I'objet des examens
de D. A. Brannan et W. E. Kirwan [1] et aussi mdépendamment d’eux
de J. Stankiewicz [5].

Cette formule donne & cause de cela une nouvelle maniere de traiter
les études de la classe des fonctions dont il est question.

Deuxiéme formmule variationnelle (5,4) pour la classe 8%(a, 8) dans
les cas limites dont il est question, donne un nouveau instrument & ’exa-

o Lo . T
men de ces classes et dans le cas limite important « =0 et 8 = r une

nouvelle jusqu’a present inconnue, la formule variationnelle pour la classe
8; des fonctions étoilées, qui est indépendante de la formule de Hummel.
De l’indépendance des formules (5,3) et (5,4) témoigne 1’application
de ces formules, par moi, pour trouver l’estimation exacte |a,| dans la
classe des fonctions 8*(a, B).
Theoréme 5.1. 8i f(2) = 2+ a,22+ay2°+...¢ 8*(a, p) alors on a Vesti-
mation exacte suivante:

a) |a,|<:€(1—a) pour 0<pB< P
/1 6

b) laa|<ﬁ(1—a){55(1—a)+a] pour Z<pe
7T 7T 6

N

7
2
Les fonctions extrémales sont respectivement dans les cas a) et b) les fonctions

(141 —2a)t)\ T
% S U [( (1_4(:): ))

fo(2) = zexp{f [(t%_::;“)_) _1] %:}

6. Dans la classe S*(a,8) en employant la formule structurale on
B zf (z)

f(2)
{a.|, et caetera, ainsi comme le rayon exact r,¢ (0, 1) tel que chaque fonection
de la classe S est une fonction de la classe S*(a, B). J’ai prouvé notamment
le theoréme suivant:

a trouvé ente autres des estimations exactes |f(z)], |f’ (z)],
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1
Theoréme 6.1. Si f(z)e S, alors -r—-f(roz)e S*(a,$),0 <ry, <1, ol
0

v, est la racine de U'équation

28 t 1o
—arectg — = ———"1In -
7 7 Va?-tt2 I—2

pour t remplissant la relation
——— t
InVa?+134 %arctg— = 0.
a

Dans tous les cas limites dont il etait question les résultats ci-dessus
passent dans les résultats connus dans les classes S, 8§ ou S} par example

T J
pour ¢ =0 et g = z—ru = th-;i = 0,6558 ... ce qui fait le résultat

connu de Grunsky (regarde par example [2]).
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STRESZCZENIE

W komunikacie podano wzory wariacyjne i dokladne oszacowania
pewnych funkcjonaléw w zdefiniowanych klasach funkeji S*(H)i 8*(a, ).

PESIOME

B komMIoHMKe JaHbl BapHalOHHbe (OPMYJIH H TOYHBIE OLEHKH
HEKOTOPHIX (YHKLMOHAJIOB B ONpeRETeHHHX Kiaaccax ¢yukuuit S*(H) u

S‘(a, B)-






