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Sur la subordination en module et en domaine
des fonctions holomorphes

O podporzadkowaniu modulowym i obszarowym
funkeji holomorficznych

O MopyiabHOM M 001aCTHOM HOXYHHEHHH TOJIOMOPPHLIX GyHICIITH

Soit K, = {z: [2| < p}. Désignons par S la classe des fonctions
f(z) = 2+ay2*+... holomorphes et univalentes dans le cercle K, par
8% = 8 la classe des fonctions a-étoilées c’est-a-dire satisfaisant & la
condition

re{zf (2)[f(2)} > a;0 < a < 1 pour ze K.

Soient H la classe des fonctions f(z) = b,z+b,2*+..., b, > 0, holo-
morphes dans le cercle K,, H, = H la classe des fonctions f(2) = b,z+
+by22+..., telles que b, > 0 et f(z)/z +# 0 pour z¢ K,, H, < H, la classe
des fonctions univalentes et enfin H s < Hg,0< a<1 la classe des
fonctions a-étoilées.

Supposons que les fonctions f(z) et F(z) sont holomorphes dans le
cercle K,, et satisfont a la condition f(0) = F(0) = 0.

On dit que la fonction f(z) est subordonnée en domaine & la fonction
F(z) dans le cercle K,,0<r <1, ce qu’on note (f, F, r), s’il existe une
fonction (z2) holomorphe dans K, telle que (0) =0, |w(z) <7 et
f(z) = F(o(z)) pour ze K,. La fonction F(z) est appelée majorante en
domaine do la fonction f(2) dans le cercle K,.

Si les fonctions f(z) et F(z) vérifient 'inégalité |f(z)| < |F(2)| pour
ze K,, on dit que la fonction f(z) est subordonnée en module  la fonction
F(z) dans lo cercle K,, ce qu'on écrit |f, F,7|. Dans ce cas la fonction
F(2) est dite majorante en module de la fonction f(2) dans le cercle K,.

Soient M une sous-classe fixée, mais quelconque, de la classe H,
et K une sous-classe fixée, aussi quelconque, de la classe S. Nous dési-
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gnerons par (3, K) le plus grand nombre r, re (0, 1) pour lequel on
3 l'implication (f, #',1) = |f, F,r| o fe M, Fe K et r ne dépend pas
du choix des fonctions f et F' dans les classes considérées.

Par r, (M, K) nous désignerons le plus grand nombre 7, re (0, 1),
pour lequel on a V'implication |f, F, 1| = (f, F, ») ou les fonctions f et F
parcourent respectivement les classes de fonctions M et K et r ne dépend
pas du choix de ces fonctions dans les classes considérées.

Biernacki [5],[6], a étudié en 1935-36 l'implication (f, F,1) =
|f, F,r| et établi, entre autres, les théorémes suivants:

Théoréme 1.

rg(H,, 8) = 0,39 ...,
o rg(H,, S) est la racine unique de Uéquation

+: +2arctgr =

1
In
1

| 8

Cette constante est exacte.
Théoréeme 2.
rp(Hy, 86) = V2 -1

ce nombre ne pouvant étre remplacé par un nombre plus grand.
Théoréme 3.
rB(H,;, 8;) = 0,543 ...,

o ”B(H..,;’ 8}) est la racine unique de Véquation

E]

arcsinz 4 2arctgr = .

[\

Ce résultat est exact.
Théoréme 4.
rg(H, 8) > }.

En rapport avec le théoréme 4, Goluzin [7] a démontré que 0,35 ...

3—Vs 3—Vs
et trouvé que rgp(H,S;) = 4

< rp(H, 8) < , tandis que

e

A
Shah-Tao-shing [10] a établi 1'égalité rz(H, 8) =

m.(

Les théorémes 1,2 ¢t 3 ont été généralisés par A. Bielecki et Z. Lewan-
dowski [3] qui ont obtenu les méme constantes que Biernacki en supposant
uniquement que les minorantes f(z) sont holomorphes et que f'(0) > 0,
J@)z # 0.
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Z. Lewandowski [8] a posé et partiellement résolu le probléme, en
quelque sorte inverse de celui de Biernacki, relatif & I’implication inverse,
c’est-a-dire, |f, F',1| = (f, F', 7).

Dans le travail [8] Z. Lewandowski a utilisé comme classe des ma-
jorantes la classe 8, tandis que dans [9], ainsi que dans les travaux [3]
et [4] publiés en commun avec A. Bielecki, le probléme a été étudié pour
les majorantes appartenant & certaines classes de fonctions qui sont des
sous classes de la classe 8.

Les résultats ainsi obtenus sont les suivants:
Théoréme 5.

0,21...<r (H,8)<R
ot R = 0,29 ... est la racine positive unique de U équation z* +z?+3x —1 = 0.

Théoréme 6.

ro(H,8) =R =0,29...

ol R est le nombre déterminé dans le théoréme précédent.

Théoréme 7.

r(H,, 8) =0,39...,

ou r (H,y 8) = rg(H,, S) est le nombre déterminé dans le théoréme 1.

Théoreme 8.
ro(H,., 8) =1,

o r, est la racine positive unique de ’équation

- 27 7
aresin — J-2arctgr = B

1402 p - (1—r2)
l—a

Puisque 8, = S;, on constante que, dans le probléme inverse de celui
de Biernacki, si les minorantes sont du méme genre que les majorantes,
les rayons des cercles de subordination correspondants dans le probléme
inverse sont les mémes que les constantes de Biernacki dans les théorémes
1,2 et 3. Il n’en est plus de mém si les minorantes sont soumises & des
hypothéses plus faibles que dans les théorémes 5,6 7 et 8. Pour cela il
suffit de comparer les résultats du théorécme 4, complétés par Goluzin
et Shah-Tao-shing & celui du théoréme 5.

Let probléme de la déterination de la valeur exacte de la constante
r.(H, S), posé dans le travail de Z. Lewandowski [8], n’a pas encore
été résoln. Jusqu’d présent on ne connait pas les rayons des cercles de
subordination dans les cas ou les majorantes ne parcourent que les classes
8, 83, 8], tandis que pour les minorantes on suppose seulement qu’elles
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sont holomorphes dans le cercle K,, que leur premier coefficient est positif
et qu’elles ne s’annulent pas pour 2z # 0, c’est-a-dire, appartiennant
a la classe H,.

Dans ce travail je résous ces problemes en établissant les théorémes
suivants:

Théoréme 9.
rp(H,8) =R =0,29...,

ots R a été déterminé dans le théorcme b.
Théoréme 10.

r.(Hq, 8) = 0,39 ...,

ou v (Hyy S) a été déterminé dans le théoréme 1.
Théoréme 11.

"L(Ilo, So) = '/2 —] .
Théoréme 12.

ri(Ho, 87) = 0,543 ...,

o r,(Ho, 8}) a été déterminé dans le théoréme 3.

Le théoreme 9 généralise le théorcnie 6 de Z. Lewandowski, qui se
rapportait uniquement aux majorantes de la classe §;, tandis que pour
les majorantes appartenant a la classe S Z. Lewandowski (théoréme 5)
a prouvé seulement que 0,21...<7,(H,S8)< R. Les théorémes 10, 11,
et 12 généralisent les théorcmes 7,8 de A. Bielecki et Z. Lewandowski,
dans lesquels les minorantes étaient supposcées respectivement univalentes,
univalentes étoilées et univalentes semi-étoilées (a = 1/2).

Les théorémes 7, 8 ont ¢té obtenus en utilisant la notion d’homotopie,
tandis que les théorcmes 9, 10, 11 et 12 ont ét¢ démontrés par une méthode
toute différente. Dans les démonstrations de ces théorémes je me suis
appuyé sur un théoreme général de Z. Lewandowski [9], p. 79 un analogue

de ce théoréme établi 4 cet effet, enfin une inégalité de Bazilevié [1]
p. 152.
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STRESZCZENIE

W komunikacie podano wyniki dotyczace problemu podporzgdkowania
w przypadkach gdy majoranty zmieniaja si¢ w podklasach funkeji klasy
S, a minoranty zmieniaja si¢ w podklasach funkeji holomorficznych,
spetniajacych warunki f(0) = 0,f'(0) >0 lub f'(0) >0 i f(2)/z # 0 dla
|2] <1. Cytuje si¢ wyniki M. Biernackiego, G. M. Goluzina, Shah-Tao
shing’a, A. Bieleckiego i Z. Lewandowskiego, Z. Lewandowskiego i wyniki
wlasne, dotyczace problemu M. Biernackiego jak i problemu w pewnym
sensie odwrotnego postawionego w latach 60-tych przez Z. Lewandow-
skiego.

PE3IOME

B paGore maHb pe3yabTaTH, KacalomuecA NpoGiaeMB NOXYHHEHMA
B CiIy4YaAX, KOrga Ma:KOPaHThHl M3MEHAIOTCA B NOAKIAaccaX QyHKUM
Kiacca S, a MUHODQHTH M3MEHAIOTCA B IOJKJIACCaX FOJIOMOPPHEIX PYHKIHIA,
KOTOpbi€ BHIMOIHAKT yciaoBuA: f(0) = 0,1 (0) = 0; f(0) > 0 n f(z)/z # 0
maAa |2| < 1. IlpuBemenst BHBOAH bepHaukoro, Iomysmua, Shah-Tao
shing’a, Bexenkoro u JIeBaHTOBCKOTO M BHBOJLI aBTOPA KAK OTHOCUTEJIBEHO
npo6ievmn BepHalkoro, Tak u o6paTHoi MpobieMbl, B HEKOTOPOM CMBICIIe,
npexcraBieHHo# JleBanmoBckuM B 60-BIX rogax.






