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Sur une famille de fonctions holomorphes dans le cercle unité
O pownej rodzinie funkeji holomorficznych w kole jednostkowym

O Hekoropoii ¢amuaun romomopPHux GyHKuUN B eHHHYHOM Kpyre

1. Soient K, = {z: |2| < o} et K, = {z: |2| < o}. Par §(8,9) nous
désignons la classe des fonctions F(2) = 2-+a,2%+ ..., holomorphes dans
K, et satisfaisant & la condition:

w 2F (2)
F(2)

(1,1) Re{e‘ }>ﬂcos<p, 0<p<], —£<<p<i

2 2

Cette classe a été introduite, pour § = 0, par L. Spadek [3] et appelée la
classe des fonctions g-spiralées. Elle est composée de fonctions univalentes
et constitue une sous-classe de la classe bien connue S. De la définition
il résulte que S(8,¢) = §(0, ) = 8. Désignons encore par P la classe
des fonctions p(2) = 1+4p,z+ ... holomorphes dans K, et telles que

(1,2) Rep(2) > 0 pour z2¢ K,

Par C(4, y, B, ¢) nous désignons la classe des fonctions f(z) = z+ by22+...,
holomorphes dans K, et satisfaisant & la condition:

04 @)

(1,3) Re { F2)

}>lcosy 0<1<1, —%< 7<%, FeS(B,9)
Il est & remarquer que la classe €(0, 0,0, 0) constitue une sous-classe
introduite par Bazilevi¢ [1], de la classe des fonctions presque convexes
classiquement normées. Si ¢ = 0, la classe C(4, v, §, ¢) constitue la classe,
étudiée plus tot par R. Libera [2], qui constitue pour 2, y, 8 fixés, une
sousclasse de la classe des fonctions presque convexes.



92 Filip Franciszek Jablorski et Andrzej Wesolowski

Dans ce travail nous déterminons le rayon exact de convexité, nous
établissons une limitation exacte du module de la derivée, supérieure
et inférieure, dans la classe des fonctions C(4, y, #, ¢) et nous trouvons
la fonction extrémale.

Les résultats obtenus dans ce travail fournissent, pour ¢ — 0 comme
corollaires, les résultats correspondants établis par R. Libera [2] pour
la classe de fonctions qui a été 1’'objet de son étude. En imposant des
conditions aux limites aux autres parameétres, nous obtenons comme
conséquences quelques résultats classiques.

2. Dans ce chapitre, nous nous proposons de déterminer le rayon de
convexité exact dans la classe C(4, y, f, ¢) et de trouver une limitation
exacte, supérieure et inférieure, du module de la dérivée.

Lemme 1. 8i F(2) e S(8, ¢), on a, pour ze K,, 0 < r < 1, la limitation
exacte
2F'(z) 147 €¢® (e —2pcosp) _ 2r(1—B)cosg
F(z) 1—72 1—7r2

(2,1)

on

2

(2,2) F(z) = (1— mﬁ est la fonction extrémale
—z

Démonstration. La définition de la classe §(8, ¢) implique l’existance
d’une fonction p(z)e P telle que
47 2F (2)
F(z)

(2,2") = (1—pB)cosg-p(z)+ pcosp —i-sing.

En profitant du domaine de variation de la fonction p(2) dans la classe P
pour z fixé nous obtenons la conclusion du lemme 1, puisque ce domaine
de variation est un cercle dont le diamétre, situé sur l’axe réel, a ses
1—r 147
1+r’ 1—7’
du précédent par une homothétie, une translation et une rotation conve-
nable, comme le montre la relation (2.2°).

extrémités aux points

et que le cercle (2,1) s’obtient

Lemme 2. 8i F(2)eS(8, ¢), on a, pour ze K,, la limitation ezacte

©.3) 1—72427(1 - B)cosg(rcosp —1) =4 2F’ (2)
1—7r2 F(z)

oy 1 —1r24-27(1 —p)cosep(rcosp+1)
e 1—12
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|2| = r. L'égalité est réalisée, respectivement a gauche et a droite, pour z = r
par la fonction

>
-

(2,4) Fo(2) =

: 0<60<2n
(1 — ze®?)21-Pcospe™ 4 2t~

1—r \
Dans le premier cas, il y a lieu de poser 6 = y, ou p = 2arctg (1_+r ctg gr’ .

. 1—r 7 tp\l
dans le second, on pose 0 =t ou t = 2arcig ctgl— 4+ —I1I.
L 147 2 2
Démonstration. L’inégalité (2,3) résulte directement du lemme 1.
11 suffit donc de prouver que 1’égalité dans (2,3) est réalisée au point z,
|2| = r. Nous allons le faire pour z = r. Pour la fonction F(2)

Fy(2) = - zew);:l_ﬂ)coww e S(8, @) on obitent
rFo(r) rcos (@ +w)—ricose
2,5) Re—"- =142(1— - : ' ou 6 =
(2,5) o +2(1 —p)cosg F T Srcong 0 "
De (2,1) on tire
’ . 2 o oy
2,6) min Re 2F'(z) _ 1—1*+2r(1 —p)cosp(rcosp—1) wral,

Fesee)  F(2) 1—12 :

Dans (2,5) on peut choisir 6, jusqu’ici arbitraire, de telle maniére que el
second membre de (2,5) soit égal au second membre de (2,6). Pour cela,
on résout 1’équation:

rcos (@ +y) —r2cose

2,7) 1+2(1-B)c
@1 (1 =F)eosy 1+ 7r2—2rcosy

1—r242r(1—pB)cosg(recosp —1)
1—72

Dont on tire, aprés des transformations simples, bien que pénibles,
I’équation:

14r 'l/l‘“"' P a g Y
(2,8) (‘"]/1-r — 1+rtg§) =0 on o=tg-

D’ou

1—7r @
(2,9) Y= 2arctg(1 ™ ctg E)
ce qui achéve la démonstration du premier cas pour la fonction Fy(2),
6 = vy
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Pour démontrer le second cas il suffit, comme précédemment, d’égaler
les seconds membres des égalités:

rF,(r) rcos (o +t) —r2coso
=14+2(1— : : 0=t
(2,10) Re Folr) +2(1—p)cosg 1— 1 _2rcosy u
et
F 1—72+2r(1—p)cosg(rcose+1
(2,11) max Re 2F (2) = — PEDHL ) SR 2 ), 2] =7
rsge  F(2) L

que ’on obtient de (2,1). De méme que dans le premier cas, on en tire
I’équation

2,12 ]/1+T+ 1—rt"’2—0 .
(2,12) S ¥saily ALY B 1Y

-

Par conséquent

1—» n P
(2,13) t = 2aretg . ctg ~Ru |

14 2

ce qui achéve la démonstration du second cas pour la fonction F,(z),
0 =y

Lemme 3 [2]. Soit p(2)ep,z2eK,, 0<7r<1l. Pour tout mombre
complexe n, Ren > 0, on a la limitation

zp'(z)_ 3 2r Ml Tinde
pe)+n |  @A—r)[l+r+(1—r)Rey]’

Théoréeme 1. Si f(2)eC (v, B, v, ¢), le rayon r, de convexité dans cette
classe est la plus petite racine positive de Uéquation:

(2,14)

[ =17

(2,15) (1—22)[2(1—pB)cos?p—1]r3—{1—2(1 —pB)[cos?p—
—(1—24)cospl+2(1—A)}r2—[14+2(1 —p)cosplr+1 =0

La fonction extrémale est de la forme:

1—2
(2,16) folz) = af (1 _ze{W)Z(l—ﬂ)cosw-e"”[l +2z(1 —22)] £

pour 6 = y, ou y est défini par la relation (2,9).
Démonstration. La définition (1,3) de la classe des fonctions
C(4,7,B,9) implique que
zf’ (2)
F(z)

i 6'.7(1 _l)cosy-p(z)—*—e‘y(lcosy—iSiD‘}’)
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Prenant les logarithmes ot dérivant par rapport & z on a:

g'e) _ @) | @' ok

(2,16") 14 o T e A Pl = _il—). tgy.
Donc
| zf"(z)) [ 2F(2)) 2p’ (2) l
2,17 Rell+ | > Re|[— "1 — — 1.
@i el F@) |7 wrsm S\ F@) ) | 2@
min Re{sz’(z)\! - 1— r24+2r(1 —ﬂ)cosw(m(ﬁqo_—_), o —r <1

FeSpe  \ F(2) | 1—r?

ce qui résulte directement de (2,1).

Du lemme 3 on tire, en posant Reyn = T

Pt zp’(2) . 2r(1—2)
pep D)7 (1—7)[1+7r(1-23)]"

En tenant compte des deux derni¢res inégalités et de (2,17) on obtient:

lzln=mr <gl:

of” 2))
8 Re(1
(2,18) e( e
_ Lort+2r(l—plcosplreosp—1)  2r(-A) o =7 < 1.
- (1—r)[1+7r(1-24)]

11 en résulte, en réduisant au méme dénominateur, que dans le cercle K-
les fonctions de la classe C(4,y,f,9) sont convexes, r, étant la plus
petite racine positive de ’équation (2,15). Nous allons maintenant prouver
que 7, est le rayon de convexité dans la classe considérée. Pour cela il
suffit de montrer que la fonction (2,16), qui appartient alaclasse C(4, v, o0, ¢),
ne peut étre convexe dans un cercle de rayon plus grand que 7,. De (2,16)
on tire

oy (2)  2Fy(2) 2P, (2)
19 1 : = = )
(27 ) + fo (z) Fo(z) 1 Otl
Pol2) + '1—_1
Folz) = , (R s

(e zei6)2(l—ﬂ)cosvc‘9; 1—2"

La définition de la fonction p(z) entraine

rp,(7) 2r(1—2)

(2,20) = = Y y
B s 1:1—1 (=7 [1+r(1-24)]
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En tenant comte du lemme 2 et des formules (2,19), (2,5), (2,6), (2,7),
(2,9), et (2,20) on obtient pour la fonction f,(2):

Re(1+ o (r)) = min Re(zF (z)) — max —L(z)-—
FeS(p,g) PeP

f(;('r) F(z) A
1y
c’est-A-dire
(2,21) Re( rf;’(r) it oL —)cosg(rapdp 1)
‘ ’ fo(r) 1—172
2r(1—2)

T @—=7r)[1+r@1—21)]

En réduisant le second membre au méme dénominateur on voit que le
numérateur est le premier membre de 1’équation (2,15), par consequent
sur le cercle |2| =7, on a

fy (1)
=0 pourr=r
7)) z

Donc r, est bien le rayon de convexité dans la classe C(4, y, 8, ¢) ce qui
achéve la démonstration du théoréme 1.

Nous établirons maintenant une limitation de la dérivée dans notre
classe.

Théoréme 2. St f(2)e C(4, y, B, @), on a pour ze K,,0<r <1 la
limitation exacte:

Re (1+

(1— )(l—ﬂ)(l—cosw)cosw-{-l
(1+7r )(1 B)(1+4cosgp) cosg [1tr(l— 21

(2,22) < [f'(2)l

N (]_ . r)‘(l-—ﬂ)(l+cosw)cos¢—1 [1 47 (1 _21)]
> (1 7)(—AM1—cosp) cosp

A

o la fonction extrémale est (2,16).
Démonstration. Soit f(z)e C(4, y, B, ¢). On sait que

zf" (2)
()

a
(1+ )=1+r—__—log|f’(z)|,z=re“’,0<r<2n, 0<r<1
or

et

. (@) o () o+ )
R < Re|l
i Befi+ S < meli s Lot < mae a1 T
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En outre, la relation (2,16)’ entraine directement les inégalités

144 F r
min Re (1+ zf' (z)) spubiin Re(z (z)) max (2)
1¢C(3,%,8,9) f'(2) FeS(8,9) F(2) peP | P(2)+7
( ”f"(~ \ (zF'(Z)\ _2p'(2)
max Rejl- < max Re +m
1<0(, 7,6, 9) \ fe ] Fe3(5,9) F(z) } P(z)+77
d’ou l’on tire:
2)\ 2p'(2) "(2) i)
(2,23) min Ret < 1+4+r—1log|f'(2)
’ FeS(3.9) F(z } p«P P()+7 or e
< max Re 4t +max L(z)—}
FeS(8,¢) F(2) pep | P(2)+7

En tenant comte de (2,6), (2,11) i (2,14) on obtient de la:

rcosp —1 2(1—4) 6
(L —B)eosp —— ~Aohiras 21)] 57 1081 (2)]
rcosp +1 i 2(1-2)

S 2A=pleose — = T T ra—2A)]

Integrant dans l'intervalle (0, r) on obtient la limitation (2,22). La dé-
monstration précédente montre directement que (2,16) est la fonction
extrémale si 'on tient compte respectivement des égalités (2,9) et (2,13).

3. Dans cette partie de notre travail nous déduirons, comme cas
particuliers, quelques corollaires du théoréme 1.

Co_rollaire 1. 8i f(z)eC(4, y, B,0),f(z) est une fonction convexe
dans K, , ou r, est la plus petite racine positive de Uéquation:
(1—2B)(1 —22)r* — (3 —6A+448)r*+ (28 —3)r +1 = 0
La fonction extrémale est la fonction
e f a +z)2“-ﬂ’1[1j—z(1—21)] v
Ce résultat a été obtenu en 1964 par R. Libera [3].

Corollaire 2. 8i f(z)eC(0, y, 8, ¢), f(2) est une fonction convexe
dans K, , oil

(1—B)cosp+1—V(1—p)(2 —pcosp)cosp+2

7y = >
2(1—p)cos?p—1

est racine de Uéquation:
[2(1 —fB)cos2p—1]7r2—2[(1 —p)cosp+1]r+1 =0

7 — Annales
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Ce résultat est exacte pour la fonction

2

fo(2) =f -

(1 et zes’ﬂ)z(l - B)cosgp-€1%, (1 .1.;]
0

8i Don pose ze® = re', y étant défini par (2,9).

Corollaire 3. 8i f(z)eC(c, y,0, @), f(2) est une fonction convexe
dans K,o, ou r, est la plus pelite racine positive de U'équation:
r3(1 —24)cos2¢ + [cos2¢p —2(1 —24)cosp —2(1 —2)]r2— (2cos¢p +1)r+1 = 0
Ce résultat est exacte pour la fonction

fol2) = Jd

0

1—2
(1 — 2e)2e0 e [1 4 2(1 —24)]

8i Pon pose ze” = re”, y étant défini par (2,9).

Corollaire 4. Si f(2)eC(B, v, B, @), f(z) est une fonction convere
dans K, ou 7, est la plus petite racine positive de l'équation:

1-28)[2(1—pB)cos?p—1]r*—[1—2(1 —B)(cos?p —cosp + 2B cosp —1]r?
—[1—-2(1—pB)cosp]r+1 =0

La fonction extrémale est la fonction (2,16) avec A = . En posant encore
A =8 =0, on obtient:

_ 1+cosg —V1 +2cosg+sin%p
i cos 2¢

e ’

et,siA=f =0etq =0,r, =2—V3, la fonction extrémale étant la fonction

de Koebe fy(z) = -

A +a)f
Corollaire 5. Si f(2)eC(4, v, %,0), f(2) est une fonction convere
dans K o, ou 7o = V2 —1. La fonction extrémale est

fo(2) = —24+2In(1+2).

Corollaire 6. Si f(2)e C(0, y, B, 0), la fonction f(z) est convere dans
K, , ou
0

o 2-—p-Vp—28+3
i, 13 1—28

pour B =14,ro =%. La fonction extrémale est la fonction (2,16) avec
A=0¢e ¢ =0.
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STRESZCZENIE

W pracy tej zdefiniowano klase funkeji f(z) = 24 b,2%2+..., holo-
morficznych w K, i spelniajgeych warunek:

Re{g-‘r_z}é((_:)_}> Aeosy, 0<A<1

by 4 T s
Y <y < o0 F(z)e S(f,¢). Klase te oznaczono przez C(4,7y,f,¢)
W zdefiniowanej klasie znaleziono dokladny promient wypuklodei, do-

kladne oszacowanie modulu pochodnej od géry i od dolu oraz podano
funkcje ekstremalns.

PE3IOME

B pa6ore onpepenen kmacc QyHkumit f(2) = 2+by22+..., romuo-
mopduriXx B K, U y[qOBiIeTBOPAKIINX YCIOBHIO

| =

<y<=, F@eHB,0).

'i--zf’(z)
Ro{c' Fz) = Aeosy, 0<21<1, —

| a

<

Jdror Kimacc obo3nayeH uyepes C(4,y,f,¢). B onpenmerenHom Knacce
YCTAQHOBJIEHLI TOUYHBLI pamuMyc BBIMYKIOCTH, MOAPOGHAA OLEHKA MOAYJA
NPOU3BOJHON CBEpXy M CHH3Y, a TaKiKe 3KcTpemMalbHaA (QyHKUMA.
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