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Sur une familie de fonctions holomorphes dans le cercie unitę

0 pewnej rodzinie funkcji holomorficznych w kole jednostkowym

О некоторой фамилии голоморфных функций п единичном круге

1. Soient Ke = {z: |«| < g} et Ke = {z: |»| < g}. Par S(ß,(p) nous 
désignons la classe des fonctions F(z) = z-\-a2z2 +holomorphes dans 
KY et satisfaisant à la condition:

(1.1) Ee|e-<’^^-J>/îcos99, 0 < ß < 1, ~ J < ? < y

Cette classe a été introduite, pour /3=0, par L. Spaëek [3] et appelée la 
classe des fonctions ^-spiralées. Elle est composée de fonctions univalentes 
et constitue une sous-classe de la classe bien connue $. De la définition 
il résulte que $ (/?, ç>) c $ (0, ç?) <= $. Désignons encore par P la classe 
des fonctions p(z) = 1+pjZ+... holomorphes dans et telles que

(1.2) Eep(«) > 0 pour ieKl

Par C (A, y, ß, <p) nous désignons la classe des fonctions f(z) = z + b2z2 +.,., 
holomorphes dans Ai et satisfaisant à la condition:

(1.3) Ee^-^J^Acosy 0<A<l, _^<y<^, Feg(ß,<p).

Il est à remarquer que la classe C(0, 0,0,0) constitue une sous-classe 
introduite par Bazilevié [1], de la classe des fonctions presque convexes 
classiquement normées. Si <p = 0, la classe <7(A, y, ß, <p) constitue la classe, 
étudiée plus tôt par E. Libéra [2], qui constitue pour A, y, ß fixés, une 
sousclasse de la classe des fonctions presque convexes.
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Dans ce travail nous déterminons le rayon exact de convexité, nous 
établissons une limitation exacte du module de la dérivée, supérieure 
et inférieure, dans la classe des fonctions C(Â, y, jS, 99) et nous trouvons 
la fonction extrémale.

Les résultats obtenus dans ce travail fournissent, pour 99 -> 0 comme 
corollaires, les résultats correspondants établis par E. Libéra [2] pour 
la classe de fonctions qui a été l’objet de son étude. En imposant des 
conditions aux limites aux autres paramètres, nous obtenons comme 
conséquences quelques résultats classiques.

2. Dans ce chapitre, nous nous proposons de déterminer le rayon de 
convexité exact dans la classe G (A, y, (i, 99) et de trouver une limitation 
exacte, supérieure et inférieure, du module de la dérivée.

Lemme 1. Si F(z) e S(/9, 99), on a, pour z e Kr, 0 < r < 1, la limitation
exacte

zF\z)
(2,1) F(_z)
où

(2,2) F(z) =

l + r2ei’’(e’’’-2j3cosç>) 
1 —r2

2r(l—jS)cos99 
1-r2

------------------j- est la fonction extrémale
(1—2)2(1_p)cos’,c

Démonstration. La définition de la classe $(/?, 99) implique l’existance 
d’une fonction p(z)eP telle que

. zF'(z)
(2,2') eVf ——— = (1 — /?) cos 9;-p («)+/? cos 99 — i-sinç?.

En profitant du domaine de variation de la fonction p (2) dans la classe P 
pour z fixé nous obtenons la conclusion du lemme 1, puisque ce domaine 
de variation est un cercle dont le diamètre, situé sur l’axe réel, a ses

1—r 1 + r
extrémités aux points ——,  ----- , et que le cercle (2,1) s’obtient

1 + r 1 —r
du précédent par une homothétie, une translation et une rotation conve­
nable, comme le montre la relation (2.2').

Lemme 2. Si F(z) e $({}, p), on a, pour zeKr, la limitation exacte

(2,3)
1 —r2+2r(l-/Î)cos99(rcos99— 1) zF' (2)

1-r2
< Ee

1 — r2 +2r (1 —/?) cos 99 (r cos 99 +1)
1-r2
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|«| = r. L'égalité est réalisée, respectivement à gauche et à droite, pour z = r 
par la fonction

0 < 0 < 2?r(2,4) ^o(«) - _ 2ei»)2(l-/3)C0S?>c’'P

Dans le premier cas, il y a lieu de poser 0 = rp, où y) = 2arctg
ll-r (l + r'+ rCtg2»’

[1 —r In œ\~|
— Ctg I — + — Il.

Démonstration. L’inégalité (2,3) résulte directement du lemme 1. 
Il suffit donc de prouver que l’égalité dans (2,3) est réalisée au point z, 
|z| = r. Nous allons le faire pour z = r. Pour la fonction F0(z)

F0(z) = _ 2gî'0)2(l-/3)co3?>et'? S (ß, g>) on obitent

-, rF'olr) rcos(œ+w) —r2cosœ „ „
(2,5) Rez x = 1+2(1—/î) cos ?>• ———-— ------------ où 0 = y

F0{.r)

De (2,1) on tire

zF'(z)(2,6) min Be - - v 7 
F,S(fi.v) F(z)

l + r2 —2rcos^

1 — r2 +2r (1 —ß)cos(p(rcos<p —1) 
1-r2

|»| = r

9>

Dans (2,5) on peut choisir 0, jusqu’ici arbitraire, de telle manière que el 
second membre de (2,5) soit égal au second membre de (2,6). Pour cela, 
on résout l’équation:

(2.7) l+2(l-flcoS?î^±rh±^
l + r2—2rcosy

1 —r2+2r(l — /JJcosç+rcosç;— 1) 
1-r2

Dont on tire, après des transformations simples, bien que pénibles, 
l’équation:

(2.8) -j/lrTtgj) -# où »-tg|

D’où
(2.9) = 2arctg^-^ctg-^J

ce qui achève la démonstration du premier cas pour la fonction F0(z), 
0 =V-
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Pour démontrer le second cas il suffit, comme précédemment, d’égaler 
les seconds membres des égalités:

rF'a(r) , „ rcos(œ + f) — Г2 COS 09
(2,10) Ее °, J- = 1 +2 (1 -ft)cosy

et

(2,H)
zF (z) 

max Be ■ —
F (z)

1 — r2— 2rcosç>

1 — г2 +2r (1 — fi) cos <p (r cos <p +1 ) 
~Г-г2

où 0 = t

|z| = r

que l’on obtient de (2,1). De même que dans le premier cas, on en tire 
l’équation

(2,12) où tg
t
2

= X

(2,14)

Par conséquent

(2,13) t = 2 arc tg ctg .

ce qui achève la démonstration du second cas pour la fonction F0(z),
6 = ip.

Lemme 3 [2]. Soit p(z)ep, ze Kr, 0 < r < 1. Pour tout nombre 
complexe y, Be?? > 0, on a la limitation 

2r______________________ I I — f*
(1 —r)[l + r + (l —rjBerç] ’ 11

Théorème 1. Si f(z)eC(y,ji,y,(p), le rayon r0 de convexité dans cette 
classe est la plus petite racine positive de Véquation:

(2,15) (1 -21) [2 (1 -ft) cos2<p -l]r3 - {1 -2 (1 -/3) [cos2ç> -

— (1—2Â)cos<p]+2(l—Â)}r2 — [1+2(1— ft)cos<p]r+l = 0

sp'Çg)
p(z)+»/

La fonction extrémale est de la forme :

(2,16) /o(») = f-------------------1- 1 —— ---- dz,
J (1 -ze,'v)2(1-«cos’,e ’tl _2Â)]

pour 0 = ip, où ip est défini par la relation (2,9).
Démonstration. La définition (1,3) de la classe des fonctions

С (1, y, ft, (p) implique que 

zf'tz]
- = е’у(1 — l)cosyp(z) + ei7(2cosy — ïsiny)
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Prenant les logarithmes et dérivant par rapport à z on a:

(2,16')

Donc

(2,17)

*/"(*)
/'(*)

«J1'(») «P'(»)
1-2 tgy-

min Ee

J1 (2) p (2)+^’
OÙ )j =

1-2
— I

*/"(*)) > min Ee 1
zF'(z)\ — max zp'(z)

/'(*) J
F'g(P,q>) E(2) / ptp P(?)+ri

r2 + 2r (1 — ß) cos p (r cos ep — 1 ) 
1-r2

I2I = r < 1

ce qui résulte directement de (2,1). 

Du lemme 3 on tire, en posant Ee?;
1-2

max
2p'(2) 2r(l—2)

I2I = r < 1.
p<p p(z)+r) (1 — r)[l + r(l—22)] ’

En tenant compte des deux dernières inégalités et de (2,17) on obtient:

<2’18) Ke(1+7w)

1 —r2+2r(l — ß)cos(p(rcos<p— 1) 2r(l—2)
(1 —r)[l + r(l—22)]

|2| = r < 1.

Il en résulte, en réduisant au même dénominateur, que dans le cercle Kr 
les fonctions de la classe <7(2, y, /?, 99) sont convexes, r0 étant la plus 
petite racine positive de l’équation (2,15). Nous allons maintenant prouver 
que r0 est le rayon de convexité dans la classe considérée. Pour cela il 
suffit de montrer que la fonction (2,16), qui appartient àlaclasse C(2, y, q , <p), 
ne peut être convexe dans un cercle de rayon plus grand que r0. De (2,16) 
on tire

2/0'(2) zp'0(z)
(2,19)

/ô(*) Eo(2)
OÙ

Po(«) + 1-2

_ zeiO)2(l-p)coBq>e

La définition de la fonction p(z) entraîne

e £(/S, <p), Po(») = y1+z

(2,20)
rp^(r) 2r(l—2)

Po(r) + (1 —r)[l + r(l—22)]
1-2

1 +

/#F(*)K 1 
\ F(z) K

<

1 +

FoW =
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En tenant comte du lemme 2 et des formules (2,19), (2,5), (2,6), (2,7), 
(2,9), et (2,20) on obtient pour la fonction /0(s):

= min Be max
ptp

«P'W

c’est-à-dire

(2 21) BeVl r^'^\ = l-r2+2r(l-l)cosp(rcosy-l)
\ ' 1-r2

2r(l-A)
“ (1 —r)[l+r(l—2A)]

En réduisant le second membre au même dénominateur on voit que le 
numérateur est le premier membre de l’équation (2,15), par conséquent 
sur le cercle |»| — r0 on a

Ee 1 +
rfÿ(r)\ 
f0(r) I pour r = r0.= 0

Donc r0 est bien le rayon de convexité dans la classe C (A, y, /?, ç>) ce qui 
achève la démonstration du théorème 1.

Nous établirons maintenant une limitation de la dérivée dans notre 
classe.

Théorème 2. Si /(«) e C(2, y, fi, (p), on a pour ze Kr, 0 <1 la
limitation exacte:

_ j.j(l-^(l-cosç>)cosç,+ l
(2j22) ^_>,)(i-/3)(i+c°Sçi)cosç[p_|_r(i_21)]

(1 - ^-(i-Wi+oosrlcow.-i [1 + r (1 _2A)]
(y r)(l-/»)(l-CO8y)C0S9>

où la fonction extrémale est (2,16).
Démonstration. Soit f(z) e (7(2, y, p, (p). On sait que

„|l+£Ü>| 
1 /'(*> I = 1 + r —-log|/'(2)|, z = reiv, 0 < T < 2n, 0 < r < 1

or
et

min
\ / (*) / \ / (S) Z

< max Be 
/).»>)

(i + £V)\ 

\ /'(*> /



Sur une famille de fonctions holomorphes ... 97

En outre, la relation (2,16)' entraîne directement les inégalités

min Ee
f'CV.Y.P.r)

max Ee

d’où l’on tire:

/i+îŒ) 
\ /'(») /

I /'(*) I

min Ee 
F'S(ß,v)

+ max Ee 
F'$(ß.<p)

[zF’(z)\ 
\ F& ) 

/zF'(z)\ 
\ F(z) I

— max 
pcP

+max
pcP

P^)+V

ZP'(*)
PW+1J

(2,23) min Ee /gF'(z)\ 
\ F(z) /

max
p<P

gp'(g)
p(z)+y < 1 + r dr logl^^)l

s.F'(«)
< max Ee — +max 

F'S(ß.<p) F(z) pip
zp’M 

p(g)+y
En tenant comte de (2,6), (2,11) i (2,14) on obtient de là:

2(1-Wco8y^?.-1----------- ____________ <Ai„gir(,)i
l-r* (1 - r) [l + r(l-21)] dr SIJ 1 ”

< 2(W)cos,»i 2(1-2)
(l-r) [l + r(l—22)]

Intégrant dans l’intervalle <0,r> on obtient la limitation (2,22). La dé­
monstration précédente montre directement que (2,16) est la fonction 
extrémale si l’on tient compte respectivement des égalités (2,9) et (2,13).

3. Dans cette partie de notre travail nous déduirons, comme cas 
particuliers, quelques corollaires du théorème 1.

Corollaire 1. Si f(z) e 0(2, y, fi, 0),f(z) est une fonction convexe 
dans Kr<), où rQ est la plus petite racine positive de Véquation:

(1 —2/?)(l —22)r3 —(3 —62+42/?)r2 +(2/î—3)r+1 = 0

La fonction extrémale est la fonction

ï (l+^ù-^[1 + 2(1-22)]

Ce résultat a été obtenu en 1964 par E. Libéra [3].
Corollaire 2. Si f(z)eC(O,y,(},<p), f(z) est une fonction convexe

dans Kr<), où
(1 — /?)cos<p+l— /(1— j?)(2 — /?cos<p)cosç>+2 

T° 2(1 -jS)CO8aç>-l
est racine de Véquation:

[2(1—/?)cos2ç>—l]r2—2[(1 —/î)cosç>+l]r+l = 0

T — Annales
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Ce résultat est exacte pour la fonction

1-z
dz

si l'on pose zel6 — re'v, p étant défini par (2,9).
Corollaire 3. Si f(z)eC(c,y,0,p), f(z) est une fonction convexe

dans Kr<), où r0 est la plus petite racine positive de l'équation:

r3(l —2A)cos2ç>+[cos2<p—2(1 —2A)cosç>—2(1 —A)]r2 —(2cosç9+l)r+l = 0 

Ce résultat est exacte pour la fonction

/»(«) = ------------------ j--------------------dzJ (l-ze*’)2008*’ ^[1 + 2(1-21)]

si l'on pose ze'° = retv, p étant défini par (2,9).
Corollaire 4. Si f(z)eC(P,y,p,p), f(z) est une fonction convexe

dans Kr0, où r0 est la plus petite racine positive de l'équation :

(1 —2/5) [2 (1 —/3)cos2<p —l]r3 — [1 —2 (1 —/3) (cos2ç) — cos<p + 2/3cosç> —l]r2 

— [1 —2(1 —/J)cosç>]r+1 =0

La fonction extrémale est la fonction (2,16) avec Â = p. En posant encore 
2 = p = 0, on obtient:

1 + cosç)—Vl +2 COS99 + sin2çj
’"o = z ’cos2ç9

et, si A — p = 0 et p = (),»•„ = 2-/3, la fonction extrémale étant la fonction

de Koebe f0(z) = ----- -2-.
(!+«)

Corollaire 5. Si f(z)e C(|, y, j, 0), f(z) est une fonction convexe 
dans K 0, où r0 = v2 —1. La fonction extrémale est

fo(?) = —«+21n(l+«).
Corollaire 6. Si f(z)eC(0, y, P, 0), la fonction f(z) est convexe dans 

Kr„, où ________
2-p-]/pi-2p+S 

’° ~ 1—2/3

pour p = I, = j. La fonction extrémale est la fonction (2,16) avec 
A = 0 et p = 0.
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STRESZCZENIE

W pracy tej zdefiniowano klasę funkcji f(z) = z + b2z2 +..., holo­
morficznych w Jfj i spełniających warunek:

Reie-*’'-^-^-} > Acosy, 0<A<l 
l J

— — < y < F(z)e , <p). Klasę tę oznaczono przez C(A,y,/9,ę>) 
2 2

W zdefiniowanej klasie znaleziono dokładny promień wypukłości, do­
kładne oszacowanie modułu pochodnej od góry i od dołu oraz podano 
funkcję ekstremalną.

РЕЗЮМЕ

В работе определен класс функций /(г) = г+Ь2г2 + ..., голо­
морфных в и удовлетворяющих условию

Асову, 0<А<1,

Этот класс обозначен через С(А, у,/?, ?>). В определенном классе 
установлены точный радиус выпуклости, подробная оценка модуля 
производной сверху и снизу, а также экстремальная функция.
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