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Introduction

Dans ce travail nous allons introduire les définitions des plans oscu
lateurs orientés à k dimensions des types VI et VIII pour une courbe 
plongée dans l’espace euclidien à n dimensions, généralisant ainsi les 
types correspondants des plans osculateurs dans la classification de Van 
der Waag [4]. La dimension k d’un plan osculateur est un nombre naturel 
quelconque fixé telque 1. En admettant qu’en tout point donné
de la courbe il existe un vecteur tangent continu nous allons démontrer 
que les plans osculateurs orientés des deux types sont équivalents. L’orien
tation d’un plan osculateur à k dimensions sera introduite en utilisant 
la notion du produit extérieur de k vecteurs.

Le problème de l’équivalence des plans osculateurs se rattache au 
problème de l’étude des courbures d’une courbe dans l’espace euclidien 
à n dimensions que K. Radziszewski a traité dans le travail [1].

L’orientation des plans à k dimensions

Soient «q, a2, ..., ak des vecteurs dans l’espace euclidien à n dimen
sions En. L’objet géométrique

[«i, a2, ..., <q]v = vers(a1, a2, .... ak) =
||[<q, a2)
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où [ox, aa, ..., ofc] désigne le produit extérieur des vecteurs an a2, ak 
et ||[ax, a2, afc]|| la norme de ce produit extérieur, sera appelé verseur 
de la suite de vecteurs «x, a2, ak.

Par 7r(Jf; ax, aa, ..., ak) nous désignerons le plan à k dimensions 
passant par le point M de l’espace En et parallèle aux vecteurs av, a2, ..., ak-, 
par a2, ak) nous désignerons le plan tt(M; at> a2, ak)
avec le verseur qui lui est associé v = vers(ax, aa,ak) que nous appel
lerons verseur de ce plan. Le verseur d’un plan orienté *tt sera noté vers *tt. 
Enfin, *7i (Jf; v) désignera le plan orienté passant par le point M et muni 
du verseur v.

Les courbes et les plans oscillateurs

Supposons donnée dans l’espace En rapportée à un système de coor
données orthonormal une courbe dont l’équation paramétrique est

X = X(t), 0<f <1,

où X(t) désigne le rayon-vecteur du point de la courbe qui correspond 
à la valeur t du paramètre et où A = X(ti), B = X(l), XltJ =£ X(t2) 
pour <x ^/a. Une telle courbe sera désignée simplement <A*B>.

Nous admettrons de plus que le vecteur X(t) déterminant la courbe 
(A*B) possède les coordonnées a?1^), æz(/), ...,xn(t), celles-ci étant des

fonctions réelles continues de la variable t, dont les dérivées-------- ,
dt

i = 1, 2, n, sont continues dans l’intervalle <0,1> et y satisfont à la 
condition :

Désignons par T(X) le vecteur unité tangent à la courbe au
point X = X(t). Une courbe <A»B> remplissant ces conditions sera 
appelée courbe régulière.

Une suite de points Xj — X(tj),j = 1,2,..., Zs+1, sera dite crois
sante si /x< Za< ••• < ffc+n nous dirons qu’elle est linéairement indépen
dante si, de plus, les vecteurs

X(tp+1) — X(tp) 
\X(tp+1)—X(tP)\

p = 1, 2, ...,k, où
n

iz(<p+1)-z(<p)i = [2W+i>-®%))2]1/2 
1—1

sont linéairement indépendants.
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Nous appellerons entourage U(X0) du point Xo = X(t0) l’ensemble 
des points X = X(t) tels que \t—i0| < <5, <5 étant un nombre positif.

La courbe <A*B> sera dite fc-convexe au point Xo = X(t„) s’il existe 
un entourage U(V0) du point Xo tel que pour toute suite croissante de 
points XjeTJ(X0),j =1,2, ...,k+l toute suite: T(Xk),..., T(XS_1), 
XSA.S+1, ..., XkXk+1j T(Xk), ..., T[Xa_1), X8_1Xe, ..., Afc_j Xk-, s = 2, 3, 
...,k et T(Xi),..., T(Xk_2), Xk_iXk, T(Xk) est une suite de vecteurs 
linéairement indépendants.

Le point Xo de la courbe *B> et la suite linéairement indépendante 
de ses points déterminent univoquement le plan à k dimensions n(X0-, 
X2X2, X2X3, ..., XkXk+ï) et le plan orienté correspondant *n(X„-, 
X2X2, X2X3, ..., XkXk+1).

Soit sur la courbe fc-convexe un point fixé = X(t„),
0 < <o <51 une suite variable croissante de points Xt = Xifa), i = 1,2, 
..., fc+1.

Désignons par n(X0-, X,X2, X2X3,..., XkXk+1) le plan à k dimen
sions passant par le point Xo et construit sur les vecteurs XtX2, X2X3, 
..., XkXk+1. Si le plan n(X0-, XtX2, X2X3, ..., XkXk+1) tend vers un 
plan n, quand tt, t2, ..., tk+1 tendent vers t0 (en respectant la condition 
L< t2< ... < tk+l), nous dirons que le plan n est un plan oscillateur du 
type VI de la courbe au point Xo et nous le désignerons par ttvi (Vo).
Par conséquent

(1) ^vi(^o) = Uni n(X0-, X,X2,..., XkXk+ï)
ll-l2....... (fc+l->(0
<l«2<...<ifc+1

Un plan oscillateur orienté du type VI *jivi(V0) est défini comme 
il suit:
(2) = lim ^(XoiXlX2,...,XkXk+1)

h>*2.... 'fe+l^Oq<«2<...<q+1

Cette condition signifie que l’égalité (1) est vérifiée et que l’on a, en outre:

(3) vers*7tVI(V0) = lim ver&*n{X0-, XkX2,..., XkXk+l)
tl-t2.......*4+1^0

Les conditions (1) et (3) peuvent être remplacées par les conditions équi
valentes :
(4) *7tVI(-V0) = *7t(V0;rVI),
où
(5) vVI(Vo) = lim ver&^Xi, ..., XkXk+l)

h’h....q+i^o
q<<2<...«*+1

7 — Annales
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Pour que la limite figurant au second membre de l’égalité (5) existe 
il est nécessaire que pour les suffisamment proches de t0 la suite des 
points X2, Xk+1 soit déjà linéairement indépendante.

Le plan osculateur du type VIII de la courbe (A * £> au point Xo 
sera défini par l’égalité:

(6) ^viii(-^o) = ^«î), T(Xk)}
q«2<...«fc

où l’on admet l’existence de la limite figurant au second membre de 
l’égalité (6) et où ti«0; TÇX,), ..., T(Xkj) désigne le plan à k dimensions 
passant par le point Xo et construit sur les vecteurs T(X2),..., T(Xk).

Le plan osculateur orienté du type VIII de la courbe au point
Xo sera défini par l’égalité

(7) *^viii(^o) — **viii№>; »viii)>
où
(8) »viii = lim vers (T T (Xk)).

q<...«fc
Évidemment cette limite ne peut exister que si les vecteurs T(X{), 
i = 1, 2,..., k sont linéairement indépendants pour les nombres ...,tk 
suffisamment proches de

Un femme auxiliaire sur les verseurs

Lemme. Dans l'espace En on suppose données les suites de vecteurs:
d^, d'?, ..., dC^, am, bm, cm, ..., dk_2, m — 1, 2, ..., |a | — |6
= «| = 1, p = 1,2, ..., k—2, 2 fc < n—3. Si

lim am = lim bm = lim cm = lim = e, |e| =1,

= c

(9)
lim vers«, d?, am, bm, d?+l, ..., d%_2) = v,

7ZI-+CO

lim vers«, ..., d?, bm, cm, d?+1, ..., d%_2) = v,

pour i = 0,1,..., fc—2, v # 0 et si les vecteurs cC?, ..., d™, am, cm, d?+l, 
..., d%_2 sont linéairement indépendants, m = 1, 2, ..., la limite

lim 7i(0j d, , ..., dt , a , e ,d^+1,..., dA._2) = 7t(0),
m-K»

existe, ou l'on a vers*7i(0) = v ou bien vers*7t(0) = — v, 0 étant un point 
quelconque de l'espace.

Démonstration. Des conditions (9) il résulte que les vecteurs df, ..., 
d?,am,bm,d?+1,...,d™_2 et sont liné
airement indépendants pour toutes les valeurs de m.
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Les conditions (9) sont équivalentes aux suivantes:

lim vers(am, bm, d™, d^_2) = v,
(10) ra^°°

lim vers(&™, cm, df,..., d%_2) = v,
W-K»

puisque l’on obtient (10) de (9) au moyen de 2i transpositions dans les 
suites de vecteurs correspondantes. 11 suffit donc de prouver que

lim n(0; am, cm, d^, ..., d£_2) = ?r(0), 
m->oo

où vers *7r(0) = v ou bien vers *tt(O) = — v et 0 est un point quelconque 
de l’espace.

La démonstration sera faite par récurrence.
Soient les suites de vecteurs a” bm, cm, m = 1,2, ..., |am| =

= |c™| — 1, telles que

(11) lima™ = lim = lime™ = e, |e| = 1,
îh->oo m->oo m -*oo

et
(12) lim vers(a™, bm) = v, lim vers(6™, c™) = i>/0.

m-^oo m-+oo

Nous allons prouver que si ces conditions sont remplies et si les vecteurs 
a™, cm, m = 1, 2,..., sont linéairement indépendants, on a

lim vers (a™, c™) = ®.
w—>oo

Choisissons un système orthonormal de coordonnées tel que e = (1, 0, 
...,0). Désignons les coordonnées du vecteur am dans ce système par 
(a1™, a2™, ..., an™), celles du vecteur bm par (blm, b2m, ..., bnm), celles du 
vecteur cm par (c1™, c2™, ..., c"™). Les coordonnées des verseurs vers (a™, bm), 
vers (bm, cm), vers (a™, c™) sont respectivement

n pmhqm_ „qmhpm

[vers (a™, 6™)]Pfl

[vers (6™, c™)]p8

[vers (a™, em)]PQ

p,q = 1, 2, ..., n.
De l’hypothèse il résulte que

lim [vers(am, bm)}p9 = lim [vers(6™, c™)]”8 =
w->oo m->oo

où fl”8 désigne une coordonnée du verseur v, toutes les coordonnées vPQ 
ne s’annulant pas simultanément.

||[a™, fc™]||
ffPm cqm__ ÿqrn ^pm

ll[&”\ cm]||
apmcqm_ „qm

l|[«m, «m]||
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Observons que pour les m supérieurs à un m0 la coordonnée a1"1 0
et [vers (am, Z/'1)]7"2 peut s’écrire sous la forme:

d1
(13) [vers (a™, 5m)]p® = [vers (am, 6”1)]1’------[vers (am, ô”1)]1”

Cl d

En tenant compte de (11) et du choix du système de coordonnées on 
obtient :

lim -y- = 0 pour s = 2,3, n.(14) m—»-co Cl

Des conditions (13) et (14) on déduit donc:

(15) lim [vers (a™, 5m)]p® = 0 pour p, q 1.

On démontre de même que

(16) lim [vers(6m, cm)]pa = 0 pour p, q 1.
m-*oo

Considérons le verseur vers (a”1, c”‘). Sa coordonnée [vers (a”1, c”*)]ls, 
s = 2, 3, » peut être écrite comme il suit:

clm IITa”1 6mlll
(17) [vers (am, c”1)]18 = — • J J,1,1 • [vers (a”1, 6m)]ls +

||[a”\ C”‘]l|

alm ||[6,n, cm]|| 
Z/"1 ’ JaVl+ • Evers (bm, cm)r

La coordonnée [vers (a”1, cm)]pq peut être représentée sous la forme sui
vante analogue à (13):

d^ dj
(18) [vers (a™, cm)]P9 = [vers (am, c™)]1®------ [vers (a™, cm]lp

d d

La condition (11) entraîne:

(19)
alm clm

lim —— = lim —r— = 1.i Um i.lm
?n->oo Ł/ ?zi-+oo <'

Les vecteurs am et cm étant, par hypothèse, linéairement indépendants, 
le verseur vers (a”1, cm) existe. En outre, en vertu de la définition du verseur 
on a:
(20) ||vers(am, cm)|| = 1

pour toutes les valeurs m = 1,2, ... .
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Considérons les limites des quotients:

l|[< fcm]ll HE**™, <HI1 
1 ' ||[am, OII ’ ll[«m, <111

Si ces quotients tendaient simultanément vers zéro, on aurait, en profitant 
de la condition
(22) lim [vers(a’n, 5m)]la = lim [vers(5’n, e’")]14 = vla,

7ZI-K» ?n-*OO

et des égalités (14), (17), (18) et (19):
(23) lim [vers (am, cm)']PQ = 0 

m-»oo
pour tous les p, q = 1, 2, ..., n, en contradiction avec la condition (20). 

D’autre part, si au moins un de ces quotients tendait vers l’infini,
on aurait, en vertu de (17), (19) et (22):

lim [vers (a™, cm)]M = oo pour s =2,3,...,»
W-K»

ce qui est aussi en contradiction avec la condition (20).
Par conséquent les limites des quotients (21) sont des nombres non

négatifs, finis, ne s’annulant pas simultanément et, en vertu de (17),
(19) et (22), on a:

(24) lim [vers (am, cm)]ls
w->oo

î?slim
m->oo

r ||[a-, 6m]|| ii[&m, «nui
L IU>”\ cm]ll ||[a“,<]||J

s = 2, 3, ...,»; en vertu de (18), (14) et (24) on a encore

(25) lim[vers(am, cm)]P9 = 0, p,q/l-
m-*-oo

En outre, on déduit des conditions (20), (24) et (25),

r ll[a"\ O llt^Oir
l|[am, cm]||

Nous avons ainsi démontré que
lim vers (am, cm) — v.

Supposons maintenant que ce lemme soit vrai pour un &<»—1. 
Considérons les suites de vecteurs: a'm, b'm, o'm, d[m, d'^, |a/,n| = |5,?n| 
= |c'm| = |d'"l| = 1, q = 1, 2, k—1 telles que lima'"1 = lim

= lime'"1 = limd'”* = e', |<?'| = 1 et supposons que

lim vers (a'm, b'm, d[m, ..., = v',
m->oo

lim vers (b'm, on, d[m, ..., dfcj = v', v' 0.
Wl~*OO

(26)
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Admettons enfin que les vecteurs a'm, o'm, d[m, ..., d'^ soient linéairement 
indépendants. On peut donc former le verseur vers(a'™, c'm, d[m, d'^j).

Soit 0 un point quelconque fixé de l’espace En. Le point 0, ainsi que 
les verseurs v' et v[m = vers (a'™, b'm, d[m, d'^), v'2m = vers (b'm, c'm, 
d[m, ..., d’̂ i), ^™ = vers(a'™, c'™, d(™, ..., d*™^ déterminent univoque
ment les plans orientés à (7c + l) dimensions *7r'(0) = *^'(0; v'), ainsi que

*7r(™(0) = V(0; v[m)
(27) *j4ot(0) = V(0;®;m)

*^m(0) = V(0;»;m)
De là et des conditions (26) il résulte que
(28) lim*7r<"*(0) = *tt'(O) Pour i = 1, 2.

m-*oo

En outre, tout couple de plans (27) contient un plan à k dimensions 
commun, déterminé par le point 0 et par les vecteurs correspondants. 
D’autre part, tous les trois plans contiennent un plan à (k— 1) dimensions 
commun construit sur les vecteurs d(™, ..., d*“j.

Soit 7tn_1 un hyperplan quelconque fixé à (n—1) dimensions ortho
gonal au vecteur e' et ne passant pas par le point 0. L’hyperplan rin~1 
est en même temps orthogonal au plan tt'(O) et le coupe „suivant” un 
plan à k dimensions n. E en résulte que pour toutes les valeurs m supérie
ures à un wiy les plans tt(™(0), tï2™(0), tï3™(0) coupent l’hyperplan nn~l 
„suivant” les plans à k dimensions n™, n™, n™, tout couple de ces plans 
contenant un plan à (k— 1) dimensions commun déterminé par les points 
d’intersection de l’hyperplan 7in_1 avec les droites qui passent par le point 
0 et sont parallèles aux vecteurs correspondants. En outre, tous les trois 
plans tt™, tt™, 7t™ contiennent un plan à (k—2) dimensions commun 
passant par les points d’intersection de l’hyperplan nn~1 avec les droites 
qui passent par le point 0 et sont parallèles aux vecteurs d(™, ..., d^™i.

De la condition (28) il résulte donc que
(29) limjr™ = n pour i =1,2.

Soient am, bm, cm,d?,..., d%_2, |o™| = |6™| = |c™| = |d™| = 1, s = 1, 2, 
..., k—2, des vecteurs parallèles à nn~l et aux plans correspondants tt™, 
tt™, tt™ et tels que les suites a™, à™, d™, ..., d^_2; bm, cm, d?, ..., d™_2; 
a™, c™, d™, ..., d^_2 soient linéairement indépendantes pour toutes les 
valeurs m = 1,2,.... Les suites de ces vecteurs et le point A™e7tfc"2’™ 
déterminent donc les plans jr™, tt™, ti™, c’est-à-dire

ttî* = 7ï(A™;a™,6™,dr,...,C_2)
TT™ = Tr(A™; 6™, c™, dT,...,<_2) 

ti™ = tt(A™; a™, c™, C,...,<_2)

(30)
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Supposons de plus que
lima™ = limft”* = lime”* = limd™ = e, |e| = 1,
m-x» m-x» m->oo nwoo

s =» 1, 2,..., le—2.
Nous allons prouver que les vecteurs am, bm, cm, d?, ..., d£_2 qui satis

font à ces conditions peuvent être choisis en sorte que
limvers(am, bm, df, ..., d£~2) = lim vers (6m, cm,d?,..., d£_2)

7?1>OO 7M-+OO
Des conditions (29) et (30) il résulte:

lim vers (a™, bm, d?, ..., d™_2) = lim vers (bm, cm, df, ..., d£_2) 
m->oo m-+oo

ou bien
lim vers (a™, bm, df, ..., d£_2) = —lim vers (bm, cm, d™, ..., d£_2) 

m-Kx> m-+oo
Les vecteurs am, bm, df, d%_2, étant parallèles au plan jt™, sont 

parallèles au plan 7qm(0) et peuvent être représentés comme des combi
naisons linéaires des vecteurs a'm, b'm, d[m, ..., d',™\. En outre, puisque 
le vecteur les vecteurs a™, bm, d™, ..., d%_2 peuvent être choisis
en sorte que
(31) vers (a™, bm, d?,..., d?_2, dk™ J = vers (a'm, b'm, d[m,

Choisissons un vecteur cm parallèle à tt” et tel que
(32) vers(6m, d?, . <_2, d'^) = vers(ô'm, cm, d[m, ...,d'k^)
et que la suite composée des vecteurs am, cm, d?, ..., dk_2 soit linéaire
ment indépendante. Cette dernière condition peut être réalisée puisque 
les vecteurs am, cm, d?, ..., d™_2 déterminent le plan tt™.

Fixons un système orthonormal de coordonnées. En vertu d’un 
théorème de Laplace ([6], p. 122) la coordonnée [vers(a™, bm, df, ... 
■ d™_2, d'l^1y\ili2'"ik+ï peut être mise sous la forme

(33) [vers(«m, bm,d^,..., d£_2, d'km_^-^ =

y (-l^d^a", bm, d?, ..., <_2p-iî-1^+1-^+1 
~2j ||[«”\ bm, dC,...,^2,dk^\\

où d*fj désigne la coordonnée du vecteur d*™i dans le système de coor
données considéré.

D’une façon analogue on exprime

(34) [vers(bm, cm,d?,..., d?_2, • • ‘*+1 =

vv (-1)<’+Id'<«m[6”‘, cm, d?, ...,

Z=1 ll[&m, < <_2, d'“ JH
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Si

lim vers (a™, bm, d?, ..., d%_2) = — Univers(bm, cm, d?, ..., d%'_2),

les coordonnées

[am, bm, d?, ..., d£.2]'*'»-'*, [bm, cm, d?, ...,d^_3]hi2-ik

auraient, pour toutes les valeurs de m supérieures à un m2, des signes 
contraires pour toutes les suites partielles ji, ji, •••, jk extraites de la 
suite des indices 1, 2, ..., n. De là et des égalités (33) et (34) il résulterait 
donc que les coordonnées

[vers (am, bm, d?,..., d?_2, d'^p * - ’*+*

[vers(&”\ cm, d?, ..., d£_2, -

sont de signes contraires; mais, en vertu de (31) et (32), cela est en contra
diction avec l’hypothèse (26). Par conséquent

lim vers (am, bm, d?, ..., d%_2) — lim vers (à”1, cm, d™, ..., d%_2) = v,

v 0. De là, et du fait que les vecteurs a”*, cm, d^, ..., d£ï2 sont linéaire
ment indépendants, résulte, en vertu de l’hypothèse de récurrence, l’exis
tence de la limite:

(35) lim^A”1;«”, cm, d?, ...,<_2) =tt.
wi->oo

Comme le plan jr(AOT; am, cm, d?, ..., d^_2) est une partie commune 
du plan n (0; a'™, c'm, d,”1, ..., d^J et de l’hyperplan jrn_1 qui ne passe 
pas par le point 0, on déduit immédiatement de la condition (35) l’exis
tence de la limite

lim n (0 ; a'm, c'm, d^n ..., d^,) = n (0)
m->oo

ce qui achève la démonstration du lemme.

Remarque. Les hypothèses du lemme n’entraînent pas, dans le cas 
général, l’existence de la limite

lim vers(am, cm, d?, .... d™_2) = v.
?>?—>oo

A titre de contre-exemple considérons les vecteurs am = (l,0,0,0), 
bm = (1, 2/m, 0, 0), cm = (1, 4/»i, 3/w, 0), d”‘ = (1, 3/m, 2/m, 0) dans
l’espace euclidien à quatre dimensions A4. Ces vecteurs vérifient bien 
les hypothèses du lemme, et cependant

lim vers (am, bm, d"1) — lim vers(àm, cm, d"1) = —lim vers (a™, cm, d"1)
m-nx> m-*x ?zi—>oo
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L’équivalence des plans osculateurs 
à k dimensions des types VI et VIII

Théorème 1. Si la courbe régulière (A*B) est k-convexe au point X3 
et si elle admet en ce point un plan oscillateur orienté du type VI *%VI(V0), 
elle admet aussi un plan osculateur orienté du type VIII identique à *jtvi(V0), 
c'est-à-dire *nyill(X0) = *nyi(X0).

Démonstration. Sur la courbe <A*J3> prenons une suite quelconque 
croissante de (fc + 1) points V™, V™, ...,X^+1 et admettons que

lim V™ = Xo pour i = 1,2, ...,k+l.
m-*oo

Dans la suite nous écrirons Xt au lieu de VV et nous désignerons cette 
limite simplement par
(36) lim= X„ pour ï = 3,2, ..., ft+1.

En vertu de l’hypothèse du théorème la limite

(37) lim*n(X0‘, X1X2, X2X3, ..., XkXk+l) = *7tVI(V0)

existe pourvu que soit remplie la condition (36). Puisque la courbe 
est fc-convexe au point Xo et que le plan *n(X0-, X,X2, X2X3, XkXk+1) 
varie d’une manière continue lorsque la suite croissante de points varie 
continûment, le plan *7t(V0; T(Xt), X,X3, ..., XkXk+1) prend une po
sition proche de celle du plan *n(X0-, XtX2, X2X3, ..., XkXk+1) lorsque 
X2 est suffisamment proche de X,. Il en résulte l’existence de la limite

(38) lim *7i(V0; T(X,), X,X2, ..., Xk_,Xk) = *7ryj(V0).

Soit X'2 un point quelconque sur l’arc (X2*X3), c’est-à-dire X2 = X(t2), 
t2< t'2< t3. Considérons le plan *«(V0; XtX2, X2X2, X’2X3, ..., Xk_,Xk) 
= *tt(V0; VjV2, X2X2, XtX3, Xk^Xk). En vertu de l’hypothèse 
la limite
(39) lim*7i(X0-, X,X2, X2X2, X2X3, ..., Xk_1Xk) — *nyi(X0) 
existe.

Les conditions (38) et (39), la fc-convexité de la courbe au
point Xo et enfin le lemme entraînent l’existence de la limite

(40) lim^Xo; T(XJ, X2X2, X2X3, ...,Xk_,Xk) =
= limji(V0; T(X,), X2X2, V2V3, ..., Xk_ Xk) = nyi(X0).

Nous allons maintenant prouver qui l’on associe au plan n(X„; 
T(X!),X2X2, X2X3, ..., Xk_,Xk) le verseur vers(T(VJ, X2X2, X2X3, ... 
..., Xk_,Xk), la limite suivante existe:
(41) hm^X0-, T(X2), X2X'2, X'2X3, ..., Xk_,Xk) = *rcVI(V0).
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Supposons que cette condition ne soit pas remplie. Il existe donc deux 
suites croissantes de points Xk, X2, X2, X3, ..., Xk et Yx, Y2, Y2, Y3,
..., Yfc, convergeant vers le point Xo et telles que

limvers(T(Yl), Y2Y2, X2X3,..., Xk_kXk) = v,

Umvers(T(Yl), Y2Y’2, Y2Y3,..., Yk_,Yk) = -v.

Il en résulte que si la coordonnée 0*1*2—Z* ^o, il existe un entourage 
U(X„) du point Xo tel que si Xt, X2, X2, X3, ..., XkeU(X0) et Yx, Y2, 
Y2, Y3, YkeU(X0), les coordonnées

[versCTfZJ, Z2Z;, Z;Z2, Y^Y*)]*^-**,

[versCÏTO, Y2 Y', Y2 Y3, Y^Y^-ik

sont de signes contraires.
Si =0, il existe un entourage U0(X0) <= U(X0) tel que si

Yu Y2, Y2, Y3, • ••> -Yke U0(X0) et 1 x, Yt, Y2, 13, ..., Yke U0(X0), on a

|[vers(T(Y1), X2X'2, X’2X;i,..., Y*_xYfc)]’i’«-‘*| < ô
(42)

|[vers(T(Y1), Y2Y2, Y'Y3, ..., Yk_t Yk)^-lk\ < ô

pour toutes les suites partielles Zx, Z2, ..., Zfc extraites de la suite 1,2, ...,n 
pour lesquelles a lieu l’égalité vlil2-lk — 0, (<5 est un nombre positif arbi
trairement donné à l’avance).

Grâce à la fc-convexité de la courbe * JB> au point Xo on peut con
sidérer, au lieu des verseurs vers (T(X,), X2X2, X'2X3, ..., X^X,'), 
vers(T(Y1), Y2Y2, Y2Y3, ..., Yfc_xYfc), les tenseurs correspondants

(43)
[T(XJ, X2X2, X2X3,. 

[T(Yk), Y2Y2, Y'2Y3, .

) Yfc_xYfc] 

, yk-iyk]

Soient «i = «<(<1, Za, •••> W, i = 1,2,...,n—k des vecteurs satis
faisant aux conditions suivantes:

(44)
a^TÇX^ = ai'X2X2 = ai'X2X3 = ... — ai'Xk_1Xk — 0

i,j = 1,2,..., n—k, ôij désignant le symbole de Kronecker. Ces vecteurs 
déterminent un plan à (n—k) dimensions jt(Y„; ax, a2, ..., an_k) ortho
gonal au plan tt(Y0; T^XJ, X2X2, X2X3, ..., Xk_1Xk).

Remarquons que l’égalité limjr(Y0; T(Xk), X2X'2, X'2X3, ..., Xk_,Xk) 
= lim%(Y0; T(Y1),Y2Y'2,Y2Y3,..., Yk^Yk) entraîne limTt(Y0; ax, a2, 
..., an_k) =hmn(X0-,b1,b2, ...,bn_k), où Zq, i = 1, 2, ..., n—k sont des 
vecteurs orthogonaux au plan tï(Y0; T^Y-^, Y2Y2, Y2Y3, ..., Yk_1Yk), 
construits de la même façon que les vecteurs alf a2, ..., an_k.
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Les vecteurs ai et peuvent être choisis en sorte que les coordonnées 
des tenseurs [an a2, ..., an_k\, [iq, à2, •••, aient le même signe (ce 
qui est toujours possible, sinon le vecteur ai pourrait être remplacé par 
le vecteur — <q).

Formons le tenseur — produit extérieur des n vecteurs T(P1), P2P2, 
P'2P3, ..^P^P,,, qk, q2, ...,qn_k, où Pk, P2, P2, P„, ...,Pk est une suite 
variable de points de la courbe qv, q2, ..., qn_k sont des vecteurs
orthogonaux au plan n(A„; T(PJ, P3P2,P'2P3, ■ ■■, Pk-iPk) construits 
de la même manière que les vecteurs alf a2,..., an_k. Ce tenseur est une 
fonction de vecteurs et n’a qu’une seule coordonnée essentielle. Etudions 
les valeurs de la coordonnée de ce tenseur sur les vecteurs suivants:

(45) [T(Xk), XtX'2, X'2X„ . Xk_1Xk, alt a2, . • •, an-kl
(46) [TÇY,), Y2Y2, Y'2Y3, . Xk_1 Yk, bt,b2>. • • ) ^n-kl
Considérons encore le produit extérieur

(47) [T(YJ, Y2Y2, Y2Y3, . • • , Xk_i Yk, «q, a2, . • • > ^n—kl
En vertu théorème de Laplace sur le développement d’un déterminant 

(A. Mostowski, M. Stark [6], p. 122) et des conditions imposées aux coor
données des verseurs vers (P (AJ, X2X2, X2X3, ..., Xk_1Xk), vers(P(Y1), 
Y2Y2, X'2Y3,..., Yk_1Yk), le nombre <5 > 0 dans l’hypothèse (42) peut 
être choisi en sorte que (45) et (47) soient de signes contraires (car les 
coordonnées (42) n’auront pas d’influence sur les signes de (45) et (47), 
ces signes dépendant des coordonnées qui ne s’annulent pas à la limite). 
D’une façon analogue il résulte du théorème de Laplace (46) et (47) ont 
même signe. Par conséquent les coordonnées des tenseurs (45) et (46) 
sont de signes contraires si Xlf X2, X2, X3, ..., Xk, Yx, Y2, Y2, Y3, 
•••> ^ke ^o(-^o)"

En passant d’une façon continue des vecteurs P(AJ, X2X2, X2X3, 
...,Xk_1Xk aux vecteurs T(Yk), Y2Y'2, Y2Ya,..., Y^iY^ on peut 
choisir les vecteurs alf a2, ..., an_k et b1,b2, ..., bn_k en sorte qu’il y ait 
une transition continue entre la suite de vecteurs P (AJ, X2X2, X2X3, 
• • •, Xk_iXkf dj, a2, •. •, ttn_k et la suite T( 1J, 12 X2, Y 21, ..., Y^—i Yk, 
bk, bt, ..., bn_k. Alors la coordonnée du »-vecteur varie continûment; 
en vertu du théorème de la moyenne il existe donc une suite de points 
Z1,Z2,Z;,Z3,...,ZfceP0(A0) telle que [P(ZJ, Z2Zi, Z;Z3, ..., Zfc_jZfc, 

, • • •, =0, d’où il résulte que les vecteurs TÇZj), Z2Z2, Z2Z3,
..., Zk_1Zk, ok, c2f..., cn_k sont linéairement dépendants. De là on conclut, 
en tenant compte des conditions (44), que les vecteurs P(ZJ, Z2Z2, Z2Z3, 
..., Zfc_1Zfc sont linéairement dépendants, ce qui est impossible puisque 
la courbe <A *P> est fc-convexe au point AJ. L’existence de la limite (41) 
est ainsi établie.
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X2 étant un point quelconque sur l’arc (JpJj) et le plan *n(X0-, 
T (XJ, X2X2, X2X3, ..., Xk_1Xk) variant d’une manière continue quand 
la suite croissante de points varie continûment, on aura, en admettant 
X2 -> X2 et en tenant compte du fait que la courbe est fc-convexe :

(48) lim *7ï(à’o; T(XJ, T(XJ, V2A3, ..., Xk_lXk) — *."rVI(A0).

D’autre part, la condition (41) entraîne:

(49) lim *n(X0-, T (XJ, X2X3, X2X3, ..., Xk_3Xk) = *ttvi(A0).

En appliquant le lemme aux conditions (48) et (49) on obtient

(50) limn(Xoj T(XJ, T (XJ, X2X3, ..., Xk_1Xk) = ?rVI(X0).

De même que précédemment on établit l’existence de la limite

(51) ]ha.*n(X0‘, T(XJ, T(XJ, X2X3, X3Xt, ..., Xk_1Xk) = *nyi(XJ.

Comme X2, X3, Xt, Xk est une suite croissante quelconque de 
points sur la courbe <A * B), on peut admettre X2 — X3 et pour X3 prendre 
un point quelconque X'3t(X3*XJ, c’est-à-dire X3 = X(t'j, t3 < t3 < tt. 
Donc la limite

Um*%(A0; T(XJ, T(XJ, X3X3, X'3Xt, ..., Xk_3XJ = *nyi(XJ 
existe.

En répétant le même raisonnement on obtient

lim*7r(Z0; T(XJ, T(XJ, ..., T(Xk_J, X'k_kX'k^, X'k_kXJ = 'nyi(XJ

où X'k_3 — X(t'k_J,tk_l<t'k_-L<tk. En tenant compte du fait que la 
courbe est fc-convexe et que le plan *tt(A0; T (XJ, ..., T(Xk_J, Xk_1Xk_1, 
Xk_lXk) est continu, on déduit de là l’existence de des limites

(52) iim*ji(X0‘, T(XJ, ..., T(Xk_J, Xk_kXk, T(Xk)) = *jivi(A0)

(53) hm*7c(X0j T(XJ, ..., T(Xk_J, T(Xk_J, Xk_,Xk) — *nyî(XJ

De (53) et (52) on tire, en vertu du lemme,

limrc(A0; T(XJ, T(Xk_J, T(Xk_J, T(XJ) = nyi(XJ

Par un raisonnement analogue à celui de la première partie de la 
démonstration on prouve l’existence de la limite

lim *tt(A0; T(XJ, ..., T(Xk_J, T(XJ) = *nyi(XJ

Par conséquent il existe un plan osculateur orienté du type VIII 
*7rVIIl(A0) = *^Vl(-^o)'

Théorème 2. Si la courbe régulière (A* B) est k-convexe au point Xo 
et si elle admet en ce point un plan osculateur orienté du type VIII, elle adme t
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aussi un plan osculateur orienté du type VI identique à *n-VUI(X0), c'est- 
-a-dire == *^vm(-^ro)*

Démonstration. Nous allons d’abord prouver qu’il existe un plan 
osculateur du type VI ttvi(V0) = 7tvni(JT0). La démonstration sera faite 
par réduction à l’absurde.

Supposons qu’il existe un plan osculateur orienté du type VIII 
*7tViii(V0), tandis qu’il n’existe pas de plan osculateur du type VI

tel que l’on ait ttyj(Vq) = ttyiii(-^o)*
Soit Xx, X2, ..., Xk+l une suite croissante de points de la coru’be 

<A*B> telle que

lim 2^ = Xo pour i = l,2,...,fc + l
et que

lim7r(JE'o; XlXi, X2X3, ..., XkXk+l) = n(X0) =/= TïvinC^o)-

Menons (n—k) hyperplans à (»—1) dimensions at, a2, ..., an_k tels 
que cq =£ aj pour i j, n(X0-, XtX3, X2X3, ..., XkXk+l) <= pour tout 
i = 1,2,..., n—k et qu’aucun autre plan à k ou à plus de dimensions 
ne soit leur partie commune. Sur les arcs (Xx * V2), (V2 * X3), ..., (Xk * Xk+J 
il existe des points X'u, X'2i, ..., X'ki tels que les vecteurs tangents T(X'U), 
T(X'2i), ..,, T(Xki) sont parallèles à l’byperplan correspondant eq, 
i = 1,2, ..., n— k.

L’hypothèse du théorème assure l’existence de

limrcJTo; T(X'U), T(X'2i), ..., T^)) = nvllI(X0)

pour i = 1,2, ..., n— k-, il en résulte que les hyperplans à (n — 1) dimensions 
alt a2, ..., an_k auront en commun (après un passage à la limite avec 
les points X2, X2, ..., Xk+1) non seulement un plan à k dimensions tî(V0), 
mais encore un plan à k dimensions tîviii(V0) n(X0), puisque les hyper
plans aif i = 1,2, ...,n—k peuvent être choisis en sorte qu’ils soient 
encore distincts à la limite et déterminent univoquement un plan à k 
dimensions. Par conséquent 7i(X0) = 7rVIII(X0) et la contradiction ainsi 
obtenue prouve que les plans osculateurs à k dimensions »viii(-^o) 
7iVI(V0) sont équivalents.

Si l’on associe au plan 7t(T0; X,X2, V2X3, ..., VfcVfc+1) le verseur 
vers(V1V2, V2A%, ..., XkXk+1), on aura, en répétant le raisonnement 
des pages 105-107 :

lim *ji(V0; X,X2, V2V3, XkXk+,) = *ftvm0)•

Il existe donc un plan osculateur orienté à k dimensions du type VI 
tel que *tivi(T0) = *nvni(JT0), ce qu’il fallait démontrer.
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Streszczenie

W pracy tej zostały wprowadzone definicje ^-wymiarowych zoriento
wanych płaszczyzn ściśle stycznych typu VI i VIII dla krzywej zanurzonej 
w »-wymiarowej przestrzeni euklidesowej stanowiące uogólnienie odpo
wiednich typów płaszczyzn ściśle stycznych w klasyfikacji Van der 
Waaga [4] oraz odpowiednich typów zorientowanych płaszczyzn ściśle 
stycznych wprowadzonych i badanych przez K. Radziszewskiego [2]. 
Przy założeniu istnienia w każdym punkcie badanej krzywej ciągłego 
wektora stycznego została wykazana równoważność płaszczyzn obu 
typów.

Резюме

В этой работе введены определения к-мерных ориентируемых 
соприкасающихся плоскостей типа VI и VIII кривой в »-мерном 
евклидовом пространстве, которые являются обобщением соответ
ствующих типов соприкасающихся плоскостей в классификации Ван 
дер Ваага и соответствующих типов ориентируемых соприкасающихся 
плоскостей, введеных К. Радишевским. Предпологая существование 
в каждой точке кривой непрерывного касательного вектора доказы
вается, что эти плоскости эквивалентны.
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