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Sur la congruence des surfaces dans l'espace équiaffine
O przystawaniu powierzchni w przestrzeni ekwiafinicznej

O npHcoe;HHEHHH NOBEPXHOCTEH B IKBHADHHHOM NPOCTPAHCTBE
Introduction.

Ce travail est rapport avec les résultats du travail [1] de K. Radzi-
szewski sur la coincidence de deux surfaces & n — dimensions qui ne
sont pas des plans dans DPespace projectif & (n+1) — dimensions.

K. Radziszewski a démontré que si la transformation 7' biunivoque
réguliére fait correspondre, en conservant les variétés planes a (n—1) —
dimensions, deux surfaces a n — dimensions de classe C® qui ne sont
pas des plans espace a4 (n |-1) — dimensions, alors T est une transforma-
tion projective de ’espace.

Dang ce travail nous établissons un théoréme analogue sur les trans-
formations ¢équiaffines. Au lieu de supposer que la transformation T
conserve les variétés planes, nous admettrons ge’elle conserve les valeurs
des déterminants dont les éléments sont les coordonnées des vecteurs
déterminés respectivement par les points qui se correspondent par T
sur les surfaces &4 n — dimensions.

Soient dans Pespace équiaffine U, , deux surfaces & n — dimensions
S Ut Vi c U,,. et une transformation T qui transforme V, en Ve

Counsidérons n +2 points Py, ..., P, ¢V, et n+2 points Py, ..., Py,
c V, qui correspondent aux points Py, ..., P, , par T.

A tout systéme de n+2 points de V, associons le déterminant:

P = [PIPO’ ...,-I)n+lP_0]

et aux points correspondants de la surface V, le déterminant:

Ph IR Eo%. S PP

Annales £



82 Janusz Sowinski

Théoréme. Soit T une transformation représentant la surface V,, qui
n’est pas un plan, sur la surface V, ayant la méme propriété. Si pour tout
systeme de points Py, ..., P, eV, et pour tout systtme Py, ..., P eV}
de points qui leur correspondent par T les déterminants P et P* définis plus
haut sont égaux, il existe une transformation équiaffine T' de Uespace U, ,
sur lui-méme telle que T' = T sur V,.

Observons que si P = P*, T représente toute variété a (n—1) —
dimensions plane V, , < V, sur une variété a (n—1) — dimensions
plane V) , c V;.

En effet, si I’on fixe sur la surface ¥V, n-+1 points Pg, ..., P, situés
dans un méme plan «a et si Pon déplace le point P, , sur V, de telle facon
qu’il soit toujours contenu dans a alors P’ = 0. L’égalité des déterminants
entraine P* = 0, donc P, ..., P, et le point variable P, , seront toujours
situés dans un méme plan o

Nous dirons que les plans « et a* se correspondent dans la transfor-
mation 7.

Supposons V, et V) définies par les équations:

(L]

(1) o =o'y ..., uw") et 2" =2 (u) ..., u")
w=(uy...,u"ed 1=1,2,...,0n+1

La transformation équiaffine transforme V) de telle facon que ’on a,
dans un systéme de coordonnées convenablement choisi:
(2) 2'(0) = ' (0)
(0) = j*(0) = 8ja{}}(0)
ol
oz .
0—1;7, ]=1,...,n,0=(0,....0).

Considérons deux plans passant par 0 : S< U, , et 8* < U,,, qui
se correspondent par T et dont les équations sont:

(3) At =0 et Aldt =0

Admettons de plus que les plans P, : o' = 0 et Pi*: 2' = 0 se corres-
pondent par T, c’est-a-dire que les variétés planes correspondantes
Va1 V, et Vi, = Vi sont situées dans les mémes plans du systéme.

Dans le travail [1] K. Radziszewski a démontré que si V, et V) sont
fixées de cette facon, on a l’espace projectif:

(4) A} = A; pouri=1,2,...,n
An., =a A,,, ou a = const.

Dans le cas considéré les égalités [4] seront aussi vraies.
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Considérons les points My(2Y, ..., 2" eV, et My (2", ...,2" ") eVy
qui se correspondent par T. D’aprés [3] ces points seront situés dans des
plans qui se correspondent par T, c’est-a-dire

(5) A2 =0 et AfZ* =0
oll, en tenant compte de [4];
A} = Ay, i =1,2,...,n
An,, et Ay, sont déterminés par A; et M,, My
Ay = —A; 21" A, = —A; 20" j=1,2,...,n

mais [4] entraine:
a.'-l;:-:'_.’:"“ = A;:";’z"“‘

En considérant A; comme variables et en égalant les coefficients
de 4; on trouve:
a? |" = 7t )0

en posant
zﬂ+1t A bz’n+l
on obtient
(6) 2P =abd, j=1,...,n

zn+1t =) bzn+l

Fixons sur V, m+2 points 0(0,0,...,0), Pu(zk,...,2x"") k=1,...
..., n--1 non contenus dans un méme plan. A ces points T fait corres-
pondre les points 0(0, ..., 0), Px(abzi, ..., bzp*') situés sur V.

Formons et égalons les déterminants correspondants:

2, 24 ..t abzy, abzyi ... bat!
(7) =

1 N+l 1 2 n41

ZRET Za i 5. R abz, .., abz;,, ... bz},
en vertu de (7):
(8) a"b"t' =1, d'un b = const.

En profitant de (2) on obtient

21(0) = 2°(0)
c’est-a-dire

21(0) = abz,(0)
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d’ou
ab =1
(9) adb= 1
a"b"tt =1
done
b=1et a=1
Par conséquent on a, dans le voisinage de O(0, ..., 0)
(10) Z2=2%i=1,...,n+1

Dans le voisinage du point O V, etV sont donc identiques.

Supposons que MeV, et M*ecV, se correspondent par T. Le point
M est déterminé par n+1 plans passant par le voisinage du point O et
par ce point. Le point M* doit aussi étre situé dans chacun de ces plans,
puisque T les transforme en eux-mémes. Done M = M* pour tout couple
de points M et M* qui se correspondent par T, ce qui prouve que les
surfaces V, et V) sont identiques. Par conséquent il existe une transfor-
mation équiaffine de l’espace U, ., en lui-méme qui représente V, sur ¥V
de telle facon que les points qui se correspondent par 7 se confondent.
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Streszczenie

Praca ta zawiera twierdzenie dotyczace przystawania dwu powierzehni
w przestrzeni ekwiafinicznej U, .,.

Niech T bedzie transformacja przeprowadzajaca powierzchnie V, <
c U,,, na powierzchni¢ V,c U,,,. Weimy n+2 punktéw P,,...
cey Poi1eV, i n+2 punktéw odpowiadajacych im poprzez T Py, ...

.,P:HeV,‘,. Oznaczmy przez P — det|P. P, ..., P, Py oraz przez
P* = Qet|P} P, ..., Pp, Pl.
Przy tych zalozeniach dowodzi sie nastepujacego twierdzenia:
Jesli T odwzorowuje V, nie bedqca plaszczyzna na V, o tej samej wlas-
nosct oraz dla kaidego wkladu punktow P,,...,P, ., c V, wyznaczniki
P i P* sq réwne, to istnieje przekszlalcenie ekwiafiniczne T' przestrzent
Un,, na siebie, takie, 2¢ T' = T na V,.
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Pe3omMe

PaboTa coaepXHT TeOpeMy O MNPHCOEAHHEHHH OBYX NMOBEPXHOCTEH B 3KBHA-
¢unnom npocrpancree U, .

IMycte T — Tpanchopmaums, otobpaxarowas nosepxuocts V, < U, , Ha
nosepxuocts Vi < U, ..

Bo3bmeM 0 -2 Touek P, ..., P, eV, H n-| 2 Todyek, COOTBETCTBYIOIUHX MM

vepes T: Pg,...,P5. eV O6o3uauum vuepes P = det|P,P,, ..., P,,“P-ol
u vepes P = det (PP, ..., _l’,'.-“P,TI.

[Ipu 3THX NpennoJIOKEHHAX AOKa3blBaeTCs Cleaylollas Teopema:
ecin T oToOpaxaeT He ABIAIOWYIOCS MIOCKOCTBIO V,, Ha V. Toxe He
SBJIAIOLUEACA NJIOCKOCTBIO M /1S BCAKOH COBOKYNHOCTH To4ek Iy, ..., Py , < V,,
netepmuHaThl P u P* aBnsloTcs paBHBIMHM, TO CYLIECTBYET 3KBHaQHMHHAsA
TpauchopMaums 1" npocrppanctea U, , Ha cebd, npu kotopoM T' = T ua V,.



