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Sur la continuité des paratingents plans osculateurs d’une courbe
O ciggloéci paratyngenséw plaszezyzn éciéle stycznych do krzywej

HenpepuiBHOCTL, COBORYIHOCTECH CONPHRACAIOMIHXCS 11L1IOCKOCICIE KPHBOH

Dans le travail précédent j’ai défini les ensembles 20() § = 1,2, ... 15,
ot ” est un point quelconque de la courbe {4, B). En vertu de la défini-
tion d’une courhe donnée dans le travail précédent, celle-¢i pent étre
répresentée par les ¢quations paramétriques: @ = ¢ (), 4 = plt), 2 = x(1),
¢, y, x 6tant des fonctions continues du paramétre ¢ pour te(0,1). On
peut donc parler, de la fonction #7(t), on te/0,1>¢ = 1,2,..., 13, qui
fait correspondre & toute valeur du paramétre ¢ un ensemble univoquement
déterminé de plans 2! (), ot P = (p(t), p(1), x(1)).

Dans ¢e travail je mloccupe de la semicontinuité supcérieure des
fonctions ainsi définies.

Les raisonnements que nous faisons dans ce {ravail ne serapportent
pas aux courbes plans, car pour toutes les courbes planes les plans 27 (1)
se réduisent a un seul plan celui qui contient la courbe.

Le probléme devient alors trivial.

Notations et définitions

Df. 1. Si en un point quelconque O on place le veeteur unité a, point
A qui est situé sur une sphere unité fixée de centre 0 et constitue Pextré-
mité du vecteur sera appelé image sphérique du veeteur a.

Nous désignerons 'image sphérique du veceteur a par a.

Df. 2. Nous appelons image sphérique d’une droite [ le couple des
points d’intersection de la sphére 8 et de la droite I qui passe par le centre
de la sphére et qui est parallele & la droite L

Df. 3. Nous appelerons représentation sphérique du plan a Pimage
sphérique de la droite I perpendiculaire au plan «.
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Df. 4. Nous appelerons représentation sphérique de 1’ensemble 27 (1)
I’ensemble de tous les points qui sont la représentation sphérique des
plans 2} (t)e#(t). L’image sphérique de l’ensemble #7(t) sera désignée
par F(1).

Nous avons ainsi obtenu une fonction définie par 'intervalle <0, 1),
dont les valeurs sont des ensembles de points sur la sphére unité S.

Df. 5. Nous appelons ¢ — entrourage de l’ensemble Z l‘ensemble Z7°
qui est au sens de la théorie des ensembles — la somme des cercles (ouverts)
sur la sphére unité dont le centre est A et la rayon e, le point A par-
courant tout I’ensemble Z.

Df. 6. La fonction F(t) est dite continue au point ¢ = 1, si pour tout
e > 0 il existe un é > 0 tel que 'inégalité |{—t,| < 6 entraine F' (1) = F*(1,).

Df. 7. La fonction #7 (1) est dite continue au point ¢t = {, si la fonction
est semicantimee supérieurement au point t = t,.

J’utiliserai encore les définitions et les notations introduites dans
les travaux (7] et [8].

Etude de la continuité de la fonction 27(t) au point t — ¢,.

Théoréme 1: Les fonctions 2! (t) ne sont pas nécessairement semicontinues
supérieurement pouwr v = 1,2, 3, 4, 5, 9, 10, 11.

Pour établir ce théoréme j’aurai besoin de quelques lemmes.

Lemme. 1: Une fonction de UVensemble #:(t)i =1,3,9 n'est pas
nécessairement continue.

Démonstration: Pour démontrer le lemme considérons la courbe
que nous construisons de la manicre suivante. Prenons dans le plan xOy
une suite de points P, = (1/v, 0). Par les points P,, , menons les droites
de coefficients angulaires m,, , = 1/(2v—1)?, et par les points P,, menons
les droites de coefficients angulaires m,, = —1/(20)2

Désignons par » 'angle aigu que fait avec ’axe Ox la droite passant
par le point P,. Posons M = (0, 0) et orientons la courbe en sorte que
le points A, précedes le points 4,,,. Eusonlons la ligne brisée sur un
cylindre de révolution de rayon r de telle fagon que les points soient
situés sur un cercle de rayon . On obtient ainsi une ligne Dbrisée géodé-
sique L, M correspondant & 1.

Pour toute courbe L ainsi définie tout plan #},i = 1,3, 9, pris au
point A, doit contenir le vecteur (). Ce vecteur est tangent a la surface
du cylindre au point M et perpendiculaire 2 la génératrice qui passe
par le point M. Suppons que les points }3., de la courbe L correspondent
aux points P,.

Désignons par y, ’angle que fait le plan tangent a la surface du cylindre
au point M avec le plan tangent & la surface du cylindre au point P-,,.
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Evidemment limg, — limy, = 0. On peut aussi choisir » en sorte que

V00 v—00

limg,/yp, = 0. Done lim(fl‘[, p(ﬂi )y P( i’u)) est le plan passant par le point

v—»oo vV->00

M et perpendiculaire a la génératrice du cylindre qui passe par le pomt M.
Comme D'angle » déeroit plus vite que D’angle zpv,llm(M ,p(M), MP, )

et llm(M , P( M ), Ay By) sont les plans passant par M et perpendiculaires
v—00

4 la génératrice du cylindre qui passe par M. Les points P,, A,, B, sont
des points de la courbe Z.

Soient fi,, les points de la courbe Z qui correspondent aux points A4,.
En ces points les plans #,¢ = 1, 3, 9, tangents & la surface du eylindre
existent. Puisque les points A‘,, sont arbitrairement proches du point M,
si v est suffissament grand, et que les plans 9}’(1«1‘,),9’?(3[) sont per-
pendiculaires en ces points, les fonctions #7 () ne sont pas continues au
point ¢t = ¢, pour ¢ = 1, 3, 9 dans le cas de la courbe £.

Lemme 2: La fonction 2 (1) n’est pas nécessairement continue.

Démonstration: Considérons la courbe composée des deux ares de
paraboles: z =0,y = l/t, z2=1t et r=V¥t,y=0,2=1t pour t>0.
Soit M = (0, 0, 0) et orientons la courbe en sorte que les points contenus
dans le plan y0z préccdent ceux qui sont contenus dans le plan x0z.

Alors #7 (M) ne contient que le plan 2Oy, bien que pour tout point
de la courbe distinet du point MZ7(P) contienne soit le plan z0z, soit

le plan ¥O0z. Dans le cas de notre courbe la fonction %} (t) n’est donc pas
continue.

Lemme 3: Les fonctions #7(t)i = 4,5,10, 11 ne sont pas nécessaire-
ment continues.

Démonstration: Considérons la courbe formée par la ligne brisée
géodésique A,B, A, B, ... sur une portre de la surface du cone de révolu-
tion 22 = 22+ y2 pour £ > 0,2 >0, on 4, = (0, —1/v,1/v), B, = (0, 1 /v,
1/v). Soit M = (0,0,0) et orientons la courbe de telle facon que les
points A4, précédent les points B,.

Alors tout plan de l’ensemble £ ()i = 4,5, 10,11, a avee la portre
considéré de la surface du céne au moins une génératrique en commun.
ID’autre part, il existe des points arbitrairement proches du point M,
p. ex. tels que #¥(4,) soit le plan d’équation z = 1.

Ou voit que dans le cas de notre courbe les fonctions # (t) ne sont pas
continues pour 7 = 4, 5, 10, 11.

Les lemmes 1-3 fournissent la démonstration du théoréme 1.

Théoréme 2: Les fonctions 2% (t) sont continues pour 8 = 6,7, 8,12,13.
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Démonstration: Nous allons montrer que pour tout & > 0 il existe
d > 0 tel que pour tout fet,— 8, t,-- 4> et pour tout plan pg(Q) appar-
tenant 4 Pensemble Z{(Q), ot @ = (¢ (1), p(1), x(1)), il existe un pg(M)

eZ¢ (M) tel que < {pi(Q), pe (M)} < e.

En effet, supposons, pour la démonstration par Pabsurde, qu’il existe
un ¢, > 0 tel que pour tout 4 > 0 il existe un point Qe (A, ), correspon-
dant a la valeur du parameotre te/t,— o, 1,+ ), et un plan pg(Q)e#L (Q)
tel que pour tout pg(M)e#{ (M), < {pd(Q), pt (M)}

Choisissons 4, arbitrairement et désignons par @, = (¢ (1), v(t,),
1)) pour te/t f‘l,. fy-+ o, un point tel que pour tout pg (1I)ef”( M)
on ait <= {pg(Q), pe (M)} = &,. Choisissons ensuite 6, < |[{,—1,], et

(,)q ((/1( ) ylf} /l! )) pour tyet,— dz,to}—b,) tel que pour tout

pe(M)e?f (M) on ait < {pf(Q.), pt (M)} =
En répétant cette construetion on obtwnt une suite de points {Q,}

tels que lim(), = M et pour tout 2, et pour tout pg(M)eZ#{(M) on ait

V>0

< (DL, PEQ.))

I)vslgmms par N, la suite de vecteurs normaux aux plans (Q,, A, B,
B.Cy) tels que <@ {pY(Q.), (Qvy, Ay By B, ()} < /2, & > 0 étant fixé.

De la suite N,, on peut (n\tmir(' une suite partielle convergente {N, )}
telle que

lim Nyw = llml A ey Bugwy X Bugmy Couy] = l\

r>no

»
ot N est le vecteur normal de I'un des plans de 'ensemble 27 ( M). Dégig-

»
nons ce plan par pg(M).
Pour ¢ > 0 arbitrairement choisi il existe un nombre », tel que pour
»#(v) > v, on a

I {( ‘1 L "l'l! 2(7) Bx(v)cx(r))y Pr(M)} < 8/2
On a done pour »(v) > v, on a

X {p’é(Q.(,-,), pe (M)}
 {ps (@), (M, Ax(v)Bx(1)7 Bx(n)(x(r))}+
+ S {(M ) Ay Buwyy By Cupw)s P::(M)} < ef2+4¢[2 =e.

On ol)tiont ainsi une contradiction avee la condition que pour tout

3 Ape (Qe)s ]’6( M)} =

La demonstmtmn ost done achevée: la fonetion 2L(f) est continue.

On démontre d’une facon analogue que les fonctions () sont
continues pour u = 7, 8, 12,13,
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Streszczenie

W pracy poprzedniej okredlitam zbiory plaszezyzn 15 typow w do-
wolnym punkcie krzywej.

Poniewaz wprowadzam parametryezne okreslenie krzywej, wiee zbiory
plaszezyzn  tworzg jednoparametrows rodzine, zalezng od parametru
na krzywej

W pracy tej zajmuje sie problemem cigglodei tak okreslonej, jedno-
parametrowej rodziny zbioréw plaszezyzn.

Pe3ome

B npenbiayuleii pabote Gulia onpeaenena cOBOKYMHOCTb TUIOCKOCTe#H 15 Tunos
B nto6oit Touyke kpuBoil. Tak kak BBOAHTCS MapaMeTPHYECKOE ompelnesieHHe KpH-
BOH. COBOKYMHOCTb IJIOCKOCTEH COCTaBisieT OAHOMAapaMETpPHYECKOe CEMEHCTBO,
3aBHcsillee OT MapaMeTrpa Ha KPHBOH.

B HacTosuleit paboTe paccMaTpHBArOTCA HEMPEPBIBHOCTH OJHOMapameTpHye-
CKHX CeMEHCTB COBOKYMHOCTCH MJIOCKOCTEH.






