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Les familles d’éléments plans P!( 1), généralisation des plans
osculateurs d'une courbe.

Rodziny elementéw plaskich P? (M), stanowigcych uogélnienie plaszczyzn sciéle

stycznych krzywej

CBoHCTBR MIOCKHX )/1EMEHTOB P{’(M), 0000113 I0LIKX CONPHKACAIOLIHCCS NIOCKOCTH KPHBOH

Dans le travail précédent j’ai introduit 15 types de définitions des
plans osculateurs, dont les huit premiers correspondent aux définitions
de van der Waag, j’y ai défini les plans soit au moyen des vecteurs para-
tingents, soit au des vecteurs contingents.

G. Bouligand [1] a introduit la notion du paratingent et du contingent
de droites et il en a étudié les propriétés. Dans 1’étude d’une courbe
faiblement réguliére au moyen des plans osculateurs on est naturellement
amené a introduire, par analogie avec le paratingent et le contingent
de droites, certaines ensembles de plans constituant une généralisation
du plan osculateur.

Dans ce travail j’introduis des ensembles de plans de 15 types définis
au moyen des vecteurs au contingents d’une courbe et j’étudie les relations
entre ces types.

Je vais utiliser les notations et les définitions dans le travail précedent.
Notations et définitions:

On appelle élément plan d’une courbe (A4, B) au point M tout plan
tel qu’il existe quatre suites de points {F,}, {Q,}, {4}, {B,} satisfaisant
aux conditions

1°. Pour tout v les points A,, B,, Py, Qye{(A, B).

2°, limP, = limQ, = limA4, = limB, = M.

0—00 0—00 ?—00 ?—00

39 x = lim (3, P,Q,, A,B,) du
Lim (M, Py@,, p(4,) du

LB e

‘1’112(2”7 P(Py), p(4y)).
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Désignons:

Par Z(M) I’élément plan de la courbe (4, B> au point M. Par 2(M)
I’ensemble des éléments plans de la courbe (A, B) au point M.

Par a||b la droite (le vecteur) a paralléle & la droite (au vecteur) b.

D’accord avee la numeration introduite dans le travail [7] nous défi-
nirons les droites a;,¢ = 1,2, ...,13 normales aux éléments plans 2}
en détérminant leurs vecteurs directeurs n?.

Dans le travail [7] nous avons défini les vecteurs n}, ¢ = 1,2,...13
normaux aux plans osculateurs de la courbe {4, B, au point M. Si dans
ces définitions au lieu de la limite on pose lim (c’est-a-dire sil’on prend
au point de la courbe (4, B) toutes les limites. des plans pour toutes les
suites A, — M, on obtient au point M Densemble des vecteurs w{ (M)
qui sont les des plans 2V (M).

Si dans les définitions de wi,i = 1,2, ..., 15 on remplace les vecteurs
paratingents par les vecteurs contingents correspondants, on obtient 15
types de vecteurs que nous désignerons par wj.

Admettons encore les notations suivantes: 2! (M) — élément plan
de la courbeA4, B> an point M dans le cas ot nous prenons les veeteurs
paratingents. #;(M) — elément plan de la courbe (A4, B, au point M
dans le eas ol nous prenons les vecteurs contingents. /() — ensemble
des éléments plans ZY(M). #;(M) — ensemble des éléments plans &% (M).
Pi(M) c #;(M) — si tout éléments de Densemble (M) et s’il existe
des éléments de 'ensemble #;( M) qui ne sont pas éléments de I’ensemble
P;(M) est un élément de l'ensemble Z;(M). P;(M) = Z;(M) — si tout
élément de l’ensemble 2;(M) et tout éléments de 'ensemble Z;( M) est
un element de l’ensemble Z;( M) et tout élément de l'ensemble Z;(J)).

Relations entre les ensembles 27 ( M).

Théoréme: Dans la classe des ensembles P! (M) on a les relations
d’inclusion swivantes:

PU(M) < P (M) j =6,17,9,10,11, 12, 13.
P (M) = PV (M) j = 8,9,12,13.

PY(M) c PY(M) < PP (M) j = 6,10,11,12,13.
PLM) c PV (M) j =4,6,7,11,12,13.
PL(M) < P (M) j =12,13.

P(M) c FP(M) J = 6,12, 13.

Py (M) #/ (M) Jj =12, 13.

Py (M) c PV (M) J =12,13.

Po(M) = PP (M) Jp=125=1.3:

FPH(M) e PP (M) Jj =10,12,13.

# (M) = P2 M)
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Dans ce travail nous n’avons pas étudié définitivement les relations
entre les couples d’ensembles suivants:

ALY, PLMY; P2, P2 (M); 22 (M), #2 ().

Pour les relations entre ces couples nous avons obtenu des résultats
partiels en soumetant la courbe i des hypothéses supplémentaires que
nous n’énoncerons pas ici. Pour établier le théoréme que nous venons
de formuler nous avons démontré 27 lemmas. Ces démonstrations étant
en principe semblables, nous barnerons a énconecér deux lemmes qui
donneront une idée de la démonstration.

Lemme 1: Tout ¢lément de Uensemble Y (M) est un élément de Uensemble
P (M).

Démonstration: Considérons un plan  quelconque 2, (M) = lim

t-»00

(M, MPy, PyQy), ot p.ex. M 3P, 3Q, pour tout » =1,2,... Nous
alons prouver qu’il existe un plan py, (M) 2 (M) tel que p, (M) = p, (M),

Pour tout v =1,2,... il existe un point S,e d, B) tel que
P, 38, 3@, et p(Sp)l (M, MPy,, MQ,) (en vertu des du travail [7]).
Comme on ne saurait avoir en méme temps p(S,)| MP, et p(S,)! MQ,,
admettons p.ex. que MQ, 4 p(S,) pour une suite infinie d’indices o(v).

Le plan (M, MQueyy p(Ssr) est done détérminé pour tout v» et on
a la condition:

(M) MQyioys p(Sagey)) (M MPyeyy MQy)).
Par conséquent im (M, MQy.y, p(Ss))) = piy (M) = pi(M).
L ]

Lemme 2: [l existe une courbe et un élément plan #2(M) < 2I(M)
de cette courbe tels que n'appartient pas a Uensemble 7 (M).

Démonstration: Considérons la courbe composée de deux ares plan
Lyipxz=0,y=—Vi,z=1t ik, o=1,y=V¥t,z=0 et t>0. Soit
M = (0,0,0) et orientons la courbe de telle facon que les points de la
courbe £, précedent ceux de la courbe L,.

Admettons  25(M) = lim(M, P, M, MQ,), ou P, = (0, —1/v, 1/v?)

st
et @, = (1/v? 1/v, 0).

Alors p¥(M) est un plan de vecteur normal w) = 1/V2-(i— k). Tout
plan py (M) de l'ensemble 2 (M) admet un vecteur normal de la forme
—1/(a* + B[’ B7 k], i,], k étant les vecteurs des axes. En effet,
considérons les cas suivants:

1% P, 3Q, 3 M —alors # =0 puisque la portion considérée ext
contenue dans le plan y0e.

20, ) 3P, 3Q,— alors « = 0 puisque la portion considérée de la
courbe est contenue dans le plan xOy.
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3% P, 3 M 3Q, —alors P, = (0, —a?, (20)9),

Q» = ((23)% 23, 0), et a2 > 0,427 >0, limay = limaj = 0.

00 v-s00
Alors le vecteur P,Q, = [(20)?, 21—}, —(23)?] et
) j k
p(M)xP,Q,=| 0 1 0 |= —(af)?i—(a})-k.
(25) ag—ay —(a7)*
En possant & la limite on obtient donc toujours la forme définiée
dans 3°, indépendamment du choix des points 7 et .

Par conséquent p5 (M) ¢Z5(M).
Relations d’inclusion entre les ensembles #5(M).

Théoréme: Dans la classe des ensembles F;(M) on a les relations
d’inclusions suivantes:

F(M) < F5(M) j =6,17,9,10,12,13.
F(M) < F(M) 248} 0,410, 1y 129 13!
FiM) e F (M) Z(M)  j=6,10,12.

F(M) = F(M) j=4,6,17,10,11,12,13.
FL(M) = Fy(M)

FE(M) = F5(M) j =12,13.

F(M) < F5(M) j =12,13.

F(M) < F5(M) j = 10,12, 13.

Zo(M) = P(M)
Fi(M) « Z1,(M).
Pour établir ce théoréme nous avons démontré 23 lemmes, comme
plus haut, nous nous bornerons & en énoncer deux:
Lemme 3: Tout élément de Vensemble Z7(M) est un élément de Vensemble
F;(M).
Démonstration: Dans la définition p§(M) = lim(M, MP,, P,Q,) il
V—00

suffit de poser MP, = ¢(M).
Lemme 4: Il existe une courbe et un élément plan de cette courbe
P M)ePi (M) tels que Z;(M) n'appartient pas a Vensemble F5(M).
Démonstration: Considérons le contour composé des deux arcs plans
donnés par ’équation: =z =1,y = A pour te{(—1,1)>. Désignons par
L* la partion de la courbe qui correspond aux paramétres ¢ > 0, et par

L~ celle qui correspond aux parametres ¢ < 0. Inscrivons dans ce contour
la ligne brisée: A4,B,4,B,A,....
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Soit A,eL* et By,eL , M = (0,0), demandons de plus que pour
tout v 4,B, = Al on ait < {B,A4,,,,i} = 1/v et lim4, = limB, = M.

Vo0 V-0
Alors lim[B,A,,,] = i. Orientons la courbe de telle facon que 4, précede

Y—o00
B,. En déformant le plan Oy par flexion formons la surface d’un cylindre
de révolution de rayon p. ex. 2/z, dont les génératrices soient paralleles
a I’axe Oz. On obtient ainsi de la ligne brisée 4, B, 4, B, ... une nouvelle
ligne brisée géodésique sur la surface du cylindre. Choisissons pf(M)
= lim(M y ¢(M), MP,), ou P, sont respectivement les milicux des segments

v—00
A,B,. Alors p{(M) est un plan perpendiculaire aux génératrices du
cylindre. Par contre Z;(M) doit contenir les plans détérminés par le
vecteur w = lime(Q),) pour (), == M. Aucund de ces vecteurs n’est contenu

VY—00
dans le plan pi(M), déterminé plus haut.
Eu effet, si Qye{A4,, B, , le vecteur w est colinéaire avec les généra-
trices du cylindre, puisque les segments A, B, sont colindaire avec elles.
D’autre part, si Qye(By, 4,,,), en vertu de la condition lim[B,4,,,]

Y00

= 1, le vecteur w doit, dans ce cas aussi, etre colindaire avec les généra-
trices du cylindre. Par consequent pj(M)¢% ().
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Streszczenie

W pracy tej okreslitam zbiory plaszczyzn 15 typow okredlonych w pracy
poprzedniej.

Zajmuje si¢ rowniez badaniem relacji zawierania si¢ miedzy tymi
zbiorami, przy zalozeniu orientowalnoéei tych plaszcezyzn.

PeslomMme

OnpenenstoTcsi COBOKYNHOCTH IJIOCKOCTEH 15 THMOB, onMCaHHBIX B mpeablay-
weit pabore. Uccnenyrotcs pessiuui, 3akilovaloluuecs Mexay 3THMH COBOKYIM-
HOCTSAMH, DpeAnojiaras OPHEHTHPOBAHHE 3THX IIOCKOCTEH.






