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Relations entre les plans osculateurs orientés de 15 types
Zaleznoéci miedzy zorientowanymi plaszczyznami &ciéle styeznymi 15 typéw

3aBHCHMOCTH MeX1y COMPHKACAIOL{HMHCA NJIOCKOCTAMH 15 THnoB

En rapport avec les recherches qui font ’objet du travail [2] il s’est
avéré nécessaire d’introduire de nouveaux types de plans osculateurs dans
la classification donnée par E. J. van der Waag dans lé travail [6].

Dans ce travail je vais défineir quelques nouveaux types de plans
osculateurs orientés au moyen de vecteurs, paratingents ou contingents,
de la courbe et de vecteurs détérminés par deux points de cette courbe.
Jétudie aussi les relations entre ces types et ceux qu’a introduits van
der Waag.

Des recherches de se type ont été faites par van der Waag en 1951
et par K. Radziszewski dans les années 1963-65.

Notations et définitions

On appelle courbe (4, B) ’ensemble des points de 1’espace euclidien
% trois dimensions homéomorphe a l'intervalle (0, 1>; il est donné par
les équations = = ¢(1),y = y(t),z = x(t), ou le parametre t parcourt
Pintervalle <0, 1) les fonctions ¢, y, x sont continues et, si t,, #,¢<0,1),
t, #1,, on a

(‘P(tl)’ w(ty), Z(tl)) ('}"“2): p(ty), X(tz))-

Soient P et @ les points de la courbe (4, B) qui correspondent aux
valeurs ¢, et t, du paramétre telles que ¢,, t,¢<0, 1).
Nous noterons:

P 3Q si t,<t.
Pricl Qommg st Folg =l
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(P, Q> ensemble des points de la courbe homéomorphe & l’intervalle
. r}" tq,\ N

(P, Q) D'ensemble des points de la courbe homéomorphe & lintervalle
("l” tq) °

[PQ] le verseur du vecteur I’Q, c’est-a-dire [PQ] = PQ/|\IQ|.

(M, u, ) le plan passant par le point M de la courbe (4, B) et paralléle

aux vecteurs linéairement indépendants % et v.

On appelle vecteur paratingent de la courbe (4, B) au point M tout
vecteur non nul w tel qu’il existe deux suites de points {P,}, {Q,} apparte-
nant & la courbe et

1° limP, = 1limQ, = M.

Y00 V-0
20, P, 3Q,.
3% w = lim[P,Q,].
V00

Le vecteur paratingent sera dit contingent dans la cas particulier
oll pour tout » =1, 2, ... I'un des points P, ou Q, se confond avec le
point M.

I1 résulte de ces définitions que I’ensemble des vecteurs contingents
au point M, appelé contingent de la courbe (A, B) au point 3, est contenu
dans D’ensemble correspondant des vecteurs paratingents, appelé para-
tingent de la courbe (4, B) au point M.

Nous noterons encore:

p(M) un vecteur paratingent de la courbe (A, B) au point M.

¢(M) un vecteur contingent de la courbe (A, B)> au point M.

P(M) le paratingent de la courbe {A, B> au point M, c’est-a-dire 1’en-
semble des vecteurs p(M).

C(JM) le contingent de la courbe (A, B) au point M, c’est-a-dire 1’en-
semble des vecteurs c(M).

V un espace vectoriel.

Il existe trois types fondamentaux de définitions des plans osculateurs:

I lim(M, P,Q,, A, B,)
1I lim(M, p(H,), A,B,)
111 lim (M, p(H,), p(J,)).

Y—s00

ot M, P,,Qy, Ay, By, H,, J,elA, B> et

limP, =1lim@Q, =1limA4, =1limB, = 1limH, = limJ, = M.

Y00 v-—-+00 v—+00 Y—00 Y—00 V-s00

Considérons quelques cas particuliers des définitions I, IT, ITI.
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I,: P, = M,Q, = A, et la condition suivante est vérifide:

A, 3 M 3B,ou B, 3 M 3A4,. (2)
1,2 Py =M@= A5, (4)
I;: P, = M et la condition suivante est vérifide:

M 30,34, 3B, ou A4,3B,3M 30,

Qp 3 M 34,3B, ou A,3B,3Q,-3M. (10)
Ii: @, = 4, (6)
I;: P, Q,, A,, B, vérifient la condition:

P, 3@y =3l ief, - ol | Pyt @5 5" B (12)
I,: M =4, =1MH,. (1)
1I,: M = A,,B, = H,. (5)
II;: M = H, et la condition suivante est vérifide:

M 34,38, ou A, 3B,3J. (9)

II,: M = A, et la condition suivante est vérifiée:

on M 3B.3H, ou H,3M 3B,

B,3Ms3H, on H,3B,3M. (11)
II,: H,, A, B, vérifient la condition:

H, 34, 3B, ou A, 3B, 3H,. (13)
IIL,: M = H, = J,. (14)
IIL,: H, = J,. (15)
II1y: H,, J, quelconques. (8)

La numération 7 = (1), (2), ..., (15) est conformée A celle qu’a intro-
duite van der Waag.

Les plans munis des numéros j = 1,2,...,8 se confondent avee les
plans correspondant définis par van der Waag dans le travail {6].

Les plans ainsi détérminés ont été définis au moyen du vecteur
paratingent.

Si dans les définitions des types II et IIT on remplace les veeteurs
paratingents par vecteurs contingents, on obtient 15 types de plans
osculateurs définis au moyen du vecteur contingent.

D’apreés la définition introduite dans le travail [4] par K. Radzi-
szewski on appellera plan osculateur orienté du type i le plan z; muni
d’un vecteur normal n; univoquement déterminé et défini par les formules
suivantes:

ny = lim{p(M)xX MP,].

n; = 1lim[4, M X MB,] A, 3 M 3B,.

lim[p(M)xp(4,)] & M 34,
P __ L ]
" T lim[p(4o) xp(M)] si A, 3 M.
v—+c0
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Ng =

p
Mg
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Iim[MA, xA,B,]

Y00

lim[A,B,x MA,]

= lim[MP, X p(P,)].

V—00

= 1im[P,Q, X Q,4,]

v—s00

},im [PoQ, X P (Q0)]

T | im[p(Q.) X PyQy]

| 9500

= 13im [2(Py) X p(Q0)]

lim[p(M) X P,Q,]

P

lim [P,Q, X p(M)]

Y00

lim[MP, x A, B,]
T—00

lim[4,B, X MP,]

Y—00

I/lim [MP, xp(A4,)]

¥—00

lim[p(4,) X MP,]

©—00

= |]1m [Pva X Ava]
lim[P,Q, X p(4,)]
'| lim [p(A4,) X Py Q]

9—00

si

ou

si

8i

8i

si
8i
8i
ou
ou
ou
8i
ou
ou
ou

8i

ou

ou
8i
ou

8i

8i

M 34, 3B,

A, 3B, 3 M
A, 3 M 3 B,.

Pg _BQv'aAF‘

-Py —3Qv
Qy 3 P,.

Py "3@0-

M 3P, 3Q,
P, 3Q,3 M.

P, 3 M 34, 3B,
P, 34, 3 M 3B,
M 3P, 34, 3B,
M 34, 3P, 3B,
A, 3B, 3P, 3 M
4, 3P, 3B, 3 M
M 3P, 34, 3B,
4, 3 M 3B, 3P,.
M 3P, 34,

A, 3P, 3 M
A, 3 M 3P,
P, 3 M 34,.
P, 34, 3Q, 3B,
P, 3Q, 34, 3 B,.
P, 39, 34,
A, 3 P, 3Q,.
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Si dans les définitions des vecteurs ni = 1,2,...,13 on remplace
les vecteurs paratingents par les vecteurs contingents correspondants,
on obtient treize définitions des vecteurs normaux des plans osculateurs
défini au moyen des vecteur contingents.

Nous désignerons par =, ¢ =1,2,...,13 les vecteurs normaux
ainsi définis, par «f le plan osculateurs orienté =, par of le plan osculateur
orienté n;. Nous utiliserons encore les notations suivantes: a; —a; — si
Pexistence du plan osculateur orienté «; implique celle du plan osculateur
orienté a; et inversement, c’est-a-dire si ces plans se confondent. a;—a; — si
Pexistence du plan osculateur orienté a; implique celle du plan osculateur
orienté a;. [Relations entre les plans osculateurs orientés. o7, of, i, )
=1,2,3,...,13.]

Lemme 1: of, = a} k = 6,7, 8.

Démonstration: af;, = af, puisque dans la définition 2P = lim

Y—00

(M, P,Q,, AyB,) il suffit Q, = A,. Nous allons encore prouver of — af;.
Supposons que la courbe {4, B) admet au point M un plan osculateur
orienté ag .
Considérons quatre suites de points de la courbe (A, B) {P,}, {Q,},
{4.}, {B,} tels que pour tout v on ait P,3 Q, 3 4, 3 B, et P,Q, # xA,B,.
Si pour tout v on a 4, = Q,, on voit immédiatement que o}, = af.
Si A, # @, trois cas se présentent:
1°. P,Q, # AQ, A, et Q, A, # pA,B, pour une suite infinie d’indices.
Eu vertu de la définition on a donc lim[P,Q,% Q,A4,] = lim[Q,A4, X

D00 Y00
X A,B,] = ng.
Considérons sur la spheére les points qui sont les images sphériques
des vecteurs P,Q,,Q,4,, A,B,.
Ils forment triangle sphérique dans lequel 1’angle au sommet qui
est I'image sphérique du vecteur @, A4, tend vers =, donc lim[P,Q, X

X ApBl] = n?. '
20, P,Q, = AQy Ay, QuA, # pA,B, et A>0. Alors lim[P,Q,X AyB,]

= lim[Q, 4, X A, B,] = n?.

T—e00

39, PyQ, # 2Qp Ay, QuAy, = udyBy et p > 0. Alors lim[P,Q,xA,B,]
= lim [Pva vaAv] - nz-

Y00

Le cas ou P,Q, = AQ, A4, pour 1 <0, et Q,4, = p4,B, pour u <0
est impossible puisque, par hypothése, le plan «f est orienté.

En effet, supposons que l’on ait P,Q, = iQ, A, pour A < 0, les points
P,, Q,, A, sont en lique droite. Choisissons sur la courbe un point C, tel
que @, 3 4, 3 C, et que C, n’appartient pas & la droite déterminée

Annales 5
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par les points A,,Q,. Alors [P, A, xA,.(.] = —[Q,4,xA.C,], ec qui
est en contradition avec le fait que le plan a; est orienté.

On a done dans chaque cas afy = af . .

D’autre part, dans le travail [4] il a été démontré que ap = o = oy,
par conséquent af = of = «f — uly.

Lemme 2: o}y — ik = 6,7, 8.

Lemme 3: of) = of.

La démonstration le ces deux lemmes est analogue & celle du lemme 1.

Lemme 4: «) — of.

Démonstration: «) > a3, puisque dans la  définition af = lim

V-+00

(M, p(M), P,Q,) il suffit de poser P.Q, = p(-,), Je vais encore prou-
ver que aj —> .

Supposons que la courbe (4, B) admet au point 3 un plan oscula-
teur orienté «f.

Choisissons arbitrairement un vecteur p(M)eP (M) et deux suites
de points de la courbe (A4, B :{P,}, {@,} tels que pour tout = on ait
M 3P, 30Q,etp(M) # AP,Q,. Pour tout v il existe un point S, e Ly, Q>
tel que p(8;) soit un vecteur parallele an plan (M, p(M), P.Q.).

Siop(M) + 2p(8Sy), on a pour tout v

(M, p(M), P,Q.)||(M, p(M), p(8,)), done lvim(JI, p(M), p(8,) = af.

Si p(M) = 2p(8,), les eas suivants peuvent se¢ présenter pour tout e.

10 (P, Q). est un arc de courbe plane contenu dans le plan
(P,,, p(M), P,Q.), pour tout v il existe done un point 7,, T.e P, Q.
tel que p(Ty)!| PuQs.

Par  consequent (M, PoQ,, p(M)) (M, p(Ty), p(M))  c'est-d-dire
m (M, p(M), P.Q,) = .
V00

20, (P, Q,> n’est pas entiérement contenu dans le plan (I’,., p( M), P,Q.)
pour une suite infinie d’indices ». Il existe done des points U, 1" e (P, ),
tels que pour tout v les veeteurs p(U.), p(V,) sont dirigés vers les deux
demi-espace ouverts déterminés dans Ky, par le plan (P, p(M), P,Q.)
(v. [5], p- 48).

Alors p(M) # ip(U,) et p(M) # up(V,), €'est-a-dire que le plans
(P, p(M), p(U,)) et (P, p(M), p(V,)), sont univoquement déterminés.

Considérons sur une sphere les points 4, B, (', D, qui sont respecti-
vement les images des veeteurs: p(M); P,Q,, p(Vy), p(Vs).

Dans le triangle ACD DPangle an sommet C tend vers zéro, puisque
lim(p(M)xp(U,)] =lim[p(M)xp(V,)].

V00 V—-00
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Les points € et D appartiennent & deux demisphéres différents dé-

terminés par le grand cercle AB sur la sphére.
Done lim (M, p(M), P,Q,) = lim (M, p(U,), p(M)) = lim (M, p( M),

Dm0 v—->00
P(V.,)) = 3.

Je vais encore montrer que le plan limite est orienté. Désignons par
X, le plan (P, p(M), nf).

Comme le vecteur »3 est univoquement déterminé, il en résulte immé-
diatement qu’il existe un entourage (L, N, (L 3 M 3 N) du point M
tel que pour tout point Pe(L, N) le vecteur p(P) est toujours dirigé
vers le demi-espace défini par X, dans E; et déterminé par le vecteur
ny ¥ p(M). Désignons ce demi-espace par E). Je vais prouver que pour
tout v les vecteurs P,Q,, on L 3P, 3@, 3 N, sont dirigés vers Ei.

Supposons que les équations de are (I, Q,) de la courbe soient:
x = f(t),y — g(t),z2 = h(t),tela, ) dans un systéme de coordonnées
xyz, ou Py, = (f(a), g(a), h(a)) est Porigine et les verseury des axes z, y
sont contenus dans le plan Xy, tandis que le verseur de ’axe z est dirigé
vers X . Tous les veeteurs f'(1), g'(t), b’ (1) pour le(u, p) sont dirigés
vers Ky, f'(1), ¢’ (1), I/ (1) étant les nombres dérivés. En vertu d’un théoréme
connu (Natanson, Reele Iunktionen) pour tout ¢t} he(a,p) et
h >0 on a 2(t4+ k) > 2z(1). Cest-a-dire que pour tout » le vecteur P,Q,
est aussi dirigé vers ZI. Par conséquent lim[p(M)xPyQ,] = n}.

V—»00

Lemme 5: a; = a,.

Lemme 6: o — «,.

Les démonstrations de ces deux lemmes sont analogues a celle du
lemme 4.

Lemme 7: «f = af).

Démonstration: Je vais d’abord prouver que af — a};. En vertu du

lemme 3on a af — afy, puisque dans la définition af, = lim(M, WP,4,B,)
v¥—s00

il suffit de poser A,B, = p(¢,), donc «f — f;.
Je vais encore montrer que a}, > df.
Comme on a, en vertu du lemme 6, «f, - a = o} et de plus o}, > aj,
’ y “11 C 4
il g’ensuit que af, > of.

Lemme 8: «, = aj,.

Démonstration: Pour prouver que aj, > dj, il suffit de poser dans
la définition =y, = af, = im (M, 4, B,, P,Q,), A, B, = ¢(4,).

Y—00

Je vais encore montrer que af; — aj,.
En vertu des égalités établies dans le travail [1] on & ag = a] = aj,
[
d’autre part on a, en vertu du lemme 1 o} = af; = af, et ajy - «, car
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il suffit de poser Q, = A4,, dans le definition nj, = lim(Jl[, P,Q,, c(A,,)).
Par conséquent af; > a7 = ag = uf = dly = aj, donc aj; —> dj,.
En récapitulant les résultats et en se basant sur les travaux [2]

et [4] on peut énoncer le théoréme suivant:

Théoréme: Entre les plans osculateurs orientés des types définis
ci-dessus on a les reletions suivantes:

» _ ¢ _ p _ ¢ _ p__ C__ P__ €__ D
Q) = G = Q)3 = U3 = Ug = Qg = A, = @, = Oy

7 7
j=1,2,3,4,5,9,10,11.

¢ D [
=(18=>(1’-3(11,

@ =dy=dy = ay =y = ay = dy = @ > a3 > q.
Les autres relations qui existent entre les plans ont été établies dans
les travaux [1] et [3].
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Streszczenie

W pracy tej okreflitam kilka nowych typow plaszezyzn Seifle styeznych
definiowanych przy pomocy wektor6w paratyngensowych badZz kontyn-
gensowych.

Zajmuje sie rowniez badaniem zaleznosci miedzy nimi i miedzy plasz-
czyznami S§cifle stycznymi typoéw okreSlonych przez Van der Waaga.

Pe3omMme

IIpx DOMOLUM NMapaTHHIEHCOBBIX WM KOHTHHIEHCOBBIX BEKTOPOB OMpENeafloTcs
HECKOJILKO HOBBIX CONpHKacallIuxcs niockocTed. Mccaenylorcs 3aBHCHMOCTH
MeXIYy HHMH H CONPHKACAIOLIMMHCS IJIOCKOCTSMH THIIOB, OMNpENe/ieHHLIX Bax
nep Baare.



