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Introduction.

Dans le travail [7] van der Waag a donné huit définitions des plans
osculateurs. I’auteur des travaux [1], [2] a introduit la notion d’orien-
tation des plans osculateurs des types I-VIII. Dans les travaux [2], [4]
ont été définis huit types de plans osculateurs orientés, ces définitions
étant basées soit sur le vecteur paratingent, soit sur le vecteur contingent.
Dans le travail [3] ont été établies certaines propriétés des courbes qui
admettent des plans osculateurs orientés de 'un des types I-VIII définis
au moyen du vecteur paratingent. Nous nous proposons, dans le pré-
sent travail, d’étudier les propriétés analogues des courbes qui admettent
des plans osculateurs orientés de ’un des types I-VIIT définis au moyen
du vecteur contingent.

Bouligand, le premier, a établi dans le travail [6], pour les plans oscu-
lateurs du type I, des conditions analogues & celles qui font 1’objet du
travail [3] et du nétre. Ces deux travaux développent donec des idées
dues & Bouligand.

Notations. Définitions.

Nous nous occuperons des courbes orientées définies par Papplica-
tion biunivoque de l'intervalle @ < 7 < b dans F,:

p=x(t),y =y(t), s = z(t)

te nous écrirons simplement (A= B> ou les valenrs t = a et t = b corres-
b
pondent respectivement aux points .1 et .
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Nous dirons que le point M sur la courbe précéde le point N, Bi la
valeur de t correspondant au point J est inférieure a celle qui correspond
au point N.

La suite de points M, > M, M, e d=B), si la suite des valeurs du
parameétre f,, qui correspondent aux points 3/, tend vers la valeur ¢ corres-
pondant au point M.

Définition 1. Le vecteur contingént d’une courbe orientée <(A* B> au
point A sera par ddéfinition la limite

»

MP,
¢(M) = lim , 81 Pre( M+ D)
Py | MP,

é( M) l Fnl i Petds M
M) = lm ————, 81 VP e(d=]
% e [Py M| e :
ou P, est une suite de points de la courbe (4* B) qui tend vers la point M.
L’ensemble de tous les () d’une courbe au point M sera dit contin-
gent des vecteurs et noté C ().

Définition 2. Nous appellerons plan osculateur orienté de la courbe

{(A*B) au point M du type I-VIII le plan passant par le point M et admet-
tant un vecteur normal défini comme il suit:

é(M)x MP
N, = lim ————
P [5(M) X MP)|
. P'M x MP"
N,= lim - ——, P'eA*M), P'"¢(M*B)
PP M|P'MXMP"|
. &(M)xE(P) 11 8i Pe(M*B
.LNn = Ellnl b S = = 4
Pt [6() XE(P)| —1 8i Pe(A*M)
> " MNP xP-’P" +18i P P e(AsM) ou P',P"e(M* B
=¢ lim —= y €= 4 .
e PPt =1 PecAs M), P e(MB)
MP P
N,= lim — ic(— )
r.M|MP x é(P)]|
== PIPfI XPIIPIII
Ny= lim ———————, P"e(P'+P")
P'.P",P"'—DM IPIPII XP”P”,l
.4 ;II)—II— - PII
N,= lim A E(—) , P’ précode P’

PP PP X §(P"))

— ] (P’ )Xc(P") '
N.= lim — P’ précéde P
T VT T YR
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ou les limites ne dépendent pas du choix des vecteurs contingents ¢(X)
de la courbe (A*B) au point X, et les points P’, P, "', ainsi que les
vecteurs ¢(X), sont tels que les expressions précédentes ont un sens.

Les plans osculateurs orientés des différents types d’une courbe orientée
(A* B) au point M seront désignés par a;(M),¢ = I,...VIIIL.

Définition 3. Si les droites I; passant par le point M et ayant la direc-
tion des vecteurs qui figurent au second membre des formules de la défi-
nition 2 pour ¢ = I, ... VIII, ont une limite, nous dirons que la courbe
admet un plan osculateur du type ¢ et nous le désignerons par a;(M).

Par t7 (M) resp. ¢ (M) nous désignerons les vecteurs unités demi-
tangents & la courbe (A* B) au point .

Nous introduirons encore la notion de diédre [a, ,p; , e]. Etant donné
le plan a et la droite I c a, cette droite partage le plan a en deux demi-
plans a et a;. Les deux demi-plans a;” et §;, faisant un angle ¢ < =,
limitent un ensemble de ’espace, convexe et fermé, que nous désignerons
par [a), Bi, €]

I’intérieur de cet ensemble sera noté (a; , ", &).

Définition 4. On dira que le vecteur M N est contenu dans le diédre
[aj , Bi , €], si lextrémité N’ du vecteur M’'N’ = MN, M’el appartient
3 l’ensemble [af, B, €].

D’une fagon analogue, on dira que le vecteur M N est situé du coté positif
du plan y si Pextrémité N’ du vecteur M'N’ = MN, M'ey est située du
c¢oté positif du plan 9.

Définition 5. Nous appellerons voisinage U (M) du point M un ensemble
ouvert, connexe sur la courbe (A*B), contenant le point M, la notation
U(M, ¢) indiquera que ce voisinage dépend du nombre e.

Par U" (M) nous désignerons un are sur (A+B), fermé & gauche et
ouvert i droite, tel que MeUT (M), c'est-a-dire U* (M) = (M+*X)
c ({M+R

On définit de fagon analogue U™ (M) < {A«I).

Toutes les autres notations et définitions seront les mémes que dans les
travaux (2], [3], et [4].

Remarque: Par théorémes analogues & ceux du travail [3] nous enten-
drons les théorémes correspondants du travail [3], a cela prés que la vecteur
paratingent y est & remplacer par le vecteur contingent.

Propriétés des courbes

Théoréme 1. Pour que la courbe {A*B) admetie un plan osculateur ap
an point M il faut et il suffit que pour tout ¢ > 0 il existe un voisinage U (M, )
c (A*B) et un diédre [agayy, feay, €] tels que U(M,¢) [aciayy Beanys €]
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pour toug les vecteurs contingents ¢(M) au point M (Cest-a-dive U(M, )
est independant du choix de ¢(M)) et quw’il wexriste pas aw point M de ree-

teurs contingents ¢ (M), c,( M) tels que ¢,(M) = —c.(M).

Démonstration. Observons que l'existence de d; entraine Dexistence
des demi-tengentes au point .J/. I.’ensemble de tous les vecteurs contin-
gents C (M) se réduit donc & deux vecteurs demi-tengents ¢ et ¢ au point
M O[],

La condition est nécessaire:

Noit d; le plan oseulateur de la courbe au point M. Supposons qu’il
existe un 0 < ¢ < & tel qu’aucun voisinage U7( M) du point M de la courbe
{A* B) ne goit contenu dans auecun {a,” +, ;" +, e[. Divisons 'espace auto-
ur de la droite t* en k diédres D,, D,, ..., D, d’angle 22k < /2 et d’aréte t .
Par hypothése aucun voisinage (M) n’est contenu dans aucun de ces
diedres, et méme dans aucune somme de deux dicdres adjacents. Quel
que soit le voisinage [7(M) consideré, il doit donce avoir des points i
I'intérieur de deux di¢dres non adjacents. Nous allons prouver qu’il existe
deux diédres non adjacents contenant respectivement les suites de points
P,et Q, ~ M, P,,Q,e 4% B). 1l existe un diédre, soit 1)}, contenant la
suite P,eD,, P,el{A*B), P, — M. (‘fomme aucun voisinage du point M
n’est contenu dans D, D, ou dans D, D, deux cas peuvent se pro-
senter: a) 11 existe une suite de points ¢; et un diedre D, [ #1,2,k,
;> M,Q;eD, au Dbien:

b) 1l existe deux suites @, Q;', Qje Dy, Q) €Dy, Q;,Q;" —~ M.

Si aucun de ces deux cas n’avait lieu, le nombre D), étant fini, il existe-
rait sur {(4* B) un voisinage U'(M) du point M n’ayant aucun point dans
aucun des D;, I # 1,2,k et en méme temps aucun point dans 1), et D,;
alors U (M) serait contenu dans I, -+ D, ou dans D, 4 I),, contrairement
a I’hypotheése. Nous avons ainsi prouvé qu’il existe deux dicdres non
adjacents qui contiennent les suites de points P, et (), — W, P, , ), e {A* B).

Soint, pour fixer les idées, P, , O, e( M* I3) (dany les autres cas le raison-
nement est analogue). Alors les suites ¢t~ x MP, /|t < MP, ett x MQ,/t

X MQ,| auront des limites différentes, donc a; n’existe pas. Le contra-
diction ainsi obtenue prouve que notre condition est nécessaire. Si 'on
avait €,(M) = — (), les veeteurs é,( M) x MP/ié, (M) < MP| et €,(M)>
X MP[[e,(M) x MP| auraient des limites differentes et d; n’existerait
pas non plus.
La condition est suffisante.
Supposons remplies les conditions du théoreme. Il en résulte imme-
diatement ’existence des vecteurs demi-tangents ¢ (M) et t (M).
Supposons qu'il existe des suiter ), et (), e(M* B> (ce qui ne nuit
pas ala généralité dua raisonnement, puisque les antres cas s8'étudient en
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changeant siniplement les notations) et ¢, Q)" — M, telles que (t* (M), M(),)
=o'yt (M), J[(),’,') e alfy ot a't

Par hypothése il existe pour tout £ >0 un diédre et un voisinage
U(M,e) tels que Q,0Q) el , 8 ,c], pour @, Q. eU(M,e). Done
a'ya’ e [ai, B, el 1, 'Bt+’ €]

Si Pon pose & = I (a’,a’”) on a 0 < &< 4. On arrive dinsi 4 une
contradietion, ce qui prouve que « = a'’ = ay.

Nous allons démontrer que a; est orienté. Observons, dans ce but,
que les suites I (M) x MP,, P,e(M=*B), ne peuvent avoir des limites
différentes. Si non, P, serait situé de part et d’autre du plan y passant
par t et perpendiculaire & ar, et alors U(M, ¢) ne serait contenu dans
aucun [a, ,f ,e]l. 11 reste encore & prouver que les suites 2" (M)x
X MP, et i (M)x MP,, P,e(M*B> tendent vers la méme limite lorsque
i (M) 1 (M),

Dans ce cas ay = (t' (M), (M)). Si les limites de ces suites étaient
différentes, N, et N, — — N, les points I’, seraient contenus dans I’angle
formé par les plans perpendiculaires & a; et passant par 17 (M) et ¢~ (M).
Le diddre [« ,f, ,¢] contenant P, ne contiendrait done pas le voisi-
nage gauche du point ) de la courbe. L.a contradiction ainsi obtenue
prouve notre conelusion.

Théoreme II. — lLe théorénme est identique a celui du travail [3].

Théoréme III. — L théoréme est analogue a celui du travail [3].

Remarquons que (A+*B) admet an point W des vecteurs demitan-
gents (puisque ajy —> dp, [4]).

La démonstration du théoreme 111 se fait comme pour les paratingents
dang le travail [3].

Théoréme IV. — Le¢ théoréme est identique a celui du travail [3].

Théoréme V. Pour que la courbe (A* B admette au point M un ay,
il faut et il suffit que les conditions suirantes soient simultanément remplies:
a) Pour tout £ > 0 1l existe un voisinage U (M, ) et pour tout PeU (M, &)
un diedre [apy, fpa, €] tels que €(P) < [apyy, Bpary €1+ [apary Bpa,y €]

b) Il eriste un plan y, Mey tle que sup < (y, d, p) = n(e) >0 lorsque
PeU(M,e)

&> 0y 0w O, p ext le plan bissectenr de [apyy, By, €].
La condition est néceswsaire.

Si la condition a) n’était pas remplie, il existerait une suite P, — M
telle que les ¢(P,) ne seraient contenus dans aucun diédre [apys, Bpar, €]
Flapar, Bpary €], il existerait done an point M deux ou plusieurs plans
osculateurs.

N’il n’existait pas de plan y tel que y(e) — 0 pour P — M, on pourrait
choisir des suites de points P, —> M, P,/ — M telles que les plans bissec-
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teurs des diédres construits respectivement sur les cordes MP, et MP,
tendraient vers des limites différentes; donc la condition b) doit étre
remplie.

Lia condition est suffisante.

Supposons qu’il existe au point M deux plans ay et ay, ay # ay, vers
lesquels tendent les plans (2(P;), MP;) et (¢(Py), MP;) lorsque les
suites P,, P, -> M; alors ni la condition a), ni la condition b) ne seraient,
remplies.

Théoréme Va. Pour que la courbe (A+ M), qui admet anw point M un
vecteur demi-tangent & gauche au sens strict t— (M), ait en ce point un plan
osculateur orienté dy, il faut et suffit que soient remplies les conditions a) el
b) du théoréme V ainsi que la condition: c¢) pour tout e > 0 il existe U~ (M, ¢)
et pour tout P'e U~ (M, &) un [apiag, Bpoar, €] tel que €(P') < [afiy, Boarsy €]y
ot [ap-ary fpoary €], €8t le diédre situé du méme cété du plan yp ay que 1~ (M)
et yp.ay est le plan passant par P'M et perpendiculaire & ay.

Lemme. Si ay existe pour les courbes du théoréme Va, il existe un
voisinage gauche U~ (M) ={A*M) du point M tel que pour tout P'e U (M)
I’arc (P'* M) est situé d’un co6té du plan yp- 5 parpendiculaire a ay et passant
par la droite P’'M.

Démonstration du lemme. Si pour tout U~ (M) il existait un P’
tel que ’arc (P’*M) couperait le plan yp.s; aux points 8, 8, N (ou il
peut arriver que 8’ = 8" et N = M) il existerait des point @', Q"' e(P'*S")
et R', R ¢(8'"*N) tels que les &(Q’) et ¢(R'') seraient situés, par exemple
du coté positif du plan ypyy, les €(Q’') et é(R') du coté négatif du plan
ypiyr 1’are (P'+8’) serait situé du coté positif de yp.y et 'are (8" *N) du
c6té négatif de ce plan. Alors, a plus forte raison, ¢(Q’’) serait situé du
¢oté négatif du plan gy et ¢(R'') du coté positif du plan yg. 5. (Le coté
positif et le coté négatif du plan yp.y se déterminent en fixant le signe
pour un point et, pour les autres, en tenant compte de la continuté du

plan yp.). Par conséquent les vecteurs lilné(()")><(l)_"1'll/|¢‘:(Q”)><i)”1&I|

et lim ¢(R"’) X ]?"_ﬁ/lé(R”) X R'" M| auraient des sens différents, donc dy
n’existerait pas.

Démonstration du théoréme Va. yp.y dépend d’une maniére continue
de P’ (A * M), on peut done déterminer les cotés positif et négatif du plan
yp-ar- 1ia condition est nécessaire.

Supposons que dy existe. Nous allons prouver qu’il existe un voisinage
U (M) tel que ¢~ (M) < ypa, P'e U~ (M). Si pour une suite P, — M,
P,e{A*M) on avait ¢~ (M) < yp,y alors ypy serait un plan fixé, iden-
tique & un yp.p, ot P’ est arbitrairement proche du point M, et la courbe
le couperait aux points P,
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11 résulte du lemme que (P’'+.M) est situéd d’un ¢6té de yp 5 8i le point P’
sont contenus dans un voisinage U~ (). Mais si la courbe (P’'* M) coupe
le plan fixé yp.y aux points P, —> M elle n'est pas entiérement contenue
dans yp5 et est gituée d’un coté du plan yp 4, done elle sera située de part
et d’autre du plan y(4) obtenu de yp; y par une rotation d’angle 4 autour
de la droite ! perpendiculaire & ay au point M.

Jomme P, — M il n’existerait donc pas de voisinage [7 (M) tel que
(@.* M) ( ou @ sont les points d’intersection de y(d) avec (P*M)) serait
situé d’un coté de yg 5. Par conséquent, en vertu du lemme, il n’existe
pas de plan osculateur orienté demi-tangent au point M. Donc I~ est
toujours situé du coté du plan yp.y, que nous considérons comme négatif
et I (M)d& ypiy- Si C(P') & [apa, Pivars €], les vecteurs contingents
devraient étre situés de part et d’autre de yp.y ou €(P’) < [ap.pry Bpag, €]
Alors dans le premier cas, & (P’')x P'M/[6,(P)x PM| et é,(P')xP'M/
[1€2(P’) X P par exemple auraient des limites différentes et ay n’existe-
rait pas.

D’autre part, 8i é(P’) < (ap-ary Ppoury €)y 1l devrait exister des points
de la courbe (A*M) appartenant & U™ (M) et situés du coété négatif de
ypary C'est-a-dire du coté qui cotient i~ (M). On sait que i~ (M) est
gitué du méme coté du plan yp.y que [apoar, fpar, €] et 17 (M) & yp.yy, il
doit donc exister des points de la courbe, appartenant au voisinage U~ ( M),
gitués du coté positif de yp.y. Par conséquent la courbe (A+JM) dans le
voisinage du point A couperait le plan ypa, en contradiction avec le
lemme, la condition ¢) est bien nécessaire.

La suffisance des conditions du Va est évidente.

Théoréme VI. Pour que la courbe (A*B) admette au point M c (A*B
un plan osculateur orienté dyy, il faut et il suffit que pour tout & > (0 il exviste
un voiginage U (M, e)e(A*B> du point M et pour tout couple de points
PP e U(M,e) il existe un diédre [app.,Bpp-, €] satisfaisant a la
condition U(M, e)— (P'*P") < [ap-p-, Ppp, €]

Démonstration. Admettons que dy; existe. Supposons qu’il existe
un ¢ > 0 tel que dans tout voisinage du point M il existe des points P,, P,
tels que arc U(M,e)— (P,*P, > ne soit contenu dans aucun diédre
lap;pyy PP p,,]. De méme que dans le théoréme I on démontre qu’alors
U(M,e)— (P'*P") coupe les deux faces a, f du diédres ou contient simu-
Itanément des points interieurs des diédres (ap.p, fpp-, €) et (ap-p-, Bpp-, €)-
Alors, de méme que dans le théoréme I, il n’existerait pas de plan oscula-
teur orienté du type VI.

Inversement, supposons (ue les conditions de ce théoréme sont remplies
et qu’il existe des suites de plans (P, Py, P,') — ary et (Qn, Qn, Q')

” I"’\:l telles que ”;.'l # agls P;:‘(P’IIL‘P‘;I”)7 0:&"(0;1’0;1”), ol P:n P:"s P‘:nuy
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0y Qn , )" sont des points de la courbe <A*B) qui tendent vers M
lorsque n -> oo,

1 ' ’
Soit & = ; <L (ayp, ayy) pour 4 =1,2, ...

PPar hypothése il existe un voisinage U (M, &) et un diédre [upp-, fpp-, &)
tels que U(M,e;)— (P'*P"> < [app-, Biip-y €] pour P, P"elU (M, &).
Choisissons n assez grand pour que P,, P, , P, Q., Q) , Q. ¢U(M,&:).
Alors U(M, &)— },1);*1,"‘1/»' = [a}',"l’;;v ﬂ}';,l‘;," &l, U(M,e)— /(A)f'l‘(n):,:l: =
< [ag, ey B0,y €] (puisque ces diédres existent par hypothése), d’olt
P’ < [ap,p:y Bryp:y &l En passant & la limite avec » — oo on a done
ay1© Dp = [ag,, Pip, &) +[ay,, Bipy &1, avy € Do = Lag,, Bryy i1+ Lag,, Brys
g;] ou 1p et 1, ainsi que les diédres précédents construits sur t. et f; sont
les limites de suites partielles correspondantes extraites des suites de
droites P, P, et ©,0), et des diédres construits sur elles. Si 1, = ty, on
arrive 4 une contradiction, puisque U(M, ¢) appartiendrait alors en
méme temps & Dp et & Dy, (les U(M, ¢;)— M étant par hypothése contenus
dans ces di¢dres), qui ont en commun pour 7 > 2 seulement la droite
tp = to. Si tp +# 1o, en passant & la limite avec ¢; >0 et en tenant compte
du fait que & Dp et D, contiennent [ (3, ¢;), on conelut qu’ils contiennent
en méme temps les demi-tangentes 17 (M) et t (M) (I’existence résulte
de la démonstration du théoréme I). Lorsque & —0 on a Dp— ayp, Dy — ayy.
Done t =t (M) =1t (M) est Paréte d’intesection de ay; et ay,. Par con-
séquent Dp contient 1 et 15, et I); contient les droites t et 1;. Soit #, = .
Comme 1, coupe {, la courbe (A=*B) coupe t, sous un angle déterminé
et aucun voisinage du point } de la courbe ne peut étre entiérement
contenu dans [a_;l',.“, ﬂ;',_,, ] pour g < n~. La contradiction ainsi obtenue

]

prouve que 'on a t =, = 1p, et ce cas a été étudié précédemment. Done
ay; = ayy. L’orientabilité du plan osculateur du type VI résulte immédia-
tement de 1’hypotheése.

Dans le travail [4] il a été démontré que les plans dyy, d@vir, dvrp définis
au moyen des vecteurs contingents, sont équivalents. Les cas VII et VIII
se trouvent donc compris dans notre théoréme.
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Streszczenie

W pracy podaje si¢ warunki konieczne i wystarczajace na istnienie
plaszezyzn §ci§le stycznych zorientowanych, okreflonych przy pomocy
wektorow kontyngensowych krzywej w przestrzeni euklidesowej F,.
Warunki te wyrazaja zachowanic sie krzywej w otoczeniu jej punktu
wzgledem rodziny dwuscianow.

Pesziome

1B paGote npuBoaATcA HeoOXomuMble U AOCTATOUHLIE YCJIOBUA CYyLIECT-
BOBaHUA OPHEHTHPYEMLIX CONPHUKACAIOUIMXCA IUIOCKOCTEH, onpeneseH-
HBIX C TMOMOIIBbI0O KOHTHMHIEHTHLIX BeKTOPOB Kpupoih B E;. 9T ycaoBusa
BLIPAKAIOT MoOBeJeHHe KPHBOil B OKPCCTHOCTH €€ TOYKM B OTHOLIEHUM
K HCKOTOPOMY MHOMKECTBY [IBYIPaHHUKOB.



