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Sur la coincidence des surfaces dans l’espace projectif 

O przystawaniu powierzchni w przestrzeni rzutowej 

О совпадении поверхностей в проективном пространстве

Soient donnés deux surfaces »-dimensionnelles V„ et V* contenues 
dans l’espace projectif Pn+1, (n-j-l)-dimensionnel. Nous nous occupons 
du problème: quelle est la transformation T de Vn sur V* qui fait corres
pondre à chaque variété plane Vn_! <= Vn, Уп_! c Pn, une variété plane 
V*. , c Vn, V*-i P*, où Pn et P*, sont des plans »-dimensionnels de 
Pn+1. C’est-à-dire nous trouverons les transformations T conservant les 
invariants du groupe projectif, déterminés sur les surfaces Vn et У*.

Dans le cas n = 2 ce problème est analogue à celui, considéré dans
[3], concernant la détermination des surfaces par les courbes invariantes 
par rapport aux transformations projectives.

Comme nos considérations concerneront un certain entourage d’un 
point 0, nous pouvons y introduire les coordonnées affines ж1,æn+1, 
c’est-à-dire nous posons xn+i = 1. Dans ces coordonnées les surfaces Vn 
et V* sont données par les équations

(1) ж* = жг(м1,»") et ж' = ж*’(«1, ..., wft), t = 1,..., л+1,
déterminées dans un ensemble ouvert et connexe A, и = (u1, ..., un)eA. 
Admettons que les mêmes valeurs de »’ déterminent les points AI et AI* 
de Vn et V* correspondants par rapport à P.

Plaçons У„ et V* de telle manière qu’on ait
(2) ж*(0) = ж*‘(0) = 0, ж)(0) = ж*‘(0) = ф$(0).
où ж) = йж’/йм’, ż = 1,...,» +1, J = 1,..., », 0 = (0, ..., 0), i йу est 
le symbole de Kronecker. Nous supprimons les signes de sommation par 
rapport à l’indice répété deux fois, en haut et en bas. L’indice contenu 
entre parenthèses, p. ex. ж'-?) ne participe pas à l’opération de sommation.
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Soient données les équations des plans Pn et P„ correspondants par 
rapport à la transformation T sous la forme suivante:
(3) AiX1 =0 et A*®* = 0

respectivement, c’est-à-dire nous prenons en considération les plans 
passant par le point 0. Admettons que les points xi(u) et ®*‘(m) sont corres
pondants par rapport à T.

Substituons (1) dans (3); nous obtenons les équations suivantes
(4) = 0 et A*®*'(m) = 0.
Ces équations déterminent le même sous-ensemble J(P„) <= d, car les 
points et les plans sont correspondants par rapport à T. En vertu de [1] 
on peut résoudre ces équations par rapport à w1, si Af®}(0) = A !&}(()) 0, 
A?®î(0) ^0,

(5) u = u (m , u , Aj, A„+1),

Si nous substituons (5) dans (4), on obtient les identités suivantes:

(61) AiX [m (m , ..., u , At, ..., A„+1), m , ..., w ] = ü

(6j) A*x',i[u1(u2,..., u”, A?,..., A*+1), u2, ...,un] = 0.

Dans la suite de ce travail nous écrirons presque exclusivement les 
expressions concernant la surface Vn, les analogues pour V„ peuvent 
être obtenues en mettant le signe * en haut des lettres correspondantes.

Dérivons (6j) par rapport à up,p = 2, et Aq, q = 1,..., »+1.
Les dérivées du1/du?, dx' /du1, du'/dAq seront désignées respectivement 
par iip, xj, Uq. Nous obtenons au point «

(7,) Ai (®, il j, x’p) —0, i — 1, ..., n A1, p == 2, ..., ii,

(72) xQ + AiXiUQ = 0, i, Q — 1, n + 1.

En vertu (2), ces identitée prennent au point 0 la forme suivante 

(3|) AX[Up-j- dpx^p| = 0 ou iip — ApX^pj/A^Xi j

(82) «ô = 0.

Comme les coefficients A< et aA< déterminent le même plan, nous pouvons 
poser

A, = AJ.

Or, Up prend les mêmes valeurs pour Vn et V„, d’où, en éliminant «J, 
de (8J et son analoque pour la surface V*t, nous obtenons

(9) Ai = A*,
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Dérivons (7J et (72) deux fois par rapport à np, p = 2,

(10) *^pp1 = 0,

(11) 4«£ + 4 + A<[(44®ip)mq + ®iWqp] = °»

(12) (a# wi+®?p) Wp + v? «),„ + a#i «J, + a#p + Ai {[(ætnWp + ®îpi)«i +

4- ^pp 4~ ®ipi Wp^îpp I My 4~ (®ii ttp 4” &ip) t<Qp 4" a?j Wçpp} = 9.

En vertu de (82) et (2) ces identités prennent au point 0 la forme 
suivante :

(10,) ^,®î<p4-A<(æî1î4«i4-2£r’1p<4-^) = 0,

(lli) x^up + x^) + A1x1luiQp = 0,

(12,) «J, «J, 4- 2x^pUp 4- x^, 4- 4 «pp 4-

+ Aî(2x‘iittp'ttQp 2.Tjp 7/^p) 4~ AiXiHqpp — 0.

De (11,) et (8,) nous avons pour Q = 1 et Q — p

(13J «jp = x^Up/x^Ai = ApX^KA^x}, p =2, ..., n, 1=1 

(132) tipp = a^pJ/A,®,, P = p,

et de (10,) et (8,)

(14) F(x,A) = — A,æÎMpp

= A^JAp^/A,®*)2 - 2x\p Apx^/Ayx} + x^].

De (12,), (13,), (132), (8,) pour Q = 1 et Q = p nous avons

(15) Gt(x, A) = —A,a?lu}pp = x'll(Apx\lp}lA},r\)i — 2x\pApx^,\IAïx\ + xlPp-

— A<[®,, (Ap^pj/A,®,) 2&,p Ap®jpj/A,®j + a^p]/A, 4~

4- 2A, [ — ApÆ^/A,«} 4- ®Jp] Apæ^/tA,/«! ;

(15,) (}2(x, A) = — A,»î«ppp = «i,(Ap^/A,»î)2 —2aü(,?>)Apa:^/Ai®i4-

4- a$ - 2A<( - a?n Ap4)Mi»i + ffïpMîoMi ®î »

ou, plus brièvement en ajoutant les termes semblables

(15,) <7,(®,A) = ®}1(Ap® )̂)/A,®})2 — 2®îpAp®^/A1®j4-®pp—

-Af[3®i,(Ap45)2/(A,)3(.rj)2-4;ripAp4)/(A1)2a?i + 4p/A,],

p = 2, ..., n, i = 1, ...,» + !•
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Naturellement, comme A( = A* pous i = 1, ..., n, nous avons 

(16J F(x, A) — P{x*, A*),

(162) GX(®,A)

(16s) G2(x, A) = G2(æ*, A*),

( A) Admettons que les plans P„ : a?1 = 0 et P,*1 : a? ’ = 0, i — 1,..., n,
sont correspondants par rapport à la transformation T (c’est-à-dire les 
variétés Vn_i et F*_i de Vn et V„ sont contenues dans les mêmes plans 
de coordonnées). Substitons 1 dans les équations de ces plans; alors on 
obtient
(17) Xi(u) — 0 et x*l(u) = 0

qui déterminent le même ensemble A (P„) <= A, car P), et P*/ sont correspon
dants et les point correspondants par rapport à T ont les mêmes coordon
nées u1. Puisque a${(0) = a$)l,(0) o, on peut résoudre (17) par rapport 
à u‘

u1 = ul(u1 un), u1 — u*1 (u1, uj, un),
. , . i *i
j 1, U — U

Substituons ces ul dans (17) et dérivons les identités obtenues deux 
fois par rapport à, up et uqp, q i. Nous aurons au point u 

(i») ®(q«p+4 = o, = 0

(19) (®(i) (i’)'Wg 4“ ®(t)g) 4" ®(ï)^pg 4* ®p(i) 4~ ®pg — 9

et au point 0 (vu (2)) Up = Upl = 0, i ^p,

Xçi^ Upq 4- Xpq = 0 , Upq 4“ ®pg = 9 , d OU

(20) Xpq = Xpq ponr p, q ^1-, p, q,i1,

D’après (20), les identités (162) ne contiennent que les termes avec 
At, Ap, An+1 et A„+1, donc les équations (162) et (163) prennent la forme:

(21) —x^Ap/A, — 2x\i(ApX^IAix\)24- 2x\pX%,)ApiAïx\ 4-

4- 4æ(#a#’)( Ap)2l(Ai)2x\ 4-

+ An+1[-3<+1(Ap^)î/(A1)3(®î)2 + 4^+1Ap^/(A1)2a!J-^1/A1]

= la même expression avec signes * en haut des lettres correspondantes ;

( 22 ) — 4æ$ Apaffy/A j æ} 4- — 2 ( - ®}j Ap IAix\ + ®lp) /®î —

- 2An+1 [ - a£+1 Ap (x[p})2l ( Aj ®})2 4- æ”p+1 a$j/A, æ}]

= la même expression avec le signe * en haut des lettres correspondantes.
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Ecrivons les identités (21) et (22) sons la forme pins simple:

(21,) ai(At)IAl)~-\-blAPIAl-\-A,l+ï[<i1(Ap)~l(Ai)i-\-dlAPl(Aly-{-eiIAl] =

«Î (Ap/A,)2 + b*t A^A, + Aj+1 [cj(AJHAJ +d;APl(Aï)i+eilAï-]

(22,) a2Ap/A,+à2-2An+1[c2Ap/(A,)2 + d2/A,] =

= «; Ap/A} + à2* - 2A:+1 [c2*Ap/(A,)2+d2*/A,]
Posons

Adi = Ui—a*, Abi = bi —b*, i = 1,2.

Alors (21,) et (22,) s’écrivent

(23) Aat (A/j/Aj)2 + J à, Ap/A, + An+, [ci (^p)2/(A,)3-(- diAp/(A,)2 +

+ eiMi] = ^„+itci (•^■p)2/(-^-i)3 + ^i Ap/(A,)2 + eî/Ai];

(24) .-1ffl2Ap/A,+Jà2-2An+,[c2Ap/(A,)2 + d2/A1]

= -2A:+1[cUp/(AI)2 + d2*/A1].

De (23) et (24) éliminons A*, , et multiplions le résultat par les déno
minateurs. Alors, comme A„ , ne dépend pas de A, et Ap donc, les par
ties de cette identité na contenant pas de termes avec An+, doivent être 
identiques; c’est-à-dire

(25) -2[JalC2*(Ap)s/(A,)4+J6lC;(Ap)2/(A1)3 +

+ /la,d2*(Ap)2/(A,)3+/161<Ap/(A1)2]

= /l«X(Ap)3/(A,)4 + da2d*(Ap)2/(A,)3 +

+ zl«2e:Ap/(A1)2 + Jà2cî(Ap)2/(A1)3 +

+ Ab2d*1Ap/(Al)2+ Ab^/A,.

Comparant les coefficients dans (25) nous obtenons

(26) — 2da,<£ = Aa2c*,

c’est-à-dire, si A»}*. = ®**,

- 2 [ -2 ArJ,«^‘)2 + 4A<i’<{M][ -*n î MW

= [ - 4A<>(<{/»1)2 + 2 ZI®}, (a$/a})21 [ - 3x^+l(x^lx\)2],

ou, Aar},^/®} —24®^ = 0, lorsque ®*î*+1(0) 0, donc d’après (21)
et (21,) Jrt, = 0 et de (26)

(27) Aat = 0.
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Ensuite
(28) d/>xc2-(- Aa1d* = +/]/>2c* ou ^i<£ = Ab2c*,

c’est-à-dire [ — Axfffl, + 2J®}p£r{p}/a;}] [ — aff+1 (ajj^a?})2]
= [4n- 2-d®lp^/®î] [- 3<"+1 (^/a’})2],

d’où

Ax^ — 2Ax[j,x^lx\ = 0, ou en vertu de (21), (21x) et (28) Ab1 = zlfc2 = 0.

Donc, dans les identités (21), (22) ou (162), (163) restent seulement 
les membres contenants A„+, et A*+1. En divisant (162) par (163) nous 
obtenons Gt(x, A)IG2(x, A) = G^x*, A*)/G2(x*, A*), où en vertu des 
résultats précédents les coefficients An+1 et A*+1 ne figurent plus. Donc 
l’identité G2(x, A)G2(x*, A*) = Gx{x*, A*)G2(x, A) se présentera sous 
la forme suivante:

-3®Tx+1»î‘r+1(A1})3(^>)</(Axjs(®l)4 + 4®w+^n+I(AJ>)2(<03/(Ax)4(®l)3- 

-a^1<’‘+1Ap(^2/(Ax)3(«11)2 + 3<+1^+1(Ap)2(<03/(Ax)4(a:})3- 

-4xïï'x^'Ap(x^

= -3®;xn+1^1+1(Ap)3(^)4/(A1)s(»})44-4®:;+1<+,(Ap)2(^)3/(Ax)4(a»î)î- 

-4^+1^+1Ap(4>)2/(A1)3(a!J)2-4;+1^+1^(^)2/(^1)3(^)2 +

+ 3^’‘+1^+1(Ap)2(^>)3/(Air(æi)3 + 4r1^+1<J/(A1)2a!l.

En comparant les coefficients, si A,- sont variables, nous obtenons

+3®?1+1®rr1 = 44?+1®r1+1+3»rr+1^1,
n+l *n + l_4 n+l *n+l _ _r*»hl7.w + l_4 *n-M «4-1 

•*'pp •"Il ^‘"lp •"lp --- 'Vpp *"11 •"!•

4x,n+l *»+l
IP 11

llp HP
d’où

(29) «+1 »»+1 
‘'PP U/ll = X,

♦n+l^n + l xnĄ 1 v*« + l
PP 11 lp #11 = X IP Hl

!W+1#*W+1 — '**w+1'*?+1PP IP "lp

Tw+1 — /1T*W+1 #11 — u,xn ,

,»+i
ip ax*»+i 

ip >
Tn+i _
*"pp — "''"PP ?

Posons au point 0 

(29x)

alors de (29) nous avons 

(29.)

(293)

d’où, en vertu de (162) ou (163) nous obtenons 

(30) An+1 = «A„+1, a = const.

X

X ,**+!~"+l

X

x
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Fixons maintenant, les points AI(zl, .zn+ï) et M*(z*1, ..., z*n+ï) 
appartenant aux surfaces Vn et V* respectivement et correspondants 
par rapport à T. Alors, pour les plans correspondants contenant 0, M 
et 0, M* respectivement nous avons

Aizx = 0 et A*2*‘ = 0.

An+i et A*+1 sont ainsi déterminés par les autres A.t et M, M*,

(31) -A„+1 = Ajz’/zn^, A*+1 = — AfZ*1 /z*n+l = «An+1, j = l,...,n. 

De (31) nous avons identiquement

(31j) aA,-?/z„+1 =

d’où en comparant les coefficients, si Aj sont variables, 

a?/«n+1 = z*jlz*n+1.

Posons «*“+1 = bzn+1, alors z*1 = abz1, j = 1,n, 

z*n+1 = bzn+1,
ou brièvement

(32) z*1 = a‘bzx, a1 = a = const., i = 1, ..., n, «n+1 = 1,

pour tous les points M et M* correspondants par rapport à T et tels que 
y»+i ^0, z*n+1^0.

De (32) nous obtenons en dérivant

( 32 j ) z*‘ = a1 bp z1 + à1 bzp.

Fixons deux points M0(x'(u0),xn+i(u0) et M* (x*1 (u0), ... 
(«„)), Mo <= Vn, M* c y;, 

correspondants par rapport à la transformation T.
Il existe une application projective de Pn+l sur soi-même qui transforme 

y,* en la position satisfaisant aux conditions (2) et (A). Ces conditions 
exigent w + l + w(n + l) + n = n2 + 3n + l paramètres du groupe pro
jectif (0*->()=n + l paramètres, r*(0) -> r»(0) = n(n + l) paramètres 
et la droite = 0, i — 1n, est l’image de l’intersection des plans 
P„, i — 1,..., n, correspondants aux plans xl = 0 par rapport à T = n 
paramètres, car 0* -> 0 était déjà compté). Comme le groupe projectif 
dépend de (n + 2)2 —1 = w2 + 4n + 3 paramètres, il existe une application 
projective qui satisfait en outre aux conditions (voir (32)):

fc»(«o) = °, * = 1, 
xl(u0) = a<(M0) 

xn+1(ua) = æ*n+1(«0)

(33)

(34) 

(33)
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au point fixé l/ü. Cela donne w + 2 conditions supplémentaires et ainsi 
nous avons utilisé tous les paramètres n24-3n + l + »-}-2 = ?»2 + 4n-f-3, 
c’est-à-dire l’application projective satisfaisant à ces conditions est déter
minée d’une façon univoque.

En vertu de (34) et (32) nous avons 

(30) .r,( i/„) = x («o), i = 1, ..., w-|-1,
c’est-à-dire .V„ = M*,
(37) « = 1

(38) à (m0) = 1
et de (32,)
(39) j?p(m0) — X,, (Mo)> P ~ 1 >•••>*’ > ï==l,...,M-(-l.

De (37), (30), (32) en profitant de la continuité nous obtenons, si r(«) 
signifie le rayon-vecteur (j5*(m), ..., æ”+1(m)),

(40) r*(u) = 6(«)r(«)
dans un entourage de 0 et
(41) A? = At, i = 1, ..., » + 1,

pour les plans correspondants par rapport à T et contenant 0. (Nous 
utilisons ici des vecteurs exclusivement pour abréger l’écriture).

Considérons tous les plans P,,(.l/0) et P*(JZ0) contenant Jf„ et corr
espondants par rapport à T. Leurs équations

(42) B^ + B"'2 = 0 et P??+P*,2 = 0, ï = 1, ..., M + l, 

satisfont aux conditions

(43) BiX^nJ + B,,,., = 0 et B*x*‘(u0) + Bt+2 = 0.

Comme B, et cBi déterminent le meme plan, nous pouvons poser

B ,i o ~ | 2 •

Substituons (1) dans (42), alors les équations

(44) Bixi(n)+ Bn+2 = 0 et B*x*‘(n)+ Bn+2 = 0

déterminent le même ensemble /1 (P„)
En vertq de [1], si Btx\(u„) 0, nous pouvons résoudre (44) par 

rapport à m1
(45) m1 = m^m2,...,«", P,,..., PB+!)

m1 = „*‘(«2,...,m\ B*+2)
et on a m1 = m*1.
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Substituant (45) dans (44), nous obtenons l’identité suivante:

( 16) BjX ['Il (ttj ,....,» , B, , . .., B„ ; 2) , II? ,...,» ]-)- Bn | 2 == b

B'x^u^n2, ..., un, B*,..., b:,2), ir, ...,un]+Bn+1 = 0. 

Dérivons (46) par rapport à et B,,. Désignons

du'IdB« = «ÿ.

Bix’lu'l,+ BjX1,, = (I, B* x*‘ ii},-[- B* x*‘ = (I; p = 2, »,

4" BjXi Uq = 0, x ** 4“ Bj xt Uq\ = 0 ; i, Q = ],...,» 4“ 1

Zt; Xi Uy 2 4- 1 == b, Bj .£( №y 2 4" 1 == 0 .

Puisque B*l+i — Bn i2, on a »jv+2 = Kv+2, d’où
BiX\ = B^x?, B^p = B*x*:, p =2, ..., n.

En vertu de (36) et (39) nous obtenons au point 4Z0

(/<-Bi)xi(it0) = 0, j = 1, »,
(b;-£,)?(«„) = 0, i = 1,...,»4-1.

Nous avons obtenu un système d’équations linéaires homogèges, 
d’où les vecteurs /,(»„) r(M0) étant linéairement indépendants.

B? = Bi, i = 1, ..., »4-2.

Mais alors les points JfeV„ et M*eV* correspondants par rapport 
à T se trouvent sur une droite passant par M„, car ils appartiennent 
simultanément à chaque plan contenant les points 4Z0 et jf. Donc

r*(M)-r(«o) = & [r («)-»■ (Mo)] •
D’autre part

r*(») = /,(»)/•(«), d’où

/»•(?<) —r(»0) = kr(u) — kr(u0). Cela nous donne

b — k, k — 1, donc b = 1 et r*(») — r(u)

dans un antourage du point 0.
Nous avons démontré que les surfaces et P* sont identiques après 

une transformation projective de P„+i, dans un entourage du point 0, 
si ®n+1(0) =4 0, c’est-à-dire la forme fondamentale de Prt n’y est pas 
identiquement égale à zéro (donc P„ n’y est pas un ensemble plan). 
Nous avons aussi démontré que dans ce cas les plans correspondants 
par rapport à 7' y sont identiques. Considérons deux points quelconques



102 Konstanty Radziszewski

MtVn et M* eVn correspondants par rapport à T. Le point M est déter
miné par «+1 plans différents coupant cet entourage, c’est-à-dire nous 
prenons n + 1 plans contenant un seul point M de VH en commun. Mais 
le point Jf* se trouve dans chacun de ces plans, parce que les plans corres
pondants par rapport à T sont identiques dans cet entourage de 0. Donc 
nous avons AI* = M pour tous les points correspondants des surfaces 
Fn et V*n.

Ainsi, nous avons démontré le théorème suivant:
Théorème. Soint données deux surfaces n-dimensionnelles Vn et F* 

de classe C(3) contenues dans l'espace projectif (n-\-l)-dimensionnel Pn+i 
et n'etant pas des ensembles plans. Si application biunivoque régulière T 
de Vnsur V* fait correspondre à chaque variété (n-l)-dimensionnelle plane 
Vn~i c F», y»-i c P», une variété (n— 1)- dimensionnelle plane y*_j 
c F», y*-i <= P*, où Pn et P* sont des plans n-dimensionnels de Pn+1, 
alors il existe une transformation projective T’de Pn+1 identique à T sur Vn.

Ce théorème de prolongement des transformations peut être énoncé 
sous la forme plus simple:

Si y„ et F* sont des surfaces n-dimensionnelles de classe C(3), conte
nues dans l’espace projectif « + 1 dimensionnel P„+1, alors la transforma
tion T, régulière biunivoque de Vn sur V* conservant tous les invariants 
projectifs déterminés sur Vn et Vn, est une transformation projective 
de Pn+1.

Nous disons ici qu’une transformation T déterminée sur l’ensemble 
A c y appartient au groupe de transformations O de V, s’il existe T'eG 
identique à T sur A.

Le théorè démontré ne reste plus vrai pour les surfaces de classe 6'(0), 
même convexes, ce que montre l’exemple du plan brisé dans l’espace affine 
3-dimensionnel.
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Streszczenie

W pracy dowodzi się następującego twierdzenia:
Niech dane będą dwie «-wymiarowe, nie będące zbiorami płaskimi,

powierzchnie F„i V* klasy C(3), zanurzone w n+1 wymiarowej przestrzeni 
rzutowej P,l+ł. Jeśli odwzorowanie wzajemne jednoznaczne regularne T



O przystawaniu powierzchni u’ przestrzeni rzutowej 103

powierzchni Vn na F£ przeprowadza (a-l)-wymiarowe płaskie rozmai
tości V„__, <= Vn, Fn_! c PH, w (a —l)-wymiarowe płaskie rozmaitości 
F*_i <= F*, Fj^ c P*, (gdzie Pn i P* są płaszczyznami a-wymiarowymi), 
to istnieje odwzorowanie rzutowe T' przestrzeni Pn+i identyczne z T na F„.

Резюме

В работе доказывается следующая теорема.
Даны две а—мерные поверхности У„ и У* класса <7<3) в (а + 1) 
-мерном проективном пространстве Ря+1, не являющиеся плоскими 
множествами. Если отображение взаимно однозначного Т поверхности 
У„ на У* переводит все (а —1)-мерные плоские многообразия 
У„_1 с Уп, У„_1 с Рп в (а—1)-мерные плоские многообразия 
Уя-1 с V*, У*_1 <= Р* (где Рп и Р* являются а-мерными плоскостями), 
то существует проективное отображение Т' пространства Р„+1, иден
тичное Т на У„.




