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KONSTANTY RADZISZEWSKI

Sur une propriété des transformations isométriques 
O pewnej własności przekształceń izo metrycznych 

Об одном свойстве изометрических отображений

Dans ce travail nous nous occupons du problème analogue à celui 
résolu dans [1]. Notamment, soient données deux surfaces n-dimension- 
nelles isométriques Vn et V* contenues dans l’espace euclidien (n + 1)- 
-dimensionnel En+1. Nous allons démontrer que si l’application iso­
métrique T de Vn sur У* conserve les variétés planes, alors Vn et V„ sont 
congruentes.

Soient
(1) ж1 = ж1(м) et ж’ = ж*1(м), i — 1, ..., n + 1,
les équations des surfaces Vn et У*, déterminées dans l’ensemble ouvert 
et connexe A, и = (u1un)e A. Admettons que les mêmes иг détermi­
nent. les points xl(u) et ж*'(м) correspondants par rapport à T. Plaçons Vn 
et У* de telle façon qu’on a

ж\0) = ж*\0) = 0, i = 1, ...,n+l,
ж}(0) =®;‘(0) = <5>$(0), j = l,...,n,

où x'j = дж'/Зи’, $ est le symbole de Kronnecker, 0 = (0, ..., 0).
Soient

(3) AiX1 = 0 et А*хг = 0, i = 1, ..., n + 1,
les équations des plans correspondants par rapport à T. Substituons (1) 
dans (3)
(4) AiX{(u) = 0, А*х*\и) = 0
et résoudrons les équations obtenues par rapport à n1 

и1 = и1 (n2, ..., nn, An ..., An+1)
«* = «««..., un, aj, ...,a:+1), u1 = m*1.(6)
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Dans la suite de ce travail nous écrirons presque exclusivement les 
expressions concernant la surface Fn; les analogues pour V* peuvent 
être obtenues en mettant le signe* en haut des lettres correspondantes.

Substituons (5) dans (4) et dérivons ces identités par rapport à u1’ 
et Aa. Désignons Uq — diA/dAy.

(6) = 0

(7) + AiX^UQ = 0.

En vertu de (2) ces identités prennent au point 0 la forme suivante:

(8) = 0, «p = — ApX^/A^, ulQ = 0.

Si nous posons A* = 0, alors de (8) il résulte

(8j) A ; = Af ) i = 1, f n.

De (6) et (7) par la dérivation nous obtenons au point ü

(9) G^x, A) = -A^iuipp = xi1(Apx((^/A1xi)2-2xipApX^/A1xi + x},p-
-Ad3x^ApX^)2/(A1)3(xi)2-4xipApx^/(A1)2xi + xlpp/A1]-,

(10) G2(x,A) = —A^u^pp = x^Apxffl/A^l)2 — 2x($ApX($/A1x11 + x($-
-2Ai[- XnApxffî/A  ̂+ 5

(11) F(x,A) = —A1x\uIp= +

(12) G1(m,A)=G1(x\A*)i

(13) G2(x, A) = G2(x*, A*)-,

(14) F(x,A)=F(x*,A*).

Les raisonnements précédents ont été abrégés, parce que leurs détails 
nous avons donnés dans [1].

De la condition de l’isométrie:
n+l »+1
VxW =^x^xr

r r

nous obtenons au point w

+ »{»/„) = (x*pX*r A x*rxrjp}
r r

ce que donne au point 0

«ip^ + a’yp^î) = ®*p«py) + ®*X^)-
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Donc pour j — i nous obtenons

(15) t = l »,

d’où d’apres (15)

(16) A. — r*!d'll — Aft ,

Si n = 2, alors de (15) et (16) on a ®'n = x*[, ®}p = ®*p, x^ = x£, 
pour i = 1, 2 et en vertu de (8,) et (2) les identités (12) — (14) contiennent 
seulement les membres avec An+1 et A*+1.

Si n > 2, alors (12) — (14) donnent deux équations p.ex. pour p = s 
et p = q, 8 =£ q, 8 2, q 2. Pour p = s l’équation (14), en vertu de (15),
(16), ne contient pas de membres avec »n, x\8, x$, xl88, i = 1, ..., », donc

X+1 = {A,(-z1«Îp^®^2i®Î4-^„+i[^1+i(Ap^)î-2®?+12p^J.1®Î + 
+ ^‘+1(Aia?})2]}M’‘+1(Ap<))2-2^”+1A<^1^ + ^+1M1^)2J,

où Ax'n, = xlri, — x*p, i = l,...,n, i^=l, p. C’est-à-dire A*+1 est une 
fonction linéaire de At, i 1, p, i = 1, ..., n +1. Si nous posons p = s 
et p = q, p <2, on obtient deux expressions pour Aj}+i, dans la première 
de lesquelles (p = s) A*+1 est une fonction linéaire de Aq et dans la deuxième 
de A8 (et non linéaire de A8 et Aq respectivement). Comme A,, i = 1, ... 
...,»-)-l, sont indépendants, donc = 0. C’est-à-dire xglq = x*q, 
s, q = 1, (en profitant de (15) et (16)). On peut obtenir le même
résultat pai‘ la comparaison de coefficients après l’élimination A*+1 de 
deux équations (14) pour p — s et p = q, p 2 ; notamment en comparant 
les parties ne contenant pas de Aj+1 nous avons

At Ax\8A8x§ [<+1 (Afla$)* - 2®î9n+1 Aa®$ A^} + x%+' (Ai®})’]
= A,x\qAa®g>[aff+1(A, ®$)’-2atf+1 A.a$At ®} + ®X”+1 (Ai®})’],

* i,8 ; j i > 3 •
Parce que le coefficient de Ag(AQ)3 doit être égal à zéro, donc 

pour q, s = 1, n,Axg18 = 0 ou xg, = x*%

(y comprenant (15) et (16)). C’est-à-dire dans le cas » < 2 les identités 
(12) — (14) contiennet exclusivement les membres avec An+1 et A8+1.

Par la division de (12) par (13) nous obtenons G,(x, A)/G2(x, A) 
— Gx(x*, A*)/<?2(®*, A*), où, en vertu des résultats précédents il n’y a 
plus de coefficients An+i et Aj}+1. Donc l’identité Gx(x, A)G2(x*, A*)
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i >vip — ^pp >"ii T T>"ip >vip ,

= Gi(x*, A*)G2(x, A) se présentera sous la forme suivante:

-3^1<w+1(A)î(^4/(^1)3(®ï)4+iC+1®n+1(^)2(<03/^i)4(®l)3-
-«1®^+IAp(^)2/(A1)3(®l)2+3«r1+1®rr1(AP)2(^)3/(A1)*(a:l)ï-
-4^+1^r^p(^>)2/(Ab3(æb2+^1^+1^/^1)2a!î 

= - 3atf+1<+1 (AP)Î«))4/(A1)S(®Î)4+ 4<+1a&+1 (A)2^)3/^)4^)3-
- ®£+X+1 A„ (®$)2/(^ i) W + 3atf+1 <+1 (Ap)2 (^’/(^(a*)’ -
-4^+1^p+1Ap(^02/(AJ3(a;b2 + 4r1^+1<}/(^1)2^-

Par la comparaison des coefficients, si At sont variés, nous avons 

47)”+17!*n+14-3Tn+1'P*”+1 — 4r*”+1r’l+1-l-3'ï-*re+1-rn+1id/jp dqi “f d'lp --- ^ll I O^ll »^lp y
+1-L^w+1-*n+1 — "*w+1^n+1^^*n+1"*w+1

d’où, si®n+1(0) 0,

(17)

Posons au point 

(18x)

alors de (17) il rési 

(182)

(183)

d’où en vertu de (12) ou (13) nous obtenons

(19) A*+1 = «An+1, a = const.

Fixons maintenant les points Jf(«x, ..., zn+1)eVn et M*(z*1, ...,z*n+1) 
A* correspondants par rapport à la transformation T. Alors, pour les 
plans correspondants contenant 0, M et 0, Jf* respectivement, nous 
avons AiZ1 = 0 et A*z*1 = 0. Ainsi, An+1 et A*+1 sont déterminés par 
les autres At et Jf, J/*:

(20) An+1 = Ay?/2n+1, A*+1 = - AjZ*//z*n+1 = aAn+l, j = 1,

De (20) nous avons identiquement aAjZ*/zn+ï = Afz*j/z*n+1, d’où, par 
la comparaison des coefficients, si A, sont variés,

az1 /zn+1 = z*flz*n+1.

®iP xn u »ip

x æ„ ' * = x,,pp >"ii 11 >PP

n+1 *»+l _ *«+1 n+1
*vpp ^lp — *"pp '"lp

’n+1 - ffltf*n+111 11X 1

alte

x,’>+l№ = ax*»+i 
lp J

1 «a”+1 = ax*n+1
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Posons «*"+1 = te”+1, alors z*j = abz?, j = 1, z*n+1 = bzn+1, ou
brièvement

(21) «*‘ = a'bz', a1 = a = const, pour i = 1, an+1 = 1,

pour tous les points s’ et z*' correspondants par rapport à T.
Par la dérivation de (21) nous obtenons

(22) z*'= a'bpz'+a'bzp, p = 1,

Si la tenseur de courbure Rw,™ = niknjS — ni)nak, ny = r^n, où n 
est vecteur normal, r rayon-vecteur de la surface, ny coefficients de deuxiè­
me forme fondamentale, n’est pas égale à zéro au point 0, alors de (18) 
résulte a2 — 1, parce que 74/,i» — R*i,i» et r^(0)n(ü) = a>“/+1(0) = 7üq(0). 
Par le déplacement de P,* nous pouvons obtenir (p. ex. æ1' = a?\ f = 1, ...

—®*+r = ®n+1), a = 1 et Ai = A*, i = 1, ...,n+l.
Comme le point 0 était arbitraire, donc nous avons démontré que 

jr,-,- = pour tous les points correspondants de Vn et V*t. Ainsi les 
surfaces Pm et V* admettent les mêmes I et II formes fondamentales en 
tous les points correspondants, donc elles sont congruentes dans un 
entourage de 0.

Si Riales = 0 au point 0, mais il existe un point où Ry^s =/= 0, alors 
nous prenons ce point et leur entourage en cosidération.

Admettons donc (pie Ry^» = 0 dans un entourage de 0, mais 7tu ü 
au point 0. Introduisons les lignes de courbure comme les lignes de coordon­
nées. Alors ny(u) = 0 pour i et comme Rw w = n11nv.p — (tï№)2 = 0, 
donc 3tpP(«) = 0 pour p > 1. (18) peut être écrit sous la forme tt# = Im,*, 
donc 7ru = fcjin, ny = ny = 0 pour ^1, au point u.

Les équations de Gauss prennent maintenant au point u la forme 
suivante:

rn = In^ + ^nW*
ry = Iyrk, = r^r* pour ÿ 1,

ou 7y sont les symboles de Christoffel. L’identité 7# == r$ résulte de l’iso­
métrie.

De (22) nous avons

(24) x*pl = a1 (bpx' + bxlp)

(25) x*\ = ai(bI>gXi + bpx^ + bqx1l, + bxtjMI).

Posons

r = Zrfc + s».(26)
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Substituons (24) — (20) dans (23), alors
.vIMj — (i\bpqx‘bpTę-Ą- bqXp-{- bx'j,q) 

bpq (S xk + S>1 *) + bp Xq + bq Xp + b l Xk

r^qal(bxl + bx'k), pq + 1, 

hr (#*4+«»*)+t> ;

ou

(#A jjJc + snl) + bpxk ôg + bqXk <5P + bP^Xk — l'pqbrÇÿ1' xk-\- sn1) rjMJxlkb. 

Comme les vecteurs xlk et n' sont linéairement indépendants, donc

6pg# — I pq^r^i

d’où bpbq-j-bqôp = 0, pq 1, donc 6p = 0, p = 1, ...,», au point n.

En profitant de l’isométrie, de coordonnées rectangulaires et de (24) 
nous avons au point «

n+l »4-1
V (XpXq1) = ^(alb)2XpXlq

1=1 t=»l

n
= (abyiXpXlqJt-b2Xp + i Xq + 1 0, is p q.

D’autre part
n

Vx'pXq = -Xp + ïXq + l, p ^q, 

1=1

donc — (ab)2Xprlx'q+l + b2Xp 1 Xq+1 = 0, d’où, parce que on peut intro­
duire les coordonnées orthogonales telles que «p+1 + 0 et æ”+1 -■£ 0, p + q, 
au point u (c’est-à-dire il existe tel «) donc a2 = 1 et nous pouvons situer 
F* tellement que a = 1.

De (2) et (22) nous obtenons 6=1.
Ces résultats ont été obtenus sous la supposition xn+ï(u) + 0, mais 

de la contituité ils résultent pour tous les points d’un entourage du point 0. 
Ainsi nous avons démontré que

r*(w) = r{u)

dans un entourage du point 0.
Naturellement les plans correspondants par rapport à T sont identiques 

dans un entourage de 0. Considérons les points M et M* correspondants 
par rapport à T, où Jf est arbitraire de Vn. Le point Jf est déterminé 
par n + l plans coupant cet entourage, c’est-à-dire nous prenons n + l 
plans différents contenant un seul point Jf de Vn en commun. Mais le 
point M* se trouve dans chaque de ces plans, parce que les plans corres­
pondants par rapport à T sont identiques dans cet entourage de 0. Dons 
nous avons Jf = Jf* pour tous les points correspondants des surfaces 
Vn et y:.
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Ainsi nous avons démontré le théorème suivant:
Théorème. Si deux surfaces n-dimensionnelles isométriques Vn et V*, 

régulières de classe C(3), contenues dans l'espace euclidien (n+^-dimen­
sionnel En+Ï, sont telles que l'image par l'isométrie de chaque variété (n — 1)- 
dimenstonnelle F„_i, F„_i c F„, contenue dans un plan n-dimensionnel Pn, 
est une variété (n-l)-dimensionnelle F*„i, F*_x c F*, contenue aussi 
dans un plan n-dimensionnel P*, alors F„ et F* sont congruentes.

Ce théorème a été démontré pour les surfaces n’étant pas des ensembles 
plans. Si les surfaces sont planes, alors le théorème résulte immédiate­
ment. Si les surfaces ne sont pas des ensembles plans, alors les conditions
(2) et le choix de a déterminent la transformation orthogonale de En+l 
de la manière univoque, car les points correspondants de Ln+1 sont déter­
minés par l’intersection de (u+1) plans correspondants par rapport à T 
et coupant Vn ou F* respectivement. Cela peut être exprimé sous la 
forme suivante:

La transformation isométrique de la surfaces n-dimensionnelle non 
plane, contenue dans l’espace euclidien (n + l)-dimensionnel, qui transfor­
me ses sous-variétés (n — l)-dimensionnelles planes en des variétés planes 
(n-l)-dimensionnells, est une transformation orthogonale de En+1.

Ici nous appelons un groupe de transformations orthogonale s’il est 
sous-groupe du groupe affin, conservant les longueurs des vecteurs. Nous 
disons qu’une transformation g de sous-ensemble Vn c En+i sur l’en­
semble F* <= En+1 appartient à un groupe de transformations G de En+1, 
s’il existe une transformation g’eG identique à g sur Fn (autrement dit 
si g peut être prolongée à une transformation appartenant à G).

Les résultats de ce travail et de [1] ont été publiés, sans démonstra­
tions, dans [4].
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Streszczenie

W pracy dowodzi się następującego twierdzenia:
Jeśli dwie powierzchnie F„ i F*, и-wymiarowe, izometryczne, klasy 

C<3> i zawarte w przestrzeni euklidesowej (n-j- l)-wymiarowej, są takie, że 
obrazami przez izometrię rozmaitości płaskich (w —1)-wymiar owych
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Уп_! c Vn, Уп+1 <= Pn, są rozmaitości (n — l)-wymiarowe płaskie У^+1 
c E«, V*-i c P*, gdzie Pn i P* są n-wy miarowymi płaszczyznami, 
to Vn i У* są przystające.

Резюме

В работе доказывается следующая теорема.
Если две »-мерные изометрические поверхности У„ и У* класса С(3), 
содержащиеся в евклидовом (» + 1)-мерном пространстве Еп+и 
являются такими, что плоским (»-1) — мерным многообразиям 
Vnl<= Vn, Vn_tcP„ соответствуют через изометрию тоже (» — За­
мерные плоские многообразия У*_1 с У*, У*_х с Р* (где Р„ и Р*-п- 
мерные плоскости), то У„ и У* конгруэнтны.


