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KONSTANTY RADZISZEWSKI

Sur une propriété des transformations isométriques
O pewnej wlasnoéci przeksztalcen izometrycznych

OO6 0aHOM CBOHCTBE H3OMETPHHECKHX OTOOpaKEHHH

Dans ce travail nous nous occupons du probléme analogue a celui
résolu dans [1]. Notamment, soient données deux surfaces n-dimension-
nelles isométriques V, et V, contenues dans ’espace euclidien (n-+1)-
-dimensionnel E, ,. Nous allons démontrer que si l’application iso-

métrique T de V, sur V) conserve les variétés planes, alors V, et V3 sont
congruentes.

Soient
(1) @ =ax'(u)et o =a*(u), i=1,...,n+1,
les équations des surfaces V, et V), déterminées dans ’ensemble ouvert

et connexe A, u = (u!, ..., u")eA. Admettons que les mémes u' détermi-

nent les points #*(u) et &*' («) correspondants par rapport 4 T. Plagons V,
et V) de telle fagon qu’on a

#'(0) = z**(0) = 0, i=1,...,n+1,
25(0) = #7°(0) = dja(0), j=1,...,m,

oll x} = 0x' 0w, 8} est le symbole de Kronnecker, 0 = (0, ..., 0).
Soient

(3) A =0 et Aja' =0,i=1,...,n+1,

(2)

les équations des plans correspondants par rapport a T. Substituons (1)
dans (3)

(4) Az (u) = 0, Afa* (u) = 0

’ . N iy |
et résoudrons les équations obtenues par rapport a w

1 1 n
w' = u'(u,...,n", Ay, ..., Aup)

1 *1 2 n * * 1 %]
w o=ttt e Ay Any), w =,
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Dans la suite de ce travail nous écrirons presque exclusivement les
expressions concernant la surface V,; les analogues pour V, peuvent
étre obtenues en mettant le signe* en haut des lettres correspondantes.

Substituons (5) dans (4) et dérivons ces identités par rapport & u”
et A, Désignons ug = du'[0A,.

(6) Ad(aiub+ab) = 0
(7) a¥+ A;ziuy = 0.

En vertu de (2) ces identités prennent au point 0 la forme suivante:
(8) Ayspup+ Apaf)d = 0, u), = — A, a4, 21, up=o0.

Si nous posons A, # A} = 0, alors de (8) il résulte
(8,) Al B A e

De (6) et (7) par la dérivation nous obtenons au point 0

(9) Gz, A) = — A, zju)y, = o), (Apa(p) /A 2) — 221, A3l A, @) + app—
— A[31, (A 33 [(4,) (1) — 421, Ao} (A1) @) + T3/ 4,415
(10) G,y(x, A) = — A, B upp, = m?l(prg;/Alw})z—25'7(111’))111)97:2;/‘41@:‘*‘@%—

—24,[— milpr{gg/Alw} + «'-’:n I""{:;HA 14035

(11) F(z,4) = — A, zjup, = A;[@y (A, a5} A, @}) — 200, A, a{h) | A, 2} + @}y

(12) Gy(z, A) = Gl(.'b“, A‘);
(13) G,(m, A) 1 Gz(w" A.);
(14) F(x, A) = F(s*, A*).

Les raisonnements précedents ont été abrégés, parce que leurs détails
neus avons donnés dans [1].
De la condition de l’isométrie:
n4l nil
2 ) B 2 z; ;"
r r
nous obtenons au point w

nil n41

ror ror o * .
2 (@i @5 + @ 25p) = 2 (T x;” + 27" Thp)
r

r

ce que donne au point 0

i ¥ i 3 * *(j *_#(i
wipal) + Ty ald) = spay) + apall).
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Done pour j = ¢ nous obtenons
= A (i gran
(15) By =2y 1= 14,090,

et pour p =i
whwff + a0l = wilag + af )

d’olt d’apres (1H)
(16) =y, J=1,...,0.

Si % =2, alors de (15) et (16) on a @}, = @y, o1, = @iy, Tpp = T
pour ¢ = 1, 2 et en vertu de (8,) et (2) les identités (12) — (14) contiennent
seulement les membres avee 4, ,, et A v

Si n > 2, alors (12) — (14) donnent deux équations p.ex. pour p = s
et p =gq,8 ~¢,8 >2,q > 2. Pour p = 8 I’équation (14), en vertu de (15),
(16), ne contient pas de membres avec xy,, i, ), 24,4 = 1, ..., n, done

Anpr = {A(— Azip Ay A ) + Ay [207 (A, 20)) — 227 A2 A ) +
a’:;l(A 371 ]}/["’/"”H(A ﬂ'fﬁf) "a?l,,”A a;{ A wl+‘r‘”+l(Alw})2]7

ou Azh, = a3, —Tppy, t =1,...,m, i #1, p. Clest-4-dire Ay, est une
fonction linéaire de 4;,7 #1,p,4 =1,...,n+1. Si nous posons p = $
et p = ¢, p <2, on obtient deux expressions pour A,,,, dans la premiére
de lesquelles (p = 8) Ay, est une fonetion lindaire de 4, et dans la deuxiéme
de 4, (et non linéaire de 4, et A, respcctivement). Comme A4;,7 =1,
..,n-+1, sont indépendants, donc Ay, = 0. C'est-a-dire z}, = zi;,
$,q=1,...,n, (en profitant de (15) et (16)). On peut obtenir le méme
résultat par la comparaison de coefficients aprés 1’dlimination A, de
deux équations (14) pour p = set p = ¢, p == 2; notamment en comparant
les parties ne contenant pas de A, nous avons

A Az, A, {3 (210 (Aal@)) — 2003 A0 A, @)+ 237 (A4, 7))
= Ay}, A, Qo (A, 2l — 22l A2l Ay o} + 220t (4,20,
i1#1,8;j%1,¢.
Parce que le coefficient de A,(A4,)® doit étre égal a zéro, donc
Azl, = 0 ou af, =2y pour q,8 =1,...,n,

(y comprenant (15) et (16)). C’est-a-dire dans le cas n < 2 les identiteés
(12) — (14) contiennet exclusivement les membres avec A,,, et A,

Par la division de (12) par (13) nous obtenons G,(z, A)/G,(z, A)
= (,(z*, A*)|G,(x*, A¥), oli, en vertu des résultats précedents il n’y a
plus de coefficients A,,, et An,,. Donc Didentité G,(z, A)G,(z*, A")
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= G, (z*, A*)G,(x, A) se présentera sous la forme suivante:
— Bl (A)° (afE) (ALY () + ol i (A, (ol (A )" 2))°
—apy ot 4, (fv%)z/(fil)a (@1)" 4 3aly  aip t1 (4,) (xi;:})a/(fi ) (@1)' —
— 40 2l Ay () [(Aa)* (@1)' + 2 iy 2 (A4, 2)

= — 3z all () (0f)* (4,) (21)* + 4oyl (A) (i) 1A Y (@1) —
- m;'gﬂm?lHAp (x%)zl(Al)s(w})z + 302?1'“@‘?;3” (4,)° (9353 P /(A,) (@)’ —
—dai; a2l AL (2 (A2) (@) + 2y 2l 2 [(4,) ).
Par la comparaison des coefficients, si A4; sont variés, nous avons

nil, #n4l Nyl ®nil 4 #ngl, nil il nil
dzyy @y 3wy 2T = Aey T my 33y @,

el wn41 A pntH] ¥4 *m+1 n+41 LR W R |
J’:m Ty ‘{"“Tlp -'vlp mpp Ty —{-4(1/‘”, ‘vlp ’

b)

d’on, siz};"'(0) # 0,

-l ngl el il
Typ Ty =dp oy
nil o0l -1, 1
(17) Tpp Tif = Tpp' &1
L] gndl _ent] ntl
Fpp Tip = Fpp  Eip
Posons au point 0:
n+1 *n41
(18,) Ty, = axr, ,
alors de (17) il résulte
w41 N1
(18,) Ty = Ty,
n+1 iyl
(183) (L',,;- = awpp+ .

d’ou en vertu de (12) ou (13) nous obtenons
(19) An,, = ad,,,, a = const.

Fixons maintenant les points M(z!,...,2" ") eV, et M*(z*, ..., 2*"*})
eV, correspondants par rapport & la transformation 7. Alors, pour les
plans correspondants contenant 0, M et 0, 3" respectivement, nous
avons A;z' — 0 et Aj2** = 0. Ainsi, 4,,, et A},, sont déterminés par
les autres A; et M, M*:

(20) A, = A7 [ N — 4272 = ady, =1, .0 0.

De (20) nous avons identiquement ad;7[z"*' — A;2*[z*"*!, d’on, par
la comparaison des coefficients, si A; sont variés,

az’/z"“ - ztj/ztn-H .
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Posons 2***!' = b2"*! alors 2% =ab?, j =1,...,m, 2™ =b"t, on
brievément

(21) 2" =a'b'y a' = a =const, pour { =1,...,m, a"' =1,

pour tous les points 2' et 2*' correspondants par rapport a 7',
Par la dérivation de (21) nous obtenons

. . YA e I
(22) Zy =a'byz+abzd, p=1,,..,mn,

Si la tenseur de courbure Iy = Wy — my Ak, mij = riyn, ol
¢st vecteur normal, » rayon-vecteur de la surface, m;; coefficients de deuxie-
me forme fondamentale, n’est pas égale & zéro au point 0, alors de (18)
résulte a = 1, parce que IRy = Ry et 75(0)n(0) = ai™(0) = 7;(0).
Par le déplacement de V) nous pouvons obtenir (p. ex.a" = a*,i = 1, ...
cogtly —a*t =a™Y) a=1et A;=Af, i=1,...,n+1.

Comme le point 0 était arbitraire, done nous avons démontré que
mi; = @y pour tous les points correspondants de V, et V. Ainsi les
surfaces V, et V! admettent les mémes I et 11 formes fondamentales en
tous les points correspondants, donc elles sont congruentes dans un
entourage de 0.

Si Rij 1, = 0 au point 0, mais il existe un point ou Ry # 0, alors
nous prenons ce point et leur entourage en cosidération.

Admettons done que Rz, = 0 dans un entourage de 0, mais 7,; # 0
au point 0. Introduisons les lignes de courbure comme les lignes de coordon-
nées. Alors mi(u) = 0 pour 7 # j ct comme R, = m,7,,—(7,,)" =0,
donc 7,,(u) = 0 pour p > 1. (18) peut étre écrit sous la forme z;; = baj;,
done my; = by, m; = @y = 0 pour ij +* 1, au point w.

Les équations de Gauss prennent maintenant au point » la forme
suivante:

Fyy "'Hlkl ry-bagn, = I‘;r:l"'ltr‘*"('7311""‘l
(23) & k » ..
1 = I'yre, riy = Iyjry pour #j # 1,

oul ,", sont les symboles de Christoffel. I.’identité / = ]}"," résulte de 'iso-
métrie.
De (22) nous avons

(24) w) = a'(b,a + b))
(25) & = @' (bpgtt' + by @y + byy, + bapy).
Posons

(26) r = &r+sn.
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Substituons (24) — (26) dans (23), alors
Thy = @' (bpg®' + byl + byiry - bhy) = I's,a’ (ba' 4 ba}), py # 1,
Dy (85 25 4 8n°) + by -+ b, ), + DLk @y — Ty by (85 oy -+ a0’y + Ik @l

ou

by (8" @)+ $0°) -+ b, ), 8+ by i, O+ blb oy = I, b, (8" 2} + sn') 4 Iy, apb.

Comme les vecteurs xj et »' sont linéairement indépendants, donc
bpg®® + by 05+ 0 88+ I, = Iheba®* +Ib, k=1,...,m, b8 = I"b,s,
d’ott b, 85+ b8y = 0, pg # 1, done b, =0, p = 1,..., %, au point wu.

En profitant de I'isométrie, de coordonnées rectangulaires et de (24)
nous avons au point u
ni1 Nl
v(w;‘m;') = Z(aib)2x,i,mq = \ (ab)2ay,ay+ O'x) )t = 0, is p # ¢
l i=1
I1Y’autre part
Dty =~ p £y,
i=1
donc — (ab)’uy 'wy T+ b*a) tay " = 0, d’ol, parce que on peut intro-
duire les coordonnées orthogonales telles que ), ™' # 0 et z3*' £ 0, p # ¢,
au point u(c’est-a-dire il existe tel #) done a> = 1 et nous pouvons situer
Va tellement que a = 1.
e (2) et (22) nous obtenons b = 1.
Ceb resultats ont été obtenus sous la supposition z"*'(«) # 0, mais
de la contituité ils résultent pour tous les points d’un entourage du point 0.
Ainsi nous avons démontré que

r*(u) = r(u)

dans un entourage du point 0.

Naturellement les plans correspondants par rapport a4 1' sont identiques
dans un entourage de 0. Considérons les points M et M* correspondants
par rapport a 7, ou M est arbitraire de V,. Le point M est déterminé
par n+1 plans coupant cet entourage, c’est-a-dire nous prenons 741
plans différents contenant un seul point M de V, en commun. Mais le
point M* se trouve dans chaque de ces plans, parce que les plans corres-
pondants par rapport a 7T sont identiques dans cet entourage de 0. Dons

nous avons M = M* pour tous les points correspondants des surfaces
V. et V.
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Ainsi nous avons démontré le théoreme suivant:

Tbéoréme. Si deux surfaces n-dimensionnelles isométriques V, et V;,
réguliéres de classe C®), contenues dans Despace euclidien (n+ 1)-dimen-
sionnel K, ,, sont tellex que Uimage par Disométrie de chaque variéié (n—1)-
dimensionnelle V,_,, V,_, = V,, contenue dans un plan n-dimensionnel P,
est une variété (n—1)-dimensionnelle V, |, Vi | c Vi, contenue aussi
dans un plan n-dimensionnel Py, alors V, et V, sont congruentes.

Ce théoréme a été6 démontré pour les surfaces n’étant pas des ensembles
plans. Si les surfaces sont planes, alors le théoréme résulte immédiate-
ment. Si les surfaces ne sont pas des ensembles plans, alors les conditions
(2) et le choix de a déterminent la transformation orthogonale de E, .,
de la maniére univoque, car les points correspondants de K, , sont déter-
minés par l'intersection de (n+ 1) plans correspondants par rapport & 7'
et coupant V, ou V; respectivement. Cela peut étre exprimé sous la
forme suivante:

La transformation isométrique de la surfaces n-dimensionnelle non
plane, contenue dans ’espace euclidien (% + 1)-dimensionnel, qui transfor-
me ses sous-variétés (n— 1)-dimensionnelles planes en des variétés planes
(n—1)-dimensionnells, est une transformation orthogonale de E,,,.

Ici nous appelons un groupe de transformations orthogonale 8’il est
sous-groupe du groupe affin, conservant les longueurs des vecteurs. Nous
disons qu’une transformation ¢ de sous-ensemble V, < E, , sur len-
semble V; < E,,, appartient & un groupe de transformations G de K, ,,
8’il existe une transformation ¢'eG identique a g sur V, (autrement dit
si g peut étre prolongée 4 une transformation appartenant a G).

Les résultats de ce travail et de [1] ont été publiés, sans démonstra-
tions, dans [4].
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Streszczenie

W pracy dowodzi si¢ nastepujacego twierdzenia:

Jesli dwie powierzchnie V, i V3, n-wymiarowe, izometryczne, klasy
C? i zawarte w przestrzeni euklidesowej (n+ 1)-wymiarowej, sg takie, ze
obrazami przez izometri¢ rozmaitosei plaskich (»—1)-wymiarowych
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Vioi © Vay Vayy © Pa, sa rozmaitosei (n—1)-wymiarowe plaskie V.,
c V,, Vi, c P gdzie P, i P, sa nm-wymiarowymi plaszczyznami,
to V, i V; sa przystajace.

Pesonme

I3 paGorte pokasmBaercs cienyiolias Teopema.
Iicim nBe m-MepHble u30MeTpuueckue mosepxHoct V, u V) kmacca (Y,
conepiaiuMecss B eBIIMAOBOM (% + 1)-mepHom 1npocrpanctse I, .,
FIBIAIIOTCA TaKUMM, UYTO NJOCKMM (1-1) — MepHLIM MHOrooOpasudm
Va1 Va Va, © P, COOTBETCTBYIOT uepe3 M3OMETPHIO ToMe (n— 1)-
MepHble Mmiockue Muoroobpasust Vi, , < Vi, Vi |, < P} (rne P, n P —n-
MepHble II0cKocTH), TO V,, n V) KOUTpysHTHbI.



