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Sur les relations entre les plans osculateurs orientés
d’une courbe.

O zaleznosciach miedzy zorientowanymi plaszczyznami scisle stycznymi krzywej.
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Introduction.

Dans le travail (1] Van der Waag a énoncé huit définitions des plans
osculateurs d’une courbe dans l’espace euclidien & trois dimensions.

Dans le travail [2] K. Radziszewski a introduit les notions des plans
osculateurs orientés et établi les conditions d’équivalence de ces défini-
tions.

Dans le travail [3] K. Radziszewski a étudié les relations entre les
plans osculateurs des huit types correspondant aux types de la classifi-
cation de Van der Waag; les plans y ont été définis au moyen de vecteurs
paratingents dans I’hypothése que la courbe admet au point considéré
un vecteur tangent unilatéral au sens fort.

Nous nous proposons d’étudier dans ce travail les relations entre les
plans osculateurs orientés des huit types, définis au moyen d’'un vecteur
contingent, correspondant aux types de la classification de Van der Waag.
Ce probléme doit son origine au fait qu’il est possible de donner des exemp-
les de courbes n’ayant pas de plans osculateurs orientés définis & ’aide
d’un vecteur paratingent, tandis qu’elles admettent des plans oscula-

teurs orientés définis & I’aide du vecteur contingent de la courbe. Nota-
tions et définitions:

(%, ) — plan construit sur les vecteurs linéairement indépendants
w, .
11 — plan portant le N° i dans la classification de Van der Waag.

N; — vecteur normal du plan I7;.
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(AsB) — arc de courbe orientée d’origine A et d’extrémité B.

o(P,Q) — longueur de l’arc de courbe compris entre les points P et Q
d’une courbe.

P <@ — le point P préceéde le point ¢) sur une courbe orientée.

<x{#,?} — angle compris entre les vecteurs u et #, 0(J{%, ¥} { .

On appelle vecteur contingent d’une courbe au point X le vecteur

lim (P,X/|P,X|) pour P, 3 X

n.oo

lim(i—ﬁnnX_P,—J) pour X 3 P,,

C(X) =

ol P, est une suite de points de la courbe tendant vers le point X, telle

que les limites correspondentes existent. L’ensemble des vecteurs C(X)
est dit contingent de la courbe au point X.
Nous dirons que la courbe (A*B) admet au point Me¢(A*B)> un plan
osculateur orienté du type i, si le vecteur N;, défini plus loin, existe.
Nous définirons maintenant les vecteurs normaux des plans oscula-
teurs des huit qui correspondent aux types introduits par Van der Waag
et sont définis &4 1’aide du vecteur contingent de la courbe.
Soit:

N, = lim (C(M)x MP/[|C(M)x MP|),
P M

N,= lim (PMxMP"|[P'Mx MP"|), P' 3 M 3P

PP a M
g (t1 M =3P
N, = lim {000 xO@)ICN < CP)), e =111 p 23
& _ZHe o 1P = p Lanapf
N, = lim & MP' xPP"||MP'xPP"|), e=\4+1P 3 M 3 P"
PP M 1M > Pl 2 PII

N, = lim (MP x C(P)/|MP X C(P)])

N6 —_ lim (PIPII XP”PIII/IPIPII X ﬁII.P’II') Pl _'g P'I .< PII'
PP P 0

N, = lim (PP’ xC(P")/|P'P" xC(P")l) P 3P
PP’ M

Ny, = lim (C(P’)XC(P”)/IC(P') XC(P”)|) R
PP "M

Dans ces définitions on admet que les limites correspondantes ne dépen-

dent pas du choix des vecteurs contingents C(X) de la courbe (A*B)
au point X; il est entendu que nous considérons uniquement des points

P,P',P",P'" et des vecteurs C(X) tels que les expressions précédentes
ont un sens.
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Relations entre les plans osculateurs orientés d’une courbe

Lemme 1. Si la courbe admet un plan osculateur orienté du type 1,

elle admet aussi un plan osculateur orienté du type 2.

La demonstration est identique a celle du théoréme 1 du travail [2]

Lemme 2. L’existence d’un plan osculateur orienté du type 2 n’entraine

pas celle d’un plan osculateur orienté du type 1.

Démonstration. Soit une courbe composée de deux arcs plans, ayant

en leur point commun M des vecteurs tangents ' et ¢, non colinéaires,

contenus respectivement dans les plans X' et £* X' = 5% Alors N, est

le vecteur normal du plan (#,#). D’autre part, le plan /1, n’existe pas,

puisque suivant le choix du vecteur C(M) et du point, on obtient & la

limite respectivement les plans X', X* (¢, #).

Lemme 3. L’existence d’un plan osculateur orienté du type 1 n’entraine

pas celle d’'un plan osculateur orienté du type 3.

Demonstration. Considérons la courbe plane d’équation

arl

sin —
x

z? Bi x #0,

y=

0 Bi x=0.

Le plan /I, existe: c’est le pldn contenant la courbe. D’autre part, le plan
IT, n’existe pas: en effet, on peut trouver deux points de la courbe P',P",
arbitrairement proches du point M (0,0) et tels que C(M)XC(P') =
= —C(M)xC(P").

Lemme 4. Si la courbe admet un plan osculateur orienté du type 3,
elle admet aussi un plan osculateur orienté du type 1.

Démonstration. Démontrons d’abord que 1’existence d’un plan osculateur
orienté du type 3 entraine celle d'un vecteur tangent unilatéral de la
courbe au point M. Supposons qu'il existe des vecteurs:

C'(M) = lim (MP'[/|MP’|) s M=P,
P'—DM

C'(M) = lim (MP"||MP"|) s M=3P",
PraM

tels que C'(M) # C"'(M).

Le plan (C'(M),C"(M)) est alors le plan I7,. Menons le plan JT*
= (N4, d), d étant le vecteur directeur de la Dbissectrice de 1'angle
o {m), C"' (M)}. Désignons par 8, les points communs de la courbe et
du plan I7*, Dexistence de ces points étant assurée (lemme 78 du tra-
vail [6]). En vertu du lemme du travail [5] il existe entre les points

8,, 8., des points Q., Q. tels que les vecteurs C(Q') et C(Q") sont
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dirigés respectivement vers la partie du demi-espace, déterminé par IT*,

vers laquelle sont dirigés les vecteurs C'(M) et C''(M). Considérons
les vecteurs:

N'(Qx) = (C'(M)xC(Q)/IC" (M) xC(Q)]),
N7 (@) = (C"(M)xC(Qn)/IC” (M) x C(Qm)1).

Ces vecteurs sont dirigés respectivement vers les deux demi-espaces
déterminés par le plan I7;, ce qui est incompatible avec ’orientabilité du

plan I7,, puisque lim N'(Q,) = —Lim N"'(Q,). L’hypothése C' (M) # C'' (M)

méne donc & une contradiction, done

C' (M) =C"(M) = lim (MP'[|MP’|) = t" (M), ou t*(M)
P M

est le vecteur tangent a droite. On établit de méme I'existence du vecteur
tangent & gauche. Notre lemme est alors une conséquence du théoréme
généralisé de 1’Hospital pour les fonctions non différentiables [5]: si
x =h(t), y =g(t), z=f(t) et si 'axe z a Dorientation du vecteur
t"(M), on a

- —2zj+yk - —2zj+ yk
N, =tim 2% F, < im —2TY
to—t yzz - ?/2 g+t l/zz—}— ya

L’existence des plans /I, et II; dépend donc de l’existence des limites
respectives limf(t)/g(t) et limf’'(t)/g’ () pour ¢, --¢, ou f'(t) et g’(f) sont
les nombres dérivés correspondant aux mémes accroissement de la va-
riable ¢.

Lemme 5. L’existence d’un plan osculateur orienté du type 2 n’entraine
pas celle des plans osculateurs orientés des types 3, 4, 5.

Pour le démontrer, il suffit de considérer la courbe construite dans
a démonstration du lemme

Lemme 6. S’il existe un plan osculateur orienté du type 4, les plans
osculateurs orientés des types 1 et 5 existent aussi.

La démonstration est immédiate.

Lemme ?. L’existence d’un plan osculateur orienté du type 4 entraine
celle d’'un plan osculateur orienté du type 3.

Démonstration. En vertu du lemme précédent, ’existence d’un plan
osculateur orienté du type 4 entraine celle des plans osculateurs orientés
des deux types 1 et 5, d’ol résulte ’existence d’un plan osculateur orienté
du type 3.

Lemme 8. L’existence d’un plan osculateur orienté du type 5 n’entraine
pas celle d’'un plan osculateur orienté du type 4.
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Démonstration. Considérons une spirale d’Archiméde. Le plan I/
existe toujours et il est orienté. D’autre part, il n’est pas possible de
trouver des points Py, P;,i =1,2 P, = P, tels que

lim (MP,xP,P, ||MP,xP,P;'|) = — lim (MP,xP,P, ||MP;xP.P}|)
PP M PP M
ce qui est absurde, puisque le plan //, est orienté.

Lemme 9. I’existence d’un plan osculateur orienté du type 3 n’entraine
pas celle d’'un plan osculateur orienté du type 5.
Ce fait a été démontré dans le travail [7].

Lemme 10. L’existence d’un plan osculateur orienté du type 4 n’entraine
pas celle d’'un plan osculateur orienté du type 6.

Démonstration. Considérons la courbe formée par la ligne brisée cur-
viligne d’équation polaire

r=2"% a2 0t <o <a2t, i=1,...

=200 = ot o

r=0 ¢=20.
Dans ce cas, le plan /7, existe et est orienté, tandis que le plan /I, n’existe
pas.

Lemme 11. Si le plan osculateur orienté du type 8 existe, le plan oscu-
lateur orienté du type 7 existe aussi.

Démonstration. Prenons deux quelconques P’, P sur la courbe et menons
le plan (P'P”,C(P)) de vecteur normal

N = (P'P"xC(P")/|P'P" xC(P"))).
Sur I'are P’, P" il existe deux points @', @'’ tels que les vecteurs ?J’—(_F),
C_(F"_) sont dirigés respectivement vers les deux demi-espaces déterminés
le plan (P'P", C(T”')) (en vertu du travail [5]).
Considérons la représentation sphérique des vecteurs (,T(—Q—’), (_I_WT"—)t
C(P") et P'P"[|P'P"|. Les extrémités des vecteurs C(Q’), C(Q"), C(P")

formeront un triangle sphérique, dans lequel I’angle au sommet C(P’’)
tend vers zéro, puisque

lim (0(Q') xC(P")(IC(Q") x C(P")))
P M

= lim (0(Q")xO(P")/IC(Q")xC(P)|) = N,
PQ M

Les sommets du triangle sphérique qui sont les extrémités des vecteurs
C(Q'), C(Q"') sont situés de part et d’autre du grand cercle P'P"’, C(P").
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Donc lim (P'P”,C(P"”) = lim (C(Q’), C_'@’-)). Pour démontrer que
P PM QP M

le plan (IW”, (7(?3) est orienté, menons un plan 1 perpendiculaire au
plan (CW), C(P")) et passant par le vecteur P'P”. Les vecteurs C(P'S,
W) devront étre dirigés respectivement vers les deux demi-espaces
déterminés par le plan H car il existe sur l'arc PP’ deux points 8’ et
8" tels que 8'S’”’ et que les vecteurs (S ) et C(S") sont dlrlgés respecti-
vement vers les deux demi-espaces déterminés par le plan 1I. Done, si
les deux vecteurs C(P’), C(P’’) étaient dirigés par exemple vers le méme
demi-espace que le vecteur C(8'), les vecteurs C(P’') X C(8")/|C(P’) x C(8")|
et C(8”")xC(P")/|C(8")xC(P")| auraient des limites différentes. Désig-
nons par II* le demi-espace déterminé par le plan ﬁ, vers lequel est
dirigé le vecteur C(P’’), et soit /I~ le demi-espace opposé. Le vecteur
W'—) est donc toujours situé d’un méme c6té du plan qui contient le
vecteur P'P’ 7, d’ou il résulte que la limite lim (P’P" XC(P")||P'P" x

P —— P P -}
XC(P")|) = N, existe.
Lemme 12. Si le plan osculateur orienté du type 7 existe, le plan oscu-
lateur orienté du type 8 existe aussi.

Démonstration. Comme le plan osculateur orienté du type 7 existe,
on a, pour P'3P",

].lm (PIPII XC(PH)”PIPH XO(P”)[)
PP’ M

— lim (C(P')xP'P"[|IC(P")xP'P")).

PP—.‘I

Considérons la représentation sphérique des vecteurs P’P", C(P’), C(P").
Les extrémités de ces vecteurs formeront un triangle sphérique, dans

lequel 'angle & ’extrémité du vecteur P'P" tend vers.
Done

(C(P')xC(P")[IC(P))xC(P")|) = N
PP’ M

Lemme 13. Si le plan osculateur orienté du type 7 existe, le plan oscu-
lateur orienté du type 6 existe aussi.

Démonstration. Comme le plan osculateur orienté du type 7 existe,
on a pour P'3P"3P"

lim (P'P" xC(P")||P'P" xC(P")|)

P'P-M

el lim (C(P”) xPIIPlII/lC(PII) XPIIPIII”
PP oM
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Considérons la représentation sphérique des vecteurs P'P', C—(f”—),
P"P'"'||P”P'"|. Les extrémités de ces vecteurs formeront un triangle

pshérique, dans lequel ’angle & l’extrémité du vecteur P'P’’ tend vers
n, donc

i (P'—,I;;_; XP"P”'”P’P'_’XP”P’”“ — ﬁ'l
PP P M

Lemme 14. Si le plan osculateur orienté du type 6 existe, les plans oscu-
lateurs orientés des autres existent aussi.

Démonstration. Dans le travail [3] il a été démontré que D’existence
d’un plan osculateur orienté du type 6 entraine celle des plans oscula-
teurs orientés des autres types, définis & l'aide du vecteur paratingent,
donc, a fortiori, ’existence des plans osculateurs orientés définis & ’aide
du vecteur contingent.

Corollaire: S'il existe un plan osculateur orienté de I'un des types 6, 7
ou 8, les plans osculateurs orientés des autres types existent aussi.
Récapitulant ces résultats nous obtenons le théoréme suivant:

Théoreme. Les plans, correspondant aux huit types de plans osculateurs
introduits par Van der Waag, se répartissent en deux groupes: au pre-
mier appartiennent les plans /1,, ..., II;, au second les plans 11, IT,, IT,.
Pour les plans du premier groupe on a les implications suivantes:

I1, entraine I,

I1, n’entraine pas I7,

IT1, n’entraine pas /7

I1; entraine /7,

IT, n’entraine pas I/

IT; entraine I7,

I1, entraine II;, pour ¢+ =1, 2, 3, 5,

IT; n'entraine pas I7,, pour j =1,2,3,5

IT; n’entraine pas II;, pour k =1

IT, n’entraine pas II;, pour n =1
pour ceux du second:

Il = II, = II; entraine I1,, v =1,2,3,4,5.
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Streszczenie

W pracy tej podane sg zaleznoéci miedzy zorientowanymi plaszczyzna-
nami §cifle stycznymi 1—8 wedlug klasyfikacji Van der Waaga, zdefi-
niowanymi przy pomocy wektora contyngesowego krzywej.

Pesome

B paGore manaraercA B3aUMHBIMM 3aBUCHMOCTAMHM MEKAY OPEHTHpO-
BaHHHIMM CONPHKACAOIMMMHCA INIOCKOCTAMM THNOB 1-8 coriacHo Kiac-
cupukanuit Ban-nep-Baara, onpegenéHHEIMM NpPU MOMOLIM KOHTHHIEHCHO-
ro BeKTOpa.



