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Sur la congruence des courbes

O przystawaniu krzywych

O KORIpYEeBTHOCTH KDHBHIX

I1 est bien connu que les courbures jouent un réle fondamental dans
la théorie des courbes dans l’espace euclidien n-dimensionnel. Ces cour-
bures sont définies moyennant les triédres de Frenet, ce qui entraine,
en général, la nécessité de l'existence des dérivées d’ordre n. Dans le
travail [1] A. D. Alexandrov a proposé d’utiliser, dans le cas de 1’espace
euclidien 3-dimensionnel, les courbures intégrales qui peuvent jouer un
réle analogue, mais, en méme temps, exigent des hypothéses moins fortes.
Il y a énoncé le théoréme suivant: Si deux courbes admettent des lon-
gueurs, des courbures intégrales et des torsions intégrales égales, alors
elles sont congruentes.

Dans ce travail nous nous proposons de généraliser les résultats de
A. D. Alexandrov a l’espace euclidien n-dimensionnel.

Notations et définitions

L’espace euclidien n-dimensionnel sera désigné par E™. Un sous-
-espace linéaire k-dimensionnel E*) sera appelé plan k-dimensionnel ou
bridvement k-plan.

Dans ce travail nous nous occuperons des courbes rectifiables orientées
(AsB) ¢ E™, données par une équation vectorielle ¥ = #(s), #(0) =
=04, 7#(¢') = 0B, 0 <8 <&, F(8) = OM, Me(A*B), ou s signifie la
longueur de 'arc (A« M) c (A=B) et O l'origine des coordonnées.

La longueur d’un arc (M=N) de la courbe (A+B) sera désignée par
[M*N], et la longueur du vecteur MN par [MN).
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Soit {(Myy ..., My, = W,, une ligne brisée inscrite dans la courbe
(4*B), My, = A, M,, = B, M;e{AsM ,> c (A*B), ¢t =0, ,.., m—1.
D’aprés la définition on a [A«B] = imZ[ MM, ,].

L’angle entre les k-plan E{® et E{, tels que Dintersection E A E{®
est un (k—1)-plan E{;~", sera défini comme il suit: construisons le (k+-1)-
-plan E$*Y engendré par les plans B et E{ (c’est-A-dire le plus petit
espace lineaire contenant E{" et E{; Dlexistence de E{*" résulte de
celle de k-+1 vecteurs linéairement indépendants, notamment: k—1
vecteurs déterminent E!; " et, dans chacun des plans E{® et E{, il
existe un vecteur linéairement indépendant de tous les autres k vecteurs).
Dans le plan E{;*" il existe exactement un plan 2-dimensionnel E® (défini
aux translations prés) perpendiculaire an plan E{". Désignons par
I, c B et 1, c B4 les intersections de EY avec EY et E® respective-
ment. L’angle entre les droites I, et I, sera appelé angle entre E\*) et E{").
On voit que les droites I, et I, déterminent deux angles: ¢ et y = n—¢.
Dans la suite de ce travail nous donnerons des conditions supplémen-
taires qui permettront de choisir un des angles » ou y comme angle entre
E{ et B,

Soient M, et M, deux suites de points de la courbe orientée (A*B),
telles que M,e(A*M, >. Si la limite

lim  {M, M, [[M,M, ]}
M;,M;"—»M

existe, elle sera appelée vecteur paratingent de la courbe (A*B) au point
M et désignée par I(M).

Maintenant, plagons l’origine d’un vecteur #(JM) paratingent de la
courbe (A+B) au point M, au centre O de la sphére-unité 8, alors ’extré-
mité de ¢(M) détermine sur la surface de S un point M,. Considérons
I’ensemble de tous les vecteurs paratingents de la courbe {(A*B) pour
tous les points M e(A*B). Leurs extrémités déterminent sur la surface
de 8 un ensemble (VA+"B> appelé indicatrice sphérique de la courbe
(AsB>.

Soit MW, = ("M,,...,"M,> une ligne brisée sphérique sur la
surface de la sphére-unité 8, c’est-a-dire une ligne obtenue de la maniére
suivante: Par le centre O de S et les points "M, VM, , nous menons
un 2-plan {0, VM, "M, } qui coupe la surface de S; cette intersection
sera un cercle 1-dimensionnel C. Les ares ("Mu"M; > <0, i =1,...,
m—1, tels que [VM "M, ,] <=, constitueront une ligne brisée sphé-
rique ("M, ..., OM,>. 8i OMM; = —OWM, ,pourl <k <i <j—1 <
< m, et +0MM,_, + O"M,, alors nous prenons les arcs OMAOM, >,
veey KM, _ MM, dans le 2-plan {0, VM,_,,VM,} de telle fagons
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que les demi-cercles (MMM > et (MM, «MM,, > forment un cercle
complet. Si k = 1 et j < m, alors tous les cercles (") MY M, ,> sont pris
dans le plan {0, M M;, WM, ), i < j+1. Si tous les OV M; se trouvent
sur une droite, alors nous prenons tous ces cercles dans un plan fixé.

Par {"M, ..., M;,,} on désignera le (k+1)-plan passant par les
points O, MM, ..., MM, ..

Considérons maintenant les plans {"M,,...,"M,_,} et {V1,,...,
M.} Le plan {"M,,...,""M, ,} partage 'esplace E™ en deux demi-
-espaces ,B™ et  ,B™. Le plan {"M,,..., "M, _,} partage les
plans {MM,,...," "M, ,} et {"M,,...,""M,} en deux demi-plans:
(Mt UMY, et (MY, L, MMET) et (MUY, L MY,
(M=, ...,"M;"} respectivement, ou M,e{Mi*,...,(VM;"} et
M,e{"M;*,...,"M;*}. La réunion {"M;~,...,OMi-3}v {OM;, ...,
Mt} partage E™ en deux parties (;,,\E™ et ,_\E™ ou 5, B est
tel que (2, B™ <, ,E™ ou a2 E® > 11 E™. Langle entre les demi-
-plans {"M7, ..., W) et (VM5 ..., WMt} contenant des points
intérieurs de ,,,,E™ sera désigné par ¢{* V, 0 < ¢{"V < 2.

Considérons maintenant les plans {"M,,...,"M,} et {VM,,...,
MM,,,}. Le plan {"M,,...,""M,} partage E™ en deux parties ,,,E™
et o\ B™, ou @, ,B" <, ,E™ ou bien ,, ,E™ o>, ,E™ Le plan
(WM, ..., ""M,} partage les plans {"M,, ...,V M,} et {VM,, ..., VM, }
en deux demi-plans {"M5 ", ..., O MY, (OM, ..., DM et {DMIT, ...,
Ot 3 (OM -, L, WM ) respectivement, ou O M, e {(VAG, ..., VML),
WM, MM, .., OMLL ). La réunion (MM, ..., WML V{WAMG, ..,
Wt} partage E™ en deux parties ;;,\E™ et o3 \B™, ol (5 E™
est tel quon a: (53, E™ <, \E™ ou bien (;5,,E™ >, \E™. L'angle
entre les demi-plans {1, ..., W5~} et (VM7 ..., O M.} contenant
des points intérieurs de (,;, ™ sera désigné par ¢f*~".

En répétant ces considérations pour les plans {M,, ...}, {Ms, ...}, ...
nous obtiendrons les angles ¢{"~", ... gii—)) .

Le nombre

m-—n+1

k(?l—l}( “'m) Y z (n_@{‘ﬂ—l])
-]

gera appelé (n—1)-courbure intégrale ou briévement (n—1)-courbure de
la ligne brisée W, dont l'indicatrice sphérique est "'W,. On voit que
k™=Y peut étre aussi un nombre négatif.

Prenons maintenant les plans {"M,, ..., VM, _,} et {VM,, ..., "M},
k=3,...,n—1. Le plan {M,, ..., VM, _,} partage les plans {"M,, ...,
OM, )} et {V"M,,...,""M;} en deux demi-plans {"Mi*, ..., VAt },
M, ..., VM) et (DA, L, WMLy, (OME, ..., VM) respecti-
vement, od M, e{MMT*, ..., OMEEY, DM {OMIT, ..., ML) Langle
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entre les plans {VM;", ..., WAt} et (WM, ..., W ML*), ne surpas-
sant n, sera désigné par ¢{* V.

En déterminant d’une maniére analogue les angles ¢i* "g{*~Y), ...
entre les plans {VM3*, ... M} et {VMIF,...,OOMit, ..., O

<@#FY"<a,k=3,...,n—1, nous pouvons définir les nombres

1

m—
km(wm) = 2 ‘P(ii)’ j=2,....n—2
1=1

que nous appellerons j-courbures de la ligne brisée W,, dont ’indicatrice
sphérique est “W,,.

Le nombre
m—1

K (Wp) = D' [OMa"M,,,] = [OW,).

{=1

gera appelé 1-courbure de la ligne brisée W,, dont P'indicatrice sphérique
est N'W,,.
Le nombre
KO (Wn) = [Wn]

sera dit 0-courbure de W,,.

Le nombre k" (W,,),i =1,..., n—1, sera aussi appelé (i—1)-courbure
de MW, et désigné par kC~V(W,) = KN (W,,).

Dans le cas de I'espace E® on définira la courbure intégrale de la
ligne brisée comme il suit:

Supposons donnée une orientation du plan E® par les axes de coor-
données (0, z, y). Considérons deux vecteurs M; ,M; et M;M;,, et posons
@i = X (M My, MGM; ), 0 < <<(Mi M, MiM,,,) <=, ol ¢; est po-
sitif si le couple de vecteurs (M M., ,, M, ,M,;) déplacés de telle fagon
que leurs origines se trouveront au point O, soit de méme sens que le
couple des demi-axes positifs (Ox, Oy) (c’est-A-dire on peut obtenir la
direction de M. +—1 M en faisant tourner M; M, , dans le sens positif pendant
que ’angle balayé ne surpasse pas =), et est négatif dans le cas contraire.
Le nombre

m-1
KO (W) = D) g

{=1

sera appelé 1—courbure de la ligne brisée W, = (M,,..., M,)> c E®.

On peut aussi définir, sans difficulté, la 1-courbure de W, = E®,
identique avec celle donnée plus haut, en prenant ’indicatrice sphérique
de W,, dans E® ou E®. .
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Si, dans les définitions précédentes des j-courbures, les points MM, ...,
(A, et O ne déterminent pas un k-plan d’une fagon unique, alors nous
prenons le plan a, = {"M,,...,"" M, .} o r est le plus petit nombre
tel que ce plan soit k-dimensionnel. Comme plan suivant nous prenons
ay = {"M,, ..., MM,.,}, sile plan o} est k-dimensionnel, et af = {' M,, ...
M rie}, 81 a? est k—1 dimensionnel, ol ¢ est un nombre tel que aj est
k-dimensionnel. Par a, on désignera le premier plan k-dimensionnel
de la suite aj,...,ai. En répétant les mémes considérations & partir
du plan a,, nous déterminons le plan a,, et ensuite a,,.... Les
plans a,, as,... étant données, nous pouvons définir, de la fagon
indiquée précédemment, les angles et par suite, les corbures de la
ligne brisée.

Si W, est contenue dans E?, nous posons &¥*? = 0, pour i =1,2,...

I1 est &4 remarquer que la (n—1)-courbure (qui peut étre négative)
de la ligne brisée W,, « E™ peut étre remplacée par (n —1) et n-courbure
de W,,c E™c E™" 7 >1. Dans ce cas toutes les courbures sont
positives ou égales a zero. Par exemple les j-courbures d’une ligne brisée
W,. c E® c E® sont égales & zero pour j = 3,4, & kx pour j = 2, on k
est un nombre de ’ensemble 0,1, ..., et pour j = 0,1 elles sont des
nombres positifs.

Soit maintenant (A+®MB) Iindicatrice sphérique de la courbe
(AsB> ¢ E™, n > 3. Le nombre

KW(As+B) = [WA+"B]

gera appelé 1-courbure de (A=B).

Considérons une ligne brisée Wi, = (M7, ..., M}> contenue dans un
plan B™ " c E™. Tragons par les points M7,i =1,...,m, les droites
(M?) perpendiculaires au plan E~"). 8i nous désignons par {M?, ..., M?,,}
les (k+1)-plans passant par les points M7 ; et les droites (M7, ), alors
nous serons en état de définir les angles entre ces plans et, par con-
séquent, les j-courbures, j = 0,...,7n—2, tout comme pour les lignes
brisées sphériques (MM, ..., VM ,,>.

Soit W, = (MM,,..., " M,> une ligne brisée sphérique inscrite dans
Pindicatrice sphérique ("A+"B> de la courbe (A*B> < E™. Construi-
sons dans E"" une ligne brisée VWH = ("M?,...,MM:L> dont les
j-courbures, j =1, ..., n—2, sont égales & celles de la ligne brisée sphérique
W et [DMaM ] =[O M?, ],i=1,...,m—1. On peut faci-
lement prouver que cela est possible d’une maniére unique (4 un groupe
de transformations euclidiennes pres). La limite des lignes W%, o "W2,
sont situées de telle fagon qu’elles possédent les mémes points M} et
les mémes droites (" M} M7 sera une courbe ({"A”s"B”) (on peut prendre
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des suites partielles). L’indicatrice sphérique de ¢A”+"B”) sera une
courbe rectifiable (sinon nous posons K®(A«B) = oo) (P4+PB) c 8"~
cE"Y, on 8% la signifie la surface de la sphére-unité (n—1)-dimen-
sionnelle. Le nombre

K®(AxB) = [M4+%B]

sera appelé 2-courbure de la courbe (Ax*B), si ce nombre est le méme
pour toutes les suites de W7,.
En répétant ce procédé, nous appelerons

KM(AsB) = [N4sPB], j=1,...,n—2,

j-courbure de (A*B) c¢ E™ n > 3.

Remarquons que L, — ("~?4P«"-2B"> sera une ligne de 1’espace E®.
Inscrivons dans L, une ligne brisée "~W%, et soit k("2 W?) la 1-cour-
bure de "~NW}, < E® définie plus haut (c’est-d-dire k("-2WZ) peut
étre aussi négative). Le nombre

A)  K®™D(A4«B) = lim ¥)N("-IWE) = KO(("-2) 4742 p?)

(-2 L,

sera appelé (n—1)-courbure de la courbe (A*B), si cette limite est la
méme pour toutes les lignes brisées inscrites “~?W?% — L,.

Nous disons que la courbe (A*B) admet des courbures uniformes,
si pour chaque ¢ >0 et chaque suite de lignes brisées "~2W? —
(D% MP, ..., " Y MP> inscrites dans L, = ("~N4P+"-IBPy il existe un
nombre m, tel que pour m > m, on a

| KW (=2 4o~ YP) kD (("=DAP A\ -2 YP)| < ¢
pour tous les points M;,¢ =1, ..., m, simultanément, ol

<(n—2)Az)‘(n_2)JIzi7> - <(u—2)Ap*m-2)Bp>’ <(ﬂ—2)Ap/\(ﬂ—2)lu?> - (ﬂ-—Z)‘VgI .

Le nombre
K©(A«B) = [A*B]

sera appelé 0-courbure de {(A=*B).

Pour n = 2 la définition de K" est donnée par A), on "~IW? est
une ligne brisée inscrite dans (A#»B).

Dans le cas des lignes brisées cette notion de j-courbure se confond
avec celle donnée plus haut.
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On peut définir aussi les courbures de la courbe {(4*B) comme la
limite des courbures %' (W,,) des lignes brisées inscrites dans (A=B).
Il serait intéressant de trouver les conditions sous lesquelles ces deux
définitions des courbures sont équivalentes.

Congruence des courbes

Le but de ce travail est de démontrer la congruence des courbes ayant
les mémes courbures intégrales. Pour cela, nous prouverons d’abord
quelques lemmes auxiliaires.

Lemme 1. Si deux lignes brisées W,, = E™ et W,, c E™ admet-

tent des j-courbures, j =0,1,...,n—1, égales, alors clles sont con-
gruentes.

Démonstration. Nous prouverons ce lemme en utilisant la définition
de la courbure intégrale comme la longueur des indicatrices sphériques
successives. En effet, comme les corbures K"~ et K"-" des lignes W,,
et W,, sont égales, les lignes brisées ®W? = L, et W2 = L, (voir la
définition correspondante) sont identique (aprés une transformation
euclidienne). En continuant ce raisonnement nous arrivons au résultat
que les lignes brisées "W}, et YW,V i =3,...,n—1, sont identiques,
d’ott on peut conclure l’identité de W,, et W, (aprés une transforma-
tion euclidienne).

Lemme 2. Si la courbe (A*B) c E", n >3, admet une 1-cour-
bure finie, alors elle admet aussi un vecteur tangent au sens strict au
point A.

Démonstration. 8’il existait deux vecteurs paratingents #, et i,
alors il existerait deux suites de points M, et M,, et deux suites de
vecteurs paratingents I(M,) et #(M,) tels que M, >A, M, > A,
i(M,) ~1, t(M,) —~t,. Mais cela est impossible, car l'indicatrice sphé-
rique aurait une longueur infinie. La contradiction obtenue prouve
notre lemme.

Lemme 3. Soient données deux courbes (AxB> c E® et (A'sB)
c E®. Si tous les arcs correspondants (A*xM) < (A*B)> et (A'=M')
c (A'sB'>, [A*M] = [A'«M'] admettent des i-courbures, ¢ = 0, 1, égales,
finies et uniformes, alors les courbes (A#*B) et (A'*B’) sont con-
gruentes.

Démonstration. Soit (M, ..., M,> une ligne brisée contenue dans
I’espace E®). Menons les axes de coordonnées (0, z,y) tels que le sens

positif de ’axe Oz soit compatible avec le vecteur M M, et M, = 0.
Posons ¢; = <X (M;_,M¢, M¢M;,,), |¢;| <=, en prenant le signe + sile

-
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couple de vecteurs (M M; ,, M;_,M;) est de méme sens que le couple
de demi-axes positifs (Oz, Oy), et — dans le cas contraire. Alors, en
désignant les coordonnées rectangulaires du point M; par (z;, y;), nous
avons:

z, = [MyM,] = 8, =0
Ty = 8,COBQ, Yy = 8, 8ing,

Ty = 8,CO8Q, 1 85C08(p; + @) Ys = $;8ing, + 8,8in (¢, 4 ¢a)

n-1 n-—-1
B) oiv= Z 8,co8k; Yp = 2 8;8ink;
-] i=1
¢
o k= ;‘W et 8 = [M,_,M,].
-1

En vertu de B) on peut écrire
8 8
T =fcosk(s)ds y = fsink(s)ds,
0 0

ol %(8) est la 1-courbure de I'arc (M AM)> =« W,, et 8 = [ M A M].

Maintenant, si deux courbes (A#*B) et {A’'s*B’) ont les mémes i-cour-
bures, ¢ = 0, 1, nous inscrivons dans (A *B) et {(A'*B’) des lignes brisées
Wpn=(Myy..., M), ) et W, = (Mgy..., My) telles que [MyeM;]
= [M@M;], M M;> € (A*B>, (M M;> < (A'sB'>, My = A, My = A,
M, = B, M,, = B', et que W,,,, m =1,2,..., compte parmi ses som-
mets tous les points M,,..., M,,,

Plagons (A+B)> et (A'*B’) de telle facon que les vecteurs tangents
1(4) =1(4'),A = A" = 0, aient le sens du demi-axe positif Oz, tandis
que B et B’ se trouvent du méme c6té de 1'axe Ox. Désignons par k et k'’
les 1-courbures des arcs correspondants de W, et W, et par (z;, y;)
et (x¢,y:) les coordonnées des points M; et M; respectivement.

Alors on tire de B)

n-1 n-1
(m— | = | 3 (sic08k;—sic08 k)| < D' Isi(cosk;— coski) |+
{=1 i=1
n-1
+ ), 1(8:—83)cosky]
f=1

ol & = [M;_, M), s = [M;_, M;].
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En profitant du fait que la courbure est uniforme nous obtenons

n-—1 n—-1 ' ’
W ’ 3 . ki—ky . K+ E
’) 8i(cosk;—cosk;)| < E 8;|28in ™ sin !
{=] T=1
n-1 n-1
< D all—Kl <e )8 <eL,
{fm] ft=1

od L = [A*B].
Posons 8 = [M;_wM;]—e, 8; = [ M;_yeM;]— e;. Alors

n-1 n—1

n—-1
[(Br—s)| = D lec—eil < D) eitei =

{=1 {=] f=l

n-1
|Z (8,— 87)cosk;| <
-]

= [A#B)—[W,,]+[4'«B']—[W,] >0, car [W,] > [4+B]
et [W,]—>[A'+B'].

Donc nous avons |T,— ;] — O.

Les coordonnées y satisfont & des inégalités analogues. Le lemme
est ainsi prouvé.

Théoréme. Si deux courbes (A*B> ¢ E™ et (A'+B’> <« E™ admettent
des j-courbures, j = 0,1, ..., n—1, égales, finies et uniformes, elles sont
congruents.

Démonstration. Nous utiliserons I'induction par rapport & la dimen-
sion.

Notre théoréme est démontré pour E*) (lemme 3). Admettons qu'il
soit vrai pour E™~Y,

Prenons deux courbes (A»B) et (A'sB’) plongées dans E™ et satis-
faisant aux hypothéses du théoréme. Leurs indicatrices sphériques
MA«IB)Y et (MA'«MB’) sont congruentes, car, moyennant la méme
transformation de la sphére-unité sur un (z—1)-plan que nous avons
utilisée dans la définition des i-courbures, on peut obtenir des courbes
(WAPMBPy et (MA'?«MBP) qui, d’aprés notre hypothése, sont con-
gruentes (car elles sont plongées dans E™~!) et possédent les mémes
courbures). Done, en vertu du lemme 1, les courbes (A*B> et (A'*B’>
sont congruentes (car si W% et W, sont proches, alors W, et W, le
sont aussi).

Nous avons prouvé que les courbes (A#*B) et (A'+B’> admettent
les mémes tangentes unilatérales au sens strict (4 droite et & gauche),
donc leurs équations peuvent étre obtenues par une simple integration,
ce qui prouve notre théoréme.
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Streszczenie

W pracy tej wprowadza sie pojecia krzywizn integralnych krzywych
w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej oraz dowodzi sie twierdzenie:
Niech dwie krzywe w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej posiadaja
krzywizny integralne skonczone i jednostajne. Jedli krzywizny tych
krzywych s réwne, to krzywe sg przystajace.

Pesome

B aroit paGore BBOIMTCA NMOHATHA MHTErpajJbHLIX KPUBU3H KPHUBLIX
B €BKIIMIOBOM NPOCTPAHCTBe 7-U3MEPEHHMIA.

okaseiBaerca TeopeMy: IlycTh Be KpuBLie MMEIOT KOHEYHBIE M PaBHO-
MepHble UHTerpajbHhle KPMBHU3HH. ECiIn KpMBHM3HLI 3TUX KPHMBLIX paBHBHI,
TO KpHMBBHIE KOHI'DYEHTHHI.



