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SWIATOMIR ZABEK
Sur le minimum absolu de certaines fonctionnelles

O minimum absolutnym pewnych funkcjonalow

06 aGcomoTEOM MAEHMYME HEKOTOPHIX G(YHKIMOHAIO0R

Soient deux nombres réels a et b, a < b. Fixons de plus des nombres:
m naturel, M réel et a réel positif.

Désignons ensuite par K, une classe de fonctions u(xz) définies dans
Pintervalle fermé <(a, b) et y admettant une dérivée (m —1)° absolument
continue (la dérivée d’ordre zéro est identique a fonction méme), ainsi
que satisfaisant aux conditions:

(1) u(a) = a‘-u(m) =¢; pour ¢=0,1,...,m—1.

Tl

b
(2) J 1 @) e < M

De plus K; (¢ =1,2,...,m—1.) signifiera la classe de toutes les
fonctions v(x) telles que pour chaque v(z)e K, il existe u(z)e K, telle que
uN(z) = v(x).

Lemme. Les classes K;(i = 0,1,..., m—1.) sont compactes.

Démonstration. Soient deux nombres z, et x, de lintervalle (a,b).
Nous avons

W) — 4 Ny = | [ U @) da]
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Mais, en vertu de l'inégalité généralisée de Schwarz (voir p. ex. L. To-
nelli [1] Vol. I, n? 56.):

a

[ uM(@)do| < [oy— oy [ (e l”“dw]“l‘
‘zy z

De 13 et de (2), pour tout ue K, et pour tout couple z, et , de l'intervalle

<a, b)

i a

™z — u™Nay)| < Mo |wy— a, |

Donc, toutes les fonctions de la classe K, , sont également continues.
De plus, en vertu de (1)
1 a
[W™@)] < [™ @) — Gl + |G 1| < M 0~ 6T - |G| <
1 o

; — e df
M (b—- @)’ o 1t |q»! 11 : '111
c’est-a-dire, pour tout ueK, et wela,b)
™= Na)| < M,

ce qui indique que toutes les fonctions de K, _, sont bornées dans leur
ensemble.

Si m > 2, nous pouvons voir que, en vertu du théoréme des accroisse-
ments finis, pour tout weK, et z,, z,ea,b)

(4™ (z,) — u™ Nz, | = |[u™ V@, + 0(z—a,)]|* [T, — 2,
ol 0¢6<1, et par conséquent
Iu(m_z)(wz)— W™ 2)(‘”1)[ < M|z, —a,|

Done, les fonctions de la classe K, _, sont aussi également continues
et — & cause de (1) — bornées dans leur ensemble. De cette maniére
nous pouvons démontrer que toute classe K; (¢ =0,1,...,m—1.) est
un ensemble de fonctions qui sont également continues et également
bornées. Par conséquent, en vertu du théoréme connu d’Arzeld, de toute
suite de fonctions de la classe K, il est possible de tirer une suite par-
tielle uniformément convergente.

Fixons ¢ (0 <% < m—1). Soit {v,(x)},.,., . une suite de fonctions
de la classe K;. Il existe donc une suite partielle {v,;(#)}j..,. €t une
fonction w(x) définie dans <a, b) telle que

lim unif v,4,(z) = w(z)
f-s00 (a,b)
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ol le symbole ,,lim unif’”’ désigne la limite uniforme dans (a,b). Je dis
ab

que w(z)eK;. i

Dans le cas ou ¢ < m—1, comme K, , satisfait aussi aux conditions
du théoréme d’Arzeld, nous pouvons extraire de la suite {v,y;(z)} une
suite partielle telle que la suite des dérivées correspondantes soit aussi
uniformément convergente.

En procédant ainsi nous arriverons enfin — pour tout ¢ < m—1 —
& une suite {,(x)},_, ., . telle que chaque suite {#{")(z)} (pour ¥ = 0,1, ...,
m—1—4.) sera uniformément convergente.

Or, en vertu d’un théoréme connu sur la dérivation des suites uni-
formément convergentes nous pouvons affirmer que w(x) étant la limite

uniforme de la suite {v,(x)} est une fonction dérivable jusqu’s I’ordre
(m—1—1)° et que

w®)(z) = lim unif " (z) pour k =0,1,...,m—1—i.
Asco (ab)

b
Evidemment, comme ,(z) ¢ K;, ) (a) = g¢;,.x et [ [8{" "(z)|'"'de < M.
Par conséquent nous avons aussi w'(a) = qi,x (k =0,1,..., m—1—i.)
b
et [ |w™ N a) " dz < M.
a

L. Tonelli [1], Vol. II, dans n“86 a montré, entre autres, que toutes
les fonctions f(x) absolument continues dans un certain intervalle (s, t)
et satisfaisant & la condition

]
[If (@) *ede < M
sont également absolument continues.
Cette conclusion est évidemment vraie pour les fonctions de la classe
K,_,. Admettant que %" '""(z)eK,_,, nous voyons que pour tout
e > 0 il existe tel 6 > 0 que pour tout A naturel et toute suite finie d’in-

tervalles {<(x;;, Z;;)}s-12...s contenus dans {a, b)> et non empiétants, nous
avons

’!Z[asm..l- ”(.’3; )_i’flm_l '.}{.T“}] I < .% 8l Z |m12—m“l <é

fem1 Jem1
Quand A > oo, nous obtenons

- m-1- — Tt | £
| 3 1™ ) — w0 @] | < 5 <o
=1

ce qui prouve que w™ '~Y(x) est aussi absolument continue.
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De toutes ces propriétés de w(z) et de la définition de la classe K,

il resulte que w(x)e K;, c’est-a-dire K; est compacte pour ¢ =0, 1, ...
. m—1., c.q.f.d.

Désignons maintenant par L la classe des fonctions u(z) définies et
ayant une dérivée (m—1)° absolument continue dans (a, b) et y satis-
faisant aux conditions (1).

Soit y[u] une fonctionnelle définie et inférieurement semi-continue

dans L, de la forme
b

plul = [ F(o,u, v, u", ..., u™)ds
a
telle que F(x, ty, £y, Loy ey b)) = P |tn]' " ol p est un nombre réel positif,
Théoreme. La fonctionnelle y[«z] admet dans L son minimum absolu.

b
Démonstration. Comme y[x] = p- [ |u"™)(x)|'*°dz > 0, donc la borne
a
inférieure de y[u] dans L existe. Désignons I = infy[«]. Evidemmment
L

I = 0. Soit L une sous-classe de L, pour les éléments de laquelle 'inéga-

lité y[u] < I+1 est satisfaite. Par conséquent on a dans L:

1]
I+1
[ ™ (z) " de < E

En vertu du lemme, L est commpacte. Donc y[u], étant par hypothése
inférieurement semi-continue, admet dans L son minimum absolu. Par
ce seul fait elle I’admet aussi dans la classe L, c.q.f.d.

Remarquons, que chaque sous-classe fermée de la classe L, déter-
minée par des conditions supplémentaires telles que p. ex. w(b) =1,
|#(z)| <1 etc., est aussi compacte. Nous obtenons ainsi par exemple:

Corollaire. Chaque fonctionnelle de la forme

b m

ylu] = f Z () [u? (@) dx

a f=0

ou ps;(z) = 0,pn(z) 2p >0 (j=0,1,2,...,m.) dans <a,bd), admet
son minimum absolu dans une sous-classe de la classe L, définie par des
conditions supplémentaires «(b) = 1, sup|u(z)| = 1.

¢a,by

Ce corollaire sera utilisée dans un autre travail, qui paraitrera ul-
térieurement.
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Streszczenie

Niech i oznacza ustalona liczbe naturalng, zas L — klase funkecji
u(z) okreflonych i majacych absolutnie ciagla pochodng rzedu (m —1)-go
w pewnym przedziale domknietym <(a, b> (samg funkeje uwazamy przy
tym za pochodng rzedu zerowego), tamze spelniajacych warunki u"(a) =
=¢ dla i =0,1,...,m—1. Oznaczajac przez y[u] funkcjonal dolnie
pélciggly w klasie L, majacy postaé

b
wlu] =f1"(:v, wu,u',uw’, ..., w™)de

taki, ze dla pewnych statych dodatnich a i p, mamy F(x, t,,¢,,...,1,) =
= p- ', dowodzimy twierdzenia:

Funkcjonal yp[u] osiaga w klasie L, a takze w kazdej podklasie domk-
nietej klagsy L, swoje minimum absolutne.

Pe3oMme

Ilycte m 6yner ¢puKcHMpOBaHHBIM HATYpPaJbHBIM 4YMCIOM, L — Kiaaccom
PyHKuMM u(r) uUMerWUX abCOMIOTHO HENpephBHYI IPOU3BOXHYIO
(m—1)-ro mMopAgKa Ha HEKOTOPOM 3aMKHYToM oTpe3ke {a, b) (upH TOM
caMylo QYHKUMIO u(T) MBH cuMTaeM eé coOOCTBEHHON NPOM3BOJHON HYJle-
BOr0O TMOPAAKA) M YNOBIeTBopAlOWMX ycuoBuam: u(a) =¢; mnA
i=0,1,...,m—1. OGosnayad uyepe3a ¥[u] nmosyHenpepuBHLI CHU3Y
B L ¢pyHkumoHan BuAa:

b
Yiu] = f Fz,u,w,u’, ..., w™)dr
a

TaKoili, 4TO IJIA HEKOTOPHIX NOJOHMUTENBHBIX a U P, F (X, 1y, by, cooy ly) =
> plt.|'™®, noka3biBaercA Teopemy:

CywectByer B L (M B KaxI0M 3aMKHYTOM MoJKJacce kKaacca L) Takas
Ppyunuua uy(x), uyro ¥ u,] =i2f'1’[u].






