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TATbAHA I'. 33POXHU

O HeKkOTOPhIX KJACCAX p-JMCTABIX (YHKURA
O pewnych klasach funkcji p-listmych

Sur certaines classes de¢ fonctions p-valentes

I
3. JleanpmoBcknit [2] paccmatpuBan kKiaace L OTHOIMCTHBIX B Kpyre
0o [ -]
|z2] <1 bynkumit f(2) =2+ ) @,2", Ras KOTOpBIX N nla,| <1 n noka-
N=2 N=2

3a/ 1A 3TOro Kiacca (GyHkumit 7 u3 10 Teopem, mokasaHumx A. Hlib-
N

noM [4] maa kmacca S, pyHKumit f(2) = 2— ) a,2", a, = 0, MIA KOTOPBIX
Ne2

r = 1 ABJAETCA PaguycoM OXHOJICTHOCTH.

W. Tanbnepun [1] pacematpusan kaace Ly, R, Q,, (p — neioe,
> 1) peryiaspHHX B Kpyre [z| < 1 ¢(ydKuuit, KoTopnle ABIAKTCA 00-
o6wenueM kiaacca L. Ias 3TUX KaaccoB ClpaBe[IMBHL TEOPEMbl, JOKa-
3aunple 3. JIeBaHMOBCKUM A kKiacca L.

B HacTodAumelf 3aMeTKE YCTAaHOBJIEHH TeopeMbl BpallleHUs, A TaKme
nansl oueHKH Beauuun arg(f/z°) mas xkmaccos L, R), Q,, a Takike IA
Kiacca @, KOTOPHIf ABIAETCA o6oGueHneM riacca @,. Kpome Toro
HaMH paccMOTpeHhl anaJoriyHele KIacchl ¢ynknuit B obnactu |2| >1
M IUIA HUX TaKMe YCTAHOBJEHBl aHAJTOTHYHBIE TEOPEMBI.

Onpenenenns

1. Kmaccom I, mnaspiBaercA KjacCc PperyaApHbIX B Kpyre 2] <1
dynrnnit

(1) f(z) =2+ Zazwn-lzp”—l’

Nm?2



138 Tarsaua I'. dapoxn

VIA KOTOPhIX

+n—1
(2) Z p : |ap+n—l|

n=2

2. Kaaccom Lj Ha3oBeM Kiacc perymsapHbIX B o6macTu [2| > 1 pyHkimii

(3) f(s) = "+ V ;:: Zist,
WIIA KOTOple

ad +n-1
(1) DTl <1

3. Kuaccom R} Ha30BeM Kilacc PeryJIAPHbIX B Kpyre [2| < 1 yHKumit
(1), maA KoTopwx

N Ef":l):
(5) ,:?J: ; 1 Lap " 1]

4. Raaccom Rj Ha3oBeM KJlacc pery;ispHbIX B o6itacT [z > 1 pyHkuui
(3), maA KoOTOPHX

f'_uj { il 2
= ?

5. KnaccoM @, Ha3oBeM Kilacc pery.iipHuX B kpyre [z| < 1 ¢yHnrimi

(7) flz) = 2"+ \_‘M(’v+»—lzp+“_l’
-} p+y
A KOTOPBIX
+n 1
(8) Re? > 0, ( )lbp+n—l| 1(").

IIpu y = p nonyuyaem kiacc ynkunit @, [3].

(!) Ouesmnno, uro F(2) = [yf(2)+2f (2)}/[p+¥), rne y(z)«R‘,', (MR CooTBET-
cTBenno f(2) Rp).
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6. KiaccoM @y Ha30BeM KJjacc peryJApHuX B o6nactu |z| > 1 GpyHKumi

S p+n—1— Bpin
(9) F(2)=ZD—ZP p+y yz:uu—:v

A=l

JUIA KOTOPHIX

b M Fl
(10) Ry ;o,}_:(’” ;:-—1) Bpsnal <1().
N=]

I. Tanbnepun 1oxasaxa, 4to QyHkuun kKiaaccoB L,, @, p-JHCTHB
M 3BE37AHH B Kpyre 2| < 1, a dyHKimn Kiacca R p-JIMCTHBL M BBITYKIIBI
B Kpyre |z| < 1.

Teopema 1. Kaocdaa dynryus f(z)e L, omobpancaem |z| > 1 na o6.1acme
0ono.tHeHUe KOMOpOil 36¢630HO0 OMHOCUME.IbHO mouku 2z = 0,

IlokasaTeanctBo. Mb uMeeM

wd _q’ “Z(p+n 1)a,,, 2~ @ "
FoT o

-2p-n+tl
14 E Ay in_12
Nl

[p_ 2 (p+n—1)a1’+n lzIH”_lI[l'{— Zaﬂ L l_'—:p iy

n=l

} = 20-n41)
|1+ 2, Ay in-1~ !

(OyeBHJTHO, 4TO

sl S enon 3t 5 5]

T‘ [@p . n_ ""‘ | +n l x‘la’ n-1l
sp— N (-2l = N ipyaq) et N ooy
M=l =1 N=l
& |appae] 84 nl
(p—z(zﬂrn D) it (HZ 1) >0
N=l Nm]
(0 <r<1),

4yTo M TpeGoBaloCh NOKA3aTh.
AHanoruyHo XOKa3bBaeTCH
Teopema 2. Ecau f(z)eRp, mo ¢ obaacmu |z| >1 pynkyuu esinyras.
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Teopema 3. Dynkyuu F(2)eQ, p-aucmuol u 36é30Hbl 6 Kpyee |z| < 1.
JlokasatenbcTBOo. ML IMceM

v | ST e
CW——CR 1+ é -1 =
F 1+ \1P+n—1 i -1

- Botimoa 2
S (prersit
S| p+n—14y 1 _
. — | = bpinalr
P+7 D

ptn—1+y
Pty

e V

—
N

=1-—

. |b1)+n—l‘r" \

Tak Kak

1) !p+n—1+y|<gi%—l

b iy *,

TO

o [p+n—1)? P
zF' ‘E:(&P——) ”ﬁr,n—lir K
R =L P L s

+n—
I—Zp -Ibp-qn llr

A==2

Kak u Teopema 1, C TéM JIMUIL OTJIMYUEM, YTO HYHIHO BOCIIOIL30BAThHC
HEPABEHCTBOM

!p+n—l—y‘/p+n—1
L e A .
I Pty

JIOKa3LIBaeTCA CIIENYIOIAaA TeopeMa:

Teopema 4. Hancoas @ynkyus F(z)eQ, omobpamcaem |2| >1 na
06.1acmb, donoaHenue Komopoil 36630H0 omHocumeabHo mouku z = 0.

JnA ycTaHOBieHMA TeopeM BpAalUeHHUA, a TaK#e JPYTUX OIEHOK,
GymeM 1101b30BAaTLCA CileAYyIOlel TeMMolk [5]

Ecau an>0, 7,;}0(70"—‘1,2 ),0<"van}’n< +oo,q < ﬂn/}’n <

() ®yuxkura { = (A-+y)/(B+y)(4 > 0,B > 0, 4 > B) orofpamaer moaymnao-
CKoCTh Re” > 0 Ha OKPYHHOCTH CHUMMETDMYHY OTHOCHTedIbHO ocu 0 & (L = &+in)
M JepeceKawInyl och B Toykax & = 1, £ = A/B. Orcopga caenyer, uro |(A+y)/(B+
+7)l < A/B.
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oo
20e ¢ u ¢ nexomopsie nocmoaHHme, U pad > a,f, crodumca, mo

n=1l
oo
. D @uf 8
inf £ < 2 <sup—.
2 Z @n¥Yn £

Nl

Teopema 5. Ecau f(z)eL,, mo ¢ kpyze |z| <1 umeiom mecmo OyeHKu

(12) t % < arg f < aretg 3 (®)
—aretg —— < arg 5— o
: V1—7¢? = V1—1p?
Oyenku moumvle, docmuzaiomca GYHKYUAMU
(13) f(z) = z”—i——‘_’;—le"’z”“ (a sewecmeenHoe)
p -

I MOAbKO UML.
HokrazatennbcTBo. Mbl nMeeM

O p+n—1 !
fl(z) - pzp_l[l+ \ p—" Iap+n-llr lCOS(p,‘__l-{—-
dd P

Nem?2
: S p+n—1 e o
+";:’p— [@psn_al? lSlD(p,._,
i
O Pt+n—1 e
2 P lap+u—1l"” lBlD(p,._l
arg —— = aretg —=' = —
gzp—l g wp+n—1 _n_l
h Z ———— |@piaa|? COB@,_,
ne2 p
BseneM 0603Ha4YeHUA
< p+n—1 15K
21’ |Bpyn_a]?" " 8iN@y_,

N2
) = ’

— p+n—1
1+ Zp—p— |@p pn_a|7" " COBP,_,

Ne=2

1 pt+n—1
g Z Ean= s [@prn_il-
Ne=2 p

@) Tpx p = 1 moiryyaeM TeopeMy BpalleHMA faA kaacca dymkumst L (5]
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Torpa

o0
SaP+n—1 —
/\‘ lap+n-l'£r 8IN@,_,
p Ne=2
" _ 00 -

VvPin—1
Ao p

lap+u—l| 1+ 8’)’“_1008(])”_1)

B cuny nemmui,

er" 'sing, ,

1+ e 'cosg,_,

er"lgino,_,
14e"'cosp, ,’

inf

-

< 7 < sup

Jlerko mpoBepuTh, uTo IIA 0 < ¢ < 22

er er™ !sing,_, &7

- < = S T
Vi—é&r® 1o cosgn,  V1—er

Takum o6pasoMm, Tak Kak & <1,

(14)

r
_arctgm < arg sp_] < a.rctg—l—_?;

nna dynknuuit (13) arg(f'(2°~') = arctg(rsing /(14 rcosg)); ecau cosp =
= —r, 10 arg(f'/""') = Laretg(r/V1—7*).
AHAOrMYHO ROKa3BLIBAIOTCA TeopeMul 6, 7 u 8.

Teopema 6. Ecau f(2)eL,, mo 8 Kpyze |z| <1 umeiom mecmo oyeHKu

(15)  —arctg o Ml AETS < arg%; < aretg __'{___Tz )
Vip+1)—rp

l/(p+1)2___r2p2
Oyenku mounsie, docmuzaromea gyuryuamu (13), 1 moavko umu.
Teopema 7. Ecau f(z)e Ly, mo & o6.aacmu |z| > 1 umerom mecmo oyemxu

1

1 1
(16) —aretg ———— < arg —— < aretg——,
Y —1 Ny Ve —1

Oyenku mouHble, aocmuzaomca GYHKYUAMU
(17) f(z) = 2"+ €|z (a BemecTBeHHOE)

u moJabko umu(4).

() Opr p = 1 mony4yaeM TeopeMy BpaleHHMA NJIA wiaacca PyEkuui L* (6]
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Teopema 8. Ecau f(z)eL;, mo ¢ o6aacmu |z| > 1 umelom mecmo oyeHku

f 1
(18) —aretg ———- < arg = <aretg————.
VP —1 & VrP—1
Oyenku mounsie, docmuzatomea gynxyuamu (17) u moavko umu.
Teopema 9. Ecau f(z)eR,, mo e kpyze |2] <1 umerom mecmo oyeHku

(19) —-arctg~_—L— < arg ‘fil < aretg L_ !
Vip+1)'— & Vip+1y—p'r
Oyenku mounsie, docmuzamea GyHKYUAMU
2
\ P fa 1
20 2y = 2P+ ——— "t a BelleCTBEHHOe
(20) f@) o1y ( )

U mo.abko umu.
JlokasateanctBo. [loBTOpAA paccysgxeHus, KaK M 1IPH AOKa3aTellb-

CTBE TeopeMbl 5, IOJYYHM HepaBeHCcTBO (14), rue & = Z(p—{—n—l)x
N1

97 |y i ni)- Vicemenyn dynrimio e = 3 [(p4n—1)/pl2, (. > 0) npu

yeaoBun Y [(p+n—1)/pla, = 6, 6 <1 nmeem ¢ < p(p+1)~'; caeno-
=2
BaTelbHO

r ! r
P < g—f—\:arctg &

-.a' ‘t’ QY TEEEcc— et 3 e ——————— }
e Vip+1) —p* e Vip+1)y'—p*

AHa/IOTHYHO J0Ka3piBaeTcA Tevpema 10.
Teopema 10. Ecau f(z)e R, mo & kpyze |2| < 1 umeiom mecmo oyeHKil

Zr 2
(21) —arctg —— - - -’arg-{-(‘m‘tg P el

Vip+1)—p** & Vip+1)—pr

Oyenxu mounwvle, docmuzaomea dynkyuamu (20) u mo.bko umu.
[ToBTOpAA paccysmeHMA, KaK M 1PH JOKA3aTelbCTBE TeOpeMbl 5, rje
oo

e= Y [(p+n—1)/pllap,n_l, € <1 Iody4aeM CIETYOLYI0 TeopeMy:
Nl .

Teopema 11. Ecau f(z)e R}, mo e obaacmu |z| > 1 umeiom mecmo oyeHKu

(22) g ——— 3 2 f ret
—-al'G < i ;-‘_ ~ .
Vit —1 Bt 2 e Veir—1

Oyenku mounule, .1ocmuzawomea Gynxyuamu (17) u moabko umu.
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Teopema 12. Ecau F(2)eQ,, mo 6 kpyee |z| < 1 useom mecmo oyeHku

(23)  —arotg——et 2@H€+7W’ zzzé
Vip+1lp+y—Ip+1+9p
el ik Ip+1+ylpr

Vip+1 Ip+ 9P —Ip+1+4fpF
Oyenxu moundle, docmuzaiomea PHyHKYUAMU

p+1+r r*
pt+y (p+1)

(24) F(z) = ¢'2’t!  (a BemecTBeHHOE)
u moabko umu (®).
JlnA RMOKa3aTeldbCTBA TEOPEMbI MOBTOPAEM PACCYKMEHHA, KaK M NpHU

-~

MOKa3aTeJIbCTBE TEOPEMEL O. B maunom ciiyuyae

p+n—149y | p+n—1
p+y P

Ibp+n—li

Uccnenya oyurumnw & =

1p+n—1+ylp+n—— z, (v, =20) mupm

=i ptv P

oo
ycnoBun 3 [(p+n—1)/plz, = 8, 8 <1, a Takme NMONL3YACHh HepaBell-
Nl

= 1
CTBOM ot =Ltz £ lp+1+y| (%), moityyaem, uTO & <‘£—i—_+y
p+n—1 p+1 p+y
y4 .
X . Torga
p+1
i~ p+1+y|pr 4 e 'sing,_, &
Vip+ 17 p+yF—p+1+ 9%  1+e" eospn,
lpt+1+ylpr
Vo1 ity — p+ 1+ 2P
CJICI[OBaTeJIbHO,
e lp+1+ylpr .~
Vi r1y lp+7P—Ip+1+7"p
gaw;ﬁ_g lp+1+y|pr

— < arct .
& Vo1 Pt — P14 TP

() llpu y = p mony4aeM TeopeMy BPALICHHA ZIA Kaacca QyHrumit Q.
(®) Cu. cmocky () Ha cTp. 138.
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Haa dyuxkuuit (24)

1
: !P+ +7, Py
arg aletg L PEY . 3
Lt ~p 'I'-— N 1 I = Pin T y
lp+ +y‘ p 7COBQ
| Pty |p+1
1
€CIIH CORp = —‘ p—;—+—)}’-y ‘pz—’:l’ TO
lp+l+y' P,
F Pty Ip+1

2

arg 1 = 4arctg p+1+y - .
’ V .

—,___' _-_—2r
pd Pt P (p+1)
¢. YKA3aHNbIE OIEHKH TOUHHC.

Teopema 13. Ecau F(z2)eQ;, mo e obaacmu |z| >1 umeiom Mecmo
TNT

FI
256 —aret, < arg ——— < arct
( ) g l’f‘P—- 3 = g z.-—l g '_-’r",_sz '
20e
” | p+n—1+y|p+n—1 :
(257) g == £ ’ 1bp.4n_1]-
et Pty P

~lora3piBaeTca TeopeMa TOUHO Takie, Kak M TeopeMa 5. JlnA pyHKIK

(26) F&):zm_%i%ip (a BelecTBEHHOE)
nMeeM
'p y | sing
F' _",21)
arg——; = aretg — ?ﬂ___;
2 14 | cosg.
\p+7 i
ecau Cosp = — ‘u &
Pty
p—y|1
arg #1 = arctg —— p+y =
BN antd 1
.'/ p"}_}’ _’.4]1

M, TaK KaKk IA RaHHOK QyHKumM e = |(p—y)/(p+y)|, TO yKazaHHLIE
OLIEHKM TOYHEIe,

Annales t. XVI, 1062 10
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I1.

A. lInabn B Teopeme 7 [4] BhICKA3ad NPERMOIOIKEHHE

Ecau w = f(2)eS, u uepea d, 0603HAYUThL paguyc Kpyra, HOKpbI-
BaeMoro ofOpa3om Kpyra |[z|<r, upu orobpaskeHun w = f(z), rxe r, —
pamuyc BHIIYKJIOCTH 110jiMHOMa f(2), a yepe3 Dy — paguyc kpyra, IHOKPHI-
BaeMoro o6pa3oM kpyra [z| < 1 npu ToM e oToOpaikenuu, to dy/Dy = 3/4.

dTa rumote3a Obliia goxka3aHa 3. JleBaHmoBckuM [3], a moaxke Hamu [7].
C moMompbio JeMMbl yKa3aHHoi B vyacTH I Mo:ker GHIThL Joka3auo Gosee
obwmee yTBepacHue(?):

Ilycts Sh ecth xiacc OXHOJMCTHBIX B Kpyre [2| < 1 QyHKumu f(2) =

e o] [ <]
=Zz— Z a,z" LA KOTOpBIX a, =0 u Y na, = 1(%). Ilyctn r,, — Kopelb
n=2 N2

oo
ypaBuenus Y n"a,r ' = 1.
N2

Bynem paccmarpuBaThL BhIpameHue

o0

n

Tm— Z Ap T
Nl

- <]
1— Ya,

N2

(m >1)

Nm =

Torma MoikHO 110Ka3aTh, 4To mMiny,, = 2" =27V ypum = 2 u f(2)eS,
J<Sh

nonyvyaeM 3ajxauy, nocraBieHHyio A. llunbmowm.
IMono6nasn ke 3agauya MokeT ObITh pelleHa RJIA P-TUCTHHIX QYyHKLMIL.

JUTEPATYPA

f1] Taasnepuu, U. M., K meopuu p-sucmrwuz pynsyui, JAIIYCCP, cnana B meyaTts.

[2) Lewandowski, Z., Quelques remarques sur les théorémes ds Schild relatifs & une
classe de fonctions univalentes [Hecxoavko samewanuii o meopemar Lluasda, om-
HocAuyuzca K o0O0womy Kaaccy odwoaucmuwix Pynsyuir], Ann. Univ. Mariae
Curie-Sklodowska, Sectio A, 9, 9 (1955), 149-155.

[8] — Nouvelles remarques sur les théorémes de Schild relatifs A une classe de fonc-
tions univalentes (démonstration d'une hypothése de Schild) [Haavneiiuwe aame-
uanus o meopemaxr lluavda, omrocawurca K HeKomoposy Kaaccy 0OROAUCTIKBE PHyHK-
yuii (Qoxazameavcmeo 2unomesl llluavda)], Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska,
Sectio A, 10, 8 (1956), ctp. 81-94.

(4] Schild, A., On a class of functions schlicht in the unit circle [O nesomopom k.acce
oonosucmnwzr e edunuviom Kpyze (pynsyuii], Proc. Amer. Math. Soc., S, 1
(1954), ctp. 115-120.

() 91 pesyabTaTH OBJIM TXOJIOMEHH Ha 4-OM MareMaTH4yeCKOoM Cneajxe b Jle-
HMHrpaxe B 1961 r.

(°) 9To mpocTpaHcTBO (akTHyecku Ouao noegeHo A. Illmabpom, maydaa oro
npocrpancto 3. JleBamgonckuit.
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[6] O93poxu, T.TI., O6 odnom kaacce odnorucmuwizx Pywkyuii, YKpaMHCKUI Mare-
MATHYECKUN KypHAJ, NeYaTaeTcH.

[6] 93poxu, T.T. O6 o0nxom kaacce Pynkyuii, odmoaucmmusir e obaacmu |z| > 1,
UsBectua Bucuwux YueGunx 3amemenuit, MaTemaTuka, nedaraeTcsl.

[7] — O6G odnoii meopeme I[lluavda-Jlesandosckozo, Uapecrma fccxoro Iloamrexuu-
yeckoro WHcTuryra, mociana B meuaTh.

MEXBY30BCKUI CEMWUHAP IO TEOPUU AHAJIUTHUYECKHUX U OB.
OBUIEHHBIX ®YHKIHUM MO PYKOBOJACTBOM IMPO®. TIOKTOPA ®HU3.-
-MAT. HAVK, B. A. SMOPOBHUYA — KWEB.

Streszczenie

Przyjmujemy, ze L, oznacza klase funkeji f(z) holomorficznych w kole
jednostkowym C = {z:|2| < 1} wyznaczona przez warunki (1) i (2)
w tekécie in extenso tej pracy (po rosyjsku), K3 i @, — klasy okreslone
przez (1) i (5), lub odpowiednio (7) i (8); ostatnia bedziemy oznaczaé
symbolem @, w przypadku y = p. Klasy L,, R} i @, badat juz I. M.
Halperin [1]; szczegélnym przypadkiem jest klasa L = L,, badana
dawniej przez Z. Lewandowskiego [2].

W podobny sposéb okreflamy trzy klasy funkeji holomorficznych
W obszarze zewnetrznym C* = {z:|¢| >1}: L}, R; et @;, scharaktery-
zowane odpowiednio przez zespoly warunkéw (3) i (4) lub (3) i (6), lub
tez (9) i (10).

Dowodzimy nastepujacych twierdzen:

Jesli f(z)eLy albo f(z)eQ}, to dopelmienie obrazu f(C*) obszaru C*
jest gwiazdziste ze wzgledu na punkt z = 0. (Tw.1 i 4).

Funkecje klasy @, sq p-listne i gwiazdziste w C (Tw. 3), a funkeje klasy
R, — wypukie w C* (Tw. 2).

W klasie L, stosujg si¢ ostre oszacowania (12) i (15); kresy s3 osiggnie-
te przez ekstremalne funkcje postaci (13), z rzeczywistym a, i nigdzie
poza tym (Tw. 51 6). Analogicznymi oszacowaniami sa dla klas L* lub
R}, nieréwnosci (16) i (18), lub odpowiednie nier6wnosci (22), z ekstremal-
nymi funkcjami (17), gdzie a jest rzeczywiste (Tw. 7, 8 i 11), w klasie
za§ R; nieréwnofci (19) i (21) z ekstremalnymi funkcjami (20), gdzie a
jest rzeczywiste (Tw.9 i 10). W klasach @, i Q; otrzymujemy réwnicz
ostre oszacowania tego rodzaju, (23) dla pierwszej i (25), (25') dla drugiej.
Odpowiednie funkecje ekstremalne wyrazaja si¢ wzorami (24) dla pierw-
szej lub odpowiednio (26) dla drugiej klasy (Tw. 12 i 13).

Twierdzenia te sg kontynuacja cytowanych w bibliografii badan
A. Schilda, Z. Lewandowskiego, I. M. Halperina i samej autorki.

Przedmiotem czeéci II jest klasa 8, wszystkich funkeji ksztattu f(z2) =
=2z— ) a,2", a, = 0, jednolistnych w kole C i spehmiajagcych warunek

N2
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> na, = 1. Oznaczamy przez 7, pierwiastek réwnania S alarm =1

N=2 n=2

i przyjmujemy, ze h, = (rn— ) a,rn): (1— a,,), m >1. Otéz mozna
Ne=2

dowiesé, ze w klasie S, jest minh, = 2°~™ 2'2"" V) co w szczegélnym

przypadku m = 2 i f(2)eS, prowadzi do rozstrzygm@cia problemu A,
Schilda [4] uzyskanego juz poprzednio przez Z. Lewandowskiego.

Résumé

Nous admettons que L, désigne la classe des fonctions holomorphes
dans le cercle unité C = {z:(z| < 1} determinée par les conditions (1)
et (2) dans le texte in extenso de cette note (en russe), R, et @, — les
classes engendrées par (1) et (5) resp. (7) et (8); la derniére s’écrira (),
dans le cas ol y = p. Les classes L,, R, et @, ont été étudiées par I. M.
Halperin [1]; la classe I = L, a été déja introduite par Z. Lewan-
dowski [2].

Nous définissons, d’une maniére analogue, trois classes L, R; et @,
de fonctions holomorphes dans le domaine extérieur C* = {z:|z| > 1},
caractérisées par les trois couples de conditions: (3) et (4) ou (3) et (6),
ou bien (9) et (10).

Nous démontrons les théorémes suivantes:

Si f(z)eL, ou bien si f(z)eQ,, ’ensemble complémentaire & I'image
f(C*) de ’ensemble C* est étoilé par rapport au point z = 0 (Th. 1 et 4).

Les fonctions de classe ¢, sont p-valentes et étoilées dans C' (Th. 3)
et celles de classe Rj sont convexes dans C* (Th. 2).

Dans la classe L, ont lieu les limitations précises (12) et (15); les
limites étant atteintes par les fonctions extrémales de la forme (13) avec
un a réel, et nulle part ailleurs (Th.5 et 6). Les limitations analogues
dans Lj, resp. R}, sont (16) et (18), resp. (22), avec les fonctions extré-
males (17), a réel (Th. 7, 8 et 11), ou bien (19) et (21) dans R; avec les
fonctions extrémales (20), a toujours réel (Th., 9 et 10). Dans les classes
Q, et @ on obtient aussi des limitations du méme genre, (23) pour la
premiére et (25, 25') pour la seconde, les fonctions extrémales correspon-
dantes g’exprimant par (24) et (25) resp. (Th. 12 et 13).

Ces théoréemes, contenus dans premiere partie de cette note, sont
une continuation des travaux cités dans la bibliographie, de A. Schild,
de Z. Lewandowski, de I. M. Halparin et de l'auteur méme.

Le sujet de la II° partie de la note est la classe S, formée de toutes

[=<]
les fonetions f(z) =z— ) a,2", a,> 0, univalentes dans le cercle C et
uU=2
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telles que Znan = 1. Si l'on démgne par 7, la racine de l'équation
Ne=2
- -1

Y a"a,r' =1 et si Pon pose h,, = (r,— Z @, (1— a,.), m >1,

N=2 N=2

alors on peut montrer que, dans la classe S,., minh, = 22-™_g-m-1
ce qui donne dans le cas particulier m =2 et f(z)eS, la solution
d’un probléme de A. Schild [4], qui a été déja trouvée par Z. Lewan-
dowski [3].






