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Sur la convergence des approximations successives pour l’équation
d2z/dxdy — f(x, y, z, dz/dx, dz/dy)

O zbieżności ciągów kolejnych przybliżeń dla równania
d2z/dxdy = f(x, y, z, dz/dx, dz/dy)

О сходимости последовательных приближений для уравнения
SPz/dxdy = f(x, у, z, dz/dx, dz/dy)

1. Enoncé des théorèmes
Dans ce travail JE désignera toujours un espace de Banacli arbitraire, 

mais fixé. Lorsqu’il sera question de fonctions à valeurs dans E, toutes 
les limites et, par conséquent, la continuité des fonctions, la dérivabilité, 
la convergence des suites de fonctions etc. seront entendues au sens de 
la norme dans E.

Une fonction de deux variables sera dite de classe C* dans un ensemble 
donné Z, si elle peut être prolongée sur un ensemble ouvert G D Z de 
telle façon qu’elle admette dans l’ensemble G des dérivées partielles du 
premier ordre continues et une dérivée mixte du second ordre continue.

Problème de Goursat. Nous admettons les hypothèses suivantes 
(cf. [1], pp. 101, 109 et 110):

(H) La fonction y — g(x), de classe C1, non décroissante dans l’in
tervalle <0,«>, et la fonction x = h (y), de classe C1, non décroissante 
dans l’intervalle <0, 6>, remplissent les conditions:

o < g(x) < ь pour

0 < A(y) < a pour

si g(x) = y et

Nous admettons que t

h(y) — x, alors x — y~0.

,_________ joutes les fonctions dJ.l(x)/dx, * = 0,1,..., où
X>(x)=x, sont bornées dans leur ensemble dans
l’intervalle <0, a>, ou bien (ce qui est tout à fait équivalent) que toutes
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les fonctions dni(y)ldy, ï = 0,1, ..., où p°(y) = y, /j+l(y) = g(h[fj(y)}}, 
sont bornées dans leur ensemble dans l’intervalle <0, &X1).

(K) Nous supposons donnée une fonction %(x,y) à valeurs dans E, 
de classe C1 dans l’ensemble

= {(», y)- g(x)^y^b,

les dérivées de cette fonction satisfont dans l’ensemble d aux conditions 
de Lipschitz

llfcf®, y)~Xx(x, ÿ)|| < zl|y—ÿ|,

où A est une constante positive.
Enfin nous supposons donnée une fonction continue f(x,y,z,p,q) 

à valeurs dans E, définie pour (x,y)eA et z,p,qeE.
Dans ces hypothèses il s’agit de déterminer une fonction z{x,y) (dite 

solution du problème de Goursat) à valeurs dans E, de classe C* dans 
l’ensemble A, vérifiant l’équation

(1)
d2z

dxdy
dz
dx

et les conditions

z[x, g(x)) = x(æ, g(x)) pour 

z(h(y), y) = y) Pour

&e<0,O>, 

ÿ€<0, fr>.

Problème de Cauchy (2), Soit une fonction y — g(x), continue 
dans l’intervalle <0, a> et une fonction x = h (y), continue dans l’inter
valle <0, &>. Supposons qu’il existe un a*e<0, a> et un tels
que g(x) =0 pour xe(a*, o> et h (y) =0 pour ye(b*, &>, que la fonction 
g{x) soit strictement décroissante de b* à zéro dans l’intervalle <0, a*> 
et que la fonction inverse de g(x) dans l’intervalle <0, soit identique 
à la fonction considérée dans l’intervalle

P) Cette condition est remplie, par exemple, quand il existe un nombre s, 0 < e < 
<min(o,6), tel que l’une des inégalités d[h(g(x)))/dx < 1 pour æe<0,e> ou 
d(ÿ(A(ÿ)))/dy < 1 pour y<<0,e>, est remplie; donc, en particulier, lorsque g'(0) x 
Xh'(0) < 1, c’est-à-dire lorsque les tangentes aux courbes y = g(x) et x = h (y) 
au point (0, 0) sont distinctes, comme l’a supposé Goursat [5].

(2) Cet énoncé du problème de Cauchy, un peu plus général que l’énoncé usuel, 
est dû à M. A. Bielecki; ainsi formulé, il comprend comme cas particulier le problème 
de Darboux, ce qui est avantageux pour les calculs.
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Soit une fonction o(x) à valeurs dans E, de classe C1 dans l’intervalle 
<0, a), et une fonction z(y) à valeurs dans E, de classe C1 dans l’inter
valle <0,&>.

Enfin, soit une fonction continue f(x,y, z, p, q) à valeurs dans E, 
définie pour (x,y)eA et z,p,qtE.

Le problème consiste à déterminer une fonction z(x,y) (dite solution 
du problème de Cauchy) à valeurs dans E, de classe G* dans l’ensemble A, 
satisfaisant à l’équation (1) et aux conditions

(2) z{x,y) = <r(æ) + T(y) 

si y = g(x),

dz(x, y)/dx = or'(®) 

dz(x, y)/dy = r'(y)

æe<0, a> ou bien x = h(y), yeffifb'), 

si y=9(x), æe<0,a>,

si x = h(y), ye(O,by.

Hypothèse 1. Il existe une fonction M(r), continue, non décroissante 
et positive dans l’intervalle <0, oo) telle que

(3)

et
y, z, P, 2) ||< pour (X,y)cA et 11*11, llpll, llgll <r.

Hypothèse 2. Il existe une fonction x(t), non négative, sommable 
au sens de Lebesgue dans l’intervalle <0,a+6>, et une fonction «,(«), 
continue et non décroissante dans l’intervalle <0, oo) telles que w(0) = 0, 
w(w) >0 poui1 u > 0,

du
(o(u)

oo/(4)

et
(5) \\f(^,y,z,p,q)-f(x,y,z,p,q)\\ <

< x(*+î/)MII*-2||+llp-p||+ll«-flll)

pour (x,y)eA et z, p, q,z, p, qeE.

Hypothèse 3. 11 existe une fonction réelle cu(t, w), définie pour 
<e(t0, a+b>,t0 = int{x+y:(x, y)eA}, et w > 0, continue et non dé
croissante par rapport à u pour tout te(t0, a + 6> fixé, sommable au sens 
de Lebesgue par rapport à t pour tout « > 0 fixé, telle que

(i) il existe K > 0 tel que ||/(a?, y, z, p, q)—f(x, y, z, p, g)|| < m(æ+y, 
max(£||a—z||, ||p —ÿ||, ||j—sll)) pour (x,y)tA et z, p, q,z,p, qtE,
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(ii) pour tout ee(Q, a + b — toy u(t) sO est l’unique fonction con
tinue dans l’intervalle <f0, <„+e> vérifiant les conditions m'(<0) = 0 et

«
m(<) — J(o(r, u(r))dt pour tf(t„,t0+ey.

Théorème 1. Sous les hypothèses 1 et 2 le problème de Goursat admet 
exactement une solution.

Théorème 2. Sous les hypothèses 1 et 3 le problème de Cauchy admet 
exactement une solution.

Pour E — (—oo, oo), des théorèmes analogues ont été établis dans 
[6] ; l’existence des solutions y a été démontrée par la méthode de Schauder, 
qui mène à des calculs assez pénibles dans le cas du problème de Goursat. 
Dans la présente note nous utiliserons, pour établir les théorèmes 1 et 2, 
la méthode des approximations successives.

2. Remarque sur la continuité des solutions par rapport aux 
conditions aux limites et au second membre de l’équation et sur

l’existence des solutions

Des théorèmes 1 et 2 on peut obtenir des théorèmes sur la continuité 
des solutions par rapport au second membre et aux conditions aux li
mites. Dans ce but il suffit d’appliquer les résultats des théorèmes 1 
et 2 à l’espace de Banacli Eo des suites x = {®„}„„0.i,...> telles que
II®»—®oI,jb0, avec la norme ||ar||Æ(( = sup||æ„||fi (cf. [7] et aussi [8] 

et [9]).
Pour E = ( — oo, oo), en suivant le procédé de Ciliberto [2], on peut 

en déduire un théorème sur l’existence d’une solution (pas nécessairement 
unique) du problème de Goursat (3) en admettant les hypothèses 1 et 2 
et en remplaçant la condition (5) par la suivante:

(5') l/(®, 3/, , 5)—/(®, 2/, », P, <Z)I x(®+ÿ)w(|p-p|+|g-fi|).

3. Réduction des problèmes de Cauchy et de Goursat à des
équations fonctionnelles sans conditions supplémentaires

Lemme 1. Moyennant les hypothèses (H) et (K) le système d’équa
tions aux fonctions inconnues G(x) et H (y)

G(x)+H(g(x)) = x(x,g(x)} pour ®<<0,a>,
H(y)+G(h(y)) = X(h(y),y) pour ye<0,&>,

(s) Le théorème, obtenu par une méthode analogue, sur l’existence d’une solu
tion, pas nécessairement unique, du problème de Cauchy serait moins général que 
les théorèmes établis par d’autres méthodes.
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admet une solution de classe C1. La fonction G(x)+H(y) est alors définie 
univoquement.

Leinme 2. Moyennant l’hypothèse (H), si s(x,y) est une fonction 
à valeurs dans E, continue dans l’ensemble J, le problème de Goursat

d^/dxdy = s(x, y) pour (x,y)eA, 
z(x, g(x}) = 0 pour aj€<0, o>,

P°ur ye<°,6>,

admet exactement une solution de classe C* dans A. Cette solution est 
donnée par la formule

co Vi
(6) z(x,y) = l/ J f s(u,v)dvdu,

<=o xi + l v1 + 1

où x2i = A1 (a;), y2i = y'(y), x2i+ï = h(fï(y)), y2i+ï = g(l'(x)), et on ob
tient les dérivées dz/dx et dz/dy en dérivant la série (6) terme à terme.

Pour démontrer ces lemmes il suffit de remarquer que les théorèmes 1 
et 4 du travail [1] et les considérations du chapitre 2 du travail [6] restent 
valables aussi pour les fonctions à valeurs dans un espace de Banach.

Des lemmes 1 et 2 nous obtenons immédiatement:
Lemme 3. Pour que la fonction z(x, y) à valeurs dans E, de classe C* 

dans l’ensemble A soit la solution du problème de Goursat, il faut et il 
suffit qu’elle satisfasse dans l’ensemble A à l’équation

2(æ,2/) = G{x)+H(y) +

CO Xi Vi

+ y(-!)1 I f /(«,«, «(«,«), dz/u ,v) 
du

dz(u, v)\ 
~dv / dvdn

où les fonctions G(x) et H (y) sont définies dans le lemme 1 et x^ et yit 
i — 0,1,..., dans le lemme 2.

Enfin, en raisonnant de même qu’au chapitre 2 du travail [6], nous 
obtenons :

Lemme 4. Pour que la fonction z(x,y) à valeurs dans E, de classe 
C* dans l’ensemble A, soit solution du problème de Cauchy il faut et il 
suffit qu’elle satisfasse dans l’ensemble A à l’équation

z(x, y) = ff(®)4-r(y) + du
dz(u,v) dz(u, v) \ 

dv /
dudv,
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OÙ
Ax_v *= {(w, v):(u, v)tA, u x, v < y}.

4. Démonstration du théorème 2

Soit C’fJ) un espace de Banach de fonctions à valeurs dans E, de 
classe C1 dans l’ensemble A, avec la norme

1« = sup{||z(®, y)||, ||dz(®, y)/dx\\, ||dz(a>, y)/dy\\: (æ, y)cA).

Soit F une transformation de l’espace C’fzl) en lui-même définie par 
la formule:

dudv.

Lemme 5. Si z0(Cl(A) et si la suite des fonctions zn, n = 1,2,..., 
définies par la formule zn+i — Fzn converge dans l’espace C‘(Zl) vers 
une fonction z, alors z est une solution du problème de Cauchy et la suite 
des dérivées d2znldxdy, n = 1,2,..., converge uniformément dans l’en
semble A vers d^/dxdy.

Démonstration. La fonction z satisfait aux conditions (2) puisque 
toutes les fonctions zn, » = 1,2,..., les remplissent. Soit 
» = 1,2,..., une suite de points de l’ensemble A tendant vers (æ0, y0). 
Alors, comme les suites de fonctions zn, dzn/dx et dzn/dy, » = 1,2,..., 
sont uniformément convergentes, les suites zn(xn,yn), dzn(xn, yn)ldx 
et dzn(xn, yn)ldy, » = 1,2,..., convergent respectivement vers z(x0, y„), 
dz(x0, y0)ldx et dz(x„, y0)/dy, d’où la fonction f(x, y, z, p, q) étant con
tinue, la suite

d%(®„, yn)ldxdy =

= f(xn, yn, zn(xn, yn), dzn(xn, yn)/dx, dzn(xn, yn)/dy), n = 1,2,

converge vers f(x0, y0, z(x0, y0), dz(x0, y0)/dx, dz(x„, y0)/dy). Il en ré
sulte que la suite des dérivées d2znldxdy, » = 1,2,..., converge uni
formément sur l’ensemble A vers f[x, y, z(x, y), dz(x, y)/dx, dz(x, y)/dy)’, 
en vertu du théorème sur la dérivation terme à terme il existe donc 
une dérivée continue d2z(x, y)/dxdy —f(x, y, z(x, y), dz(x, y)/dz(x, y)/dy) 
qui est définie dans A.

Lemme 6. Si l’hypothèse 1 est vérifiée et si «„«C’fzl), et
les suites zn et z„, » = 1,2,..., sont définies par les formules zn+1 = Fzn 
et zn+i = Fzn, alors les dérivées d2z„ldxdy et daznldxdy, »=1,2,...,



Sur la convergence des approximations successives... 113

sont bornées dans leur ensemble sur l’ensemble J et l’on a 

(7)
<Pzm(x, y) ~ y)

dxdy dxily

Démonstration. Posons

limsup ! 
Z-40+ 1 :w, n >!,(«, ?/)ed,æ + ÿ sÇ j!= 0.

SU])
I |i .</) (x, ÿ)eZli,
I I dxdy ’ dxdy 

B = sup{||<r(a;) + T(ÿ)||, ||ff(a!)||, ||T'(:</)l|:k,ÿ)eJ}. 

A cause de (3) l’équation

(H) ««) = A+ .!/(#+max[1, (« + />-/„)] J R(T)dr]

admet une solution R(t) continue sur tout l’intervalle <<„,« + 6>. On 
a y)/dxdy\\ A </(!(# + ?/) et, si \\d2s„(x, y)/dxdy\\ < R(x+y),
il vient

W IM®, ?/)- <r(æ)- r(y)|| = | Jdudv

“xu

x+v l

(10)

JJ R(u + v)dudv = I il R(r)dr\dt ^(a + b-t0) i R(r)dT,
“+”>'0 <0 Ig lo

=11
I J I dxdv I1 ■ n!v.\ ■“ -■

dzn(x,y) 
~ dx

(H)
\\dzn(x,y) jj

.....-rW)!

< f R(x+ v)dv < I R(r)dr,
'o

/febb

(V) L .VJ
x+v

< I R(u-j-y)dn f R(r)dT,

Annales t. XVI, 1982

<?%(;£, y)

<
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par conséquent

d2zn+1(x, y) 
dxdy

dzH(x, y)
dx

dzn(x,y)
dy

x+v
C [niax(l, a+ b— <„)] J It(T)dr) R(x + y)

et, par récurrence, d2zn(x, y)/dxdy R(x + y) pour » = 1,2,..., De 
même on a d2zn(x, y)/dxdy < R(x + y). Il reste a établir (7). Posons

v(t) = 8up||/(®, y, a(x) + T(y) + z, a'(x)+p, T'(y) + q}-
-f(x, y, o(x) + r(y) + z, a'(x) + p, r'(y) + g)||

pour
i t

(x, y)eA-, H, ||z|| (a + b-t0) J R(r)dT-, ||p||, ||g||, ||p||, ||g|| J K(t)<ït.
lt *o

Les fonctions f, a, t, a', t' étant continues et l’ensemble A étant compact, on 
a limr(t) = 0. Les formules (9), (10) et (11) et les inégalités analogues

pour les 2„ entraînent \\d2zm(x,y)ldxdy — d2zn(x,y)ldxdy\\ ^r(x+y), d’où 
il résulte (7).

Lemme 7. Si la fonction ô(t), non négative et sommable dans l’inter
valle <<0,a + 6>, est continue à droite au point t0 et si l’on a <5(/0) — 0 
et

( a t
(12) ô(t) sg<w^,max(^ / [J <5 (t) «Z-rj rôs, J <5(t)<Zt)J

pour te(t0,a + by, alors <5(<) = 0 presque partout dans l’intervalle 
<^o, aA~by.

Démonstration. Soit <0 < L <•••<<» = une division de
l’intervalle <<„,« + &> telle que K(ti — ti_ï)^:l pour i — l,2,...,n. 
Alors on obtient de (12) l’inégalité

i
(13) 6(t) < J d(r)drj pour <«(<„,

*0

t
dont il résulte que la fonction D(t) = J ô(r)dr satisfait à l’inégalité 

t"
(14) D(t")—D(f) < | f a)(t, D(t))dt\ pour t', t"t(t0, Z,>•

En tenant compte de l’hypothèse 3, il résulte de l’inégalité (14), par un 
raisonnement tout pareil à celui de Coddington et Levinson [3], p. 79-80
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(cf. aussi [4], p. 50) que 2>(<) =0 pour te(t0, donc ô(t) =0 presque
partout dans l’intervalle (t0, Alors, les intégrales au second membre 

t » t
de l’inégalité (12) peuvent être remplacées par f [ (<5(T)dT]ds et f ô(T)dr.

t b b b
On obtient ainsi l’inégalité ô(<) < w(t, /<5(r)dr) pour <«<fi,t2>, dont

il résulte, en raisonnant comme dans le cas de l’inégalité (13), que 
ô(t) = 0 presque partout dans l’intervalle <b, <2>. Ou constate de même 
que <5 (t) = 0 presque partout dans les intervalles , tty, i = 1,2,..., n.

Démonstration du théorème 2. A cause du lemme 5, il suffit 
de prouver que pour tout couple de fonctions ZgfC^/l) et zoeC’(/l), les 
deux suites de fonctions et zn, » = 1,2,..., définies par les formules 
«n+1 = Fzn et zn+1 =/’z„ tendent dans l’espace G1 (J) vers la même limite, 
c’est-à-dire remplissent la condition

(15) lnn ||«OT—Mi
n,?n->oo

Pour m, » = 1,2,... et te(t0, a + h) posons

d2zm(x, y) d2zH(x, y).,„(<) = sup| -.(x,y)eA,X+y =t
dxdy dxdy

Les fonctions ômn(t) sont continues sur l’intervalle </„,« + &> et, comme

(16) <
11 *XV

x+v 8
// Ôm,n(u + V)dudv — J T f <5,»,n(T)tÏT]ds < (a-j-à —10) |

«+®><o 'o ‘a b

(17)

(18)

dzm(x, y) dzn(x,y) 
dxdx

dzm(x, y) _ dzn(x, y) 
dy dy

d2zm(x, v) d2zn{x, v)HA

11 11 o(x)

v X+V

< f ^,«(®+»)^ < ; (9w,n(^) ,

O(x) *0

= il f ld2zm(u,y) _ d2zn(u,y)\ du II *
| J \ dudy dudy J ||
11 *<w)

x x+v
J y)du J' Ôjn,„(r)^T,

h(V) <0

dxdv dxdv
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on a
o+6

(19) Ikm— «»lli max(l, a+b —10) f ômn(x)dx.
*0

Vu le lemme 6, les fonctions <5,„>B(0, w, n = 1, 2, ..., sont bornées 
dans leur ensemble sur l’intervalle (t0,a-\-by.

Posons
<5(f) = limsup ôm,nW- 

m,n-*oo
Alors, eu égard à (19), on obtient, d’après le lemme de F^tou, l’iné
galité

0 + 6

limsupH«,»—Znllj < max(l, a + ft — <0) f ô(x)dx,
mtn->oo

donc, pour établir l’égalité (15) et achever ainsi la démonstration du thé
orème 2, il suffit de prouver que ô(t) — 0 presque partout dans l’inter
valle <<„,« + &>. Pour cela, nous allons appliquer le lemme 7. De (7) il 
s’ensuit immédiatement que ô(t) est continue à droite au point t0 et que 
d(<0) = 0; il reste donc à prouver que l’inégalité (12) est qérifiée. D’après (i), 
on a pour m, n = 1,2... et (a?, y}cA, x + y > f0,

| d2zm+l(x, y) _ d2zn+l(x, y) = 
dxdy dxdy

Jf , . 3M®,ÿ) àzm(x,y)\= /((.,»,«.<»,»>. ------J-
,/ dzn(x, y) dzn(x, y)\ Il / /~fl(x,y,zn(x,y), ---- —-)j| < + max^Æ||2m(æ, ?/)-

dzn(x,j) dz,,(x_, ?/) L 
dy

d’où compte tenu de (16), (17), (18) et du fait que la fonction m(<, u) 
est monotone par rapport à u, on déduit l’inégalité

ta l
^z»+i,n+i(O c*« max^Jf [ J ^m,«(T)dT| ds, J dm n(T)dT|J

<0 l0 lQ

pour m, n = 1,2, ... et te(t„, a + b'). La fonction m(<, m) étant continue 
et monotone par rapport à u, l’inégalité (12) en résulte en vertu du lemme 
de Fatou. Donc ô(t) vérifie toutes les hypothèses du lemme 7 et, par 
conséquent, ô(t) = 0 presque partout dans l’intervalle <<„, « + &>, ce 
qui achève la démonstration du théorème 2.

àzm(x, y) 
dx

dzn(x, y± 
dx-Zn(X, y
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5. Démonstration du théorème 1

Désignons par 0 l’opération transformant l’espace C' (J) en lui-même, 
définie par la formule

(0s)(®, y) =
00 Vi

= (}(x)+RAy) + ^(-l)1 J J' flu,v,z(u,v), dz(u, v) dz(u, v)\

æt + l Vi + l
du dv

dvdu.

Lemme 8. Si 20eC’(d) et si la suite des fonctions zn, n — 1,2,..., 
définies par la formule zn+l = <Pzn, converge dans l’espace C’(J) vers 
une fonction z, alors z est une solution du problème de Goursat et la 
suite des dérivées d2znldxdy, n = 1,2,..., converge uniformément sur A 
vers la fonction d2z/dxdy.

La démonstration est la même que dans le cas du lemme 5.
Lemme 9. Si l’hypothèse 1 est réalisée et si z„eCl(A), zn+ï — <t>zn, 

» = 1,2,..., les dérivées d2znldxdy, n = 1,2, ..., sont bornées dans 
leur ensemble sur l’ensemble A.

La démonstration est semblable à celle du lemme 6. Posons

A
d2z1(x, y)

dxdy
-(x, y)(A î

B = 8up{||<?0»)+ff(ÿ)||, ||G'(®)II, \\H'(y)\\:(x, y)'A},

d ,L — sup
dx dx

(X, y)eA
, i — 0,1,...}

D’après (3), l’équation
t

(8)* R(t) — A + + max(2L, a+b) j R(r)drj
0

admet une solution R(t) continue sur tout l’intervalle <0,a + fr>. On 
a \\d2z,(x, y)/dxdy\\ A R(x+y), et, si \\d2zn(x, y)/dxdy\\ R(x+y)

(»)* \\zn(x,y)-G(x)-H(y)\\
oo æi Ifi

f f
i„U xi+1 l/f + j dudv

dv du i

X U x+V <
f [ f SMir] 
0 0

«+iz
(a + 6) J

o

R(r)dT,dt <
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(10)*

dzn(x,y)
dx -G'W

d
dx

OO Xf »,

iZ'-1’- f f d2zn(u, »)

æi+l vi+l 

»(^>)) -j

dudv
dvdu

0(x) i=0 0(a»+1(*))

Ą*> *2.

1=0 A^+!(x)

v oo i7(Al(x))
J* R(x+v)dv + J R(A*+l(x) + »)</» +

ff(X)

oo X\æ) X + Î/
+ V f R(u + y(li(x)))du\ = 2L f 

i = » 4<+l(x) »

et, d’une façon analogue,
«+»

(H)*
dzn(x, y) 

dy
-H'(y) Ś2L J RfàdT.

Par conséquent

9 < >(max(||z„(a5, y)||,
dxdy

dzn(x,y)
dx

dzn(x, y) 
dy I)) <

X + V

< M (.B + max (2Z, a + b) J Z?(T)drj ^R(x + y)

et l’inégalité ||d2z„(æ, y)/dxdy\\ ^R(x + y), n =1,2,..., se trouve ainsi 
démontrée par récurrence.

Lemme 10. Supposons vérifie l’hypothèse 2 et soit ô(t) une fonction 
non négative, sommable sur l’intervalle <0, a+fc> et satisfaisant presque 
partout sur cet intervalle à l’inégalité

t
(12)* ô(t) < x(<)m((a + 6+ 4i) f ô^dr).

Dans ces conditions, ô(t) = 0 presque partout sur l’intervalle <0, « + &>.
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Démonstration. Pohoiir

<
t = sup|f:<«<0, «+&>, J ô(r)dr = o}.

0

Si t — a-\-b, le lemme se trouve démontré. Si <<a + ô, alors, pour 
t t

l<t ^a + b, on a ( ô(r)dr > 0, d’où <o((a + 6+4i) Jô(t)<Ït) >0, 
o 0

donc
«5(0

<x(0
m((a + ft+4Z) f <5(t)<Ït)

presque partout dans l’intervalle (t,a+b). Par conséquent, en appli
quant le théorème sur le changement de variables dans l’intégrale de 
Lebesgue, on obtient

' -, »T»
r du r

0+4

ï w((a+6+4i) / <5(T)dr)
(a + b + 4L) ( x(t)dt

0 + 6
<5(t)rM

a+b r duoù a = (a+b-}-4L) ( ô(t)dt>0, ce qui signifie que ,------ est con-
« o+ "(«)

vergente dans le voisinage de zéro, en contradiction avec (4).
Démonstration du théorème 1. Cette démonstration est semb

lable à celle du théorème 2, c’est pourquoi nous nous bornerons à l’es
quisser. Au lieu de l’opération J1 on y utilise l’opération 0, au lieu des 
lemmes 5-7 — les lemmes 8-10. Les différences dans les calculs qu’il 
y a lieu de faire sont les suivantes. Au lieu des inégalités (16)-(18), en 
procédant comme dans le cas des inégalités (9)*-(H)* on établit les 
inégalités

x+v
(16)* \\zm(x,y)-zn(x,y)\\ < (a-}-b) 1 bm n(T)dT,

0

(17)* dzm(x, y) dzn(x, y)
x+V

^2L j dmn(r)dr, 
0dx dx

(18)* dzm(x, y) dzn(x, y)
X+V
J ômn(T)dT,

0dy dy
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d’où l’on tire l’inégalité

o+6

limsup||2OT — «nllx < max(2i, a + b) f ô(r)dT. 
m,n-+oo 0

Ensuite, moyennant les inégalités (16)*-(18)*, on démontre que 
t

«5m+i,»+i(<) <x(<)M(«+ b + 4L) / é,n n(T)dr), d’où l’on déduit finalement 
o

l’inégalité (12)*.
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Streszczenie

Dowodzi się zbieżności ciągów kolejnych przybliżeń rozwiązań zadań 
Oauchy’ego i Goursata dotyczących równania (1) w dowolnej przestrzeni 
Banacha E. Metodą stosowaną w pracy [7] otrzymuje się twierdzenie 
o ciągłej zależności rozwiązań tych zadań od warunków początkowych 
i prawej strony równania, natomiast metodą Ciliberto [2] dostaje się 
pewne nowe twierdzenie o istnieniu rozwiązań zadania Goursata w przy
padku E — ( — oo, oo).
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Резюме

Доказывается, что последовательные приближения решений задач 
Коши и Гурсата для уравнения (1) в нроизволвном пространстве 
Банаха Е сходятся. Методом применяемым в работе [7] получается 
теорема о непрерывной зависимости решений этих задач от начальных 
данных и правой стороны уравнения. Применяя метод Силиберто [2J 
получается одну новую теорему о существовании решений задачи 
Гурсата в случае Е = ( —оо, оо).




