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Sur un théorème de Pogorielov

O pewnym twierdzeniu Pogoriełowa 

Об одной теореме Погорелова

Dans ce travail nous nous occuperons du problème de la représenta
tion d’une géodésique sur une surface convexe lisse dans un voisinage 
d’un de ses points. Les résultats contenus dans ce travail généralisent 
et précisent le résultat de Pogorielov contenu dans [1], p. 33 (cité dans 
l’introduction du travail [2]). Les résultats sont plus généraux car nous 
donnons aussi la représentation pour les courbes gauches d’une classe 
plus large que la classe des géodésiques sur une surface convexe lisse.

En utilisant les résultats du travail [2] nous établirons, avec les mêmes 
notations et définitions, les théorèmes suivants:

Théorème 1. Soit (A*By une géodésique sur une surface convexe lisse 
S et d(M) la distance d'un point Mt(A*By au plan tangent à S au point A. 
Alors on a

limd(Jf): f k(s)ds = 1 
M-+A ï

où k(s) esi [a courbure intégrale de l'arc (A*Ny G (A*M'y, et s = [A*A].
Démonstration. Soit r((A) le plan tangent à la surface au point A. 

lans l’arc de la géodésique inscrivons la ligne brisée

—1. Nous poserons

, i — 0,1,...,a 1,

et désignerons par cr£ le plan passant par les points Mi, Mi+l, Mi+2.
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Désignons par ÏÉ la droite formée par l’intersection des plans et 
t(A). Soient

•ÿ (Ij, Jf4 Jf4+j) = y4 tt/2 , i = 0,1, ..., n 1,
Jfi+1Jfi+2) = Of, i = 0,1,..., n-2.

Par le point Jfi+2 menons un plan perpendiculaire à la droite ï4 qui cou
pera li au point Ci et soit <(CiJ/i+2, r(A)) = ct+i •

Désignons encore par A( le point d’intersection de la droite 
avec le plan T (A) et par B4 le point d’intersection de la droite, perpen-

diculaire au plan t(A) et passant par le point Jf4 avec le plan t(A). Soit 
(MiMi+1, BiBi+ï) =<f>i n/2.
Enfin, désignons par le point d’intersection de la droite CiMi+2 

avec le plan {AiBiM^ et par le point d’intersection de la droite CjBi+2 
avec le plan {AiBiMi}.

Remarquons que dans un voisinage du point A sur <A*B>, la distance 
d(N) et l’angle entre la tangente t(N) à <A*B> et le plan t(A) croissent 
avec «=[A*A]. Admettons que appartienne à ce voisinage.

Avec ces notations, les triangles rectangles AiMi+1Bi+i donnent 
= «osin<p„

d{M2) — d( JfJ + SjSinqq = «„sin^o+^singj!

d(Mi+1) = d(Mi) + 8i&in<f>i
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c’est-à-dire

(1) = So8in<Po + s18in<pi-(-.---|-#i8in9?i, i = 0,1, n — 1
et en outre

sin99i+1 = [Jf1+îB<+î]/[Ai+IJf<+î] = [Jf£+2B£,2]8int(y£+«£)/[C£Jf£+s] = 

= sin££+1sin(y£+a£).

Mais [A,£E£]/[Mi2?£] = sinç3£ et [GiEi]l[AiEi'] = siny£, donc sin<p< = 
= [Æ?i/1,]sinç9i/[C£A1i] = sinyjsine; (1. Ensuite, on a

sin<pi+J —sin<p; = sin££+1sin(y£ + a£) —siny£sin££+1 —

= sin££+I[sin(y<+a()-siny£] =

• — 2sinei+,cos |yf4-— ) sin — .
+ V* 2/ 2

donc sin99i+1 = 8inç!»<-(-2sin£<+1co8ly£+— J sin— d’où 

sin.^ = sin<p0-t-2sinelcos (y0 + ^°jsin^°

• „ ■ / ai\ . ai .sinipî = sin97j-(-2sin£2co8 lyi+— Ism — = sinç?0-(-

, „ . , I a0\ . an . I ai\ • ai+ 2sinej(cos I y0+ — Isin— + 2sineîcosly1-|-ylsin —

„ . I ao\ i «osnnp£+i = smç;0-|-2sm£1cos ly0+—Ism — + •

(2) +2sininf£+icos ^y£+ -^Isinï)'

Mais, lorsque n -> oo, les angles ££ tendent uniformément vers l’angle 
foimé par le plan osculateur de la courbe et le plan t(A). (En
effet, ei est l’angle que fait le plan cr£_j passant par les points M£_£, ilf£, 
M£+1 de la courbe <A* Jf> avec le plan tangent à la surface £ au point A.

les plans ne tendaient pas uniformément vers le plan osculateur a(N') 
de la courbe au point N' lorsque VFn —> n-> oo, il existe
rait une suite partielle Jf* telle que Mi/c-> N"c(A*M), et

ce qui est impossible, car on aurait alors aussi
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-> N" et Mik+2 -> N" et l’existence d’un plan osculateur au sens de Men- 
ger entraîne aik -+ cr(N").)

Il s’ensuit, pour n > N„,

<|fa, <r(P)] < «', * = 0,1,—2

où <r(P) est un plan osculateur de l’arc <4*Jf>.
Comme les plans osculateurs o(P) de la courbe <4*J/> tendent vers 

le plan osculateur a(A) au point A lorsque [A* J/] -> 0, on aura, pour 
[4*Jf]<d, <[<r(P), <r(4)] < e", Pt(A*M>. D’où < fa, <z(4)]

fa, cr(P)]+ < [<r(P), <r(4)] < e'-f-e" donc <£ fa, t(4)] = cf > 
> tt/2 —e' —c", i = 0,l,...,n —2, n > No et

(3) sinei >sin(3»/2 —e' —e") = 1 —j/2, i = 0,1, ..., n— 2, 

pour [4*M] < <5, n >N0, où rj2 — r)2(ô, No) et 

(3') lim(lim»72) — 0.
«5—>0 JVq—>oo

D’une manière analogue, lorsque n -> oo les droites Z£ tendent uni
formément (puisque les plans er£ tendent uniformément vers les plans 
<r(P)) vers les droites Z(P), intersections des plans osculateurs de la courbe 
<4*JP> avec le plan r(4), donc l(P)] < e'" pour n>N\, i =
= 0,1,...,» —2 et, puisque <t(P)-> <r(4) et que les Z(P) tendent vers 
la tangente /(4) de la géodésique <4*B> au point 4 lorsque [4» J/] -> 0, 
on a [Z(P), Z(4)] < e(4) pour <4*JI> < ô2.

Les droites tendent uniformément vers les tangentes Z (P)
de la courbe <4*Jlf> et t(P) -> Z(4) lorsque [4*Af]->0. (Si les droites 

ne tendaient pas uniformément vers les tangentes, il existerait
un e > 0 tel que pour la suite des points Jfifc -> M' on aurait
Z (P)) > e, ce qui est impossible, car la géodésique a une tangente au sens 
strict.) On aura donc, pour n>N2, -ÿ (AfiAf,-.,.,, Z(P)) < c(5) et, pour 
[4*M] < <5a, on aura «ÿ(z(P), Z(4)) < e(6). Tenant compte de toutes 
ces évaluations on obtient

Yi = ^(Jf,Jf<+1, Zi) < Z(P)]+«ÿ[Z(P), Z<] <

< e(5>+-ÿ[<(P), Z(4)]+<[Z(4), <

< fi<’> + e№[z(4), Z (P)]+< [Z(P), ZJ < e«5’ + e<6’ + é<4> + fi'" = e(7)

pour [4*Jf] < minfa, <54) = ô', n >max(IV1, N2) = Na.
D’autre part, comme les droites tendent vers les tangentes

Z (P) et la tangente Z (P) est continue, il vient

ai < e, i = 0,1,..., n — 1



Sur un théorème de Pogorielov 45

pour n > car s’il y avait dans la suite des lignes brisées un angle 
aifc > e, on pourrait extraire de la suite des J/ifc+i une suite partielle 
Mifc+1 convergeant vers Ne<A*M) et, alors les droites et
Ml/t+lMik+i tendraient vers les tangentes t(N), donc on aurait ai/c -> 0, 
contrairement à l’hypothèse e.

En ajoutant ces évaluations on a, pour [4* Jf] < min(<5, <5') = ô° 
et n > max(2V0, Na, N\) = Ns,

(4) cos^+^J >cos(e(7)+|) =

(4') limflimj/i) = 0,
dû—►O-^Tg—^oo

OÙ rh = 7)^0°, Na).
Nous allons maintenant évaluer sing9„ moyennant (2) et en utilisant (3) 

et (4). Or

(1 - «îi) (1 - >?î) [«in<p0 + 2 (sin y +... + sin

sinç9„ C sin990+2 (sin^+... + sin^pj,

d’où, en vertu de (1),

• “1-11 „ / sm — I 8i <(5) (l-ih)(l~ J?j) (sin-^ +...+
i=o *- ’

»-1 n-l
< (l(Mn) = V«jsin^i < V lsin^+2 Isin +... + sin-^ 

i=0 Ÿ=0 L ’

Développons sin — en série, alors

1 n-l

\ sinç?0 + 2 Isin^- +... + sin^-1ls{ = V (?>o+«<> + •• • + a»-i)si’
f-0 *- \ “ “ ' i^O

«i.

Introduisant la notation
»-i

In = 5^ (9’o+j®o + "’ + 
1-0 '
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nous allons prouver que
[A * M]

In-> I = J k(s)ds
»

lorsque Wn -> <A*Af>, où à: (s) est la courbure intégrale de l’are <A*2V>C 
C<A*Jf>, = «.

Fixons pour l’instant les points , »' = 0,1,...,», sur <A ♦ M> 
et posons

i
f>i = sk ~ + + bi+1 — bi = «i+i.

fc-0
Introduisons la fonction

, , . ?’o+ao + -• • + “i pour 8e^bi_1,bi), t=l,...,»—1
&„(«) =

(f>0 pour S€<0,60).
Alors

6»-i
ln = J kn(8)ds. 

o
Comme &„_! < [A*Jf] et kn(s) est définie dans l’intervalle <0, 
nous pouvons introduire encore une fonction k*(s), définie dans l’inter
valle <0, [A*M]>, notamment

fc„(») pour «e<0,ftn_,) 
fc»(6n_») Pour [A* Jf]>.

Soit

I*= f k*(8)d8.
0

Alors I* — In = k(bn_2)([A* Jf] — -> 0 lorsque [Wn] = ft„_, -* [A*>],
puisque k(bn_2) -> k((A* M)) < oo.

Du théorème 4 du travail [2] il s’ensuit que &*(«) -> k(s). Les fonctions 
k*(s) étant non décroissantes, et bornées dans leur ensemble, on obtient, 
en vertu du théorème de Lebesgue sur la limite des intégrales ([3], p. 46):

pi»2lf] [J»M]

/* = J k*(s)ds -> J k(s)ds = I 
o o

et, comme /*—/»->0, on voit que /„-»-1, c’est-à-dire 
n-l

lim V (<To+ao+--- + “i-i)#ii= I k[8)ds.
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Nous allons maintenant trouver la limite de l’expression

h 3.

Si l’on pose n — max on aura

n-l
t*k l (9’0+a0 + ”-+“i-l)Si — pk l^n 

i-0

donc, à cause de (6),

(7) lim 1* = 0, k 3
inax«j-»0

puisque la courbe admet une tangente continue et, par suite,
ju ->0.

En profitant de (6) et (7), on passe dans (5) à la limite pour n -> oo 
et on a

lim (1 — — ! k(s)ds = d(Mn) = d(M) I k(s)ds
0 0

d’où, moyennant (3') et (4'), on déduit enfin

ce qui achève la démonstration du théorème 1.
Théorème 2. Si ô(Al) désigne la distance du point M d'une géodésique 

<A*B> sur une surface convexe lisse S à la tangente t(A) à au
point A, alors

limé(JZ): f k(s)ds—l.
M-*A f

Démonstration. Nous appliquerons le théorème précédent et le 
théorème 1 du travail [2]. Soit AT le pied de la perpendiculaire menée 
Par le point M à la tangente t(A), ô(JH) = [JZJT], et n le vecteur normal 
*le la surface $ au point A. Avec ces notations on a

JfJf'
lim — = n.(8)
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Cela résulte du fait que le plan {/(4), M} tend vers le plan <r(A) per
pendiculaire au plan tangent à la surface $ au point A.

De (8) résulte que l’angle de la droite passant par le point M et per
pendiculaire au plan t(A) avec la droite MM' tend vers zéro, donc 
Ô( M):d(M)-> 1. Moyennant le théorème 1 on obtient

p4»Af]
lim Ô(M): I k(s)ds — 1

et le théorème 2 se trouve démontré.
Remarquons que cette démonstration entraîne 

(9) lim [AM']: [A *M] = 1.

Considérons maintenant le rayon-vecteur r(s) = AM de la géodésique 
<A*R>. En désignant par R un point sur la tangente f(A) tel que [AR] = 
= s = [A*M], on aura

r(s) = st+RM,

où t = f(A) est le vecteur unité tangent à <A»B> au point A. 
Comme |r(s)| :[AR]-> 1, on a sin<ÿ(ARM): sin<ÿ(AMR) -> 1 lorsque 
s ->0. D’où, en tenant compte de -ÿ(MAR) -> 0, il suit $(AKM) -> n/2, 
donc <ÿ(M'MR) —> 0 et [M'M]: [AIR] ->1. De ces considérations résulte

(10) lim .RM/[RM] = «
M-+A

et lim[RM]/ô(M) = 1.
M->A

Moyennant ces relations on a

RM J k{x)dx-RM 
0

J k{x)dx = I . k(x)dx-v
0 U

où, en vertu du théorème 2 et de (10),

v — RM: I k(x)dx->n.
U

Le résultat ainsi obtenu peut être énoncé comme il suit:
Théorème 3. Le rayon-vecteur r(s)=AM, [A*M] = «, d'une géodé

sique <A* B) sur une surface convexe lisse 8 s'exprime, dans un voisinage 
du point A, par la formule

Ê
r(8) = st+ J k(x)dx^, 

u
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où t est le vecteur tangent unité de la géodésique au point A,k(s) la courbure 
intégrale de l'arc (2* 2T> C » un vecteur tendant vers le vecteur n,
|wj =1, vecteur-normal de la surface S au point A.

Remarque 1. Au théorème 3 on peut donner les énoncés plus géné
raux que voici:

Théorème 3'. Si la courbe (A*Bf admet un vecteur tangent continu 
et un plan osculatcur au sens de Menger orienté, son rayon-vecteur r(s) = AM, 
s — [A*Jf], peut être exprimé, dans un voisinage du point A, par la formule

8

r(s) = st+ J k(x)dx-y,
0

où t est le vecteur tangent unité de la courbe <A*By au point A, k(s) la cour
bure intégrale de l'arc C et * un vecteur tendant vers le
vecteur n, ,n| =1, vecteur normal principal de la courbe (A* B) au point A.

Et encore:
Théorème 3". Si la courbe (A*By de la classe admet en tout point 

des plans osculateurs au sens de Menger orientés à gauche ( M) et à droite 
a+(M), on a la conclusion du théorème 3'.

Démonstration. Il existe un voisinage du point A tel que les plans 
osculateurs <r (M) et <r+(Jf) en tout point M de ce voisinage ne forment 
pas un angle égal à rc, et que l’indicatrice sphérique de ce voisinage est 
une courbe rectifiable (théorème 2"' du travail [2]). Soit <A*2I> contenu 
dans ce voisinage. Alors, en vertu du théorème 5 du travail [2], la cour
bure intégrale des lignes brisées inscrites W„ tend vers fc(<A*2f>).

On pourra répéter pour la courbe la démonstration du théo
rème 1, dès que l’on aura établi les formules (3), (4) et (7) intervenant 
dans cette démonstration.

Or, (3) a bien lieu, puisque les plans tondent uniformément vers 
les plans ct(P) du paratingent n(P) lorsque n -> oo et tt(P) -> <r(A) lorsque 
Ai A. En répétant donc le raisonnement relatif à (3), on obtient une 
évaluation analogue.

L’évaluation (4) est aussi valable. En effet, les droites tendent
uniformément vers les droites £(P) du paratingent P (P) de la courbe 

au point P, les droites tendent uniformément vers les droites 
l(-P) intersections des plans du paratingent tt(P) avec le plan t(A) et on 
a t(P) _> <(A) lorsque M -> A. Pour ce qui concerne les angles cq, on a, 
pour n > N, di < <£ [f- (P), t+ (P)] +c lorsque Mi~>P,i = 0,1— 1
(car s’il existait une suite telle que aifc > e + *ÿ[f~(P), t b(-P)], e 
Pour tout P«<A*Jf>, il existerait une suite partielle Mik convergeant 
vers P' e <A * M> et alors ■$(#,*_, -><(«', <"), t' eP(P'), t" tP(P’)
Annales t. XVI, 1962 4
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et •£(<', t") (P'), t+(P')l et il y aurait contradiction avec l’hy
pothèse ë > 0). Comme pour P«<4.*il/>, [A*JZ]<e' on a <£[Z~(P), 
Z+(P)] < ë, il s’ensuit que af < ë+ë = e pour n>N et [A* J/] < c'.

Occupons-nous maintenant de l’égalité (7). Dans ce cas p ne tend plus 
vers zéro lorsque 1T„ -> C’est pourquoi nous écrivons (5) sous la
forme

00
(-D* ,n+.l 

(2* + l)! ” J

00 * 
V IzlÊ 
Z (2*4-1)!

t2*+1 
x» J

c’est-à-dire

[°“

1+ S
a-i

(_l)fc 7u+1 d{Mn}

(2*4-1)! In A-l

(-1)* 2?+1
(2*4-1)! In

<

Mais
t2*+1 t

0 < < p2kY = p2
I 11. -* 11.

* =1,2,...,

d’où

Passons à la limite dans ces inégalités pour lffl -> <4» JZ>:

f kt,)*«

;2A

fc-1
_ J*
(2fc + l)!’

où /z est au plus égal à sup «ÿ[f (P), f+(P)], ce qui résulte de considé-

rations relatives à l’expression (4). Comme f_(P)-*t+(A), t+(P)-><+(A), 
on a /i -> 0 et, par conséquent,

p»j»q
lim d(M): f *(#)#/#=!,
M-+A f

ce qui achève la démonstration.
Théorème 3 ”. Si la courbe (A*liy est une géodésique sur une surface 

convexe S et si le point A est au point de la surface S admettant un plan 
tangent, on a la conclusion du théorème 3,
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Théorème 3''''. Si (A* B) est une gêodésique sur une surface convexe 
S, le point A un point d'arête de la surface 8 et si la gêodésique (A*By fait 
avec l'arête de la surface 8 au point A un angle non nul, alors on a la con
clusion du théorème 3.
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Streszczenie

W pracy tej podaje się między innymi dowód twierdzenia: Jeśli 
<Л*В> jest geodezyjną na gładkiej wypukłej powierzchni 8, to jej 
wektor wodzący r(s) = AM wyraża się wzorem

a

r(e) = st+ I k(x)dx • у 
o

gdzie в jest długością łuku (d* M) С<Л*В>, t jednostkowym wekto
rem stycznym do geodezyjnej <Л»В> w punkcie A, k(s) krzywizną 
integralną łuku a » jest wektorem dążącym do jednostkowego
wektora normalnego powierzchni 8 w punkcie A.

Резюме

В этой работе даётся, среди других, доказательство теоремы:
Если является геодезической на гладкой выпуклой по-

перхности 8, то её радиус — вектор г (я) = АМ можно представить 
Формулой:

а

г(8) — + \ к(х)йх- V
о

гДе » обозначает длину дуги <Л»Л/> с <Л»В>, I единичный вектор 
касательный геодезической <Л*В> в точке А, к(е) интегральную 
кривизну дуги <Л*М>, а » вектор стремящийся к единичному 
кектору нормальной поверхности 8 в точке А.




