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Introduetion

‘ -Dans ce travail, nous nous occuperons de certaines propriétés ex-
térieures des lignes géodésiques sur une surface lisse convexe S.

La notion principale que nous utiliserons dans nos considérations
et la courbure intégrale ([7], p. 182) de la courbe. Nous utilisons cette
Dotion au lieu de celle de la courbure ponctuelle, car une surface convexe
quelconque ou lisse n’admet pas de deuxi¢me dérivée en tout point. En
Darticulielt, tout arc fermé de géodésique sur une surface convexe quel-
¢onque admet une courbure intégrale finie, alors que la courbure pone-
tuelle peut ne pas exister sur un ensemble dense de points.

Le but principal de ce travail et du travail [9] est de démontrer que
1‘*’ rayon-vecteur r(s) = AM dune géodésique (A*B), Me(A*B) ou
d’une courbe gauche ayant des propriétés analogues peut étre exprimé
Par la formule

r(s) = st+ [ k(z)dw-v

au .voisina.ge du point 4, ou 8 est la longueur de 'arc {A+M) de la géo-
déf“que (A+B), t le vecteur tangent unité de la géodésique (A+B)> aun
point A4, k(s) la courbure intégrale de ’arc {A+M> de la géodésique (A+B),
enfin v un vecteur qui tend vers le vecteur » normal & la surface 8 an
point 4, n| = 1.

Ce résultat précise et généralise celui de Pogorielov ([2], p. 33) qui
a démontré que 1'égalité

r(8) =at|a
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ou |a|/8 —> 0, a/|a] - n, a lieu pour les géodésiques sur des surfaces con-
vexes lisses.

Une partie des résultats concernant les géodésiques sur les surfaces
convexes lisses peut étre étendue A une classe plus large. Il s’agit no-
tamment des géodésiques sur des surfaces convexes uelconques et
des courbes gauches qui ont des propriétés analogues a celle des géodé-
siques sur les surfaces convexes.

Les résultats obtenus pour la classe plus large de courbes ne se rappor-
tent pourtant pas a tous les points d’une courbe donnée et les démonstra-
tions correspondantes sont plus compliquées. C’est pourquoi il nous
a semblé opportun de présenter in extenso la solution du probléme pour
les géodésiques sur les surfaces convexes lisses et de renvoyer aux remarqu-
es les théorémes analogues pour une classe de courbes plus étendue, bien
que les théorémes énoncés dans les remarques présentent un caractére
plus général.

Indépendamment de cela, en utilisant des résultats contenus dans
ce travail nous avons démontré le théoréme suivant:

Si 8 et 8’ sont deux surfaccs convexes lisses et isométriques, contenues
dans ’espace & 3 dimensions, et si cette isométrie fait correspondre & toute
courbe plane I'C § une courbe I"C S’ ayant la méme courbure inté-
grale et 4 toute courbe plane I’ C 8§’ une courbe I’ C 8§ ayant la méme
courbure intégrale, alors ces deux surfaces sont congruentes.

La démonstration de ce théoréme sera publiée plus tard.

Notations et définitions

Nous utiliserons dans ce travail les notations suivantes:
{(A*B) arcfermé de courbe d’extrémités 4 et B;
(A*B) arc ouvert de courbe d’extrémités A et B;
[A*B] longueur de ’are (A*B);
{(4B) segment de droite fermé d’extrémités A et B;
[AB)] longueur du segment de droite (AB);
{ABC} plan passant par les points 4, B et C;
{4,1} plan passant par le point A et la droite I;
< (ABC) angle formé par les vecteurs BA et BC, 0 < < (ABC) < =;
X (t,1) angle formé par les vecteurs ¢t et I, 0 < < (I,1) < =;
X (t,a) angle formé par la droite ¢t et le plan «, 0< (¢, a) < 7/2;
% (a,B) angle formé par les plans a et 8, 0 < X («,f) < x/2;
AB droite passant par les points A4 et B;
AB vecteur d’origine 4 et d’extrémité B.
Soit § un domaine, c’est-a-dire un ensemble ouvert et connexe, sur
une surface fermée S’, limitant un solide convexe ayant des points in-
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térieurs. La surface sera appelée lisse si elle admet en tout point un plan
tangent continu. Le point M eS8 sera appelé lisse si la surface S admet
un plan tangent continu au point M.

Nous appellerons plus court chemin (A*B) sur 8, joignant les points
A'eS et BesS, la courbe située sur S qui, de toutes les courbes joignant A
et B sur 8, a la plus petite longueur.

Un domaine D sur la surface 8 est dit convexe 8'il est possible de joindre
tout couple de points du domaine I par un plus court chemin apparte-
hant au domaine D. Tout point du domaine I) a un voisinage convexe.

Nous appelons géodésique (A*B) joignant les points A et B sur la
surface S une courbe ayant la propriété suivante: tout point Me(A*B)>
4 un voisinage U(M)C (A*B) tel que tout arc (X*Y) C U(M) soit le
Plus court chemin joignant les points X et Y (8i M == A ou M = B, on
brendra pour U(M) le demi-voisinage). Evidemment le plus court chemin
est une géodésique, mais non réciproqueinent.

Nous dirons que la courbe (A*B) admet au point Me{A*B) une
tangente t(.M ) au sens strict, 8’il existe une limite unique des droites
MM, M’ e(AsB) et M”e{A*B), pour tous les M’, M —> M, M’ # M".
Dans le cas M = M , la droite t( ) sera dite tangente. Plus généralement,
la droite p () qui est la limite des droites M'M'’', M'e{A*B), M'" e(A*B),
lorsque 3’ — ar, 3 > M, sera appelée droite paratingente de la courbe
™ point M et I’ensemble de toutes ces droites sera appelé paratingent
de la courbe au point M et désigné par 2(M).

il existe une limite unique des droites M’'M", ot M’'e{M«B) ct
M (M*B> (M'e(A*M> et M"e(A*I>) pour tous les M’, M — M,
cette limite sera appelée tangente i droite (4 gauche) au sens strict et
désignée par ¢ (M)(1- (M)). -

D’une fagon analogue, passant  la limite avec le vecteur M'M"' /| M’ M"
Ol obtient dans le cas ott le point M’ correspond a une valeur du
Parameétre plus grande que le point M’ (autrement dit, 8si M''e{M'*B)):
le vecteur tangent au rens strict, le vecteur tangent, le vecteur par-
atingent, le paratingent de vecteurs, le vecteur tangent a droite (4 gau-
che) au sens strict de la courbe (A*B) au point I et nous les désignerons
Tespectivement, par #(M), t(M), p(M), P(M), t" (M), (¢ ().

Si les points M’ et M correspondent a des valeurs différentes du
Paramétre, mais se confondent dans l'espace, nous entendrons par
MM chaque droite passant par le point M.

Dans le cas ol 1a courbe (A*B> est rectifiable, au lieu d’écrire ¢(M),
t(M) etc. nous utiliserons aussi les notations #(s), £(s) etc., o s = [A*M].

Une géodésique (A*B) sur une surface convexe admet en tout point
des vecteurs #+(af) et t (M) et 'on a lim t"(M)= lim ¢ (M) =

MMy M_s2f 4
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=t (M), lim ¢t (M)= lim ¢"(M)=1¢"(M,). Une géodésique sur

BBy M s M-
une surface convexe lisse admet une tangente au sens strict.

Si 'on place l'origine du vecteur paratingent p(M) d’une courbe
{A*B) en un point fixe 0, son extrémité décrit sur la surface de la spheére-
-unité un ensemble (< A«B)>" lorsque M parcourt ’ar¢c {A*B). L’ensemble
{{A*B)) sera appelé indicatrice sphérique de la courbe (A*B),

Si l’indicatrice sphérique d’une courbe (A*B) est une courbe recti-
fiable ((A*B)), la longueur de la courbe {{A*B)) sera dite courbure int¢-
grale de la courbe (A*B) et notée k({A*B>) = [({A*B))]. Il résulte de
la définition que les courbes admettant un vecteur tangent continu ont
une courbure intégrale finie si, et seulement si le vecteur tangent £( /),
|8(M)| =1, est & variation bornée.

Nous appellerons plan osculateur au sens de Menger d’une courbe
(A*B) au point Me{A*B) la limite unique des plans passant par les
points M', M', M'' de la courbe (A*B) lorsque ces points tendent d’une
fagon arbitraire vers le point M, M’ + M'" # M'’' # M'. Comme dans
ce travail et dans le travail [9] nous n’aurons a considérer que des plans
de ce type, les plans osculateurs seront toujours entendus au sens de
Menger.

D’une fagon générale, la limite des plans passant par trois points
différents M’, M"’, M'"’ de la courbe {A*B) lorsque ces points tendent vers
le point M sera appelée plan paratingent et désignée par o(M), I’ensem-
ble de ces plans au point M sera dit paratingent de plans et noté = ().

Nous appellerons vecteur normal n(M) du plan osculateur de la courbe

{A*B) au point M la limite unique des vecteurs M'M" X MM M'M"x

X M M'’| lorsque les points M‘, M', M’ de la courbe (A*B) tendent
vers le point M de maniére que les valeurs du parametre ', z'’, ¢’’’ cor-
respondant 34 ces points satisfont & la condition 7' <1’ < 1'"’, (ou,
autrement dit M''e¢{M'*B>, M'"'e¢{(M'"+B)). Le plan osculateur muni
d’un vecteur normal ainsi déterminé sera appelé plan osculateur orienté
et noté o(M).

D’une facon générale, le plan paratingent muni d’un vecteur normal
déterminé de la facon indiquée sera appelé plan paratingent orienté et
noté o(M). L’ensemble de tous les plans o(M) en un point donné de la
courbe sera dit paratingent des plans orientés et noté w(M).

Dans le cas ou les points M’, M'', M’’’ sont en ligne droite, comme plan
passant par ces points on peut admettre un plan quelconque passant
par eux, celui qui convient le mieux au probléme considéré. Si la courbe
{A*B) contient un segment de droite, on prendra pour plan osculateur
aux points de ce segment un plan quelconque, celui qui convient le mieux
au probléme considéré, mais le méme pour tous les points du segment.
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Si la courbe (A*B> admet un vecteur tangent continu et un plan oscula-
teur orienté continu, sa courbure intégrale peut étre définie comme il suit:

Considérons la ligne brisée W,:(M,, M,, ..., M,> inscrite dans (A*B),
[A*M] < [A*M,,,]. Désignons les extrémités des vecteurs Mfi“
/IMM,;.,|, Qorigine O, par JM;,, et joignons-les sur la surface
de la sphére-unité par des arcs de grands cercles de longueur inférieure
2 7. Nous obtenons ainsi, sur la surface de la sphére, une ligne brisée
8phérique W,ﬁ(ﬂi o JI_,, j[,,) (indicatrice sphérique de la ligne brisée
W.). 11 est évident que l?,, tend vers l'indicatrice sphérique de la courbe
(A*B). Dans le travail [7] il a été communiqué que la longueur de la
ligne brisée W, tend vers la courbure intégrale k({A*B)). La courbure
intégrale de la courbe (A*B) donc peut étre définie comme la limite des
courbures intégrales des lignes brisées inscrites W,,.

Liberman ([1], p. 146) a prouvé que le vecteur tangent ¢t* (M) du plus
court chemin {A*RB) sur une surface convexe est un vecteur i variation
bornée, d’olt il s'ensuit que la courbe (¢A*B>) est rectifiable.

Le point M, de la surface convexe § est appelé point d’aréte 8’il existe
une seule droite I, appuyant § au point M, telle que

l,C lim z(M,)
M, =M,
bour toutes les suites convergentes de plans d’appui 7(M,) de la surface 8,
M, 8. La droite I, sera appelée aréte de la surface au point M,.

La convergence d’une suite de courbes (4,*B,> vers une courbe
(A4*B) sera entendue de telle facon que 1’on peut référer les courbes
(4,*B,) et {A*B) 4 un paramétre commun @, pour lequel sera satis-
faite la condition: pour tout & >0 il existe un indice =, tel que pour
" >mn, on ait [M,(g), M(p)] <& pour tous les ¢ simultanément, ol
PSS9 < Prs Mn(¢)€<‘4n‘Bn>7 M(¢)‘<A.B>'

.Remnrque 1. Nous désignerons par ¥  la classe des courbes {A*B)
dul vérifient les conditions suivantes:

~ La courbe (A*B) admet en tout point les veocteurs demi-tangents
t (M) ot t-(2) tels que
lim ¢"(M) = lim ¢t (M) =t*(M,),

M_’M0+ AW—»MO +-

lim ¢+ (M) = lim ¢ (M) =t (M,), tH(M,) # —t (M,).
MM MMy
Il résulte de la définition que si la courbe (AsB)eX’, ses vecteurs
defni-tangents t*(M) et £~ (M) ont un nombre au plus dénombrable de
boints de discontinuité.
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Observons que le nombre des points de la courbe (A*B) pour les-
quels X (¢ ,t") >a >0 est fini ([5], p.17).

Les courbes de la classe " sont rectifiables, on peut donc¢ prendre
pour paramétre la longueur de l'arc s.

Le paratingent de la courbe (A*B>e X est plan en tout point. Cela
résulte immédiatement du fait que si J; et N; sont des points sur (4+B>
tendant vers M et tels que le point M les sépare sur (A*B), et 0 < < (¢ (M),
t"(M)), alors les plans {M;MN;} tendent vers un plan passant par les
demi-tangentes t (M) et t"(M), donc la limite des droites M;N; sera
aussi contenue dans ce plan. Dans les autres cas, la limite des droites
M:N; est une des demi-tangentes.

En tenant compte de ces remarques on peut construire l'indicatrice
sphérique d’une courbe {A*B ¢ ¥ de la manicre suivante:

Prenant un méme point 0 pour origine, menons les vecteurs ¢t (M)
et £ (). Aux points pour lesquels £ = # nous joignons les extrémités
des vecteurs £' et ¢~ sur la sphére-unité par un arc de grand cercle de lon-
gueur inférieure 2 z. On obtient ainsi une courbe continue ({A*B)) qui
est I'indicatrice sphérique de la courbe (A*R’ de classe X¥. Si la courbe
{(A*B)) est rectifiable, sa longueur est la courbure intégrale de la courbe
{(A*B).

Si W, est une ligne brirée inscrite dans la courbe (A*B>e X et si la
courbe (A*B) admet en tout point des plans occulateurs orientés i droite
et 4 gauche, alors la courbe {A*B) a une courbure intégrale finie que
Pon peut définir comme la limite des courbures intégrales des lignes
brisées W,.

Quelques lemmes
Lemme. 1. Soit une courbe (A*B> admettant un vectewr tangent continu

L(}M), (M) =1, Me(A*B>.

8i X[t(M), AB] < ¢ <%, on a [A*B] < [AB]/cose.

Démonstration. De I’hypothése il résulte que la courbe (A*B)
est rectifiable. Dans la courbe (A*B) inscrivons la ligne brisée W, :{ My =
=A,My,..., M, = B), [A*M}] < [A*M} , ]. Soit, pour n > n,,

1)  [W.] >[A*B]—¢,
et pour Me(MM™* M} >, © =0,1,...,n—1,
(@)  X[E(M), MPM! ] < ey

ce qui est toujours possible, car les droites M{ M} , tendent vers les tan-
gentes de la courbe (A*B); d’autre part, 8’il existait une suite de lignes
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brisées W,, & cordes maximales tendant vers zéro et telles que sur les
ares (M M7k 5 C (A*B) il existe un point P;, satisfaisant 4 iné-
galité

L8Py, MIEML) = 65 >0,

alors on pourrait extraire une sous-suite convergente Py — Pe(A*B) e,
le vecteur tangent ¢tant continu, on aurait #(P R
CCMEk Mk il viendrait Mi} —~ P, Mi¥,— P et, compte tenu de
'existence d’une tangente au sens strict, on aurait

Mk MUk | MEEMGY | > t(P).
Done

KOME M (P)] >0 ot X[E(Py), LP)] = 0,
d’ou
X [U(Py), MEE Mk ] 0,

g+l

€N contradiction avee I'hypothése

Par les points M menons les plans a perpendiculaires a la droite
4B. Les plans o coupent la droite AB aux points N7, 7 = 0,1, ..., n. I
8t évident que NI'c(AB> et [AN"] < [AN},,], pourvu que & et &, soient
suffisamment petits, d’out

"=\
2 [N'N},,] = [4B].

D’apres I'hypothése et (2) on a X [t( M), AB] < ect X [¢(M), MI M}, ]
< &, done X[(MM},,, AB)] < ete, d'ou, (N/N{,> étant la pro-
Jection orthogonale de ¢ MIM!. > sur la droite AB, il vient [NiN7 ]:
(MM ) > Co8(e+¢,) et

o v n—1

Z‘ (M7 M} )< E [NPNY  ]:cos(e+ ey) = [AB]:cos(e+ &)
b=0 i=0

“’ent-a-dire [W,] < [AB]:cos(e +&;) et, compte tenu de (1) [A*B]—¢, <
§ [AB]:cos(c+¢,). ¢, et &, étant arbitrairement petits, on a [A*B] <
< [AB]/cose. Le lemme est done démontré.

Remarque 2. De méme que dans le lemme 1 on peut prouver que
bour une suite de lignes brisées W, inscrites dans la courbe [A*BleK
il existe un point Cie{M{*M} > et un vecteur paratingent p(CY) en ce
point tels que < (p(CF), M} M?,,) < &,. En répétant le raisonnement du
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lemme 1 on obtient (3), d’ou il s’ensuit que, la courbe (A*EB) X" pouvant
étre décomposée en un nombre fini d’arcs vérifiant la condition du lem-
me 1, les courbes de la classe X" sont rectifiables.

Lemme 2. Soit une suite de courbes (A,*B,> admettant un vectewr
tangent continu t(M,), |t(M,)| = 1, et tendant vers la courbe (A*B) qui
admet un vecteur tangent continw t(JM), [t(M)] = 1.

St pour toute suite de points M, - M, M, e(A,*B,>, MelA*B),
on a t(M,) - t(M), alors [A,*B,] - [A*B].

Démonstration. Supposons que les courbes {(A,*B,> -~ (A*B).

Observons que le vecteur #(M,) tend uniformément vers ¢( ), lor-
sque (4,*B,> —~ (A*B), c’est-a-dire pour tout & >0 on peut trouver
un indice n, tel que pour tout point M, e{A,*B,>, n > n,, il existe un
point M ¢ (A*B) satisfaisant a

(3) (M) —t(M)] <e

(en effet, s’il existait une sous-suite (A,,k*B,,k> telle que sur toute
(An*B,, > il y aurait un point P, e(4, *B, ) satisfaisant & Pinégalité
|t(Pn,)—t(P)| = £ pour tous les points Pe(A*B), alors on pourrait ex-
traire de la suite P, une sous-suite tendant vers P,e(A*B), soit P,.
On aurait donc en vertu de I’hypothése [t(Pn,) —t(Po)| — 0, en contra-
diction avec la supposition que [E(P,,)—E(P,)| = & > 0).

Soit maintenant W*:(M° = A, M',..., M* = B> une ligne brisée,
[A*M'] < [A*M'""], inscrite dans (A*B)> et telle que l'on ait, pour
k >mny,

(4) [W*] > [4*B]—¢,
et pour tout Me(M*M"' ¢ =0,1,..., k-1,
(3) F[(M), MIM''] < ¢,

ce qui peut étre réalisé comme dans la démonstration du lemme 1.
Soit Wi:(M, = A,, M, ..., M = B) une ligne brisée inscrite dans
la courbe (A,*B,> et satisfaisant & la condition
lim M, = M', i=0,1,...,k.

n—o00

Pour n >n, on aura
(6) ITWEI—[W3]l < &,
et
(7) (MM, MMMy <e, i=0,1,..., k=1,

Considérons I'indice n; = max(n,, n,, n,), alors, compte tenu de
(3), (4), (7) nous aurons, pour n >my, k >n,, M,e{Mi*Mi'S, Me
(<AH{‘AM‘+I>’
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[, ML) < [e(M,), €OD) +<[t(M), MEML) <
< (UM, (D] + [E(M), MM + X[ MM, MM <
S et et e =, ]
D’ol, en vertu du lemine 1, il vient
(8) (MM, < [ Mo My [eoses.
Comme i ne dépend pas de &, on tire de (8)
(9) [Wo] < [4,*B.] <[W,]/cose;
pour n > ny, k > ng. Maig, & cause de (6), on 4 pour n > i,
(W= e < [Wy] < [WH]+ 4
ot, d’aprés (4), on a pour k > n,
[A*B]—¢, < [W*] < [A*B).

En ajoutant les deux derniéres inégalités on obtient [A*B]—¢, —¢&3 <
< [WE] < [A*B]+¢, et, compte tenu de (9)
[A*B]—¢,— &3 < [4,*B,] < ([A*B]+ &,)/cose;.

Puisque ¢,, &, et & peuvent étre arbitrairement petits, on trouve
(4,°B,] - [4*B].

Le lemme 2 est ainsi démontré.

Remarque 3. Moyennant quelques compléments, on peut établir
un lemme analogue pour les courbes de la classe ¥'. En effet, on a:

Lemme 2'. Soit (A,*B,)eX, (A*B)>eK et (A,*B,> - (A*B).

8¢ limt*t (M,)C P(M) pour M, -> M, out™(M,) est le vecleur tangent
a droite a la courbe (A,*B,)> au point M,e(A,*B,> et P(M) est le para-
tingent de vecteurs de la courbe (A*B)> au point M e (A*B)>, alors [A,*B,] —
- [A*B].

Démonstration. Tout point M e{A*B) admet un voisinage 0(M)C
C (4*B) (non nécessairement ouvert, mais connexe et ayant des points
intérieurs) tel que si le point M’e U (M), alors

X[t (M), t- (M)l <e pour MelA*M>,
X[t (M), ¢ (M) <e pour M M*B>.

Si I'on rejette les extrémités éventuelles des arcs: U (M), on obtient des
voisinages ouverts U(M) des points M. En vertu du lemme de Borel
il existe un nombre fini de voisinages U (M) recouvrant la courbe (A*B).
Supposons que les points dont les voisinages ont la propriété de recouvrir
la courbe (A+B) roient N, = A, N,,..., N = B, [A*N;] < [A*N;:,].

(10)
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Prenons la ligne brisée W"™:(M° = A, M',..., M" = B, inscrite
dans {A*B), telle que tous les points N; sont ses sommets, [A*M'] <
[A*M1, 6 =0,1,...,m—1, et quil existe un point M'e U(N;)U(Ny,,)
pour chaque j =1,2,...,k—1.

Il résulte du choix des points M‘ que JM' et M''' appartiennent au
méme voisinage U(N;) d’un point N; et que le point N; ne les sépare pas
De li et de (10) il suit gu’il existe un point N; tel que

Xt (M), tH(Np)) <e  si (MM C(NpB),
Zlt (M), (N <e  si (MM C AN,

pour Mel{M*M"'y (nous admettons £ (M' ') =& (M)
Considérons D'are (M"J[""}C(A*B) et prenons une subdivision
de la courbe (A*B par les points .M"' assez fine pour que l'on ait

(12) X[t (M), MM <e, =%, i=0,1,...,m—1.
b ’ )

(Nous allons prouver qu'une telle subdivision est possible. Pour M
¢(N;*N;. > on a, & cause de (10), X[t*(I), t"(N;)| < ¢ ou bien [t* ()
t (N;,)] <e Soit (M” = Ny, M"'', ..., M"'" = N; > la partie dc la
ligne brisée W™ inscrite dans 'arc (N,*N; ). Si pour une suite partielle
W™ on avait {[t*(M”“k) MPHk P+ 1] > 26, il existerait une suite
partielle M”'™ —» M'e¢(Ns*N;, > et

MU P | MOy o (M),

D’autre part, les vecteurs £*(M"*'k) auraient une suite partielle con-
vergeant vers t*(M) et il viendraient <[p(M'), #*(M’)| = 2. Mais
[t (), (M) = <|p(M'), t5(M’) > 2&. Si au point M’ on avait,
par exemple, X|t*(M'),t (N;)| <e et <[t (M'),t"(N;)]<e& alors
Xt (M), t (M) < X[ET (M), 7 (N +<[t7 (Ny), £ (M) < 2
et il y aurait contradiction. Le nombre des arcs (N;*N; ,> étant fini,
on a donc (12) pour tous les + = 0,1,..., m—1, pourvu que m > m,).

De (11) et (12) résulte que ’on aura, pour tout point M e M+ M+,

[t (M), I < [t (M), 0 (MY] 4+ x[ET (MY, MM <
(6" (D), 8= (V)] + <K (), £ (M) + [¢ (M), MM < 4

ou, dans t*(N;), il faut prendre le signe + lorsque (M MY C (Np#N; 1
ou le signe — lorsque (M™*M'*'y C (N;_ ,*N;>, (on admet t*(M'*') =
= ¢ (M'*"). Il en résulte que pour un vecteur paratingent arbitraire
p(M)eP (M), Me(M*M'*', i =0,1,...,m—1,

(13) Ilp (), M‘M“] < 4e
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(pour les points M' et M''' on admet ici P(M') = ¢ (M'), P(M't') =
=t~ (M)

Soient donnés des points My" = A,, M,~, M,", ..., M} '0, M- =B
sur la courbe (A,*B,>, ol [A,* M ] <[A*ML], [A,* ML) < [A,* ML),
et admettons que M)~ — M, M" > M, ¢~ (ML) >t (M')et t" (ML)
— £+ (M") lorsque <{A,*B,> —> (A*B)>. De tels points existent, car si

M, > Me(M'~'+M'), lim £*(M,)C P(M),

MM

imM = M', lim P(M) =1 (M"),
J‘I—Om
on a

lim ¢£(M,) =t (M), lim ¢ (M) =t (M.
MM, = .uf: T
Désignons par W;' la ligne brisée Mut, M., ..., M7?~. Evidemment
(W] —[W"] et [W"] > [A*B].
Remarquons ensuite que les t'(.M,) tendent uniformément vers
P(M)eP(M), M,e(M;"* M=) C(A,*B,>, Me{M*M' " C(A*B), ou

Pon admet p(M') = t*(M'), p(M'+') = ¢~ (M**'). En effet, 8’il existait
une suite

((Mlk+ -Hlk+l—/.
telle que <[t (M,,), p(M)| > e pour tous les Me( MMy et p(M)e
«P (M), il existerait une suite partielle 3/, convergeant vers M'e (M MY
et I’hypothése du lemme entrainerait t*(M,,k) - p(M’), en contradic-
tion avec la supposition  [t*(M,,), p(M)| > e

Par conséquent, pour n >mn, et pour tout vecteul.' t+. (M,), M,e
e (M M, T, il existe un vecteur p(M)eP (M), Me{M'*M'*"S, tel que

(14) L[t (M), p(A)] < e

En outre, comme W) tend vers W™,
(15) (MM, M) <

En tenant compte de (13), (14) et (15) on trouve pour M, e( Mire M),
(e (M), ML M| < 8 (M), p(M)] + X[p (M), My M| <
< X[¢H (M), p(M)]| + X[p(M), MMH| +X| MM, MM <
<detet e = Ge.

Remarquons qu’il en résulte une évaluation pour un vecteur paratingent
quelconque p(M,) de Varc ¢ Mi‘eMit'=).
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En appliquant ensuite le lemme 1, qui s’étend sans modification aux
courbes de la classe X', on obtient [M,t*M;*'~] < [ Myt Mi*'~]/cos 6e.
En s’appuyant sur le fait que

m—1

D MMt <e
(=l

pour n >n, et en répétant le raisonnement du lemme 2, on obtient la
conclusion.

(Le fait que [M, *M,"] 0, lorsque My~ — M', M.* — M, résulte
de ce que X[t (M"), t" (M) = ¢ < n. En effet, dans I'arc (M} *ML")
on inscrit une ligne brisée L2 — (P = MY, PL,...,P°2 = M.") telle
que [Mi *M.*]=[Li]+e, et <|PLP',p(P.)| <e pour tous les
j=0,1,...,p—1, ou p(P,) cst le vecteur paratingent de la courbe
(ML *ML en un point P, de celle-ci et o 'on admet P(M5") = ¢+ (M),
P(Mi") =t (M'). Comme les limites des vecteurs p(P,) sont contenues
dans 'angle <[t~ (M), t* (M')| et font avec sa bissectrice M'N un angle
inférieur ou égal & ¢/2, les vecteurs p(P,), pour n > n’, feront avec le
vecteur M'N un angle inférieur a y, ¢/2 < y < /2. Projetons maintenant
la ligne brisée L perpendiculairement sur la droite M'N. On obtient
sur la droite M'N une suite de points Fy, P;,..., P, les projections
des points P, P, ..., P.. Evidemment [ M'P,] < [ M'P}}'] et [PLPI}'] <
< [PLP ) jcosy, d'ot [LE] = [Mi*Mi ]—e, < [P4P5]/cosy — 0.

11 résulte de ces considérations que dans le cas ol ¢ (M) = —t+ (M),
la longueur de l’arc (M *M,"> peut tendre vers une valeur quelconque
lorsque M.~ > M' et M," — M'. 1l est, en effet, possible de construire
un ,,soufflet’” convenable, les angles aux sommets de ce ,,soufflet” étant
arbitrairement petits.)

Exemple 1. Soit (A*B) le segment de droite (0,1) de 1'axe z dans
le plan (z, y).

(Ay*B,> est la ligne brisée (M3, M3, M3, M}(0,0), M;(1, 0),
[MSM3] = [M3M}] = 1. {(A,*B,) est la ligne brisée (M}, M;,..., M}),

M}(0,0), M3(1/2,0), Mi(1,0); [M{M}] = [MaM;] = ... = [MM{] ="),.
{A,*B,) est la ligne brisée M3, ,(k/2",0), ¥k =0,1,...,2",
(MIMD] = [MIMD] = ... = [MOuMl,i] = 1/2"

et les ordonnées des points M%, k =1,2,...,2"", sont positives. Il
est clair que {A,*B,> —> (A*B), mais [4,*B,] = 2[4*B]. On voit donc¢
que la condition des lemmes 2 et 2’, qui exige que la limite des paratin-
gents des courbes {4,*B,) soit contenue dans le paratingent de la courbe
(A*B), est nécessaire. Dans cet exemple ¢t* (M3, ;) ne tend pas vers le
vecteur paratingent de la courbe {A*B).
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La circonstance qu'il ne suffit pas de supposer que les droites tangentes
& droite tendent vers les droites paratingents et qu'il est nécessaire de
supposer la convergence des vecteurs correspondants, résulte de la dé-
monstration (donnée entre parentheéses) que [My *M,"] — 0.

Plan osculateur

Nous appellerons plan osculateur au point M d’un segment de droite,
8itué sur une surface convexe lisse S, le plan qui contient ce segment
et qui est perpendiculaire au plan tangent & la surface S au point M.

Théoréme 1. Une géodésique (A*B) sur une surface convexe lisse S
admet en tout point M e(A*B) un plan osculateur au sens de Menger con-
tnw orienté, perpendiculaire au plan tangent a la surface S au point M.

Démonstration. Admettons, sans nuire & la généralité, que S soit
une surface fermée.

I résulte de la définition de la géodésique que tout point M,e(A+B)
@ un voisinage U(M,) C (A*B) tel que tout arc fermé de la géodésique
{4*B), contenu dans U (M o), @8t le plus court chemin joignant ses extré-
mités. Soit (A*B) un tel are.

Considérons les points X,, Y,,Z,e(A*B), qui tendent vers M,
lorsque # — oo, Le plan passant par les points X,, Y., Z, sera désigné
bar o,,. Admettons que o, — g,. Désignons par 7(M,) le plan tangent i la
surface § au point M,.

Supposons que |ay, T(M,)] = ao < /2, o0t <X|g,, T(M,)| est langle
contenant leg points intérieurs du solide V limité par la surface S.

A Pextérieur du solide V menons par les points Me(A*B) des demi-
-droites 1* () perpendiculaires & la droite t(M,)(t(M,) est tangente
a la courbe (4*B) aun point M,) et faisant avec le demi-plan o5 C oy,
d’aréte ¢(M,) et contenant les points intérieurs du solide V, 'angle a,+ & <
S A2 8 >0, XU (M), off = agte < n/2.

Les plans tangents 4 la surface S étant continus, il existe un voisinage
d‘u. point M, sur ¢ A*B) dans lequel de telles demi-droites existeront.
Soit {4*B) un ar¢ contenu dans ce voisinage. Si ’on compléte les demi-
-droitey 1+ (M) par les droites (M), celles-ci engendreront une surface
¢ylindrique W,

) _P our ¢ assez petits, la surface W sera convexe et sa convexité sera
dirigée vers 'extérieur du solide V, c’est-a-dire les sections des surfaces §
et W par un Plan passant par t(M,) et perpendiculaire & la droite I(M,)
Sont situées du méme coté de la droite t(M,) dans un voisinage du point
M,. En effet, si la surface W était concave, par exemple sur I'are (K*L) C
C (4*B), on pourrait rendre W convexe, en la déformant vers ’extérieur
du solide V, les points K et L restant fixes. Mais, alors, la surface cylin-
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drique W' ainsi obtenue coupera la surface S en dehors de 'ar¢c (K*L)
et 'arc (K*L) lui-méme se trouverait, avec un voisinage sur la surface
W', & lextérieur du solide V, en contradiction avec le théoréme de Bu-
semann-Feller [8]: un arc joignant A et L & l’extérieur de V a une
longueur au moins égale & celle de I'arc du plus court chemin joignant
les points K et L sur une surface convexe S. Or, dans le cas considéré,
on peut joindre les points K et L sur la surface W’ par un arc plus court
que [K*L] et extérieur a V, puisque I'arc {(K*L) sur la surface cylindrique
W' est convexe et n’est pas le plus court chemin sur W’ pour ¢ suffisamment
petit. Soit {A*BE) un arc contenu dans un tel voisinage.

Considérons maintenant les plans ¢,. Comme ¢, - gy, pour n > n,
on aura "i):(am 00) <&, &a< ”/2—(10_8 et “}flﬂn' L (M)I < {(“n’ “o)+
+ X(ooy (M) < &1+ ag+ 6 = 72— ¢ < n[2.

Comme le plan g, fait avec la demi-droite I* (M) ’angle a,+ ¢ < n/2,
et la surface W est convexe dans le voisinage du point M, la courbe I,
intersection du plan o, et de la surface W, est convexe sur la surface W
(c’est-a-dire aprés le développement de W sur le plan) et sa convexité
est dirigée vers l'intérieur du solide V (c’est-a-dire, W étant développée
sur le plan, les courbes I'y et {A*B) sont situées de part et d’autre de leur
tangente commune au point 3M,) dans un voisinage du point I ,. Cela
résulte du fait que si ’on prend sur la demi-droite I (AM,) un point P,
le plan n, passant par le point P, et perpendiculaire a la droite I(M,)
coupe la courbe I'y aux points E, et F, et le point M, sépare les points E,
et F, sur I'y (8i M, = A, la surface W peut étre convenablement prolongée),
lorsque le point P, est assez proche de M,. Désignons par N, le vecteur
normal du plan o,. Les surfaces W, o, et =, limiteront une surface R,,
appelée ,,bonnet’’, dont la base est contenue dans le plan ¢, (comme le
vecteur normal N (M) de la surface W, MW, est continu au point M,,
il existe un voisinage du point M, sur la surface W tel que < [N(M), N,| <
< KN(M), N(M)|+ <[ N(Mo), No| = L[N (D), N(Mo)|+ x[1* (M) 0] <
< g5+ ay+¢e < n/2 lorsque le point P, est assez proche de M,, Me
«(EF,)>). Par conséquent, en vertu d'un théoréeme d’Alexandrov ([1],
P- 297) la courbe I'y est convexe sur la surface W, sa convexité étant
dirigée dans le sens de I (M,).

Soit I', la courbe intersection du plan o, et de la surface W. Sur la
demi-droite I*(M,) prenons un point P, et menons le plan x, passant
par le point P, et perpendiculaire & la droite (M ,). Le plan n, coupera
la courbe I, aux points E, et ¥,, Commme =, — m, lorsque P, — P, et g, —
> aq, o0t & I'y, > Ty, E, > E,, F, > F,.

Les surfaces o,, 7, et W limiteront une surface R,. Lorsque g, — o
et n, — m,, il vient R, — IZ,. Comme pour les points M situés sur la partie
de la surface W qui appartient & la surface R, on a X|N(M), Ny| <
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< &,+ ag+ & < m/2, une inégalité analogue aura lieu, 8i » > n,, pour la
surface R, , done les surfaces R, seront des ,,bonnets’. Par suite, les ares
(E,*F,> CTI, seront convexes sur la surface W, leur convexité étant
dirigée vers l'intérieur du solide V.

Considérons maintenant les points X,, Y,, Z,. Ils appartiennent
au plan o, et & la surface W, donc aussi & la courbe I’,. Comme les points
X,, Y,, Z, tendent vers le point M, ils appartiennent pour » > n, aux
arcs (F,*F,>, puisque K, -~ E, + M, et F, > F, ++ M,. Mais les points
X., Y., Z, appartiennent au plus court chemin {A*B). En vertu du thé-
oréme de Liberman ([1], p. 138), 'arc {A*B) est convexe sur la surface
cylindrique W et sa convexité est dirigée vers l'extérieur du solide V,
contrairement aux arcs (E,*F,>. Par conséquent, les arecs convexes dans
le plan (aprés développement de la surface W) (A*B) et (E,*F,> au-
raient en commun trois points et leurs convexités seraient opposées,
¢e qui est impossible, si I’ar¢ de géodésique (A*B) joignant les points
X, Y., Z, n'est pas un segment de droite.

Dans le cas ou les points X,, Y,, Z, ne sont pas en ligne droite, nous
arrivons ainsi 4 une contradiction avec I’hypothése que l’angle entre
les plans o, et 7(M,) n'est pas droit, la géodésique admet donc un plan
osculateur au sens de Menger, perpendiculaire au plan tangent & la sur-
face. Dans le cas ol les points X,, Y,, Z, sont en ligne droite, les plans
8ont indéterminés, mais, si I'on prend pour o, le plan perpendiculaire
au plan tangent & la surface au point X,, leur continuité entraine la con-
vergence des plans o, vers le plan g, perpendiculaire au plan tangent
a la surface.

L’existence du plan osculateur orienté résulte immédiatement de la
convexité de la surface. En effet, si X,e(A*Y,), Z,e( Y, *B), Y, (X*Z,),
et 8i N, est le vecteur normal de la courbe qui est Pintersection du plan
7x_avec la surface S au point Y,, dirigé vers 'extérieur de V, alors
WX, Y,, N,) < 3(¥,Z,, N,), ce qui suffit pour existence du plan
osculateur orients.

L’existence d’un plan osculateur de Menger entraine sa continuité.

La démonstration du théoréme est ainsi achevée.

Remarque 4. La démonstration du théoréme 1 peut étre appliquée
A celle des théorémes suivants:

Théoréme 1'. §i M, est un point lisse d’une surface convexe S et (A*B)
’ltn:e géodésique passant par le point M,, la géodésique (A*B) admet au
pownt My un plan osculateur au- sens de Menger, orienté et perpendiculaire
au plan tangent & la surface au point M,.

: Théoréme 1”. Soit M, un point d'aréte de la surface convee S et I,
Varéte de la surface 8 aw point M,. :
Annales ¢, XVI, 1962 !
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St la géodésique (M B fait au point M, un angle non nul avec la
droite 1y, elle admet au point M, un plan osculateur aw sems de Menger,
orienté et perpendiculaire au plan Ty, T4 = lim (M), o (M)

M s My, Me(MgeB)
est le plan appuyant S au point M.

Théoreme 2. L'indicatrice sphérique d une géodésique (A*B) sur une sur-

face convexe lisse est une courbe ((A*B)) admettant une tangente au sens strict.

Démonstration. Soit (M) le vecteur tangent unité de la géodésique
{(A*B) au point M. Le vecteur (M) est le rayon-vecteur de la courbe
{((A*B)>)({{A*B))> est une courbe, ce qui résulte immédiatement du fait
que t(M) est un vecteur continu du point M). Il s’agit de prouver que les
grands cercles de la sphére-unité qui passent par les extrémités des vee-
teurs (') et t(M'’) tendent vers une limite lorsque ¢(M’) et ¢(M'’) ten-
dent vers le vecteur &(A3M).

Ce probléme équivaut a4 démontrer que les plans orientés {€(M’),
t(M")} (c’est-a-dire munis des vecteurs normaux &(M') < t(M")/[E(M') x
x t(M"')|) passant par le point M’ et paralléles aux vecteurs &(M’) et
t(M') tendent vers une limite lorsque M’', M’ —» M, [A*M'] < [A*M"].,

Soient M, et M,, [A*M,] < [A*N,], des suites de points sur la
géoddsique (A*B) qui tendent vers le point M. De l'existence d’un plan
osculateur orienté (théoréme 1) résulte que V'on a < [t(M,)x M, M,,
MM, % (M) > 0.

Considérons maintenant le triangle sphérique dont les sommets sont
les extrémités des vecteurs #(M,), M, M, /| M. M,|, t(M,); il est immé-

diat que I’angle dont le sommet est ’extrémité du vecteur M, M, /| M, M,|
tend vers 7z et, par conséquent, le plan orienté {¢(JM,), ¢(M,)} tend vers
la méme limite que le plan orienté {t(M,), M, M,}. Comme le plan orienté
{t(M,,),m;,} tend, en vertu du théoréme 1, vers le plan osculateur
orienté de la géodésique (A*B) au point M, les plans orientés {t(A,),
t(M,)} tendront vers la méme limite.

Nous avons done démontré que l’indicatrice sphérique <{A*B), de la
géodésique (A*B) admet une tangente au sens strict. Il s’ensuit que la
tangente ordinaire de la courbe {{A*B) est continue. Cela prouve encore
une fois que la courbe ({A*B)) est rectifiable.

Il résulte de cette démonstration que les grands cercles tangents a la
courbe ((A*B)) sur la sphére-unité sont les images sphériques des plans
osculateurs de la courbe (A*B) et les grands cercles perpondiculaires
aux précédents sont les images sphériques des plans tangents & la surface §
le long de la géodésique (par image sphérique d’un plan on comprend ici
le cercle obtenu par 'intersection de la surface de la sphére-unité avee
le plan paralléle mené par le centre de la sphére),
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En s’appuyant sur les théorémes 1’ et 1’ et en répétant sans modifi-
cations les raisonnements faits pour établir le théoréme 2, on pcut
énoncer le théoréme suivant:

Théoréeme 2'. Si la géodésique (A+B), passant par les points d’aréte
de la surface, fait avec Varéte correspondante un angle non nul, et 8¢ les points
A et B ne sont pas sommets de la surface convexe S, Uindicatrice sphérique
((4*B)) admet en tout point, correspondant & un point d’aréte, une tangente
@ droite et & gauche au sens strict; en tout point correspondant & un point
lisse, elle admet une tangente au sens strict. Autrement dit, la courbe ((A*B))
est de classe X .

On peut aussi démontrer la proposition suivante:

Théoréme 2”. 8i la courbe (A*B) admet un vecteur tangent continu
€t un plan osculateur orienté, son indicatrice sphérique a une tangente au
sens strict, donc elle est une courbe rectifiable.

Ou encore, le théoréme plus général:

Théoréme 2. 8i la courbe (A*B> admet au point A une tangente t,
au gens strict et un plan osculateur orienté, il existe un voiginage U(A)C
C <A*B) du point A tel que Vindicatrice sphérique de Varc U(A) soit une
Courbe rectifiable.

Démonstration. Dans le travail [3] (p. 101) se trouve le théoréme
Suivant:

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un continu C de E, pos-
8ede en un de ses points ¢, une tangente au sens strict D, est qu'un voisinage
de ¢, sur C goit un arc rectifiable A admettant, aprés fizxation d’un sens de
barcours, D, comme tangente ordinaire en c, et que, en nous bornant a ne
cqnsidérer que leg points ¢ de A ou existe une tangente ordinaire, nous ayons
clﬂg (tang. orientée en ¢) = tang. orientée en c,.

0

11 résulte de ce théoréme que la courbe (A*B) est rectifiable dans
un voisinage du point A.

Considérons maintenant deux vectours paratingents p(2M,) et p(M,)
de la courbe (A*By, M,, Mye(A*By, M, >A, M,—>A, (A*M)C
C<4*M;5. De I’hypothése résulte que p(M,) —~t, et p(M,) -~ ¢t,. Les
Plany orientes {(p(M,), M—nﬂ;} et { M_,jl_;,p(lll;,)} tendent vers le plan
O8culateur orienté o(A4) au point A. En répétant la démonstration du
tpéoréme 2 on constate que {p(M,), p(M,)} > o(4), l'indicatrice sphé-
lque (<A4*B)) de la courbe (A*B) admet donc au point correspondant
1 vecteur t, une tangente au sens strict. I1 n’y a plus qu’a profiter du
fait que 1o paratingent d’un are simple de Jordan est un continu ([4],

P 164) et du théoréme cité plus haut, ponr obtenir la conclusion de notre
théoréme,
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Exemple 2. Considérons au voisinage du point z = 0 la courbe

y = 2%inz~"'; nous aurons y(0) =0, ¥y’ = 3z¥sinz™'—zcosz” !, y' =

= 6zsinz~'—4cos x~'—z 'sinz !,
x z x
4 1 y. 1 1 1 1
k(x) = "—.lli'_t doe > —-f — |8in — |d. ——f 6xsin — — 4cos8 — |dox >
V1442 2 @ @ 2 @ @ |
0 0 0

x
>1 1
~ 9 @
0

On voit que cette courbe a une courbure intégrale infinie, bien qu’elle
ait une tangente au sens strict et un plan osculateur continu. Pourtant,
il n’existe pas de plan osculateur orienté pour z = 0, car son vecteur
normal admet au voisinage de z = 0 une infinité de fois les valeurs k
et —k, k désignant le vecteur-unité de ’axe Oz.

1
sin—‘dw—ﬁm = oo.
i

Courbure intégrale

Théoréme 3. Si la suite de surfaces convexes lisses S, tend vers une
surface convexe ligge S et la suite de géodésiques (A,*B,) C S, tend vers
la géodésique (A*B) C 8, alors k({A,*B,)) — k((A*B)).

Si les courbes {A,*B,> et (A*B) sont rapportées au méme parametre
z,%, <« <&, de sorte que M,(x)e{A,*B,>, M(z) e{A*B), M,(z)—~
> M(x), lorsque {(A,*B,> —> (A*B), alors k,(x) = k((A.*M,(z))) tend
uniformément vers k(z) = k(<CA*M (z))).

Démonstration. Les plans tangents de la surface §, le long de la
géodésique (4,*B,) tendent vers les plans tangents de la surface S le
long de la géodésique (A*B) et les tangentes & {A,*B,) tendent vers les
tangentes de la géodésique {A*B (en vertu du théoréme de Liberman ([1],
p. 144); il en résulte que les plans osculateurs de la géodésique (A ,*B,,) ten-
dent vers les plans osculateurs de la géodésique (A*EB>. D’ou {{A,*B,) —
((A*B)) et les tangentes de la courbe ((4,*B,)) tendent vers les tangentes
de la courbe ({A*B)>. En vertu du lemme 1 on a done [{{4,*B,))] —
- [((4*B))].

Nous allons maintenant prouver que les k,(z) = k({4,*M,)) tendent
uniformément vers k(z) = k((A*M)).

Supposons le contraire, c’est-i-dire admettons qu’il existe une suite
Tyy Dhgy vovy Bhpy oovyy Mi (@ )e(Ay *By ) telle que |ky, (z,) — k(i) = ¢,
ol k, est une suite partielle de la suite 1, 2,... De la suite 2;, on peut
extraire une suite partielle convergente x, — z'e{x,, z,>. Nous parta-
gerons la suite 2, en deux suites partielles suivant que z,, < z’, ou que
z,, >'. Soit z, la suite partielle telle que z, < z'.
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On a évidemment
(17) |k (@p) — K(@p)] 26, &>0.

k(z) étant une fonction continue, il existe pour tout &, >0 un indice p,
tel que pour p; > p,
(18) k(zp,)— k()] < &

¢t, comme kp,(x') — k(x'), il oxiste pour ¢ >0 un indice p, tel que pour
Pi > p,
(19) kpy(@') = k()] < &,
Les inégalités (17), (18) et (19) donnent
LIS lkﬂ.' ("‘rpi) = k(m;!‘-}. < ‘kpl-('rpl-] = k[l.‘{'r'n T Ekpl-('n'} e k{‘ﬂp;”
< Ikn,-(wp,;)_kpi(wl)l'*‘ |kpi(wl)“k(1")i 1 [L'(.r'}—k(x,,i)l
< [Kpy(0p,) — Kp ()| + &2+ &1

POUT p; > p’ — max (p,, Po)-
Boit ¢ = ¢, = /3, alors on tire de ce qui précéde, pour p; > p’,

(20) kp,- (z') = kp;(‘vpi) +¢€/3.

Prenons un nombre arbitraire 4 > 0, alors, comme Ty, — @'y il existe
un indice p** tel que pour p; > p’’ on a &' — 6 < @,, < &’. D'o ky (2" —9)
k,,‘(:v,,'.) et, pour p; > p = max(p’, p’’), on déduit de (20)

Ky, (27— 8) < Kp () < Kp (@) —&[3.

En passant i 1a limite k(z' — 8) < k(x')— ¢/3 et, comme & est un nombre
arbitrairenient yetit et k(x) une fonction continue, on aura pour 4 — 0,
k(') <k (#') — ¢/3 en contradiction avec ’hypothése ¢ > 0, ce qui établit
le théoréme,

D’une facon analogue, en profitant du lemme 2, on obtient:

Théoréme 3. Le théoréme 3 reste vrai si on suppose que S, sont
dex surfaces polyédrales convexes.

Ou encore:
~ Théoréme 4. si (A*B) est une gévdésique sur une surface convexe
lisse et g4 W,:(My = A, My,..., M, = B> est une ligne brisée inscrite
dans (AeB), ot [A*M,] < [A*M;,,], alors k(W,)— k(CA*B)) lorsque
‘Vn = (AR,

8i Don rapporte les courbes W, et (A*B) au méme parameétre (T, T1))
de sorte que M, (2)e(A,*B,>, M(z)e(A*B), M,(z,) = M(z,) = 4, M, (x,)
= M(x)) = B et M,(z) — M(x) lorsque W, — (A*B), alors k({A*Mn(2)))
= kn(®), 0w (A*M,(x)> C W,, tend uniformément vers k(z) = k(CA* M (2))),
0% C(A*M (7)) C (A*B).



38 Konstanty Radziszewski

Aux théorémes ci-dessus on peut donner un énoncé encore plus général.

Théoreme 5. Soient (A*B) et {A,*B) des courbes de la classe X,
admettant en tout point deur plans osculateurs orientés a gauche et & drotte
(au sens de Menger), ces plans ne faisant en aucun point de la courbe (A*B)
un angle égal & n. Si
{(4,*B,> - (A*B), rlim P(M,) -~ P(M) et lim =(M,)Cr(M)),

My M My —)
ou P(M,) et =(M,) sont les paratingenis de vecteurs et de plans osculateurs
orientés de la courbe (A,*B,> au point M,, et 8t P(M) et = (M) sont
les paratingents correspondants de la courbe {(A*B) au point M, alors
k({An*Bn)) — k({A*B)).

Démonstration. Il résulte de I’hypothése que la courbe ({(A*B))
n’a pas de points de rebroussement (sinon, ’angle formé par les plans
osculateurs orientés a gauche et a droite de la courbe (A*B) au point
correspondant serait égal & =) et qu’elle admet des demi-tangentes au
sens strict, elle est donc une courbe de la classe . On a ({(4,*B,))eX
pour n > n, et ((A,*B,>) - ({A*B)). La limite du paratingent de vec-
teurs de la courbe ((A4,*B,>) est contenue dans le paratingent de vecteurs
de la courbe ({A*B)). Pour obtenir la conclusion il n’y a plus qu’a appli-
quer le lemme 2’.

Exemple 3. Soit (A*B) le segment (0,1> de I'axe des z du plan
(z,y). La ligne brisée (A,*B,) sera construite de la maniére suivante:
divisons le segment (0,1) par les points M,, M,,..., M,» d’abscisses
0,1/2",2/2",...,2"/2" = 1. Sur les segments M;M, , construisons les
triangles M N,M;, ,, les ordonnées des points N; étant positives, {(m\h,

N:M;.,) =1/2", [M;N;] = [N;M;,,]. Dou on a <(N; ,M;, M\;N,) =
= 2/2". Comme le nombre des points N; est 2" et celui des points M’,
qui sont les sommets de la ligne brisée (A,*B,> est 2" —1, on a k({A4,*B,))
= 2"/2"42(2"—1)/2" — 3, tandis que k({A*B)) = 0.

On obticnt un exemple analogue si ’on prend pour (A*B) un arc
de corclo et si les courbes (A4,*B,) sont des courbes ayant une tangente
au sens strict.

Dans cet exemple toutes les hypothéses du théoréme 5 sont vérifides,
sauf lim=(M,) C = (M), par contre, on a =n(M,) - n(M).

L’exemple montre que la condition z(M,) — =(M) n’est pas suffisante
pour que le théoréme 5 ait lieu, car elle n’assure pas la vérification de
I’hypothése du lemme 2, qui exige que la limite du paratingent de vec-
teurs de la courbe ({4,*B,)) soit contenue dans le paratingent de vec-
teurs de la courbe ((A*B)).

Exemple 4. Soit (4*B’> un demi-cercle et ¢(C) la tangente au point
C, [A*C] = [C*B’], de la courbe [A*B’]. Soit (A'*B) le demi-cercle
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symétrique de {A*B") par rapport & la droite ¢(C). La courbe plane {A*B)
ainsi obtenue est composée de deux arcs de cercle (A*C) et (C*B).

Nous construirons les courbes (A4,*B,> comme il suit: faisons subir
& 'arec (C*B) de la courbe (A*B> une translation paralléle 4 la droite
t(C) de sorte que le point C se déplacera sur la droite ¢(C) vers un point D,
[CD].= 1/n. On obtient ainsi la courbe (A*CD*B>. Au segment (CD)
substituons maintenant une courbe similaire & la courbe <A, *B,> de
Pexemple 4 (c’est-d-dire, les angles seront les mémes et toutes les lon-
gueurs seront réduites dans le rapport 1:n). La courbe ainsi contruite
Sera désignée par (A,*B,>. Evidemment (A4,*B,> > {A*B), P(M,)
> P(M), lim=(M,)C =(M) lorsque M, > M, M,e(A,*B,>, Mc({A*B),
et pourtant limk((4,*B,>) # k({A*B)).

L’hypothése que 1'angle entre les plans osculateurs orientés & gauche
et & droite au point donné de la courbe n'est pas égal & x est, comme le
Prouve l'exemple ci-dessus, indispensable.
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Streszczenie

W pracy tej podaje szereg twierdzen dotyczacych krzywizny inte-
8ralnej pewnej klasy krzywych. Miedzy innymi dowodze istnienia plasz-
CzZyzny §cisle stycznej w sensie Mengera dla linii geodezyjnej na gladkiej
Wypuklej powierzchni i istnienia skonczonej krzywizny integralnej dla
Péwnych klas krzywych oraz badam kiedy ze zbieznoei krzywych wynika
zbieznoéé ich krzywizn integralnych.
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Pe3doMe

B 3Toit paGore naercA HecKoJIbKO TeopeM 00 MHTErpajibHO KpUBH3lie
OFHOro Kiacca KpuBbIX. [loKa3biBaeTcsi, cpeau APYyrux, CYLIECTBORAHME
colnpuKacalolleiica MIoCKocTH B cMbiciie MeHrepa Kk reogesuyeckoit ua
r1aKOM BRHIMYKJIOH 1I0BCPXHOCTH, CYUICCTBOBAHME KOHEYHOIi MHTErpa.ib-
HO/ KPHMBU3HBI TIA HEKOTOPOro K/acca KPHMBBIX 1I JIAlOTCH YCJIOBUA
CXOMMMOCTIHf MHTErpajIbHBIX KPHBH3I{ CXOJALLEl IHOCIEN0BATEABHOCTH KPII-
BBIX.



