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Nous donnons ici la seconde pertie du travail [4] dont la premitre

“ Paru 2u tome XV de ces Annales. Les renvois entre accolades se rap-
porteront 3 celle-ci.

11. Définition. (11,1) Une famille de courbes {définition (2,1),
D. 16} sera dite uniforme a droite (& gauche) dans ’ensemble W, si tout
Point de I’ensemble W est origine (extrémité) d’un scul élément de cette
famille, saturé 3 droite (4 gauche) dans l’ensemble W.

: Dans ce paragraphe nous admettons I’hypothése que dans I’enscmble
.” 8¢ trouve définic une famille ¥ du type ¥, {p. 26, lignes 3-6} uniforme
a4 droite,

L Définition (11.2). Un ensemble de¢ points appartenant & ’ensemble
U-1-8 {définitions (3.1) et (6,1), p.18 ct 25} tel que la trace d’émission
1définition (7,1), p. 27} de chacun d’eux soit un point, sera appelé ombre
Yauche de Pensemble S (cf. [7]) ot désigné par M.

SiaC U48 et #il nexisto pas de courbes asymptotiques {définition
(3,4), p. 18} issues de l’ensemble a, alors a C M. Pour désigner la trace
@’émission du point P dans le cas on ¢(P) est un point admettons, commnie
lo font d’autres auteurs (cf. [7]), la notation conseq P. La transformation

- conseq P est définie dans I’ensemble M et fait correspondre & tout
point de cet ensemble un point de l’ensemble §.

Théoréme (11,1). 8i dans Vensemble W (satisfaisant a DUhypothése
Zy, ef. [4], p. 19) se trouve définie une famille F du type ¥, uniforme a droite,
la fonction conseq P est définie et continue dans Uensemble M.
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Démonstration. Supposons que les points P,P,, P,,... appar-
tiennent & I’ensemble 1 et que linP; = P, pour i - oo. Soit @; = e(P;),
i =1,2,... Or, il sg’ensuit de la propriété 3° de la famille F {p. 17}
que l’on peut extraire de la suite ¢,,Q,, ... une suite particlle conver-
gente vers un point Q e R ot qu’il existe un élément de la famille F d’ori-
gine P et d’extrémité . Comme PeM C U+8, on a QeS8 en vertu de
I’hypothése Z,F {p. 25}. Donc Q@ = e(P), et lime(P;) = e(P) pour ¢ > oo,
la famille F étant uniforme & droite, q. e. d.

Ce théoréme est la base des théories qui étudient les propriétés asympto-
tiques en s’appuyant sur la notion du rétracte ([7], [1], [9], [2], [4]).

Du théoréme (11,1) résulte encore un autre théoréme qui différe par
son caractére non seulement des théorémes énoncés dans les théories
fondées sur la notion du rétracte, mais aussi des autres théorémes de
ce travail. Ce théoréme est bien simple et, dans les applications, il peut
remplacer les théorémes donnés dans [7]. Pour 1’énoncer nous admettrons
cette définition:

Définition (11,3). Nous dirons qu’un ensemble Z peut étre contracté
en un point P dans Uensemble B, §’il existe une homotopie H(y, s), ol
y = (t, x), telle que pour yeZ on ait H(y,0) =y, H(y,1) = P, et en
outre H(y,s8) eB pour 0 <s < 1.

Théoréme (11,2). Supposons que la famille F soit une famille du type
Gy, définie dans Densemble W et uniforme a droite, que U'ensemble a C U + 8
et que DUensemble b C 8. 8l existe un sous-ensemble Z de Uensemble S—b
qui peut étre contracté en un point dans Vensemble a8 —b, mais ne peut
pas Détre dans DPensemble S—b, alors on a VPune des deux alternatives sui-
vantes (u,): il existe une courbe asymptotique de la famille F issue de Pen-
semble a, ou bien (u,): il existe un élément de la famille F dont Dorigine est
dang Pensemble a et Vextrémité dans Uensemble b (cf. [4], lemme & la p. 32).

Démonstration. Il suffit de montrer que si aucune des alterna-
tives (u,) et (u,) n’a lieu, tout sous-ensemble de 1’ensemble S—b, qui
peut étre contracté en un point dans 1’ensemble a+8—b, peut aussi
étre contracté en un point dans l’ensemble 8 —b. Supposons done que
ZC8—b et qu'il existe un point P et une homotopie telle que pour
yeZ on ait H,(y,0) =y, H,(y,1) =P et H,(y,S)ea+S—b et posons
H,(y,s) = conseqH,(y,s). Comme il n’existe pas de courbes agympto-
tiques issues de l’ensemble a et que a C U8, il résulte du théoreme
(11,1) que pour yeZ et 0 < s <1 la fonction H,(y, s) est continue. En
outre, comme il n’existe pas d’éléments de la famille F issus de ’ensemble
et aboutissant & ’ensemble b, on a conseqyeS—b pour Yea+8S—b, done
H,(y,8)eS—b pour yeZ et 0 <8 <1. Cela prouve que l’ensemble Z
peut étre contracté en le point conseqP dans I'ensemble §— b, c. q.f. d.
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Le théoréme (11,2) subsiste si au lieu de § on y met S, {définition
(6,3), p. 26}.

Il n’y a ancune difficulté & appliquer ce théoréme o ’exemple (10,1)
dans les cas (jj) et (jjj), ainsi qu’d I’exemple (10,2), voir [4], p. 35, pourvu
que la famille F satisfasse aux hypothéses du théoréme (11,2). Nous
allons montrer qu’on peut aussi appliquer a I’exemple (5,1); voir [4],
P. 24. Supposons que ’on ait dans cet exemple S = Front W et posons
a(r) = W{t =1}, Z(tr) = a(r)-Front W. Pour z quelconque I’ensemble
Z(t) peut étre contracté en un point dans ’ensemble S+ a(z), mais ne
peut pas 1’étre dans l’ensemble S, done, en vertu du théoréme (11,2)
il existe une courbe asymptotique de la famille issue de chacun des en-
kembles a(7).

12, Caractérisons maintenant briévenient le principe général qui a servi
de base & nos raivonnements et qui nous servira encore dans la suite.
Notre théorie est basée sur des théorémes de la forme: ,,81 non p et ¢,
alors r”, olt p désigne la proposition: ,,il existe une courbe asymptotiquo
issue de l'ensemble a” et ¢ désigne certaines conditions relatives a des
familles de courbes ¢t & Pensemble W. Parmi les théorémes de ce type
les travaux cités plus haut n’ont mis & profit que le théoréme (11,1).
Au lien de ce théoréme nous avons donné jusqu’a présent les théorémes
(4,1) et (8,1)-(8,3), {p.20 et p.28-31}. L’application de chacun de ces
tbéorémes a permis d’obtenir des théorémes sur les propriétés asympto-
tiques et aux limites de familles de courbes assez générales. Mais, méme
51 I'on se borne aux familles d’intégrales d’un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires satisfaisant a4 la condition d’unicité, on trouvera
Parmi ces théorémes des propositions qui ne peuvent pas étre déduites
du théoréme (11,1), notamment celles du paragraphe 5. Les théories
fondéer sur 1a notion du rétracte présentaient P’inconvénient manifeste
d_e e pas permettre d’obtenir un théoreme aussi évident que le théoréme
(':’5) sans qu’il fiit nécessaire de faire I’hypothése supplémentaire qu’il
'Y a pas de glissements intérieurs {p. 23}. Il n’est pas possible non plus
de déduire du théoreme (11,1) le théoréme (9,1), méme dans le cas ol
la famille F est la famille d’intégrales d’un systéme d’équations diffé-
Tentielles ordinaires satisfaisant & la condition d’unicité {p.33}. Nous
Indiquerons maintenant ce que nous avons encore en vue. Les théorémes
(4,1) et (8,1)-(8,3) n’épuisent pas, bien entendu, toutes les propriétés
de la transformation a — E(a), qui peuvent étre utiles pour obtenir des
théorémes relatifs aux propriétés asymptotiques et aux limites. Dans
la suite, nous définirons par la transformation a - E(a) une fonction
qui permettra d’énoncer pour les familles des types ¢ et ¥, les théorémes
qui englobent certains cas on les théorémes mentionnés auparavant
ne s’appliquent plus directement.
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13. Définition (13,1). Admettons I’hypothése Z, et supposons que les
ensembles R’ ot A satisfont aux conditions R°'C R et A C U4 R’. Nous
dirons que la fonction I'(a, s) est une fonction de balayage du type ¥, si
les conditions suivantes sont remplies:

1* La fonction I'(a,s) est définic pour des valeurs de l’argument
a qui sont sous-ensembles de l’ensemble A et pour des valeurs quel-
conques du paramétre 8, ses valeurs étant sous-ensembles de 1’en-
semble A4,

2* I'((ty, ,), 8) = (4, x,) pour 8 <1, et, si le point (t,,x,) appartient
a4 I'cnsemble R’, I'((t,, «,), 8) = (t,, #,) pour tout s,

3*si (4, x)¢R et 8 >t, alors on a I((t,=),8)C W{t =s+
+R'{t, <t <s},

4* I'(a,s) = Z F((tyw)ysjy

(t,x)ea

5* 8i ’ensemble a est compact, ’ensemble I'(a, 8) est aussi compact
et, en outre, il existe un nombre s, tel que I'(a,s,) C R’ et que pour
8 =38, on ait I'(a,8) = I'(a, 8,),

6* si 'ensemble a est connexe, l'ensemble I'(a, s) est aussi connexe,

7* I'(I'(a, 8,), 8,) = I'(a, 8;) pour 8, <s,,

8* la fonction I'(a,$) est uniformément continue par rapport & s
dans ’ensemble des sous-ensembles compacts de I’ensemble A, ¢’est-a-dire:
pour tout £ >0 et pour tout ensemble compact o C 4, il existe 6§ > 0
tel quo, si |8, —8,| < 4, on ait I'(a, s,) C K(F(a’ 82), 8)9

9* la fonction I'(a, 8) est semi-continue supérieurement dans le sens
de l'inclusion par rapport & a dans I’ensemble de tous les sous-ensembles
compacts de lensemble A, c’est-a-dire: si a, )@, ... est une suite
descendante d’ensembles compacts, contenus dans I’ensemble 4 et non

-]

Nous dirons qu'une fonction I'(a,8) est une fonction de balayage
du type ¥, si elle satisfait aux conditions 1*, 3*-9* et, au lieu de 2*, & la
condition suivante: '

2% F((tu z,), 8) = (t;, 2,) pour 8 <t, et, 8i (t,,z,)eR’, on a (ty, x,)e
eI'((¢), »,), 8) C R T

Des fonctions des types ¥, ou % nous dirons qu’elles balayent 1’en-
semble A dans lui-méme sur R’

De 5*-7* résultent encore les propriétés suivantes:

5** si l'ensemble I'(a,s,) est compact et s >s,, lensemble I'(a, 3)
est aussi compact. 4

L 1] 3 b
i ’ensemb
6 8] e le I'(a, 8,) est counexe et s >3,, 'ensemble I'(a, 8)
est aussi connexe.

vides, et 8i [] a; = a, alors on a, pour tout s, [ I'(a;, 8) C I'(a, 8).
i t=l
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Définition (13,2). Nous dirons que la fonetion I'(a, ) (du type ¥4,
ou %) balaye 'ensemble a sur R’ dans U'ensemble C, s’il existe un ensemble A
tel que la fonction I'(a, 8) le balaye dans lui-méme sur R’ et si, en outre,
aCACC.

Théoreme (13.1) Supposons vérifibes les hypothéses %, et 7. Si
Vensemble a C U +S et 8'il n'eriste pas de courbes asymptotiques de la
famille F issues de Densemble a, il existe une fonction ¥(a,s) du type 4,,
qui balaye Uensemble a sur S dans Pensemble E(a).

Démonstration. Posons pour ac E(a) et pour 8 quelconque

(13,1) Y(a,8) = aft >8}+elaft < s},8) .

Comme a C E(a), il suffit, en vertn de la définition (13,2), de prouver
que la fonction ¥(a, s) admet les propriétés 1*-9*, si I'on prend A = E(a).
Les propriétés 1* ot 4* sont évidentes. Do (13,1) résulte que
(13.9) Y(a,8) = a 8i aft <8} =0,

’ W(a,s) = e(a, 3) si a{t >} =0,
d’oli, en tenant compte du fait que si le point (f, z)eS, on 2 e((t, x), 8) =
= (1, @) pour s >t, 2* et 3* résultent immédiatement.

Si 'ensemble a cst compact, il en est de méme de 'ensemble a{t < s}
et, comme il n’existe pas de courbes asymptotiques issues de I’ensemble a
et que aC E(a) C U+8, on constate, en appliquant lo théorémo (4,1)
4 Pensemble W{t < s}, que 'enscmble e(a{t < s}, s) est aussi compact.
De plus, on a a{t = 8} = e(a{t = 8}, 8), on peut donc remplacer dans
la formule (13,1) a{t < s} par a{t < &}. Paer conséquent I’ensemble ¥(a, 8),
étant la somme de deux ensembles compacts, est compact. En vertu
du théoréme (4,1) I'ensemble E(a) est compact {p.20}. Soit 8, l2 valeur
Mmaximum des abscisses ¢ des points appartenant i Pensemble E(a).
Alors, il résulte de (13,1) et (v,) que ¥(a, 8) = e(a,s) = e(a) pour s = s,
et, comme aCqaC U+8, on a e(a)C 8, eu égard a I'’hypothese Z;F
{D- 25}. Ainsi, nous avons démontré que la fonction ¥(a,8) jouit de la
Dropriété 5*,

Supposons maintenant que la propriété 6* ne soit pas vraie. Il existe
donc des onsembles b ot ¢ tels que ¥(a,s) = b-+c et en outre b = b-e
= 0. Posons b-e(aft < s},8) = b,, e-e(a{t <8},4) = ¢;, b-aft >s} = by,
€aft >g} —¢,. En vertu de (13,1) on a b = b, +b,, ¢ = ¢,+¢,, donc
les ensembles b, b, et ¢, ¢, sont sépards, c'est-a-dire

(13,3) (by+b2)(er 1) = (b, 1bs) (€1 +¢2) = 0.

1 A e el 2
; (()1 Nous admettons en méme temps que la trace d’émission d’un ensemble vide
est vide.
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On a aussi e(aft < s}, 8) = b,--b,, il existe donc des ensembles g et y
tels que p+y = a{t < 8}, ainsi que e(B,8) = b, et e(y,s) =¢,.

Nous aboutirons & la contradiction qui achévera la démonstration
de la propriété 6* en prouvant que les ensembles S--b, et y 4 ¢, sont
séparés. Nous montrerons d’abord que le produit des ensembles (8- b,)
et (y+tcy) est vide. Les ensembles 8 et y sont sépards, sinon il résulterait
du théoréme (8,3) que les ensembles b, et ¢, ne sont pas séparés {p. 31},
ce qui est impossible a cause de (13,3). Par conséquent g-y = 0. De (13,3)
résulte aussi que b,-¢, = 0. Il reste a4 prouver que b,y = 0 et f:¢, = 0.
Mais yC W{t < s} et b,C W{t >s}, donc b,'y = 0. S'il existait un
point Pef-¢,, on devrait avoir tp = 8, done Pee(P, s). Mais, comme Pep,
on a Pee(f,s) = b,, et I'ensemble b,-¢, ne serait pas vide, ce gui est
aussi impossible & cause de (13,3). On prouve pareillement que ’ensemble
(B+by) (y+e;) = 0, par conséquent les ensembles g+ b, et y+¢, sont
séparés et la démonstration de la propriété 6°* est achevée. En passant
a celle de la propriété 7*, observons d’abord qu'il résulte de la propriété
3* que ¥(a+p,8) = ¥(a,s)+¥(B,s). Par conséquent on tire de (13,2)
la relation ¥(¥(a, ), 8o) = Plafs; <t <s,}+ aft >} +e(aft <s,},8),3,)
et comme e(a{t < 8,},8,)C W{t <3} et s, <3, on a

(13,4) Y(¥(a,s,),8) = e(a{s, <t < 8},8,)+aft >s}+

+e(e(a{t < 31}, 81)y 82)'
D’autre part

(13,5) ¥(a,sy) = aft >8,}+e(a{l < 8,},8,)+e(afs, <t <s,},s,).

Mais, en vertu de (v,), {27}, on a e(e(a{t < s,},8,),8,) = e(a{t < s,}, 84),
donc il résulte de (13,4) et (13,5) que 'on a bien 7*. Passons a la démonstra-
tion de la propriété 8*. Comme l'ensemble F(a) est compact, il existe
des nombres 8, et s, tels que l’ensemble E(a) contient aussi bien des
points de coordonnée temporelle s, que des points de coordonnée tempo-
relle 8,, mais ne contient pas de points dont la coordonnée temporelle soit
extérieure & lintervalle (s,,s,>. De (13,2) résulte que pour z < g, on
a ¥(a,s) = ¥(a, s, = a; d’autre part, de (13,2) et de la propriété (v,)
il suit que pour 8 >s, on a ¥(a,s) = ¥(a,s,) = e(a). Par conséquent,
dans la démonstration de la propriété 8* il suffit de se borner & l'intervalle
89y 8,>. Comme l’ensemble E(a) est un sous-ensemble compact de 1’en-
semble W, il résulte du théoréme (2,1) que les courbes de la famille ¥
contenues dans E(a) sont équicontinues {p.17}; il existe done, pour tout
¢ >0, un nombre 4 > 0, que nous supposerons dés maintenant satisfaire

ala condition & < ¢, tel que sile point (z, &) K (a) et le point (1, , &,)eE(t, &)
on ait
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(13,6) 0(&, &) <& pourvu que 0 < 1,— 1 < 4.

Supposons que 8, <8, <8, <&, et 8,—8, < 4. De (13,1) et de la
définition (7,1) nous tirons

(13,7)  ¥Y(a,s,) = aft > &} +afs;, <t < s} +E(aft < 3,})-T(»).
(13,8) ¥(a,8y) = aft >3} +E(afs, <t < ,})-T(s,)-
+E(a{t < 8,}):-T(8,).

Pour démontrer 8°* il suffit de prouver qu’a tout point de I'un des
ensembles ¥(a, s,), ¥(a, s,) correspond un point de 'autre tel que lcur
distance soit inférieure 3 ¢. D’aprés (13,7) ct (13,8) cela est évident lors-
qu’il g’agit des points appartenant i Pencemble af{t > 38,). A tout point
de I'un des ensembles afs, <t < 85} et E(a{s, <t < 8,})-T'(2;) correspond
n point de I’autre tel quec tous les deux sont sur un élément de la famille ¥
contenue dans E(a). Si P et () forment un tel couple de points et 8i Pea{s, <
SI<s},onas <tp< ty; il résulte en ountre de la formule (6,7) que
o <8, done 0 < to—tp < & < e et la formule (13,6) donne d(P, Q) < e.
Il reste & considérer le cas oit le point P appartient & I'un des derniers
termes des seconds membres des formules (13,7) et (13,8). Si PeE(aft <
S 8))T(s,) et tp > 8, on trouve d’une facon tout i fait analogue que
P, Q) < &; d’autre part, si #p < §,, il résulte de la formule (6,7), {p. 27},
que le point P appartient aussi & lensemble E(a{t < &,})-T{t < 8,} C
C E(aft < 8,})-T(s,), done d(P,Q) = 0. La propriété 8% est ainsi dé-
montrdée,

Pour établir 1a propriété 9* il suffit de prouver que pour toute suite
descendante d’ensembles compacts a, contenus dans l'ensemble FE(a)
et pour tout » on a

i &
[] ¥, sy e([]a,s)
Ne=] (=1
Pour ¢ely supposons que le point

()e17 Y(a,,s).
N1

Si tg > 8, 1a formule (13,2) entraine

(,);[7 a {t > i,
ne=

done

Q(tp”) s 8).
Nel
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Par contre, si t, < s, on tire de la méme formule
.
Qzlle(u,,{t < 8}, 8),
Nn=1

il existe donc uue suite de points P,, P,ew,, n =1,2,... et une suite
d’éléments I, de la famille F telle que 1'élément 7, ait son origine au point
P, et son extrémité au point Q. Comme a; C a, et que ’ensemble «, est
compact, on a I, C E(a)), n = 1,2,... Mais E(a,) est un sous-ensemble
compact de ’ensemble W, done, en vertu de la propriété 3¢ de la famille F,
on peut extraire de la suite I, une suite partielle convergente vers un

élément de la famille F' ayant son origine dans ’ensemble [[a, ct son
i-l

extrémité au point ¢. Cela signifie que Qe¥( [] a,, s), ce qui prouve 9*.
Nl
La démonstration du théoréme (13,1) se trouve ainsi achevée.

Théoreme (13,1) Si les hypotheses Z, et 7Z,F sont vérifiées, si Ven-
semble a C U+-T et 8il n’existe pas de courbes asymplotiques de la famille F
issues de Densemble a, il existe une fonction W(a, ) du type ¥ qui balaye
Densemble a sur T dans Uensemble E(a).

La démonstration de ce théoréme se fait en répétant presque a la
lettre celle du théoréme (13,1). Dans la démonstration de la propriété 2*
il suffit seulement de profiter du f2it que si (¢, z)¢T, on a (¢, z)ee((t, z), 5) C
C T, ce qui résulte de la derniére des propriétés (v,).

Théoreme (13,2). Admettons les hypothéses 4, et Z;F et supposons
que Vensemble b C W et Uensemble a C U8, 8l n'existe pas de fonction
I'(a,s) du type ¥, balayant Uensemble a sur S dans Pensemble U+ S— b,
on a (u,) ou bien (u,).

Démonstration. Si le théoréme n’était pas vrai, il existerait, en
vertu du théoreme (13,1), une fonction ¥(a,s) du type ¥,, balayant
I’ensemble a sur S dans I'ensemble E(a), les ensembles E(a) et b n'ayant
pas de points comniuns; en vertu de la formule (6,6), {p. 26} on aurait alors

E(a) CU+8—b, en contradiction avec les hypothéses du théoréme
(13,2).

Théoreme (13,2'). Admettons les hypothéses %, ct Z,F, et supposons
que Uensemble b C W et Pensemble a C U +-T. 8'il n'existe pas de fonction
I'(a, 8) du type ¥, balayant Uensemble a sur T dans Vensemble U+T—0b,
on a (u,;) ou bien (u,).

La démonstration de ce théoréme ne différe de celle du théoréme

(13,2) que par ce que, au lieu de (6,6), on y profite de la formule (6,3),
{p. 26}.
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Les théorémes (13,2) et (13,2') comprennent certains cas dans les-
quels les théorémes des paragraphes précédents ne peuvent étre appli-
qués directement.

On peut définir de fagcon analogue les fonctions de balayage, des
types ¥, et ¥~ se prétant i 1’étude des familles des types @, et 9.
Une fonction de balayage servant i ’étude des familles du type & diffé-
rerait considérablement des fonctions envisagées plus haut et nous ne
Croyons pas nécessaire de nous en occuper.

Exemple (13,1). Soit
W =_(,z,z){=—1"+5 <9, —co< t < + oo},
@ =(t, o, o) (2, —2)*+F = 4,2, = 0},
b =(t, ,, ) {2} a3 = 4,¢t = 0}.

Admettons Dhypotheése Z.F et supposons que les points (0, —2,0),
(0, 4, 0) apparticnnent i des composantes distinctes de ’ensemble 8.
Nous allons montrer:

(i) une courbe asymgptotigue de la famille F' est issue de Uensemble a—+ b,

(JJ) il existe un élément de la famille F issu de Vensemble a et aboutis-
sant a Vensemble b.

Démonstration. Pour prouver (j), il suffit de montrer qu’il n’existe
Pas de fonetion I'(«,s) du type ¥, balayant ’ensemble a+b sur S dans
Pensemble U - §. Supposons, en eifet, qu'une telle fonction existe. En
vertu de 5* il existe un nombre s, > 0 tel que I’ensemble I'(a-+b,s,)
80it contenu dans 'ensemble 8 et il résulte de 4* que ’ensemble I'(a+ b, s,)
contient les points (0, —2,0), (0, 4,0). Pourtant, comme ces points
appartiennent par hypothése & des composantes distinctes de ’ensemble S,
P'ensemble I'(a+b,s,) n'est pas connexe. D’autre part, de 6* et 2* ré-
sulte que I’ensemble I'(a{t <0}, 0) cst connexe et contcnu dans len-
8cemble 8(0) = W{t = 0}+8{t < 0}. Mais comme les points (0,0, 0),
(0,4, 0), situés dens des composantes distinctes de ’ensemble §(0)— b,
aPpartiennent, d’aprés 2%, aussi 4 ’ensemble I'(a{t <0},0), ona I'aft <

~0},0)-b £ 0 et a fortiori I'(a,0)-b # 0. Mais b = I'(b, 0), donc les
‘hsembles I'(a, 0), I'(b,0) ont un point commun; par conséquent il
résulte de 6* et 3* que ’ensemble I'(a+ b, 0) est connexe, on déduit donc
(.le 6** que l'ensemble I'(a+b,s,) est aussi connexe. Nous arrivons ainsi
4 une contradiction, ce qui prouve (j)-

Pour établir ( jj) considérons la famille F restreinte a ’ensemble W{t <
=2}, qui contient les circonférences a et b. Dans la démonstration de la
Propriété (j) nous avons prouvé que I'(a,0)-b # 0. Cela signifie qu’il
Wexiste pas de fonction I'(a, s) du type @, balayant ’enscmble a sur
8(2) dans ’ensemble W{t <2} —b; comme la famille F restreinte & 1’en-
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semble W{t < 2} ne contient pas de courbes asymptotiques, le théoréme
(13,2) entraine (jj), {p.35}.

Pour ’exemple (13,1) on peut obtenir un résultat plus préeis: ou bien
il existe une courbe asymptotique de la famille F ayant des points com-
muns avec chacun des ensembles a et b, ou bien il existe au moins deux
courbes asymptotiques distinctes issues de l’ensemble a+b. En ecffet,
désignons par I une courbe de la famille ' dont l'origine appartient
A D’ensemble a et l'extrémité 4 l’ensemble b. Une telle courbe existe
d’aprés (j). Avec I’ensemble a+ b+ I on peut former deux arcs d’extré-
mités (0, —2, 0), (0,4,0), ayant en commun la courbe I et les points
(0, —2,0), (0,4,0). Il est visible qu’il n’existe pas de fonction I'(a, s)
du type %, balayant 'un quelconque de ces arcs sur § dans ’ensemble
U+ 8 et, pour établir notre conclusion, il suffit d’appliquer le théoréme
(13,2) deux fois, pour chacun de ces ares séparément(®). Si nous avions
substitué, dans cot exemple, I’hypothése Z;F & Z,F, nous serions arrivés
aux meémes résultats en appliquant le théoréme (13,2°).
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Streszczenie

Praca niniejsza jest dalszym ciagiem [4].

W przypadku, gdy rodzina F jest jednoznaczna w prawo, to znaczy,
gdy kazdy punkt zbioru W jest poczagtkiem jedynego elementu rodziny F
wysyconego w prawo, to e(P) jest funkejg, ktora punktowi P przyporzad-

(?) Nous avons mis & profit 'exemple (13,1) pour illustrer le théoréme (13,2),
bien que les résultats acquis auraient pu &tre obtenus en n'appliquant que le théo-
réme (9,2) et un artifice basé sur la remarque (9,1), {33}.
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kowuje koniec krzywej wysyconej rodziny ¥ wychodzacej z P. Wykazuje,
ze jezeli F jest rodzing jednoznaczng w prawo typu ¥,, to funkcja e(P)
jest ciagla wszedzie tam, gdzie jest okreslona. Wynika stad, ze do rodzin
typu ¢, jednoznacznych w prawo stosuja sie wyniki podane w pracach
161, (11, (5], [2], [3]- Dla tego przypadku udowadniam inne jeszcze twier-
dzenie oparte na pojeciu homotopii.

Méwimy, ze zbidr Z daje si¢ $ciagngé do punktu P w zbiorze B, jezeli
istnieje homotopia H (y, s), gdzie y = (t, x), taka ze dla y eZ jest H(y, 0) =
=Y H(y,1) =P, a ponadto H(y,s)eB dla 0 <s < 1. Otéz, jezeli
Yodzina F typu ¥, jest jednoznaczna w prawo i jezeli aC U+8 i bC 8§,
& ponadto istnieje podzbiér Z zbioru S—b, ktéry daje si¢ Sciagnaé do
Punktu w zbiorze a8 —b, ale nie daje sie Seiagnaé do punktu w zbiorze
88—, to ze zbioru a wychodzi krzywa asymptotyczna rodziny F lub tez
Istnieje element rodziny ¥ o poczatku w zbiorze a i konicu w zbiorze b.

W ostatnim rozdziale wprowadzam nowy formalizm, oparty na po-
Jeciu Pewnego cigglego przeksztalcenia zbioréw, nazwanego przeze mnie
Wymiataniem, ktére okre§lam przy pomoecy nastepujacych definicji.

Zalézmy, ze R’ jest podzhioreny zbioru R, a zbiér A C U+ R’'. Funkcje
Pa, ) zaliczam do typu 9,, jezeli 3 spelnione nastepujace warunki:

1* Funkeja I'(a, s) jest okreslona dla warto§ci argumentu a bedacych
Podzbiorami zbioru 4 i dla dowolnych wartosci parametru s, a jej wartosci
%4 podzbiorami zbioru A.

2 P((th Zy), 3) = (t, x,) dlas < t,,a jezeli(t,, x,) e R’, to 1‘((t1’ @), 8)=
= (ti, @;) dla kazdego s.

3" Jezeli punkt (t,, «,) nie nalezy do zbioru R'is >t,, to I'((t;, @,), §) C
Cwit= §j-+R'{t, <t <s}, gdzie W{t = s} oznacza zbiér takich punk-
t_(’w (t, x) zbiorn W, ze t = 8, a R'{t, <t < s} zbiér punktéw (¢, ) nale-
“acych do R’ takich, ze ¢, <t < s.

4* P(a,s) = 12 P((t,:v),s).

5% Jezcli zbi(!)f :z jest domkniety i ograniczony, to i zbiér I'(a, 8) jest
domkniety i ograniczony, a ponadto istnieje liczba s, taka, ze I'(a, s,) C R’
Vdla s >4, jest I'(a,s) = I'(a, 8,).

6 Jezeli zbiér a jest sp6jny, to i zbior I'(a, s) jest spojny.

™ I'(I(a, 8;), 8) = I'(a, 8,) dla 8, < 8,.

8" Funkeja I'(a, 8) jest jednostajnie ciagla ze wzgledu na s w zbiorze
bodzbiorow domknietych i ograniczonych zbioru A, to znaczy, ze dla kaz-
flego € >0 i dla kazdego zbioru domknigtego i ograniczonego aC A
I8tnieje 6 > 0 takie, ze jezeli |s,—s,] < 6, to I'(a, 8,) C K(I'(a, 85), ),
gdzie K (y,e) oznacza otoczenie zbioru y 0 promieniu e.

9* Funkcja I'(a, 8) jest gérnie pélciagla w sensie inkluzji ze wzgledu
Na a w zbiorze wszystkich podzbioréw domknietych i ograniczonych
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zbioru A, to znaczy, ze jezeli a; D a,) ... jest ciagiem zstepujacym
zbioréw domknigtych, ograniczonych i niepustyeh zawartyeh w zbiorze A

oraz || a; = a, to dla kazdego s jest [[ I'(a;, 8) C I'(a, s).
io1 ie1

Przy tych samych zalozeniach co do zbioréw R’ i A zaliczamy funk-
cje I'(a, 8) do typu ¥, jezeli spelnia warunki 1* oraz 3*—9* a zamiast
2* warunek nastepujacy:

2** I'((ty, @), 8) = (t, ) dla s <t, a jezeli (1, x)eR’, to (1), z)e
I((t, @,,),8) C R'.

O funkcjach typu 9, czy ¥ mowie, ze wymiataja zbiér A w sobie na I’
i podaje nastepujaca definicje:

Funkeja I'(a, 8) typu 9, czy ¥ wymiata zbior a na R’ w obrebie zbioru C,
jezeli istnieje zbior A taki, ze funkeja I'(a, 8) wymiata go w sobie na R,
a ponadto e C A CC.

Dowodze, ze jezeli rodzina F' jest typu ¢, a zbiéor bC W i aC U4 8
i jezeli nie istnieje funkeja I'(a, s) typu @, wymiatajaca zbiér a na R’
w obrebie zbioru U-+8—b, to ze zbioru a wychodzi krzywa asympto-
tyczna rodziny F lub tez istnieje element rodziny F o poczatku w zbiorze a
i kolicu w zbiorze b. Jezeli w sformulowaniu tego twierdzenia zastgpimy
4, przez 9, a S przez T, to otrzymane w ten sposob twierdzenie bedzie
takze prawdziwe.

Twierdzenia te obejmuja pewne przypadki, do ktérych nie mozna
stosowaé wprost teorii rozwiniptej w pierwszej czesci pracy niniejszej.

Peawome

Jdra pabora ABJAETCA MpojlojKeHMeM paboTbl [4].

B cayuae, xorga cemeiictBo F oxHO3HAuYHO BMNpPaBO, B TOM CMbICe
YTO BCAKAA To4yKa MHoOmecTBa W sBIAeTCA HAYallOM eXMHCTBEIHOIO
a;eMeHTa ceMeiticTBa F BLICBILEHHOro BipaBo, to e(P) aABnsercA (yHK-
uMeit, KOTOPOA ToYke P CTaBUT B COOTBETCTBIE KOHEIl BBICHILECHHON KPH-
BOi cemeifctea F ucxoudAueir nu3 Toyku P.

JokasmpiBalo, 4to ecaum F cemelicTBo OXHO3HaYHO BmpaBo THna %,
T0 (QyHkuusa e(P) HempephiBHA BCIOY Trje ABIHETCA ONpeXeIeHHOIl.
OTtcioga cmemyer, 4To sl CeMeiicTB Tuma %, OMHO3HAYHREIX BIPABO
HMEIOT MeCcTo pe3yiabTaThl RaHHble B paGorax [6], [1], (6], [2], [3]. Kpome
3TOT0 JOKA3bIBAl0, YTO MPU ITHX MPERNOIOKEHMAX MMeeT MeCcTo eile
OAHA Teopema MCMOJbL3Yy0IAsA TOHATHE TOHOTOMMHU.

CKaeM, YTO MHOKECTBO Z MOIKHO CTAHYTb B TOYKY P Bo MHOxecTBe B
eciu cyuiectByert romnoronus H(y, s), rae y = (¢, x) Taxas, uro H(y, 0) = y,
H(y,1) =P nasa yeZ n H(y,8)eB ana 0 <s <1. Ecian remepn, ce-
veilictBo F tuna ¥, omHo3HauHo BupaBo, a aC U48, bC8 u kpome
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TOTO CyliecTBYeT HOAMHOMKECTBO Z MHOMeECTBA S—b KOTOpOE MO:KHO
CTAHYTL B TOYKY BO MHOMKCCTBe a+8—Db, HO He MOIKHO CTAHYTDL B TOYKY
BO MHOuecTBe §—b, To U3 MHOMkKECTBA @ MCXOAMT ACHMMTOTHYECKAS KpH-
Bax cemeltctBa F mam cyuectByer anmement cemelictBa F ¢ HauamoMm Bo
MHOKECTBE a M KOMIIOM BO MHOMecTBe b.

B nociteneit rnaBe sBegen MHolo HOBH dopmazuam, ounpawimnitcs
Ha TMNOHATHIO llCROTOpOl‘O Henpepbmuoro 11pe06pa303amm MHOKECTB,
HA3BANHOrO MHOI0 BRIMeTAllMEM, KOTOPOC OMPEENA IPH TOMOLLI Cile-
fyowux onpegenenui.

IIpeniononum, uto R’ moaMHoKecTBO MHOMeECTBA R, a MHO:kecTBO A
Takoe, yto A C U+ R'. ®yukuuio I'(a, 8) MBI cCYMTAeM MpUHATJIEKa et
THILY @, ectM MCIOMMANTCA CleRyoline YCJIOBHA:

iy Qyuxkuna I'(a, 8) onpenesieHa NJA IEpEeMeHHoll a, ABIsOLLEiCcA
0AMHOKeCTBOM MHOMECTBA A M [UIA IIPOM3BOJILILIX 3HAYCHHUIT mapa-
METpa 8, a eé 3HAYEHMAMM ABIATCA NMOMHOMeCTBA MHO:KeCTBa A.

2* I((,, ), 8) = (ty, T,) mas 8 < by, u ccan (¢, 2,)eR’ 1o P((tl)-xl)7 3)

= (4, x,) nna Besikoro s.

! 3* Ecan Touka (t,, ;) He NpHHAJTE:KUT MHOMKeCTBY R’ u 8 >1t, To
Fie,, 7)), 8) C Wit = s} +-R'{t, <t < 8}, rme W{t =8} MHOKECTBO Touex
(t, z)ew TaKUX, 4YTo t =8, a R'{t, <t < 8} MHOECTBO TOYEK (I, T)eR’
TARUX, 410 1, < t < s.

¢ P(ay 8) = 2 P((tv z), 8)'

(¢, z)ea
5° ECHH MHOXeCTBO a 3aMKHYTO H OrpaHHM4YCHO, TO W MHOMKECTBO

I'(a, s) 3aMKHYTO M OrpaHH4e€HO, K KpOMe TOro CyuUiecTRYeT YHCIIO 8, TaKoe,
910 I'(a,8,) CR' u paa 8 > s, uveer Mecro I'(a, 8) = I'(a, s,).

6" Eciu MHOKeCTBO @ CBA3HO, TO M MHOmecTBO I'(a, 8) CBA3HO.

7 P(P(ai 81), 8) = I'(a, 8,) AnA 8 < 3,.

8% I'(a, ) aABIACTCA DPAaBHOMEPHO HeMpephIBHOK (yHKINIeH NepeMeH-
HOi 8 Bo MHOMECTBC 3AMKHYTHIX I OIpPAaHHYEHHBIX MOJMIIOHECTB MHO-
’eCTBa A, 3T0 3HAYMT, YTO JMJIA BCAKOTO & > 0 M JIIA BCAKOTO 3aMKHYTOrO
M orpanuyennoro muomectsa a C A cymectByer & >0 Takoe, YTO, €CIH
8, —8,| < é, o I'(a, 8,) C K(I'(a, $,), ¢) rge K(y, &) oGoaHayaeT oKpecT-
HOCTL MitokecTBa y pagmyca .

9* I'(a, 8) ABIAeTCA MOJYHENPEPLIBHOK CBEPXY B CMBICIE MHKIY3UH
bynkumei nepeMenHoN a BO MHOMECTBC TOJIMHOKECTB 3aMKHYTBIX M Orpa-
HUYeHHbIX MHOMeCTBA A, 3TO 3HAYUT, €CIH a; D a; D ... M0CIEN0BaTelb-

HOCThH 3aMKHYThHIX, OTPAHHUYEHHLIX, HEITYCTHIX MHOMCCTB, a; = Au Il o= a,
o) t=12,...

TO XIA Bcakoro & umeet mecto []I'(ay, 8) CI'(a, 8).
i=1

IIpu Tex-e mnpennosokenuAX OTHOCUTENLHO MHoxecTB R n A

Cuntaem ¢yurimio I'(a, 8) npunagaeskaueit Ty ¥, eciau y0B/eTBO-

Annaley t. XVI, 1962 2
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pAer ycaoBuam 1%, 3*-9* wo BmecTo 2° ynoBileTBOpseT CleRylOUIEMY
VCJIOBHIO

2** I'((tyy %), 8) = (thy ;) maaA & <1y, n ecam (8, x,)eR’ To (4, x,)e
eI'((ty, x,),8) CR'.

O ¢ynHrkuuax tuna ¥, wim ¢ A roBopio, YTO BhIMETAIOT MHOMecTBO A
B ce6c Ha R'.

CxaeM, uto QyHKuuAa I'(a, 8) THa ¥, naum ¢ BLIMETAeT MHOMKECTBO a
Ha R' B npepnenax MHo:ectBa C, eCilM cyuleCTBYeT MHOMCCTBO A TaKoe,
uro ¢yHkuust I'(a, s) BuiMeTaeT ero B ceGe Ha R’ 1 aC A CC.

HoxaauBalo, uyto ecau cemefictreo F tunma 9,, be W, ac U+S,
n He cymectsyer QyHkuua I'(a, s) Tuma ¥, BhIMETAaWOLlaAd MHOMKECTBO @
Ha R’ B npepenax MHomectBa U+-S—b, TO M3 MHOMECTBA @ MCXONMT
acuUMIITOTHYeCKasd KpuBas cemeficTBa F WM CcyulecTBYeT 3JIeMEHT ce-
MeiictBa F ¢ HayajoM BO MHOMCCTBE ¢ M KOHUOM Bo MHoMecTBe b. Ecau
B QopMy:IMpOBKe 3ToH TeopeMbl 3amenum ¥, uepes ¥, a S uepesa T, To
MoJly4eHHasi TeopeMa TOKe BepHa.

OTH TeopeMbl 3aKiIYalOT B ceGe HEeKOTOophle Ciay4Yau, K KOTOPLIM
HeJIb3A [[PAMO MPUMEHATL TEOPHIO PA3BUTYI0 B NEPBOIT YacTH HTON PabOTLL.



