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Sur l’existence des solutions de l’équation

d'xfdxdy = f(x, у, z, dzldx, dzidy)

O istnieniu rozwiązań równania

d2x!dxdy = f(x, y, z, dz/dx, dz/dy)

О существовании решений уравнения

&z/dxdy = f(x, у, z, dz/dx, dz/dy)

I. Problème (S)

La présente note concerne l’existence des solutions d’un problème 
posé par Mlle Sophie Szmydt [8]. Nous l’énoncerons sous la forme que 
voici:

Problème (S). Désignons par R un rectangle: a, < x < ы2, p, < y /32, 
où ax < a2 et p, < p2, soit f(æi У t P , 2) une fonction continue pour 
(x,y)eR et z,p,q arbitraires, G(x,z,q) une fonction continue pour a, <
< ж < a2, z,q arbitraires et H(y,z,p) une fonction continue pour fi, <
< y < p2 et z, p quelconques. Supposons, de plus, que les fonctions g(x) 
et h (y) soient continues pour cq < ж < a2, ou bien pi < y < /î2 respecti­
vement, et qu'elles satisfassent aux conditions suivantes: Pi^g(x)^p2 
pour xt(a„ a2> et < h (y) < a2 pour ye^P,, Pf). Enfin, soit z° un nombre 
arbitraire et (x°,y°)eR.

Or, il s'agit de trouver une fonction z(x, y), appelée solution du problème
(S), qui soit continue dans R avec ses dérivées partielles dzldx, dz/dy et 
d*z/dxdy, et qui vérifie l'équation
(1) d^/dxdy = f(x, y, z, dz/dx, dz/dy)
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dans le rectangle R et satisfasse aux conditions

dz/dx = G(x, z, dz/dy) pour X((alt a2>, y = g(x), 
dz/dy = H(y,z, dz/dx) pour yc<fa, 0a>, x == h(y), 
z(x°, y°) = z°.

II. Théorème sur l’existence de solutions du problème (S)

Nous admettons l’hypothèse suivante:

Hypothèse 1. Les fonctions S(x) = V |An(®)—An+1(a>)|, T(y) =
H-0

= f W = x, An+1(x) = h(g(An(®))), /Z«(ÿ) = y et

y,n+l(y) = (ftn(y))}, sont bornées dans les intervalles ax < ® < a2, <

V ^2'
Hypothèse 2. Pour ®€<a1( a2>, J/e</3i,/S2> et pour m,p,p,q, q arbi­

traires on a
|<7(®,«, g)-(7(®,«,g)| <A-|g-g|,
\H(y,z,p)-H(y,z,p)\ ^B-\p-p\,

où A et B sont des constantes positives telles que 

AB < 1.

Hypothèse 3. Pour ®e<ax, a2>, et z,p,q arbitraires on a

(2) \f(æ,y,z,p,q)\ < 0(|«I+lî>|+|g|),

(3) \G(x,z,q)\ ^^(\z\) + C-\q\,\E(y,z,p)\ 4>(\z\)+D-\p\,

où G et D sont des constantes positives telles que

G-E<1,

tandis que 0(<) est une fonction non négative et non décroissante pour 
Ze<0, +oo) telle que Von a

lim = 0
<-►+00 *

ou bien
limsupt-10(J) = JE < +oo et max(a2— an p2—pj <

<—► + 00

< [l + (l-GD)/>(G+D + 2)]1/2-l.
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Hypothèse 4. La fonction a>(ô) est continue et non décroissante pour 
de<0,+°°)> «1 elle satisfait aux conditions tu(O) = 0, co(<5)>0 pour 
ô >0 et

ô
r du

——— =H-oo pour tout <5 > 0.J 0)(u)

Dans [6] nous avons démontré (théorème 1) que si les hypothèses 
1-4 sont remplies et si \f(x,yjZ,p,q)—f(x,y,z,p,q)\^a)(\p—p\ + 
+ |?—q\) pour (x,y)eR et z,p,p, q, q arbitraires, alors le problème (5) 
a une solution. Un travail de F. Guglielmino [5] nous a suggéré l’idée 
d’une généralisation du résultat mentionné, à savoir le théorème suivant:

Théorème. Supposons que les hypothèses 1-4 soient remplies et que 
Von ait, pour (x,y)eR et z, p,p, q,qe( — oo, -\-oo)
(4) f(x,y,z,p,q)-f(x,y,z,p,q) < (o(p-p) lorsque p >p et y >g(x),
(5) f(x,y,z,p,q)-f(x,y,z,p,q) ^a>(p-p) lorsque p < p et y ^g(x),
(6) f(x,y,z,p,q)-f(x,y,z,p,q) ^(o(q-q) lorsque q>q etx^h(y),
(7) f(x,y,z,p,q)-f(x,y,z,p,q) ^(o(q-q) lorsque q<q et x ^h(y), 
Dans ces hypothèses il existe une solution du problème (8).

III. Solution du problème (S) comme point invariant d’une 
opération T

Soit Z un espace de Banach de fonctions z(x, y) continues admettant 
une dérivée dz/dx continue dans R, avec la norme

||«|| = max|2(i», ?/)| + max|dz(æ, y)ldx\. 
a ' B

Nous désignons par T, l’opération qui fait correspondre à une fonction 
zeZ une fonction qeZ satisfaisant aux conditions
(8) dq/dx =f(x,y,z(x,y),dz(x,y)ldx,q) pour (x,y)eR,
(9) q(h(y),y) = H(y,z(h(y),y),dz(h(y),y)ldx) pour yt<ft1,p,'>.
En vertu des inégalités (6), (7) et (2), l’opération est bien définie et 
continue dans l’espace 27; ceci résulte des théorèmes bien connus sur 
l’existence et l’unicité des solutions des équations différentielles ordinaires 
et du fait que ces solutions dépendent d’une façon continue des paramètres 
contenus dans les équations.

Nous désignons ensuite par l’opération faisant correspondre à un 
couple de fonctions (z, q)eZxZ une fonction p(x,y) vérifiant le système 
d’équations
(10) dp/dy = f(x,y,z(x,y),p,q(x,y)} pour (x,y)eR,
(11) p(x, g(x)} = G^x, z(x, g(x)}, q(x, g(x))} pour xe(at, a2>. .
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En vertu de (4), (5) et (2) l’opération T2 transforme le produit cartésien 
27x27 en l’espace des fonctions continues dans R avec la norme ||p|| =
= max\p(x,y)\.

B
Enfin, désignons par T l’opération qui fait correspondre à une fonction 

le 27 la fonction
y X

(12) z*(x,y) = zo+ f q(x°,v)dv+ f p(u,y)du,
vo ro

où q = T±z et p = T2(z, q). Les opérations T2 et Tt étant continues, 
la troisième opération T l’est aussi; on a, en outre, T(27) C 27.

Lemme 1. Pour qu'une fonction zeZ soit une solution du problème 
(S) il faut et il suffit que l'on ait z = T (s).

Ce lemme rend possible l’application de la méthode du point fixe 
de Schauder dans la démonstration de notre théorème. L’opération T 
introduite par C. Ciliberto dans [1], [2] et [3], et ensuite utilisée par 
d’autres mathématiciens italiens, comme F. Guglielmino [4], [5] et A. Zi- 
tarosa [9], a permis d’obtenir des théorèmes d’existence bien généraux 
pour divers problèmes concernant l’équation (1). On n’a pas réussi, autant 
que nous sachions, à obtenir des résultats aussi forts en appliquant des 
opérations plus simples, dont les définitions n’exigent pas la résolution 
d’équations différentielles auxiliaires.

Démonstration du lemme 1. Supposons d’abord que 2 «27 et 
z — T(z). Ceci veut dire qu’il existe des fonctions p et q, continues dans le 
rectangle R avec leurs dérivées dp/dy et dq/dx, satisfaisant aux équations 
(8), (9), (10) et (11), et telles que l’on ait

y X

(13) z(x, y) = z° + J q(x°, v)dv+ fp(u,y)du.
yo X0

D’après (13) on a dz/dx = p, d’où, en vertu de (8) et (10), il s’ensuit 
dp/dy — dq/dz et l’intégrale curviligne fpdx-\-qdy est indépendante du 
chemin d’intégration. Donc

x. u
z(x,y) = z°-\- fp(u,y°)du+ fq(x,v)dv

XO J/0

d’où dz/dy = q. Ainsi, nous avons établi que z est une solution du pro­
blème (S).
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Supposons, réciproquement, que z soit une solution de ce problème. 
Alors dz/dy = T,z, dz/dx = T2(z, dzldy) = Tt(z, T,z) et, par consé­
quent, pour z* = Tz, nous avons

V X

z*(x, y) = z» + J"dz(x°, v)ldvdv+ J dz{u, y)/dudu, 
i/o .ro

d’où z* = z.

IV. Un lemme sur les inégalités intégrales
Lemine 2. Soit F(t,s) une fonction continue pour tt(flytty et 

#e<0, +oo), non négative et non décroissante en s, et soit toe(tuta) un 
nombre tel, que, pour tout soe<$), +oo) et tout e > 0, l'équation ds/dt — 
= F(t,s) admette une et une seule solution définie dans l'intervalle 
<t0, min(t0-(-e,/2)>, où s(t0) = s„, et que l'équation ds/dt — —F(t, s] 
admette une solution unique définie dans <max (t„ — e, t,), /„> telle que 
8(M — 80"

Si les fonctions continues u(t) et v(t) satisfont dans l'intervalle </1,<2> 
aux inégalités

t
0< «(t) < c0+ j J P(t, «(T))dri, 

zo
l

®(t) > c«+ i f F(t, v(r))dT , 
lo

où c„ est une constante non négative, alors u(t) < v(t) dans l'intervalle <tn f,>
Démonstration. Il suffit d’appliquer aux fonctions 

t t
«i(<) = «0+ f u(T))«kj, v,(t) = c0+ j J F(t, v(r))dT 

<o
un théorème bien connu sur les inégalités différentielles.

Une autre démonstration s’obtient par un raisonnement analogue 
à celui contenu dans la démonstration du théorème 1 dans la note [7].

V. L’ensemble W
A partir de ce moment, les hypothèses faites dans l’énoncé du théo­

rème du chapitre II seront supposées remplies.
Lemme 3. Il existe des constantes P et Q positives et telles que, si ztZ, 

g* = Tz, q = T,z et si
(14)

(15)
l*(®,3/)l <|^| + U(P+Q), 

\dz(x, y)/dx\
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pour (%, y)eR, oit l = max(aa— a1? /3a— PJ, alors 

\z*(x,y)\ < \z°\ + l-(P+Q),

\dz*(æ,y)ldx\ ^P, №(x, y)\ ^Q,
pour (x,y)eR.

L’ensemble de toutes les fonctions zeZ, satisfaisant aux conditions
(14) et (15) sera désigné par IF.

Démonstration du lemme 2. Comme dans la note [6], p. 83, nous 
constatons qu’il existe deux nombres positif P et Q satisfaisant aux 
inégalités

Z-0((Z+1)-(P+Ç)+ |«‘>|) + 0(Z-(P+<?) + I*°|)+C<2 <P,
(16)

Z-0((Z+l)-(P+<?) + |«®|)+0(Z-(P+Ç) + |2°|)+PP <

Si ze W, la fonction q = Txz satisfait, en vertu de (2) et (3), à l’inéga­
lité
l«(®,ÎZ)| <| / 0(Z-(P+Ç)+ |2’|+P+ |2(«, y)\)du\ +0(Z-(P+Ç) + |S°|) +

' >Hv)
+DP.

D’autre part la fonction q(x, y) = const = Q remplit, d’après (16), l’iné­
galité

?(»,ÿ) > ! J 0(Z-(P+Q)+|«°|+P+l3(M,ÿ)|)«îw! +
*(#)

+ 0(Z-(P+Q)+>»|)+PP 

et, en vertu du lemme 2, on a 

(17) \<№,y)\^Q.

Or, sachant déjà que l’inégalité (17) est vérifiée pour q = Txz, où ze W, 
nous démontrons, comme pour p=:T2(z,q), où zeW, que l’on a 
\p(x, y)\ <P, ce qui achève la démonstration, eu égard à (12).

VI. Ensemble compact Z

Admettons que

/7= {(x,y,z,p,q)-.(æ,y)eR;\z\ < [z°\,+ l-(P+Q), |p| <P, |g| <Ç},
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où. P et Q sont des nombres positifs satisfaisant à la condition contenue 
dans l’énoncé du lemme 3, et posons

L = maxl/(®, y, z, p, </)|,
n

= min(co(<5), 2i-j-l).

Désignons par i)(ô) le module de continuité commun des fonctions 
f(æ, y, z, p, q), G(x,s,q), H(y,z,p), g(x) et h(y), où xt^a^,
ye<Pi,Pz>, l«l < l«®l + ï'(-P+Q)» |p| «t Isl <<?• Cela veut dire que 
la fonction £?(<5) est continue et non décroissante pour Æe<0, + oo), 
Q(0) = 0 et

\f(x,y,z,p, ÿ, », p,q)\ < £(i®-â| + \y-ÿ\+ |«-z|+
+lp-p|+l3-?lb

ï7(®,z,g)-(7(®,z,5)| < û(|a»-«|+k—«H-|g-g|), 

\H(y,z,p)-H(ÿ,z,p)\ < ^(|y-ÿ|+|«-«|4-|î>-pl),
|ÿ(a?)-0(â)| <
\h(y)-h(ÿ)\ < £(|y-ÿ|),«

pour ®,®e<a,,a2>, y,ÿe(p1,^y, |«|, |z| <|z®H-t-(P+Ç), |p|,|p| <P 
et \q\, \q\ ^Q. Supposons la fonction Q(ô) bornée dans l’intervalle 
<0, +oo), ce qui ne nuira pas à la généralité. Posons enfin

d(<5) = 1-Q((l+P+Q+L+lL)ô)+LQ(ô)+
+ Q((1+P+Q+L+IL)Ô+(P+Q+U,)Q(Ô)).

Or, du lemme 2 dans la note [6’], p. 80, il résulte immédiatement qu’il 
existe deux fonctions e1(®,y,d) et e2(x,y,ô) définies pour #«<0,, a2>, 
ÿe</?i,jS2> et dc<0, +oo), non négatives, non décroissantes par rapport 
à ô et telles que, pour tout ®€<an a2> et tout <5 > 0 fixés, la fonction 
e1(®,y,5) est continue par rapport à y dans l’intervalle </?i,02>, que 
pour tout ye(plt /?2> et tout <5 > 0 fixés la fonction e2(x,y, ô) est con­
tinue par rapport à x dans l’intervalle <a,, a2>, que pour xt(ax, a2>,

p2> et 5 > 0 les inégalités

(18) ex(x, y, ô) > d(â)+A-ea(®, g(x), /2(3))+ i », <5))d»i,

et(x,y,ô) >d(ô)+B-ex(h(y),y, Q(ô)) + \ f q>(et(u, y, Ô))du\,
- •. . . hw ... •

(19)
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sont vérifiées et que l’on a

lira ( sup «i(®, y, <5)) =0.
<5—>0-t- aj<X<a2

Ceci posé, soit Z l’ensemble contenu dans l’espace Z, formé de toutes 
les fonctions z{x,y) satisfaisant pour x,x((a1,aî') et y, ÿ « </3,,/?,> aux 
conditions

l«(»,ÿ)l l«®l + H-P+G), \dz(x,y)/dx\ ^P, 
\z(x,y)-z(x,ÿ)\ ^(Q + lL)-\y-ÿ\, 

idz(x, y)/dx—dz(x, ÿ)/dx\ < L\y — ÿ\,

S dm dz I
I 5« (a?’9« X’1^—«D-

L’ensemble Z est convexe, fermé et, en vertu du théorème d’Arzela, 
compact dans l’espace 27.

VII. Inégalités intégrales pour les accroissements des fonctions p et q

Lemme 4. Si zcZ, q = Txz et p = T2(z, q), alors, pour x, xe^a,, a,> 
et y, ÿtïfa, on a

(20) \q(x,y)-q(x,ÿ)\ < d^y-ÿ^+B-e^hiy), y, U(\y-ÿ\)) +
X

+ 1 J 9’(l3(M,2Z)-9(«,ÿ)OdMH

(21) \p(x,y)-p(x,y)\ < d(\x—x|)+A • \q(x, g(x))- q{x, fir(âc))| +
U

+ | / 9’(l/»(«? v)-p(x, ■»)l)d»|.

Démonstration. Nous allons vérifier l’inégalité (20) pour x h(y) 
et q(x,y) ^q(x,ÿ). Les vérifications de cette inégalité pour x > h (y) 
et q(x,y) >q(x,ÿ), pour x<h(y) et q(x, y) < q(x, ÿ), et pour x < 
< h(y) et q(x,y) >q(x,ÿ) seraient analogues, aussi bien que les dé­
monstrations de l’inégalité (21).

Or, supposons, que ztZ, q = Ttz, xe<alt aa>, y, /Sa>, x h(y)
et q(x, y) < q(x,ÿ) et soit x le plus petit nombre de l’intervalle (y ), ®> 
pour lequel q(u, y) < q(u, ÿ) lorsque w«<x,æ>. Si q(x, y) = q(x, ÿ),
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nous avons, d’après les définitions de l’ensemble Z et des fonctions 
£(<5) et d(<5),

\q(x,y)-q(x,ÿ)\ = q(x,ÿ)-q(x,y) =

dz

x

-/((«, 3G*(«,3/),|^(«, 30» +

X
+ J {/(«> y, e(u, y), ~ («, y), q(u,ÿ)^ -

X

~f[u,y, z(u, 3/)^ («, 3/)» q(u, <

X

l-Q((l+Q+lL+L}-\y-ÿ\)+ J v(q(u,ÿ)-q(u,y))du
X

X

d(\y-ÿ\)+ I (p(\q(u,y)-q(u,ÿ)\)du .

Si q(x, y) < q(x, ÿ), alors x = h(y) et 

\q(x,y)-q(x,ÿ)\ = q(x,ÿ) — q(x,y)

= ÿ), (h(ÿ),ÿ))-H^y, z(h(y), y},^[hWh »)))} +

+ {#(3/, 2(A(3Z), y), 3/))-^(.V, z{H(y), y),^ (h(y), y)JJ +

Mv) / dz \
+ J /1«» »»«(«» ÿ),gj^(M,ÿ)»î(«,ÿ)H«+

h(V)

f\u,ÿ,z(u,ÿ), ~(u,ÿ),q(u,ÿ)^ -

-f^hy,«(u, y)f-^(u> y)> q(u>
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+ f y, Z(u, y), (u, y), q(u, ÿ)j -

-f(u,y,z(u, y), 2(«>ÿ))}d«

£i((l+Q + ÎL+Ly\y-ÿ\+PQ(\y-ÿ\))+B>£l(K(y)ty, Q(\y-ÿ\))+
X

+££(№—ÿ|)+J*fi((l+Q+li+.L)-l2/ — ÿ|)+ J ?>(g(w, ÿ)—q(u, y)}du
*(V)
X

< d(\y-ÿ\)+B-£l{h(y), y, Q(\y-ÿ\)} + ! J<p(\q(u, y)-q(u, ÿ)\)dti\.
K(y)

Ceci achève la vérification de l’inégalité (20), pour æ > h (y) et q(x,y) <

VIII. Inclusion T(Z)C Z
Lemme 5. On a T (Z) G Z.
Démonstration. Etant supposé que zeZ, z* — Tz, q = l\z, on 

a, d’après le lemme 3, |«*(», y)\ < lz°| + l(P+Q), \dz*(x, y)/dx\ <P,
\q(x, y)\ ^.Q pour (x,y)eR, d’où, en vertu de (12) et de la définition 
du nombre L, on a

\dz*(x,y)ldx-dz*(x,ÿ)ldx\ ^L-\y—ÿ\, \z*(x,y)-z*(x,ÿ)\

< +
pour xe^, a2> et y, ÿ«</?!,/3a>. Pour démontrer que T(Z)GZ il reste 
à prouver que

dz dz
(22) 1 d® 1®-*!)

pour ®,®e<a!,a2> et (8a>. Mais il résulte de (19), (20) et du
lemme 2 que \q(x, y) — q(x, ÿ)\ < e2(®, y, |ÿ —ÿ|), pour xe <cq, a2> et 
2/, Pa>, donc, en vertu de (21), la fonction dz*/dx = p = T2(z, q)
satisfait à l’inégalité

I dz* dz*
^dx^1 y^~~dx^’ d(|®-æ|)+^-e2(®, g(x), D(|®—x|)) +

I f / d«* 9«* _ A , .+ J’’

'»P) '
pour x, xe(alf a2> et ÿe</?n (52> et, en vertu de (18)_et d’après le lemme 2, 
il en résulte l’inégalité (22).
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IX. Démonstration du théorème sur l’existence des solutions 
du problème (S)

L’opération T est continue dans l’espace de Banacli 27, l’ensemble 
Z C 27 est non vide, convexe, fermé et compact dans cet espace, et 
T(Z)C.Z, donc, en vertu du théorème de Schauder bien connu du point 
fixe, il existe une fonction ztZ, telle que Tz = z et, d’après le lennne 1, 
cette fonction est la solution du problème (S).
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Streszczenie

W pracy niniejszej, stosując metody prac [5] i [6] uogólnia się podane 
w [6] twierdzenie o istnieniu rozwiązania zagadnienia postawionego 
przez Zofię Szmydt [8] dla równania diz/dxdy — f(x, y, z, dz/dx, dzidy).

Резюме

В этой работе, применяя методы работ [5] и [6], обобщены теоремы, 
данные в [6], о существовании решения в проблеме, поставленной 
Софией Шмыд [8] для уравнения д2г/дхду = /(ж, у, я, дг/дх, дг/ду).




