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Sur ’existence des solutions de I’équation

0°z/0zdy = f(@, y, %, 020z, 02/9y)

O istnieniu rozwiazan réwnania

%z /0x0y = f(x, y, 2, 0z/dx, 3z/dy)

O CyuiecTBOBAHHH pelleHHi YPaBHERHN

?zjozdy = f(x, vy, 2, 02/, 3z/dy)

I. Probleme (S)

La présente note concerne l'existence des solutions d’un probléme
posé par Mlle Sophie Szmydt [8]. Nous ’énoncerons sous la forme que
voiei:

Probléme (S). Désignons par R un rectangle: a, < < uy, fy <y < fa,
ou a; < ay et B, < By, €t soit f(x,y,2,p,q) une fonction continue pour
(z,y)eR et z,p, q arbitraires, G(z,z, q) une fonction continue pour a, <
< # < a4 7, q arbitraires et H(y,z,p) une fonclion continue pour p, <
<y < B, et z,p quelconques. Supposons, de plus, que les fonctions g(x)
el h(y) soient continues pour a, < x < a,, ou bien f, <y < f, respecti-
vement, et qu'elles satisfassent aux conditions sutvantes: f, < g(z) < f,
pour Telay, azy et ay < h(y) < ay pour ye{B,, Ba>. Enfin, 8oit z° un nombre
arbitraire et (x°, y°) e R.

Or, il 8’agit de trouver une fonction z(x, y), appelée solution du probléeme
(S), qui soit continue dans R avec ses dérivées partielles 0z|0x, 0z/0y et
0% |0xdy, et qui vérifie Uéquation

(1) 0%z /020y = f(=,y, 2, 02|0z, 02/0y)
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dans le rectangle R et satisfasse aum conditions
0z[0x = G (w, 2, 02|0y) pour xelay, ag), ¥ = ¢(2),
02/0y = H(y, z, 02/0x) pour yelfy, fa>, ® = h(y),
2 (2%, y°) = 2°.
1l. Théoréme sur I'existence de solutions du probléme (S)

Nous admettons I’hypothése suivante:

Hypothése 1. Les fonctions 8(z) = Y |A"(z)—A""'(2)], T(y)
n-0

1

Y

= 3 - @), ok (@) =g, I (@) = k(g(1(@))), xow) = y

T ()
w"y) = y(h(y"(y))), sont bornées dans les intervalles ay, <& < ay, fi; <
<y < B,

Hypothése 2. Pour zelay, ay>, ye{fy, f2> 6t pour z,p,p,q,q arbi-
traires on a

|G (2,2, q)—G(z,2,7)| <A-lg—7l,
|H(y,2,p)—H(y,2,P) <B:|p—7l,
ot A et B sont des constantes positives telles que
4B < 1.

Hypothése 3. Pour zela,, a,>, yelfly, fs> € z,p,q arbitraires on a

(2) If(@,9,2,p, 9| < P(I2]+ [p]+ gD,
(3) G (2, 2, Q)] < @(l2])+C-lq|, |H(y, 2, p)| < P(|2])+D-|pl,
o C et D sont des constantes positives telles que

c-D<1,

tandis que P(t) est une fonction non mnégative et nmon décroissante pour
te{0, +o0) telle que l'on a

lim t'®(t) =0

t++00
ou bien
li:nsupt"‘tb(t) =M < +oo et maz(ag—ay, fa—fy) <
—» + 00

< [14+(1—CD)/M(C+D+2)]'*—-1.
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Hypothese 4. La fonction w(d) est continue et non décroissante pour
de0, +00), et elle satisfait aux conditions w(0) =0, w(d) >0 pour
0 >0 et

b

Il' du
J wlu)
0

= +oo pour tout 8 > 0.

Dans [6] nous avons démontré (théoréeme 1) que si les hypothéses
1-4 sont remplies et si |f(z,¥,2,p,q)—f(®,¥9,2,p,q| < o(lp—p[+
+|g—gql|) pour (z,y)ell et z,p,p, q,q arbitraires, alors le probléme (5)
o une solution. Un travail de F. Guglielmino [5] nous a suggéré 1'idée
d’une généralisation du résultat mentionné, & savoir le théoréme suivant:

Théoreme. Supposons que les hypothéses 1-4 soient remplies et que

Pon ait, pour (x,y)eR et 2,p,P,q,Ge(—o00, +00)
4) f(yy,2,P,9)—f(@,9,2,P,9) < o(p—p) lorsque p >p et y = g(w),
(B) f(@yy52,D,0)—f(#,9,2,P,9) < w(p—Dp) lorsque p < p et y < g(x),
(6) f(z,y,2,p,9)—f(®,9,2,D,9) < (@—q) lorsque § > q et z > h(y),
() fzyy,2,p,0)—f(2,9,2,P,¢) < w(q—7) lorsque § < q et x < h(y),
Dans ces hypothéses il existe une solution du probléme (S).

III. Solution du probléme (S) comme point invariant d’une
opération T

Soit 2 un espace de Banach de fonctions 2 (x, y) continues admettant
une dérivée 0z/dx continue dans R, avec la norme

llell = A |2 (@, ¥)|+- ax |02 (x, y) /0| .

Nous désignons par T, opération qui fait correspondre a une fonction
zeX une fonction ¢eZ satisfaisant aux econditions

(8) 0q/0z = f(=z, y, 2(x, y), 02(x, ¥) /0@, q) pour (z,y)ek,
(9) q(h(y),y) = H(?/) z2(h(y), ¥), 0z(h(y), y)/aw) pour ye{fy, pa.
En vertu des inégalités (6), (7) et (2), opération 7', est bien définie et
continue dans l’espace X; ceci résulte des théor¢mes bien connus sur
I’existence et I'unicité des solutions des équations différentielles ordinaires
et du fait que ces solutions dépendent d’une fagon continue des parameétres
contenus dans les équations.

Nous désignons ensuite par 7', Iopération faisant correspondre & un
couple de fonctions (2, q¢)eX x X une fonction p(xz, y) vérifiant le systéme
d’équations

(10) op [0y =f(a7’ y,z(w,y),p,q(w,y)) pour (@, y)eR,
(1)  p(e, 9(a)) = (s, 2(0, g(a)), glz, g(x)))  pour @elay, ar). .
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En vertu de (4), (5) et (2) 'opération T, transforme le produit cartésien
2 x X en l'espace des fonctions continues dans R avec la norme |p| =

= max |p (=, y)|.
R

Enfin, désignons par T P'opération qui fait correspondre i une fonction
2¢2 la fonction

12) @,y =2+ [q(a®, 0)dv+ [p(u,y)du,

ol ¢ =T,z et p = T,(z,q). Les opérations T, et 7', étant continues,
la troisiéme opération T 1'est aussi; on a, en outre, 7'(X) C X.

Lemme 1. Pour qu'une fonction zeX soit une solution dwu probleme
(S) il faut et il suffit que Von ait 2 = T(2).

Ce lemme rend possible 'application de la méthode du point fixe
de Schauder dans la démonstration de notre théoréme. L’opération T
introduite par C. Ciliberto dans [1], [2] et [3], et ensuite utilisée par
d’autres mathématiciens italiens, comme F. Guglielmino [4], [5] et A. Zi-
tarosa [9], a permis d’obtenir des théorémes d’existence bien généraux
pour divers problémes concernant I’équation (1). On n’a pas réussi, autant
que nous sachions, 4 obtenir des résultats aussi forts en appliquant des
opérations plus simples, dont les définitions n’exigent pas la résolution
d’équations différentielles auxiliaires.

Démonstration du lemme 1. Supposons d’abord que zeX et
z = T(2). Ceci veut dire qu’il existe des fonctions p et ¢, continues dans le
rectangle R avec leurs dérivées dp/dy et dq/0z, satisfaisant aux équations
(8), (9), (10) et (11), et telles que ’on ait

(13) 2(@,9) = 2+ [ (@, v)do+ [p(u,y)du.

D’aprés (13) on a dz/dz = p, d’ol, en vertu de (8) et (10), il s’ensuit
0p[dy = dq/dz et l'intégrale curviligne [pdz |- qdy est indépendante du
chemin d’intégration. Donc

z v
2(w,y) = 2°+ fp(u, y°)du+ J.Q(x) v)do
70 0

d’out 9z/dy = ¢. Ainsi, nous avons établi que z est une solution du pro-
bleme (8).
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Supposons, réciproquement, que 2z soit une solution de ce probléme.
Alors 0z[dy = T2, 0z2/0z = T,(2,02/0y) = T,(z,T,2z) et, par consé-
quent, pour z* = T2z, nous avons

v F4
2*(z,y) = 2°+ faz(m", v)/0vdv+ J 0z(u, y)/0udu,
vo 0
d’on 2z* = 2.

IV. Un lemme sur les inégalités intégrales

Lemme 2. Soit F(t,8) une fonction continue pour tell,,ty> et
8e{0, +00), non nmégative et mon décroissante en 8, et 80il lye(l,, > un
nombre tel, que, pour tout 8,e{0, --oo) et tout ¢ > 0, l'équation ds|dt —
= F(t,8) admette une et une seule solution définie dans Uintervalle
(tyy min (ty+ &, t3)>, o 8(t)) = 8,, et que Véquation ds/dt = —F(t,s)
admette une solution unique définie dans (max(l,—e,t,), > telle que
8(ly) = 8.

St les fonctions continues wu(t) et v(t) satisfont dans Uintervalle (i,,1;>

aux inégalités
[

0< ut) < e+ | [ Flr,u(z)dr!,
fo

t
v(t) = ¢+ fF(r, o(7))dr ,
)

oL ¢, est une constante non négative, alors u(t) < v(t) dans Vintervalle {t,, t,)
Démonstration. Il suffit d’appliquer aux fonctions

¢ t
w(t) = et | [ Flr,u(2)dz|,0,(t) = et | [ Flr,0(r))dr
ty b

un théoréme bien connu sur les inégalités différentielles.
Une autre démonstration s’obtient par un raisonnement analogue
& celui contenu dans la démonstration du théoréme 1 dans la note [7].

V. L’ensemble W
A partir de ce moment, les hypothéses faites dans 1’énoncé du théo-
réeme du chapitre II seront supposées remplies.
Lemme 3. Il existe des constantes P et  positives et telles que, 81 2eX,
2* =Tz q=T,z et 8t
(14) 12(@, ¥)| < [2°|+1(P+Q),
(15) |02(@, y) /02| <P
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pour (z,y)eR, ou | = max(ay;— a,, f3— f,), alors
2* (@, y)| < |2°[+1-(P+-Q),
_ |02* (@, y)[0@| < P, |q(@,y)| <@,
pour (v, y)eR.

L’engsenible de toutes les fonctions ze¢ZX, satisfaisant aux conditions
(14) et (15) sera désigné par W.

Démonstration du lemme 2. Comme dans la note [6], p. 83, nous
constatons qu'il existe deux nombres positif P et () satisfaisant aux
inégalités

LD((L-+1)(PH-Q)+ %)+ 2L (P+@)+ [2°]) +CQ < P,
(16)

LO((1+1)(P+Q)+ [2°)) + @(1-(P+Q)+ [2°)) + DP < Q.
Si ze W, la fonction ¢ = T,z satisfait, en vertu de (2) et (3), & 'inéga-
lité

lq(z, )| <| f¢(l-(P+Q)+IZ°I+P+|q(u,:'/)I)du'+‘D1l-(P+Q)+Iz°|)+
My)
- DP.

D’autre part la fonction g(x, y) = const = ¢ remplit, d’apres (16), 1’iné-
galité

i(@,9) > [ D@ (P+Q)+[2°|+P+ lg(u, y)l)du!+
My)
LB (1-(P+Q)+ [2°]) + DP
et, en vertu du lemme 2, on a
(17) lg(=, 9)I < Q.

Or, sachant déja que 'inégalité (17) est vérifiée pour ¢ = T,z, oit ze W,
nous démontrons, comme pour p = T,(z,q), ou zeW, que l'on a
[p(z,y)] <P, ce qui achéve la démonstration, eu égard a (12).

V1. Ensemble compact Z

Admettons que

mT= ‘(wyy’z’p’Q):(w’y)‘R;lzl < |04+ 1(P+Q), |p] <P, lq| SQI,
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ou P et @ sont des nombres positifs satisfaisant & la condition contenue
dans 1’énoneé du lemme 3, et posons

L = max|f(2,y,2,p,q)l,
() = min(w(d), 2L 1).

Désignons par (6) le module de continuité commun des fonctions
f®,9,2,p,9), G(z,2,9), H(y,z,p), g(x) et h(y), oh zela;,ap,
YelPyy B>y 2] < [+ 1-(P4Q), [p| <P et [g <@Q. Cela veut dire que
la fonction 2(6) est continue et non décroissante pour de(0, + oo),
Q(0) = 0 et

If(@,y,2,0,0)—f(Z,§,%,0,9) < L2(a—2|+ |ly—F|+ |2 —2[+
+ip—>pl+l9—70),
!G(m, %y Q)_G(§9 z, Q)I < -Q(Iw_il'f‘ |z_2|+ Iq—ﬁl),
\H(y,2,p)—H(F,%,P)| < 2(y—g|+|2—2|+ [p—5|),
l9(x)—g(Z)| < L(jo—Z]),
IR(y)— (D) < 2(ly—§1),~
pour @, Felay, @y, Y, FelBry By, 2], Bl < [2°4-L(P-1-Q), Ipl, Bl <P
et |¢i, || <@. Supposons la fonetion £2(4) bornée dans lintervalle
70, +o00), ce qui ne nuira pas i la généralité. Posons enfin
d(6) =1-Q(1+P-+Q +L+1L)d)+ LR(8)+
+ QA+P+Q+L+IL) 6+ (P Q--LL) 2(9)).
Or, du lemme 2 dans la note [6], p. 80, il résulte immédiatement qu'il
existe denx fonctions e, (xz, vy, d) ot ey(wr,y, 6) définies pour ze<a,, a,),
yelByy B> ot 3e(0, +00), non négatives, non décroissantes par rapport
a 6 et telles que, pour tout ze{a,, a,> et tout 4 > 0 fixés, la fonction
&(z,y, 0) est continue par rapport & y dans Dlintervalle (g,, f,>, que
pour tout ye{f,, f,> et tout 4 > 0 fixés la fonction &,(x, vy, 6) est con-

tinue par rapport &4 x dans lintervalle (a,, a;>, que pour zela,, as),
yelPy, B> ot 6 > 0 les inégalités

v
(18) e(z, 9y, 6) = d(6)+A-s,(w, g(x), 9(6))+' f‘?‘el(ms v, 6))d”=1

o)

(19) &z, 9y, 0) 2> d(6)+B'el(h(y)’ Y, 'Q(é))“”l fq’(sa(“’ Yy 6))(1“',
J SeaF 13 M) L E
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sont vérifiées et que 'on a

lim ( sup & (z,y, 6)) = 0.
40+ a)<Tay
Ayl

Ceci posé, soit Z 1’ensemble contenu dans l'espace X, formé de toutes
les fonctions z(z, y) satisfaisant pour z,Ze a,, a,> ot y, 7e(B,, B3> aux
conditions

1z(z, ¥)| < |2°+ - (P+4q), |0z(x, y)/dz| <P,
|2(z, y)—2z(z, ¥)| < (Q -+ lL)'l?/_?ilv
0z(2, y) [0z — 02(z, §)/dx| < Lly—jl,

| 0z 0z | -

i% (=, y)= ™ (Z,9)| < &y(@, ¥, l0—T|).

L’ensemble Z est convexe, fermé et, en vertu du théoréeme d’Arzela,
compact dans ’espace X.

VIL Inégalités intégrales pour les accroissements des fonctions p et q

Lemme 4. SizeZ,q = T,z et p = T,(2,q), alors, pour x,Zela,,a;>
et Y, Gelfy, P>y on @

(20)  lg(z,9)—q(x,9)| < d(ly—F|)+B-&,(h(y), ¥, 2(ly—§1))-

+ | j-?’(IQ(“, y)—q(u, g)l)d“a
My)

(21)  p(z,y9)—Pp(E,y) < d(ls—Z|)+A4-lq(z, 9(2))—qlz, g(2))|+
v
+| [o(p,0)—p(Z,v))dv|.
a(x)
Démonstration. Nous allons vérifier 'inégelité (20) pour z = h(y)
et q(r,y) < q(x,y). Les vérifications de cette inégelité pour = = h(y)
et q(z,y) >q(z,y), pour x < h(y) et q(r,y) < q(z,7), et pour z <
< h(y) et q(x,y) > q(z,7) seraient analogues, aussi bien que les dé-
monstrations de l'inégelité (21).
i Or, supposons, que zeZ,q = T2, Telay, a5), Y, e{fy, B2, = h(y)
et q(z, y) < q(z, ¥) et soit Z le plus petit nombre de l'intervalle <k(y), 2)
pour lequel g(u,y) <q(u,¥) lorsque ue(Z,s). 8i q(Z,y) = ¢(%, ),
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nous avons, d’aprés les définitions de ’ensemble Z et des fonctions ¢(4),
02(6) et d(9),

lg(zy y)—q(z, ¥)| = q(2, §)—q(z,y) =

.—.f{f(u T LN SR 3})) ")
d | ) b ] : ] {’w - ] )

' d
_'f((u’ Y, z(u, ?/)1'6—::(“7 Y), Q("!g))}dii+

z

. J'{f(u,a,zw,y),;—:w,y),q(u,w)—

z

d
_f(“’ Y, z(u, y)a_:(“a Y), q(u, 3'))}"11‘ <

<10(1+Q+1L+D)ly—7)+ [ platu, )—q(u, v))au

z

<d(y—dh+ | el v)—qg(u, §))du.
h)

Si q(z, ¥) < q(Z, ¥), alors T = h(y) et
lg(z, y)—q(z, §)| = q(z,§)—q(x,y) =

oz 0
= {H '.’?? z“‘(ﬁ)s ?7)7 a’; (h(g)’ g))_H(yv z(h(y)’ ?/)"ii' (h(g)) y)))}+

. 8 s

Ay 20w, 9, 52 00, 9) B v, 20), 9, 2 (0, )} +
g a9z

L f _f(u, Y, z(u,g}),-a—/(u, 7, q(u,ﬂ)ldu_l-

J T
M)

o= 9
2 J {f(“) ¥y2(1,y9), )—z(“’ Y), q(u, ?7)) T
or
h)

—f(u, yiaT, %(u, ¥, 4w, :ﬂ)}du
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: f{f(u,y,z(u,y),%(w»q(wﬂ)—

M)
az :
_f(“’ Y, 2(u,y), -3‘-.13(."’ ¥), q(u, l’/))}d“
< Q(1+Q+IL--L) ly—g|+PR(ly—9|))+ B &:(h(v), ¥, 2(ly—71)+

CLQ(y— )41 2(14+Q L+ D) ly—)+ [ platu, §)—q(u, ) du

h(y)
z

< d(ly—g)+B-&(h(y),y, Ly—7F))+ | f‘P(IQ(u,y)-Q(“:??)l)dui.
Ay
Ceci achéve la vérification de I'inégalité (20), pour # = h(y) et q(@,y) <
< qla, ).
VIIIL. Inclusion T(Z)CZ
Lemme 5. On a T(Z)C Z.
Démonstration. Etant supposé que zeZ, 2* = 12, ¢ = 1,2, on
a, d’apres le lemme 3, |2°(z,y)| < [°| + U(P+Q), [02*(z,y)/0z| <P,
i¢(z,y)| <@ pour (v,y)eR, d’ou, en vertu de (12) et de la définition
du nombre L, on a
102° (2, y) 0o — 02" (@, §)[0a] < L*[y— |, 12* (&, y)— 2" (2, §)|
< (@+L)ly—ui,
pour wela,, ag) et y, ye{fy, f3>. Pour démontrer que 7(Z)C Z il reste
a prouver que

99 0z 0
(22) b_m(“’sy) Py (zry) < &(Z, ¥, |[o—Z|)

pour z,Zela,,a;> et welf;, B>. Mais il résulte de (19), (20) et du
lemme 2 que |g¢(#,y)—q(z, )| < &2,y [y—7l), pour zelay,ay et
Y, §e{p;, B>, donc, en vertu de (21), la fonction dz*/dz = p = Ty(z, q)
satisfait & l'inégalité

| 92* 9zt _ 4 %

_0_’_17 (2, ?/)_"_‘(xr ) JIES d(lm_x|)+A'8a(‘v7 g(z), Q(lm—x|))+

| ol

a(x) y

(:l‘b

pour z, Tela,, ag) ot ye{fy, f,> ot, en vertu de (18) et d’apres le lemme 2,
il en résulte l'inégalité (22).
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IX. Démonstration du théoreme sur ’existence des solutions
du probleme (S)

L’opération 7' est continue dans l'espace de Banach X, 1’ensemble
Z C X est non vide, convexe, fermé et compact dans cet espace, et
T(Z)C Z, donc, en vertu du théoréme de Schauder bien connu du point
fixe, il existe une fonction zeZ, telle que 1z = z et, d’aprés le lemme 1,
cotte fonction est la solution du probléme (8).
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Streszczenie
W pracy niniejszej, stosujac metody prac [6] i [6] uogélnia si¢ podane
w [6] twierdzenie o istnieniu rozwigzania zagadnienia postawionego
przez Zofic Szmydt [8] dla réwnania 9% /dzdy = f(=, v, 2z, 0z/0=, 02|0y).
Pe3loMme

B sT0ii pa6oTe, NpUMEHAA MeTOIbI pa6ot [6] u [6], 0606meHbl TeOpEMEI,
xaHHbie B [6], 0 CyUIECTBOBAHMM peuleHMA B npolbJieme, IOCTABJIEHHOH
Copueit UImbix [8] nasa ypasHewus 0°2/0xdy = f(x,y, 2z, 02/0v, 02/0y).






