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KRZYSZTOF TATARKIEWICZ
Deux théorémes sur la convergence exponentielle des solutions
de I’équation du second ordre

Dwa twierdzenia o zbieznosci wykladniczej rozwigzanm rownania rozniczkowego
drugiego rzedu

/ine TeopemMwl 00 JIKCMOHEHUHANBLHOH CXOAHMOCTH pelliedHi THPPepeHHANbHOTO ypaBHEHHR
BTOPOro MOPSAKA

1. Soit I’équation
(1) o' = f(t, @, ")

qui vérifie I’hypothése V(a,, a,, by, b,) (voir le n° 0.2, p. 36 de mon tra-
veil [1](!)) et les conditions

(2) a, <a, <0,
(3) @b, <0,
(4) B(a,, b,) < b,

(pour la définition de la fonction B voir le n° 1.5, p. 51 de mon travail [1]).
Remarquons qu’on 2 alors

by < b, < 0.

J’2i démontré dans mon travail [2] (p. 90, Théoréme D1) que dans ces
conditions toutes les solutions de (1) tendent vers zéro. Nous allons dé-
montrer ici qu’elles tendent exponentiellement vers zéro. Ce résultat
généralise les Théoréemes D1 et G1 de mon travzail [2] et fournit une solu-

(1) ’age 35, lignes 7 et 8 d’en bas alx,lieu de 8. II1. 1959 il faut lire 8. T1I1. 1958.
Page 51, ligne 3 d’en bas au lieu de (b, a?) lire b —aZ.
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tion positive du probléme posé dans ce travail, p. 96. Au n° 4 nous allons
considérer le cas 0 < a, et donner un théoréme généralisant les Théors-
mes D2 et G2 de mon travail [2].

2. Soit ¢ une constante telle que
(b) e >0.
Posons

Pty Y, u) = 2eu—ey +e"f(t, ye ', ue" — eye ™).

Faisons dans (1) la substitution
(6) r = ye .
Nous obtenons ainsi 'équation
(7) V' =9y, 9).
Posons
d; = a;+¢e, b =b—2a,—¢, b,=>hb—2ea —¢.

Nous avons supposé que I’équation (1) vérifie P’hypothése
V(e,,ay,b,,b,). Il g'ensuit que I’équation (7) vérifie I’hypothése
V(a,,a,, b,, b,). En effet, 8’il y a unicité des solutions des (1) il en est
de méme pour les solutions de (7). En plus, il résulte de nos suppositions
que si # >0, 2 >0, on a

fit,x,2) < 2a,2+ bz
(voir les inégalités (0.2.4) p. 36 de mon travzil [1]), donc nous aurons
by y, u) < 2eu—e'y* + e [2a;,(u—ey)e “+bye "] =
= 2[a;+eJut[b,—2a,e — e?]y < 2a,nu--b,y

(o il faut poser ¢ =1 8i u—ey >0 et i =2 8i u—ey < 0).

De méme, on peut montrer que les 2utres inégelités (0.2.4) de mon
travail [1], qui figurent dans la définition de I'hypothese V(a,, a,, b,, b,),
sont vérifiées.

11 est facile de voir que, 8i ¢ > 0 est assez petit, on a a, <0 et
a;+b, < 0 (et évidlemment @, < @,). De méme, de la formule (1.4.3)
de mon travail [1] (o @ est donné per (1.4.1)) et qui est équivalente
a (4) on voit que 8i ¢ > 0 est assez petit, alors

by > B(@, by).
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Du Théoréme D1 déja cité de mon traveil [2] nous concluons que
‘toutes les solutions de ’équation (7) tendent vers zéro. Vu (5) et (6) toutes
les solutions de (1) tendent exponentiellement vers zéro.

3. Nous avons ainsi démontr¢ le théoréme suivant:

Théoréme R1. Si Véquation (1) vérifie Uhypothése V(a,,ay,b,,b,)
et les conditions (2), (3), (4), il existe une constante e, < 0 telle que toutes ses
golutions sont e-bornées pour € > &.

Remarquons que si la condition (3) n’était pas vérifide, il suffirait
de prendre un a, < A4 <0 tel que A2+b, <0. Si la condition
V(a,, aq, by, by) est vérifiée, la condition V (4, a,,b,, ;) le sera aussi,
mais (4) pourrait alors cesser d’étre vraie.

4. De méme, en partant du Théoréme D2 (voir mon travail [2], p. 100)
on peut démontrer le théoréme suivant:

Théoreme R2. Si équation (1) vérifie Vhypothése V(a,, ay, by, b,)
et les conditions 0 < ay < a,, (3), (4) il existe un ¢ >0 tel que ses solu-
tions ne sont pas e-bornées pour &< &.
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Streszczenie

W mej pracy Sur la résonance de seconde espéce (Ann, Univ. Mariae
Curie-Skiodowska, Sectio A, 13, 3 (1959), p. 33-74) zdefiniowalem funkcje
B (patrz n° 1.5 str 51) oraz warunek V(a,, a,, b,, b,) (patrz n° 0.2 str 36).

Opierajac si¢ na twierdzeniu D1 z mej pracy Sur les mouvements sous
Vinfluence des forces élastiques généralisées (Ann. Univ. M. Curie-Sklodowska,
Sectio A, 13, 5 (1959), p. 87-114) udowadniam nastgpujace — mocniejsze
od niego — twierdzenie:

Twierdzenie R1. Jezeli réwnanie
g = f(t,z, 2"
spetnia warunek V(a,, ay, b,,b,) oraz jezeli jest
a,<ae <0, atb<0, B(a,b)<h,

to wtedy wszystkie jego rozwiqzania zmierzajq wykladniczo do zera.
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Anglogicznie twierdzenie (Twierdzenie R2) mozna udowodnié i dla
wypadku 0 < a; < a,.

Pe3omMme

B moeit paGore ,,Sur la résonance de seconde espéce’’ (Ann. Univ.
M. Curie-Sklodowska, Sectio A, 13, 5 (1959), p. 33-74) s onpengemuna
¢yHkumnio B (cm. uw° 1.5 crp. 51) n yciaosue V(a,, a,,b,,b,) (cm. H 0.2
cTp. 36).

Onupasic, Ha Tecopemy D1 u3 moeii paGorut ,,Sur les mouvements sous
Uinfluence des forces élastiques généralisées® (Ann. Univ. M. Curie-Sklo-
dowska, Sectio A, 13, 5 (1959), p. 87-114) A noKa3biBal0 CJIETYIOULYI0
Gosee CUIbHYI0 TeopeMy, YeM Ta:

Teopema Pl. Ecau ypasnenue
. ' = f(t,x,x’)
ydos.iemeopsem ycaosuio V(a,, a, by, b,) u ecau
6, <a,<0, aj+b <0, B(a,b)<b,

mo ece e20 peweHUA cMpeMAMCA IKCNOHEHYUAAbHO K HYAl0.

AHanornynyio teopemy (Teopema P2) mo:kHO mokazaTh W OIA caywas
0 <a, <a,.



