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zwyczajnych 1

OHeKATOPLIX CEMCTPAX KPHBLIX B CBA3H CTeOpHeil OOLIKHOBEHHBIX

b depeHunIHbIX ypaBHEHHH

1. Dans son travail [7], T. Wazewski a donné une méthode nouvelle
°tf bien générale, basée sur la notion du rétracte, trés maniable dans
divers problémes concernant 1’allure asymptotique des solutions de sys-
témes d’équations différentielles ordinaires et dans certains problémes
aux‘limites. Cette méthode a été ensuite développée et modifiée par
Plusieurs auteurs (1], (61, (2], [3], [4], qui ont remplacé la notion du
l‘étl‘.acte, fondamentale dans la méthode de T. Wazewski, par d’autres
notions topologiques: rétracte quasi-isotope de déformation [6], homéo-
morphie [3] ou homotopie [4]. Pour abréger le langage, j’appellerai
»yméthodes du rétracte” toutes ces théories ingpirées par la note [7].

Les théorémes fondamentaux dans ces diverses variantes de la méthode

du rétracte peuvent toujours étre ramenés 4 une forme compatible avee
le schéme général suivant.

Ecrivons sous forme vectorielle
(1) ' = f(t, x)

un systéme d’équations différentielles ordinaires, dans lequel le second
membre est une fonction vectorielle définie et continue dens un ensemble
W contenu dans Pespace & n+1 dimensions. Nous désignerons par U
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lintérieur de l’ensemble W et admettrons que R = W-Front W. Nous
supposerons que l’ensemble ¥ - Front W —R est fermé et que, de plus,
l’ensemble Z est contenu dans l’ensemble W.

Or, moyennant certaines hypotheéses a sur le comportement local
des intégrales a la frontiére de 1’ensemble W et certaines hypothéses f
caractérisant, a 1'aide des notions du rétracte, de ’homotopie etc., la
position de ’ensemble Z par rapport aux ensembles U et R, il existe tou-
jours une demi-intégrale issue d'un point de ’ensemble 7 et asympto-
tique a droite, c’est-a-dire saturée & droite par rapport a ’ensemble W,
mais contenue entiérement dans I’ensemble U.

Dans de nombreuses applications de la méthode du rétracte, le pro-
bléme de 1’étude des proprié¢tés agymptotiques des intégrales d’un systéme
donné d’équations différentielles ou bien les problémes aux limites rela-
tifs &4 un tel systéme se ramenent a démontrer I'existence d’une intégrale
asymptotique (dans le sens précisé plus haut) issue de l’ensemble Z;
tout ce qu'il y a de difficile, c’est de définir convenablement les ensembles
W et Z et de vérifier si les hypotheses a et § sont satisfeites. La vérifica-
tion des hypothéses a est d'un caractére plutot numérique, puisque la
forme du second membre de I’équation (1) y joue un role essentiel. Pour
vérifier les hypotheses § il est nécessaire de connaitre les théorémes topo-
logiques correspondants, ce qui peut étre, & part les cas triviaux les plus
simples, trés embarassant, puisqu’il s’agit 2lors de théorémes topologi-
ques bien particuliers, dont la préparation méme peut présenter des dif-
ficultés. D’autre part, il est a remarquer que, dans ces cas typiques les
plus simples, on peut d’habitude se passer d’un appareil topologique
plus considérable, puisqu’il suffit alors d’appliquer des notions relatives
4 la structure d’un ensemble, aussi élémentaires que celles d’ensemble
fermé, borné ou compact. Dans ce travail je me propose, entre autres,
de montrer justement l'utilité¢ de ces plus simples moyens dans les pro-
blémes que l’on traite d’habitude par les méthodes du rétracte.

Sous sa forme primitive [7], la méthode du rétracte s’appliquait aux
équations satisfaisant 4 la condition d’unicité, bien que son inventeur
T. Wazewski et indiqué comment il était possible d’aborder par elle
indirectement aussi les équations ne satisfzisant pas & cette condition.
A. Bielecki [2], [3], & étudié les équations de cette classe, et méme des
équations plus générales, notamment les équations au paratingent. Ses
résultats, constituant une généralisation des résultats établis dans [7]
et [6], ont été obtenus par une méthode de ,régularisation”, qui con-
sistait &4 remplacer I’équation considérée per une équation plus réguliére
dans un sous-ensemble de I’ensemble W et respectant les propriétés essen-



Sur certaines familles de courbes 16

tielles ed I’équation donnée aux points de ’ensemble fronti¢re K. Done,
au fond, cet auteur aussi n’a appliqué les méthodes topologiques qu’aux
équations satisfaisant & la condition d’unicité.

Je me propose encore, dans ce travail, de construire un appareil topolo-
gique capable d’étre appliqué directement aussi aux équations ne satisfais-
ant pas & la condition d’unicité. Dans les cas simples, il suffit déj 4 de met-
tre en jeu les moyens élémentaires dont j’2i parlé plus haut. J’2i eu pourtant
en vue la construction d’un formalisime englobant aussi les cas plus compli-
qués ainsi que ceux oil, I’équation ne satisfaisant pas & la condition d’unici-
té, les notions du rétracte, de ’homotopie etc. ne peuvent plus étre ap-
pliquées. Dans ce but je définis la notion de ,,bzlzy2ge” qui se raméne, dans
le cas ou il y a unicité, & un type particulier d’homotopie et qui me ser-
vira & construire une nouvelle variante de la ,,méthode du rétracte’.

Un autre but que vise ce travail est d’atténuer, par rapport aux
travaux cités, les conditions a. En particulier, la condition de T. Wa-
zewski qui exclut les ,,glissements intérieurs” peut étre remplacée par
fles conditions moins génantes. Dans cet ordre d’idées il y aura avantage
a modifier la notion d’intégrale asymptotique, que je définirai comme
une intégrale de 1'’équation (1) saturée 3 droite par rapport 4 l'ensemble
l}’ et définie dans un intervalle ouvert & droite. L'intégrale asympto-
tique 2insi définie n’est plus nécesseirement contenue tout entidre dans
ljintérieur de I'ensemble W. Sous des hypothéses plus fortes, en particu-
lier sous celles qui avzient été admises dans les travaux cités, les deux
définitions de l'intégrale asymptotique reviennent au meéme.

Ce qui importe dans les recherches qui font 'objet de ce travail, ce

n.’est Pas que les courbes considérées sont intégrales d’un systéme d’équa-
tions différentielles; 1’essentiel, ce sont certaines propriétés topologiques
de la famille de ces intégrales, c’est pourquoi j’2i donné 4 mon exposé
une forme abstrzite, en considérant la famille des courbes qui satisfont
aux postulats correspondant aux propriétés des familles d’intégrales de
l.’équa.tion (1). Par suite, les théorémes établis dans ce travail pourront
etre appliqués & certaines généralisations des équations différentielles,
par exemple aux équations au paratingent. -
_ Quant au théoréme (11,2), il présente un caractére un peu différent;
1{ concerne le cas ou la famille de courbes considérée satisfait & la condi-
tion d’unicité convenablement formulée, ce qui m’a permis d’appliquer
la‘ notion classique de '’homotopie. Ce théoréme peut remplacer, dans
diverses applications, le ,,théoréme du rétracte” du travail [7].

2. Désignons par D, un espace métrique complet, dans lequel les
Sphéres fermées sont compactes, par # un point de cet espace et par
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o(x,, x,) la distance des points z, et x,. Définissons D comme l’espace
des points y = (¢, ) tels que wel), ot —oo <t < {oo. Par distance
d(y,,y,) des points y, = (t,, @,), ¥, = (i, #,) de 'espace D nous enten-
dons max{|t,—1,|, o(z,, ©,)}. Il en résulte que la sphére K (y,, ) de centre
y, et de rayon r est I’ensemble des points (¢, ) tels que |t—1t,| <7 et
o(z,x,) <r. Dans l'espace D, qui est un espace métrique et complet,
de méme que dens ’espace D,, tout ensemble fermé et borné est compact.

I1 sera commode d’admettre les notations suivantes. Si Z est un sous-
ensemble quelconque de l’ensemble W, nous désignerons par Z{t < t}
I’ensemble de tous les points (¢, z) appartenant &4 ’ensemble Z tels que
t < r. Nous écrirons d’une maniére anzlogue Z{t < 7}, Z{t, <t < 1,},
Z{teAd}, ou A désigne un intervalle de la variable ¢ etc.

Dans 13 suite le terme courbe sera toujours entendu dans le sens de la
définition suivante:

Définition (2,1). Nous appellons courbe 'ensemble de points (t, ;)
tels que ted et z = ¢(), ou A désigne un intervalle qui peut étre fermé
ou non et qui peut ne pas étre borné, et ¢(t) désigne une fonetion con-
tinue a4 valeurs dans l’espace D,; un tel ensemble sera désigné par
(t, ¢(t){ted}. Lorsque 4,C 4, la courbe (I, p(t)){ted,] sera dite partie
de la courbe (t, p(1)){te A} correspondant a Vintervalle A,. Si A = {1y, 1,)
ou bien 4 = {,,1,), ou —oo < t, <1, < oo, nous dirons que le point
(tyy @(t,)) est Porigine de la courbe et que celle-ci est issue de ce point.
Si 4 = <,,t,> ou bien 4 = (t;,1,>, nous appellerons le point (t,,¢(t,))
extrémité de la courbe, qui dans ce cas, sera dite aboutissant & ce point.

Définition (2,2). Une courbe d’équation z = ¢(t), ted est dite courbe
du type ¥ si A est un intervalle fini de la forme ¢(t,,t,>. Les courbes du
type & et les points sont appelles éléments du type . Si un élément du
type £ est un point, on dira qu’il a son origine et son extrémité en ce point.

Définition (2,35). D'un ensemble F dont tout élément est soit une
courbe contenue dans I’ensemble W C D, soit un point de l'ensemble
W, nous dirons qu'il est une famille du type #, définie dans Pensemble W,
8i les conditions suivantes sont remplies (cf. [9]):

1° Les points de I’ensemble W sont éléments de 1'ensemble F,

2° Toute courbe qui est une partie d’une courbe de l'ensemble F
ou bien qui est somme de deux éléments de ’ensemble F appartient
a cet ensemble(!). De plus, si toute partie de la courbe I qui est une courbe

(1) En particulier, la somme d’une courbe appartenant i l'ensemble F et d’un
point appartenant & I'ensemble W appartient A 'ensemble F, pourvu que cette somme
soit une courbe.
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du type & appartient & D’ensemble F, la courbe I lui appartient
aussi.

3° Si W* est un sous-ensemble compact, c’est-a-dire borné et fermé,
de I’ensemble W et F* désigne le sous-ensemble de ’ensomble F' auquel
appertiennent tous les éléments du type ¥ contenus dans l'ensemble
W*, et seulement ces éléments, 2lors ’ensemble F* est compact. Autre-
ment dit: de toute suite d’éléments du type & appartenant i 1’ensemble
F' et contenus dans un sous-ensemble compact de ’ensemble W on peut
extraire une suite partielle convergente vers un élément de 1’ensemble
F du type .Z, la convergence étant entendue dens le sens de la définition
suivante.

Définition (2,4). Une suite d’éléments I,, I,,... du type & converge
vers un élément I du type £ si pour tout ¢ > 0 il existe un nombre N
tel que pourn > N onz2it I C K(I,,¢)et I, C K(I,¢),on K(A, ¢) désigne
un e-voisinage de l’ensemble A.

Les conditions 1°, 2°, 3° seront appelées dans la suite propriétés de la
famille F.

Théoréme (2,1). Si Vensemble W, est un sous-ensemble compact de
Densemble W et 8i F, désigne Uensemble des éléments de la famille F con-
tenus dans Vensemble W,, les courbes de U'ensemble F, sont équicontinues.

Démonstration. Supposons que les courbes de l’ensemble F, ne
soient pas équicontinues. Alors il existe: un nombre positif ¢, une suite
de fonctions ¢™ () et une suite d’intervalles ({i*, t}*) tels que 0 < t;'— #}" <
<1/m et que 'équation z = ¢™ (1), 1" <t <t soit I'équation d’une
courbe I™ de la famille F, et que I’on ait de plus |¢p™ (&) —¢™(&")| = ¢,
m =1,2,.... Comme les courbes I™ sont contenues d2ns l’ensemble
Wo, qui est compeact et W, C W, il résulte de la propriété 3° de la famille
F que l'on peut extraire de la suite I™ une suite partielle I™* convergente
vers un ¢élément I du type & de la famille F,. Posons:

P =F", M) = 3", lim ¥ =1,

-]
lim ¢f* =t,, lim%™ =%, lima™ =p.
k— 400 k—+00 k— 400

Les points (t,, Z), (t3, ) appartiennent & 1’élément I. D’autre part, des
inégalités 0 < ' — 7 < 1/m, et |x™ —ZF™| > ¢ il s’ensuit que t, =1,
et |z—%| > ¢; par conséquent l’ensemble contenant les points (i, Z),
(t3, ) ne peut étre un élément de la famille F,. La contradiction obtenue
établit le théoréme (2,1).

Annales t. XV, 1961 !
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3. Définition (3,1). Un point de ’ensemble W qui n’est pas l'origine
(l’extrémité) d’'une courbe de la famille F sera dit point extrémal droit
(gauche) et ’ensemble de tous ces points sera désigné par S (par S-).

Définition (3,2). Nous dirons que 1’élément I de la famille F peut
étre prolongé a droite (a gauche) 8’il existe une courbe I, de la famille F
telle que I C I, et un point appartenant & la courbe I, dont la coordonnée
temporelle est supérieure (inférieure) 4 la coordonnée temporelle d’un
point quelconque de I'élément I.

Définition (3,3). L’élément I de la famille ¥ est dit saturé a droite
(@ gauche) 8i I’élément I ne peut étre prolongé a droite (a gauche).

Théoréme (3,1). 8i élément I a son extrémité (son origine) en un point
qui n'appartient pas ¢ Vensemble S (a Uensemble S~), Uélément I peut étre
prolongé a droite (a gauche).

Ce théoréme résulte immédiatement de la définition des ensembles
S et 8~ et de la propriété 2° de la famille F.

Théoréme (3,2). Si la courbe I n'est pas du type ¥, mais si elle est
contenue dans un sous-ensemble compact W, de Uensemble W, il existe une
courbe de la famille F du type & qui est un prolongement de la courbe 1.

Démonstration. Supposons que P’équation de la courbe I soit
x=e@(l),t, <t<t,et quel C W,.]Il existe une suite de nombres 1,, 7, ...
telle que ¢, = 7, < r, < ... et lim 7, = ?,. Désignons par I, la partie de

n—»+400
la courbe I correspondant & Vintervalle (t,, 7.>, n = 1,2,... De la pro-

priété 3° de la famille F résulte que la suite I,, I,, ... converge vers une
courbe I, définie dans l'intervalle (t,,?,), qui est une courbe de la famille
F et qui contient la courbe I. Le théoréme se trouve ainsi établi dans
le cas ou la fonction ¢(t) est définie dans un intervalle de la forme <1,, 1,).
Dans les autres cas la démonstration est analogue.

Des théorémes (3,1) et (3,2) résulte le suivant:

Théoréeme (3,3). Un élément de la famille F ayant son origine (son
extrémité) aw point P est saturé a droite (@ gauche) si et seulement 8’il a son
extrémité dans Vensemble S (son origine dans Uensemble S~) ou bien sl
n’est contenu dans aucun sous-ensemble compact de Vensemble W. Dans
ce dernier cas, Uélément saturé est wne courbe définie dans un intervalle
ouvert a droite (a gauche) ow dans un intervalle illimité a droite (¢ gauche).

Définition (3,4). Une courbe I de la famille F sera dite asymptotique
a droite (a gauche) par rapport a Pensemble W (2), si elle est une courbe
saturée a droite et n’a pas d’extrémité (4 gauche et n’a pas d’origine).

() Nous omettrons dans la suite l'expression ,,par rapport 4 l'ensemble W'
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Du théoreme (3,3) et de la définition (3,4) résulte:

Théoreme (3.4). Une courbe de la famille F ayant son origine (son
extrémité) aw point P est asymptotique a droite (& gauche) si et seulement
st elle n’est contenue dans aucun sous-ensemble compact de Densemble W.

4. Définition (4,1). Nous 2ppellerons zone d’émission droite (gauche)
de Vensemble a contenu dans 1’ensemble W 1’ensemble de tous les points
situés sur les éléments de la famille F qui ont leur origine (leur extrémité)
dans l'ensemble a. La zone d’émission droite (gauche) de l’ensemble «a
gera désignée par F(a) (resp. E—(a)). La somme FE(a)-| K—(a) sera appelée
zone d’émission totale de Uensemble a.

Nous nous bornerons & énoncer quelques propriétés de la zone d’émis-
sion droite. L'’adjectif ,,droit’’ sera omis partout ou il n’y aura pas de
malentendu & craindre.

(i) E(a) = 2 (t, z),

('.I)gn
(ig) (ry &)eE(r, &) ot E(z, &) = (7, &) seulement si le point (7, &)eS,
(is) 8i (7yy &) eE(7, ), on & E(7y, &) C E(7, §),

(ig) 8i (74, &) eE(T, &) ot T < 7, < 71, 1l existe un &, tel que (z,, &) e E (T, &)
et (v, &) eE(ty, &)

Les propriétés (i,) et (i,) résultent directement de la définition (4,1);
les autres sont des conséquences des propriétés de la famille F et du fait
que le point (t,2)eE(t, &) si et seulement s’il existe un élément de la
famille F d’origine (r, &) et d’extrémité (i, z).

De (i,)-(i;) résultent encore aisément les propriétés suivantes de la
zone d’émission:

E(a+pB) = E(a)+E(f); 8i aCp, on a E(a)C E(B); aC E(a),
(i;)
si fCE(a), on a E(f)CE(a); E(E(a) = E(a).

Nous établirons meaintenant un théoréme qui sera fondamental dans
I'étude des propriétés 2symptotiques des familles du type #. Dans ce but
nous admettrons encore ’hypothése suivante qui sera valable dans toute
la suite de ce travail.

Hypothése Z,. L’ensemble W des points (t, x) est contenu dans Vespace
D. En désignant U = Int W, R = W-Front W nous supposons que Ven-
semble ¥ = Front W —R est fermé(®).

(3) En particulier, I’ensemble ¥ peut étre vide.
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Nous noterons Z,F I’hypothése que 1’ensemble F est une famille du
type # définie dans I’ensemble W et que I'hypothése Z, est vérifiée. Dans
ce qui suit nous admettrons I'hypothése Z, F.

Théoreme (4,1). Si Vensemble a est compact, aC W et s’il n’existe

pas de courbes asymptotiques de la famille F issues de Vensemble a, la zone
A’émission de U'ensemble a est un ensemble compact.

Démonstration. Considérons un point quelconque A et soit »,, r,, ...
une suite croissante vers + oco. Dégignons par K; une sphére ferinée de
centre A et de rayon r;. Nous supposons que le nombre r, est assez grand
pour que a C K,. D’apres 'hypothése Z, on a d(a, V) > 0. Soit ¢,, &,, ...
une suite décroissante vers zéro telle que &, < d(a, ¥). Posons W, =
= K,—K(¥,¢,), on K(¥, ¢,) désigne le voisinage ouvert de 1’ensemble
_ ¥ de rayon ¢, » =1,2,... L'ensemble a est contenu dans chacun des
ensembles W,, n = 1,2,... Nous allons montrer qu’il existe un m tel
que E(a) c W,,. Sinon il existerait une suite I,, I,,... de courbes de la
famille F', chacune issue de ’ensemble a, telle que la courbe I, ait son
extrémité sur la frontiére de l'’ensemble W,, » =1,2,... Supposons
que le point P, soit 'origine de la courbe I,. Pour n > k désignons par
I 1a partie de la courbe I, contenue dans ’ensemble W, , qui est une
courbe de la famille F' dont I’origine est au point P, et I'extrémité sur la
frontiére de l'ensemble W,. En vertu de la propriété 3° de la famille F
et du fait que 'ensemble a est compzact, on peut extraire de la suite I,
une suite partielle 7, telle que la suite de courbes I L,I CONVerge vers une
courbe I' de la famille ¥ issue d’un point P appartenznt i I’ensemble
« et ayant son extrémité sur la frontiére de ’ensemble W,. De la suite
I, , on peut pareillement extreire une suite partielle Iy, telle que la suite
de courbes I; n, cOnverge vers une courbe 72 de la fa,mxlle F issue du point
P et ayant son extrémité sur la frontiére de 1’ensemble W,.

En procédant ainsi nous obtenons finalement une suite I!, I, ..
de courbes de la famille F' issues du point P, telle que la courbe I* abou-
tisse & la frontiére de 'ensemble W;, k — 1,2, ... et que l’on ait en outre
I,cI,C... La courbe I = I,41I,+ ... serzit alors, en vertu de la pro-
priété 2° de la famille F, une courbe de la famille F, cette courbe n’étant
contenue dans aucun des ensembles W,, ¥ — 1,2, ... Comme l’ensemble
¥ est fermé (cf. hypothése Z,), tout sous-ensemble compact de ’ensemble
W est contenu dans un des ensembles W,, k — 1, 2, ...; par conséquent
la courbe I ne serait contenue dens aucun sous-ensemble compact de
I’ensemble W et, en vertu du théoréme (3,4), elle serz2it une courbe 2sympto-
tique. Nous arrivons ainsi & une contradiction avec les hypothéses du
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théoréme (4,1), ce qui prouve qu'il existe un nombre m tel que E(a) C W,,,
c’est-a-dire que l’ensemble E(a) est borné. Il reste a montrer qu’il est
fermé.

Comme KE(a)C W, on a E(a)C W-W,,. L'ensemble W:W,, est un
sous-ensemble compact de 'ensemble W. Supposons que le point Q,, ¢ E(a),
n=1,2,... et que lim@, = Q. Il s’ensuit qu'il existe une suite P,, P,, ...

n-+00

de points appartenant a l’ensemble a et une suite de courbes J,, J,, ...
de la femille F' telle que la courbe J, a son origine au point P, et son
extrémité 2u point @,. Comme J,CW-W,, n» =1,2,..., il résulte
de la propriét¢ 3° de la famille F' qu’il existe aussi une courbe de la famille
F dont Porigine est un certzin point P et 'extrémité est le point Q. Le
point P est en méme temps un point d’accumulation de la suite Py, P,, ...
et, comme l’ensemble a est compact, il appartiont & a. Cela signifie qu’il
existe une courbe de la femille F' issue de l'ensemble a et aboutissant
aun point ), donc le point QeF(a), ce qu’il fallait démontrer.

Du théoréme (4,1) résulte en particulier que s’il n’existe pas de courbes
asymptotiques de la famille F' issues du point P appartenant 4 I’ensemble
W, la zone d’émission du point P est un ensemble compact.

Théoréme (4.2). Un point appartenant i Uensemble W donne issue
@ une courbe asymptotique de la famille F st et seulement 81 la zone d’émis-
sion de ce point m’est pas un ensemble compact.

Démonstration. Si le point P appartient & ’ensemble W et 1'en-
semble E(P) est compact et si une courbe I de la famille ' est issue du
point P, cette courbe est contenue dens I’ensemble E(P), qui est un sous-
ensemble compect de ’ensemble W, et, en vertu du théoréme (3,4), elle
ne peut étre une courbe asymptotique. Cette remarque avec le théoréme
(4,1) achéve la démonstration du théoréme (4,2).

Théoreme (4,3). Tout point de Vensemble W est Dorigine (emtrémité)
Aun élément de la famille F saturé a droite (& gauche).

Démonstration. Si le point (v, &)e W et si l'ensemble E(t, &)
n'est pes compact, il existe, en vertu du théoréme (4,2), une courbe asymp-
totique issue du point (r, &) et, comme telle, cette courbe est saturée
a droite. D’2utre part, si 'ensemble E(r, £) est compact, il existe un point
(7, &) appartenant & E(t, &), tel que le nombre 7, soit la plus grande des
coordonnées temporelles des points appertenant a E(z,&). Donc le point
(t1, &) €8 et il existe un élément de l2 famille ', dont 1’origine est le point
(r, &) et lextrémité est le point (r,, £,). En vertu du théoréme (3,3) cet.
élément est un élément saturé de la famille F. La seconde partie du
théoréme se démontre d’une maniére analogue.
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Corollaire (4,1). Tout élément de la famille ¥ dont l'origine (extré-
mité) est le point P est une partie d’un élément saturé de la famille F
d’origine (extrémité) au point P.

Corollaire (4,2). La zone d’émission droite (gauche) de 1’ensemble
a est 'ensemble des points situés sur les éléments de la famille F ayant
leur origine (extrémité) dans ’ensemble a et s2turés a4 droite (4 gauche).

5. Dans la suite nous nous occuperons de théorémes relatifs & 1'exis-
tence d’'une courbe asymptotique de la famille F. Nous rappelons que
les hypothéses Z, et Z,F restent en vigueur.

Théoréme (5,1). Si Pensemble S C 8-, si de tout point de Iensemble
W —8 est issue une courbe asymplotique de la famille F, en particulier,
si Densemble S est vide, de tout point de Uensemble W est issue une courbe
asymptotique.

Démonstration. En vertu du théoréme (4,3) de tout point de ’en-
semble W —8 est issu un élément saturé de la famille F et, comme
S C 8-, cet élément n’a pas d’extrémité, donc il est une courbe asympto-
tique (& droite).

Comme simple conséquence du théoréme (4,1) nous obtenons:

Théoreme (5,2). Si Pensemble a, contenu dans Uensemble W, est compact,
mais la zone d'émission de Uensemble a n’est pas un ensemble compact,
il existe une courbe asymplotique de la famille F issue de lensemble a.

Donc, pour prouver qu'il existe une courbe asymptotique de la famille
F issue de l’ensemble compact a C W, il suffit de prouver que E(a) ne
peut étre un ensemble compact, d’ou le théortme suivant:

Théoréeme (5,3). Supposons que la famille F ne posséde pas de courbes
asymptotiques & gauche. Si Uensemble W —S8-8— n'est pas borné et Ven-
semble a = S-—8-8S— est contenu dans un sous-ensemble compact W*
de Pensemble W, il existe une courbe asymptotique de la famille F issue de
Densemble a.

Démonstration. Nous montrerons d’abord que W—S:-8-C E(a).
Si le point Pe W, 2lors le point P est I'extrémité d’un élément I de la
famille F' saturé & gauche dans I'ensemble W et, comme il n'existe pas
de courbes asymptotiques & gauche, ’élément I a son origine dans l’en-
semble S-, I1 en résulte que W C E(S-) et, comme S-8- = E(8-8-),
on a3 W—8:8-CE(S-—8:8-). Mais §-—8-8- =a, done W—-8-§-C
C E(a) et a fortiori W—S8:8-C E(W*); ’ensemble W* étant compact
par hypothese, il existe, en vertu du théoréme (5,2) une courbe asympto-
tique I, de la famille F issue d’un point @ appartenant i ’ensemble W*.
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Comme nous avons montré que le point @ donne issue a une courbe (asymp-
totique), on a @ ¢S. Par conséquent, si @ ¢a, (a = 8- —S8:8-), on a Q ¢S~
et, par suite, le point ) est 'extrémité d’une courbe I, de la famille F,
saturée a gauche et ayant son origine en un point (), appartenant a ’en-
semble S—. En outre Q,¢8, donc Q,e«. L.a somme I,-+1, est une courbe
asymptotique de la famille F issue de l’ensemble a. T.e théoréme (5,3)
ge trouve ainsi démontré.

Il n’y aura certezinement pas de courbes asymptotiques a gauche si
pour tout 7 ’ensemble W{t < z} est compact (ou vide). En effet, si le point
(t,, #,)e W, toute courbe de la famille F dont ce point est 'extrémité
est contenue dens ’ensemble compact W{t < t,}, donec une telle courbe
ne peut étre asymptotique.

De cette remarque et des théorcmes (5,3) et (3,4) résulte le théoréme
suivant:

Théoreme (5,4). Si Densemble W —S8-S— n'est pas borné, mais pour
tout T Pensemble W{t < 1} est compact, et si en outre l'ensemble a = S——
—8-8- est borné, il existe une courbe asymptotique de la famille F issue de
Pensemble a.

Ayant en vue les applications, nous énoncerons un simple cas parti-
culier de ce théoréme.

Théoreme (5,5). Si Vensemble W n'est pas borné, mais pour tout v
Pensemble W {t < 1} est compact, et si en outre Pensemble S— est borné,
il existc une courbe asymptotique de la famille F issue de Vensemble S-.

Remarque (5,1). Si I’on change le sens de ’axe ¢, les courbes asympto-
tiques a4 droite deviendront asymptotiques a gauche, les points extré-
mités droites deviendront extrémités gauches et la zone d’émission droite
deviendra zone d’émission gauche. En profitant de cette remarque on
énoncera aisément les théorémes relatifs 4 ’existence de courbes asympto-
tiques 4 gauche de la famille F. Ainsi, par exemple, dans les théorémes
(5,1) et (5,4) il suffit de remplacer S par 8§ et vice-versa S— par S, et
Pexpression ,,il existe une courbe asymptotique issue de 1'ensemble a’
par ,,il existe une courbe asymptotique &4 gauche dont l'extrémité est
dans l'ensemble a”, pour obtenir des théorémes sur l'existence d’'une
courbe asymptotique a4 gauche.

Remarque (5,2). Désignons par F(r) ’ensemble des éléments de la
tamille F contenus dans ’ensemble W{t < )} et, de méme que dans I’hy-
potheése Z, posons:

(5,1) R(z) = W|t < }-Front W{t < t},
(5,2) ¥(t) = Front W{t < 7} —R(7),
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et
(5,3) S(r) = Wit =} +8{t < 7}.

On a R(r) = Wit =1} |-R{t <1} et ¥(r) = ¥t <t|. De la der-
niére égelité il s’ensuit que I’ensemble ¥(r) est fermé. Cela signifie que
I’ensemble W{t < z} (8’il n’est pas vide) satisfzit & I’hypothése Z,, et
I’ensemble F (7) est une famille du type #, définie dens I’ensemble Wit < z}.
Nous dirons aussi que ’ensemble F(t) est une famille F restreinte a Uen-
semble W |t < r|. L’ensemble S(7) est l’ensemble des points extrémités
de la feamille F'(z).

Tous les théorémes établis pour la famille F définie dans 1’ensemble
W sont évidemment vreis pour la famille F(7) et ’ensemble Wit < t},
pourve que celui-¢ci ne soit pas vide. 1l en est de méme pour la famille F
restreinte & l’ensemble W {t > 1.

Nous n’avons pas encore donné de théorémes relatifs aux problémes
aux limites pour la familles du type #. Bien que triviaux, ces théorémes
peuvent pourtant étre énoncés. Par exemple, supposons que l’ensemble
S soit vide et que, pour tout 7, I’ensemble W{t < r} soit compact. Dans
ce cas il résulte du théoréme (5,1) que de tout point Pe W est issu un
élément de la famille F qui aboutit & I’ensemble W{t = 7}, ol 7 > tp,
le symbol t, désignant 1’abscisse du point P. Il est aussi clair que 1’en-
semble 8- donne issue 4 un élément de la famille F aboutissant 4 un point
quelconque de l'ensemble W.

Voici un exemple pour illustrer la théorie.

Exemple (5,1). Soit D, un espace euclidien & n dimensions et ¢(t)
une fonction (scalaire) définie et continue pour toute valeur de la variable
t, telle que ¢(t) >0. Posons: W = (t,a)|{|z| < ¢(t), —00 < t < oo}.
L’ensemble W satisfait & I’hypothése Z,. Admettons I’hypothése Z,F.
Je dis que si I'un des ensembles S~ ou § est vide, il existe une courbe
de la famille F' définie dans 'intervalle (—oo, + o).

Démonstration. Supposons que l’ensemble S— soit vide et dési-
gnons par F, la famille F restreinte 4 I'ensemble W({t > 0} et par Sy
I’ensemble des points extrémités gauches de la famille F,. Comme nous
avons supposé S = 0, on voit 2isément que S, = W{t = 0}. L’cnsemble
Wit >0} et la famille F, vérifient les hypothéses du théoréme (5,5),
donc il existe un point P, eppartenant a I’ensemble W{t = 0}, dont est
issue une courbe asymptotique I° de la femille ¥,. Cette courbe n’est
contenue dans aucun des ensembles W{0 <t < 7}, puisque ces ensembles
sont compacts, donc la courbe JI* est définie dans Dintervalle
{0, +o0). En vertu de la remarque (5,1) et du théoréme (5,1) tout
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point de I'’ensemble W{t = 0} est 'extrémité d’une courbe de la famille
F asymptotique & gauche. Désignons par I- la courbe asymptotique
4 gauche de la famille F dont le point P est I'extrémité. La courbe I-
est définie dans 'intervalle (—oo, 0) et la somme I-- I+ est une courbe
de la famille F définie dans l'intervalle (—oo, + oo).

D2ans le cas ou ’ensemble S est vide la démonstration est tout & fait
anzlogue. Dans ce cas la conclusion du théoréme résulte aussi de la remar-
que (6,1).

Dans l'exemple considéré on peut, au liecu de supposer que l'un des
ensembles S~ ou S est vide, admettre que S~ C 8 ou 8 C 8-, si pour tout
7 'ensemble W{t = 7} n’est contenu ni dans I’ensemble S ni dans l’en-
semble S-.

6. Dans la suite de ce travzil nous nous occuperons d’une famille
plus rapprochée des familles d’intégrales d’un systéme d’équations dif-
férentielles.

Détinition (6,1). Nous dirons que la famille F est une famille du type
Gy, définie dans Vensemble W, si F' est une famille du type & définie dans
I’ensemble W et si, de plus, la condition suivante est vérifiée:

41 8t le point PeU, U = Int W, il existe un ¢ >0 tel que Dintersec-
tion de la zone d’émission du point P avec Uhyperplan t = v est un continu
pour tp < v <tpte(f).

En vertu de la définition, une famille du type ¥, posseéde aussi les
propriétés 1°-3° d’une femille du type #. La condition 4 signifie que
la condition de Kneser est vérifiée localement & droite. De 4+ il s’ensuit,
autrement que dans le c2s d’une famille quelconque du type &, que l'en-
semble des points extrémités droits de la famille F est contenu dans
Pensemble R(%).

Définition (6,2). Nous admettons qu’un point P de l’ensemble W
appartient & I’ensemble T (2 I’ensemnble T-) si tout élément de la famille
F dont lorigine (extrémité) est le point P est contenu dans ’onsemble R.

Hypothése Z,. Si une courbe de la famille F a son origine dans Ven-
semble U et si elle rencontre Uensemble R au point (), alors QeT.

Hypotheése Z,. Si une courbe de la famille F a son origine dans Uen-
semble U et si elle rencontre Vensemble R aw point Q, alors QeS.

Les hypothéses Z, et Z; permettent d’exclure de nos considérations
certains types de ,,glissements intérieurs’.(®) Comme, dans ce travail,

(‘) Nous entendons par continu un ensemble non vide, qui est connexe et compact.
(*) Les points extrémités gauches peuvent étre situés dans 'ensemble U.
(°) Dauns les travaux [7], [1], [6], [2], [4] la condition analogue est plus forte.
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nous allons considérer la famille du type #%, sous 'une des hypothéses
Z, ou Z,, nous admettrons pour des raissons de commodité la conven-
tion suivante: la notation Z,F (Z,F) signifie que dans ’ensemble W
on 2 défini une famille ¥ du type %, et que, en outre, I’hypothese Z, (Z;)
est vérifiée; une famille du type %,, définie dens I’ensemble W et véri-
fiant ’hypothése Z,(Z;) sera désignée par famille du type 9(4.).

Détinition (6,3). Le point P sera appelé point de sortie forte (entrée
forte), 8i Pe8 (PeS~) et #'il existe une courbe de la famille F ayant son
extrémité (origine) au point P et contenue, & part le point P, dans ’en-
semble U. L’ensemble des points de sortie forte (entrée forte) sera dé-
signé par S, (S%).(")

De la définition (6,3) résulte que dans I’hypothése Z; on peut rem-
placer 8 par S,.

Des définitions (6,1) et (6,2) il s’ensuit que s8i I’hypothese Z, F est véri-
fiée (’hypothése Z, reste en vigueur dans tout le travail), alors:

(6,1) SCTCR, T-CR,
(6,2) si aCT, on a E(a)CT,
(6,3) E(U+T) = U+T.
En outre

(6,4) T4+7T- = K.

Nous nous bornerons a la démonstration de la formule (6,4). Il résulte
de (6,1) que T+T-C R. Il reste & montrer que R C 7 T-. Supposons
qu’il existe un point P tel que PeR, mais P¢T et P¢T-. Comme P¢T-,
il existe en vertu de la définition (6,2) une courbe de la famille F' ayant
son origine dans ’ensemble U et son extrémité¢ 2u point P. Mais PeR,
done il résulte de I’hypothése Z, que PeT. La contradiction obtenue
prouve que l'on a RCT+T-, c.q.f.d.

Sous l'hypothése Z;F on a, de plus, les relations suivantes:

(6,5) S+T- =R,
(676) E(U+S) S U'l‘S’ E(U—}—S.) = U+-8..

La formule (6,5) peut étre établie en raisonnant comme dans la dé-
monstration de la formule (6,4), les formules (6,6) résultent des définitions
(3,1) et (6,3).

(") La définition (6,3) coincide avec celle d’un point de sortie forte donnée par
A. Bielecki [2]. Cette notion est un peu plus générale que la notion de point de sortie
stricte (cf. [7]).
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Pour compléter les formules (5,1)-(5,3) posons
(6,7) T(r)=W{t=1}+Tt <7}.

?. Dans la suite nous admettrons 1'hypothése Z,F.

Définition (2.1). L’ensemble ¢(a) = E(a)-T sera appelé trace d’émis-
sion de Uensemble a, 'ensemble e(a,t) = E(a) -T(r) trace d’émission de
Densemble a dans Uensemble T (t).

L’ensemble ¢(a, r) n’est pas vide si l’ensemnble a contient un point
de coordonnée temporelle ne surpassant pas le nombre r. Les ensembles
e(a) et e(a, ) ont les propriétés suivantes:

(vy) e(a)C E(a), e(atb) =c¢e(a)te(b); 8i aCb, on a e(a)Ce(d);
gi aCQ8, on ae(a)=a;s8 aCT, on a e(a) =E(a)CT,

(vy) 8i E(a) C W{t <1}, on a e(a) = e(a,l),
(v3) e(e(a)) = e(a),
(vy) 8i aC Wt <7t} ot T <t <%, on a e(a,l) = ele(a, t), t).

Les propriétés (v,) résultent de la définition (7,1), des propriétés cor-
respondantes de la zone d’émission et des formules (6,1) et (6,2). Nous
établirons en détail les propriétés (v,)-(v,). Comme E(a)C W{t <i},
I’ensemble E(a)-W{t = i} est contenu dans ’ensemble S{t = i} ou bien
il est vide, donc E(a)-W(t =1} = E(a)-S{t =1} = E(a) T{t >1}. Par
conséquent, d’aprés la définition (7,1) et la formule (6,7), on a

e(a,?) = E(a)-T(}) = B(a) (W{t = )} +T(t < 1)) = E(a)- T = e(a).

Nous avons ainsi démontré (v,). En vertu de la définition (7,1) et
des propriétés de la zone d’émission nous obtenons:

ele(a)) = Ele(a))-T C E(E(a)):T = E(a):T = e¢(a)
ot
6(a) = e(a)-T C Ele(a))-T = ele(a)).
La propriété (vg) est ainsi démontrée. Nous établirons maintenant (v,).

En tenant compte des propriétés de la zone d’émission nous déduisons
de la définition (7,1)

(T)1) ele(a, ), t) = Ele(a,t))-T(?) C E(E(a))-T'(t) = E(a)-T(t) = e(a, ).

D’autre part, si le point Qee(a, t), il existe un point P tel que Pea C
C W{t < i} et un élément I de la famille F dont I’origine est le point P
ot lextrémité le point . Mais e(a, ?) C T(?) C R(t) C Front Wit < ).
Comme Wit <) C W(t <1} et que 1'dlément I est issu de l’ensemble
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Wit <1t} et aboutit & la frontiére de l'ensemble W {t <1}, cet élément
rencontre la frontiere de ’ensemble W{t < 1}. Soit @, celui des points
appartenant & l'ensemble I-Front W{t <1} qui a la plus grande coor-
donnée temporelle. Le point Q, T (i) et, comme @, ¢ E(a), le point @, ee(a, t).
Cela signifie que Q ¢ E(e(a, t)) et, comme QT (1), on a Qe Efe(a, 1)) T (1) =
= ¢(e(a, 1), t). Ce résultat, avec (7,1), établit la propriété (v,).

8. Dans ce paragraphe nous établirons des théorémes qui joueront -
dans la suite un role fondamental. (Les hypothéses en rigueur sont Z,
et Z,F).

Théoreme (8,1). Si Pensemble compact a est contenw dans Pensemble
U~+T et 8’ n’existe pas de courbes asymplotiques de la famille F issues
de Uensemble a, la trace A’émission de Densemble a est un ensemble compact.

Démonstration. Comme e(a) = E(a):-T, T C Front W et E(a)C
C U+T, on a e(a) = E(a)-Front W, d’ou il résulte, d’aprés le théoréme
(4,1), que e(a) est un ensemble compact.

Théoréme (8,2). Si le point P appartient @ Densemble U-+1 et 8l
nexiste pas de courbes asymptotiques de la famille F issues du point P,
la trace d’émission du point P est un continu(").

Démonstration. En vertu du théoréme (8,1) ’ensemble e(P) est
compact. Il reste & prouver qu’il est connexe. Si PeT, on a, en vertu
de (v,), 6(P) = E(P), donc I’ensemble ¢(P), étant 1a somme des arcs issus
du point P, est connexe. Pour établir le théoréme (8,2) il reste & montrer
que l’ensemble ¢(P) est connexe dzns le czs ou le point P appartient
a ’ensemble U. Supposons donec que PeU et que ’ensemble e(P) soit
la somme de deux ensembles séparés b et ¢ qui sont compacts, puisque
I’ensemble ¢(P) est compact, donc:

(8,1) e(P) =b+e,be=0,b=0>b,¢=E¢.

L’ensemble E(P) étant borné, il existe un nombre  tel que E(P) C W {t < t}.

Désignons par a ’ensemble des nombres r a2yant la propriété suivante:

pour tout ¢t > t il existe des ensembles b, ¢, tels que b,-¢, = 0, b, = b,,

¢ = €, et, de plus, e(P,t) = b, i-¢,, e(b) = b et e(¢,) = ¢.
L’ensemble a a les propriétés suivantes:

(i) tp¢a, tea,

(i) 8i t,ea ot t; >1t,, on a tea,

(iii) 8i ¢;ea, il existe un nombre t; < t, tel que tea.

(°) Dans [6] les auteurs ont donné une généralisation d'un théoréme de Kneser
sur l'intersection de la zone d’émission d’un point avec I'hyperplan ¢t — const. e
théoréeme (8,2) est une nouvelle généralisation de ce théoréme.
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Nous allons démontrer ces propriétés. Comme ¢(P,tp) = P, on
a tpg¢a. Pour prouver que fea il suffit, en tenant compte de (8,1), de
montrer que pour t* =>{ on a e(P,t*') =e¢e(P), e(b) =b et e(c) =e.
Comme E(P)C W {t <t C W{t <1t°}, la premiére de ces relations ré-
sulte de la propriété (v,). 11 reste a éteblir les deux autres. En vertu de
la propriété (v,) on a e(e(P)) = e(P), donc (8,1) et la définition (7,1)
entrainent e(b-+¢) = h--¢CT, d’ou, avec (6,2), on tire

(8,2) hbCe(b)Cb+e.

On a aussi e(b)-¢ = 0. Sinon il existerz2it un élément I/ de la famille F
issn d’un point @ appertenant i ’ensemble b et aboutiisant 4 1’ensemble e.
Comme b C T, on aurzit e(Q) = E(Q), donc I C ¢(Q) Ce(P), ce qui est
impossible &4 cause de (8,1). Par conséquent e(b)-¢ = 0 et (8,2) entrzine
e(b) = b. On démontre de méme que e(c) = ¢ et la propriété (i) est ainsi
établie. T.a propriété (ii) résulte directement de la définition de 1’ensemble
«. Nous passons & la démonstration de la propriété (iii). Lorsque t, < ¢,
la propriété (iii) résulte de (i) et (ii). Soit ¢, >¢ et posons

(8,3) d(beyy ¢,) = 39.

On a 5 > 0. Comme ’ensemble FE (P) est compact, les courbes de la famille
F contenues dans l’ensemble F(P) forment, en vertu du théoréme (2,1),
un ensemble de courbes équicontinues, il existe donc un nombre 6 > 0
tel que pour toute courbe de la famille F d’équation = = ¢(t), contenue
dans F(P) et définie dans l'intervalle ‘t,,¢,>, on a

(8,4) Pl —gts)] <y 8it,—6 <1, <ty <.

Posons o, = min(é, ) et soit ¢* un nombre quelconque appartenant
a lintervalle (t,— é,,1,>. De la propriété (v,) il vient

(8,5) ele(P, 1), t)) = e(P, t,)

dong, si le point Qee(P, %), il existe un élément de la famille F issue du
point @ et ayent son extrémité dans 'ensemble e(P,t,). Si ¢, < t*, il ré-
sulte de la définition (7,1) et de la formule (6,7) que le point ¢ appartient
aussi & I’ensemble ¢(P,t,) et I’élément en question se réduit & un point.
Sitg>1" onat,—é < tp <t, et il résulte de (8,4) que

(8,6) d(Q’ e(P, tl)’ <.

Désignons par b,,, ¢, les sous-ensembles de I’ensemble e(P, t*) définis
par les relations

(8,7) d(bey by) < 7y @€y ) <7
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L’ensemble ¢(P,t*) étant compact, nous tirons de (8,7), (8,6) et (8,3)
(8,8) batCe = e(P,1%), by ¢4 = 0, by, = Stn Cta = Cta

ainsi que é(bu., ) C b, et e(cn,?,) Cey; en outre, comme (8,5) et (8,8)
entrainent e(by,t))+e€(crayty) = by + ¢y, il vient

(8,9) €(beyty) = by, L €(Cleyty) = ¢y

Des propriétés (v,), (v,) et des égalités (8,9) nous déduisons, en tenant
compte du fait que t,ea et e(b,) = b,

(8,10)  €(bry) = €(bray ) = €{e(bray 1), ) = €(by, 1) = €(by) = b.
On obtient pareillement
(8,10') 6(c) = c.

A cause du choix de t* les relations (8,8), (8,10) et (8,10’) sont vérifiées
pour t,— 4, <t* <t et, comme le nombre ¢, appartient 4 l’ensemble
a, ces relations subsistent encore pour ¢t >1,.

Les propriétés des ensembles b, et ¢,, que nous venons d’établir prou-
vent que le nombre t* appartient a4 ’ensemble a. La propriété (iii) est
ainsi démontrée.

Des propriétés (i)-(iii) résulte que ’ensemble a adinet une borne infé-
rieure qui n’appartient pas 4 a. Posons infa = {,. Il existe un point @
appartenant a e(P, ) tel que

(8,11) €(Q)-b +# 0 et e(Q)-¢c # 0,

sinon, pour tout point @ appartenant a e(P,?,) on aurait e(Q)Cb ou
bien ¢(Q) C ¢, done ’ensemble e¢(P, t,) serait 1a somme de deux ensembles
disjoints by, ¢, tels que e(b,) C b et e(c,) C ¢; comme il résulte des propriétés
(V1) (Va)y (V) que e(by) +e(co) = e(by+ o) = €le(P, ty)) = e(e(Py1y),8) =
=e(P,t) = e(P) = b+e¢, on aurait e(by) = b et e(c,) = ¢. A cause de la
propriété 3° de la famille F et de la compacité des ensembles e(b,), e(c,)
et E(P) il résulte aisément que les ensembles b, et ¢,, eux aussi, seraient
compacts. D’aprés la définition du nombre ¢, et les propriétés démontrées
des ensembles b, et c, il en résulterait, contrairement & I’hypothése, que
le nombre {, appartient 4 ’ensemble a. Par conséquent le point @ ayant
les propriétés demandées existe. I1 ne peut pas appartenir 4 I’ensemble 7';
dans le cas contraire e¢(Q)) serait un ensemble connexe, contenu dans l’en-
semble 7, par conséquent, d’aprés (8,11), il contiendrait des points n’ap-
partenant pas & b-+c. Mais, comme Qe¢E(P), on a e(Q) = ¢(P), done
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I’ensemble ¢(P) contiendrait aussi des points n’appartenant pas & l'en-
semble b-|-¢, contrairement a I’hypothése e(P) = b+ec.

Nous avons ainsi prouveé que Q¢T et, comme Qee(P,t,), de la défi-
nition (7,1) et de la formule (6,7) il s’ensuit que Qe W {t = t,}, c’est-a-dire
lg = t,. Comme e(P,1,) C U-+T et Q¢T,on a el et, en vertu de la pro-
priété 4+ de la famille du type ¥ il existe un nombre 1, tel que t, < ?, <1
et que l'ensemble e(Q,?,) est un continu. Mzis le nombre ¢, appartient
4 ’ensemble a, donc il existe des ensembles b, et ¢, séparés tels quee(P,t,) =
= b,+ ¢, et que, de plus, e(b,) = b et e(c,) = ¢. Comme QeE(P), on
a e(Q,t,) Ce(P,t,), donc ’ensemble e(Q,?,), étant un continu, serait
contenu dans ’'un des ensembles b, ou ¢,. Si e(Q, t,) C b,, nous déduisons
des propriétés (vy), (vi)e(Q) = e(Q,1) = e(e(@, ta), 1) C e(by, ) = e(by) =
= b, en contradiction avec la relation e())-¢ # 0. Pareillement, I’hypoth¢-
se e(Q,t,) C c; méne a une contradiction avec la relation e(Q)-b # 0.
Il en résulte que le point @ ne peut 2ppartenir 4 I’ensemble U. La contradic-
tion ainsi obtenue achéve la démonstration du théoréme (8,2)(?).

Théoréeme (8,3). Si Vensemble connewe a est contenu dans Vensemble
U-+T et 4l n'existe pas de courbes asymptotiques issues de Uensemble a, la
trace d’émission de Uensemble a est un cnsemble connexe.
~ Démonstration. Supposons que l'on ait e(a) =b+¢, b-é =0,
b-c = 0. Si le point Pea, ’ensemble ¢(P) est d’apros le théoréme (8,2),
un continu, done ¢(P) C b ou bien ¢(P) C ¢. Désignons par g et y les sous-
ensembles de 1'ensemble a tels que PefB si ¢(P)Cb et Pey si e(P)Ce.
Onaf+y=aetf -y =0.Mais ’ensemble a est connexe par hypothése,
done B-y # 0 ou bien gy # 0.

Admettons la premicre alternative et supposons que le point Q,ef-y.
Comme Q,¢f, il existe une suite de points Q,, Q,, ..., appartenant i I’en-
semble f, tels que limQ; = (), et une suite d’éléments I,,I,,..., telle

i—»+00

que I'élément I, est issu du point @, k = 1,2,... et a son extrémité

~
dans P’ensemble h. Posons YO, =Z. 1’ensemble Z est un sous-ensemble
i=0

compact de I’ensemble W et, en vertu du théoréme (4,1), la zone d’émission
de Iensemble Z est un ensemble compact; comme les courbes I,, I,, ...

() 11 pourrait paraitre impossible que des courbes asymptotiques roient issues
@'un point dont la trace d'émission est un continu. On peut pourtant donner des
exemples simples de familles du type C qui prouvent qu'il n'en est rien. Mais si l'en-
semble I est tel que pour 7;, 72 quelconques I'ensemble W{r; < ¢t < 72} soit borné
et que la trace d’émission d’un point appartenant ) ’ensemble W soit un continu,
alors il n’existe pas de courbes asymptotiques issues de ce point.
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sont contenues dens E(Z), il résulte immédiatement de la propriété 3°
de la famille F qu'il existe un élément de la famille F issue du point Q,
et ayant son extrémité P, dens l’ensemble b. Le point P, eppartient
4 'ensemble K et, comme Q,e U --T, il s’ensuit de I’hypothése Z,F que
PyeT, clest-a-dire ¢(Q,)-b # 0. D’2utre part, Quey et €(Q,) C ¢, en con-
tradiction avec ’hypothése b:-c = 0.

En admettant la seconde 2lternative nous arriverions de la méme
fagon & une contradiction avec I’hypotheése b-¢ = 0. Les contradictions
ainsi obtenues achévent la démonstration du théoréme (8,3).

Remarque (8.1). On peut donner des exemples, méme triviaux,
qui montrent que la trace d’émission d’un point P appartenant & l’en-
semble W peut ne pas étre un continu, bien qu’il n’existe pas de courbes
agymptotiques issues du point P. Pourtent §’il existe un nombre v > ip
tel que ’ensemble ¢(P, 7) soit un continu et qu’il soit contenu dans l’en-
semble U --T, 2lors ¢(P) est aussi un continu. En effet, comme il n’existe
pas de courbes asymptotiques issues du point P, ’ensemble KE(P) est
compact et, en vertu de (v,) il existe un nombre ¢ tel que ¢(P) = ¢(P, 1);
par conséquent de la propriété (v,) nous obtenons ¢(P) = e(e(P, 1),1) =
=e(e(P, 7)). 11 suit de 13 et des théorémes (8,1), (8,3) que e¢(P) est un
continu.

Cette remarque généralise le théoréme (8,2) et peut servir 4 généraliser
le théoréme (8,3).

9. Nous nous occuperons maintenant de théorémes relatifs aux pro-
priétés asymptotiques et aux limites d’une famille F' du type #. Une telle
famille étant aussi une famille du type #, les théorémes établis précé-
demment restent en vigueur. Pour en obtenir d’autres, nous nous appuie-
rons sur les théorémes du paragraphe 8, surtout sur le théoréme (8,3),

Lemme. Supposons que Vensemble o et la famille F du type ¥ satisfont
@ la condition:

(9,1) e(U+0) = 0.

* 81 Vensemble b est contenu dans Uensemble W et Uensemble a, connexe et
contenu dans Dengemble U -\- o, a des points communs avec deux composantes
distinctes de Uensemble a— b(2°), on a Pune des deux alternatives suivantes
(u,): 4l existe une courbe asymptotique de la famille F issue de 'ensemble a,
ou bien

(1) Nous admettons par 14 méme que l’ensemble o0— b n'est pas connexe. La

méme remarque se rapporte aux ensembles T'—h, S— b, Se—b, dont il est question
dans les théorémes (9,1)-(9,3)
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(u,): sl existe un élément de la famille F dont Dorigine est dans l'ensemble a
et Uextrémité dans lensemble b.

Démonstration. D’aprés les hypothéses du lemme il existe deux
composantes distinctes 7', et T, de ’ensemble ¢—b et deux points P,
et P, tels que

(9,2) PieT,-a, PyeT,-a.

Mais il résulte de (9,1) et de la définition (7,1) que ¢ C 7', donc les points
P, et P, appartiennent & l’ensemble 7' et, en vertu de cette méme défi-
nition, on a P,eé(P,) et P,yee(P,). 11 suit de 1a et de (9,2) que I’ensemble
¢(a) a des points communs avec les ensembles 7', et 7T,. Si l'alternative
(uy) n’aveit pas lieu, la zone d’émission de ’ensemble a serait disjointe
de l’ensemble b et, comme e¢(a)C E(a), on aurait

(9,3) e(a)-b = 0.

Mais de I’hypothése a ¢ U-}-a et de (9,1) il s’ensuit que e(a) C o, d’ou
il résulte, d’aprés (9,3) que l'on a e(a) C 0 —b. Pourtant nous avons déja
prouvé que ’ensemble ¢(a) a des points communs avec deux composantes
distinctes de l’ensemble o—b, donc il en résulterait que 1’ensemble ¢(a)
n’est pas connexe. D’2utre part, comme ¢ C T, on a a C U+ T; par con-
séquent, si 1'2lternative (u,), elle 2ussi, n’aveait pas lieu, I’ensemble e(a)
ser2it connexe en vertu du théoréme (8,3). La contradiction obtenue
achéve la démonstration du lemme.

Remarque (9.1). Le lemme que nous venons d’établir peut étre géné-
ralisé. En effet, il est visible d’aprés la démonstration qu’au lieu d’admettre
la connexité de l’ensemble a il aurait suffi de supposer qu’il existe un
nombre Z tel que a C W{t <1} et que ’ensemble ¢(a,?) soit connexe.
Dans ce cas il n’y aurait qu'a tenir compte du fait que e(a) = e(e(a, ).
Dans I’exemple (13,1) nous nous occupons d’un tel cas. Un autre exemple
d’un tel ensemble est fourni par un ensemble du type d’Antoine
(ct. [8]). ‘

Du lemme précédent résultent trois théorémes que nous énoncerons
ci-dessous. La conclusion de chacun d’eux coincide avec celle du lemme
et nous la désignerons pour abréger: ,,(u,) ou bien (u,)”.

Théoréme (9.1). Si Vensemble b est contenu dans Vensemble W et st
Vensemble connexe a, contenu dans Vensemble U-+T, a des points communs
avec deux composantes distinctes de lensemble T—b, on a (u,) ou bien
(ug).

Annales t. XV, 1861 3
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Démonstration. De la formule (6,3) et de la définition (7,1) il s’en-
suit que e(U+T) = T et le théoréeme (9,1) résulte du lemme en y substi-
tuant 7 au lieu de o.

Les deux théorémes suivants se rapportent au cas ou la famille F est
du type Y.

Théoréme (9.2). Admettons Uhypothése ZsF. Si Vensemble b est con-
tenu dang Uensemble W et si Uensemble connexe a, contenu dans Uensemble
U8, a des points communs avec deuz composanies distinctes de U'ensemble
S —b, alors (u,) ou bien (u,).

Théoréme (9.3). Admettons Vhypothése Z,F. Si Vensemble b est con-
tenu dans Uensemble W et 8i Uensemble connexe a, contenu dans lensemble
U+8., a des points communsg avec deux composantes distinctes de 'ensemble
S.—Db, alors (u,) ou bien (u,).

Les théorémes (9,2) et (9,3) résultent du lemme de la méme maniére
que le théoréme (9,1) si, au lieu de la formule (6,3), on fait usage de (6,6).

Comme une famille du type ¥, est une famille du type ¥, tous les trois
théorémes peuvent étre appliqués aux familles du type #,. Comme les
ensembles T, S et S, ne sont pas nécessairement identiques, aucun de ces
théorémes ne résulte des deux autres et tous les trois sont indispensables
pour la théorie.

Chacun des théorémes (9,1)-(9,3) peut étre généralisé moyennant
la remarque (9,1). De la remarque (8,1) il s’ensuit que leur généralisation
peut étre poussée encore plus loin, mais nous laisserons maintenant ce
sujet de coté.

10. Définition (10.1). Nous dirons que la famille ¥ est une famille
du type %, définie dans Uensemble W, si elle est une famille du type &
définie dans ’ensemble W et si, de plus, la condition suivante est remplie:

4= Sile point Pe U, il existe ¢ > O tel que Dintersection de la zone @’émis-
sion gauche du point P avec Uhyperplan t = v est pour tp—e < v <tp un
continu.

Hypothese Z,. St une courbe de la famille F « son extrémité dans
Pensemble U et rencontre Uensemble R au point Q, alors Q) eT-.

Hypothese Z;. Si une courbe de la famille F a son extrémité dansz
Densemble U et rencontre Uensemble R au point @, alors QeS-.

Par Z; F (Z; F) nous désignerons I’hypothése suivante: dans 1'en-
semble W se trouve définie une famille /' du type #; et, en outre, I’hypo-
thése Z; (Z;) est vérifiée. Une famille du type #; satisfaisant 4 ’hypo-
thése Z; (Z;) sera dite famille du type ¥ (9;).
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Remarque (10.1). Si I'on change le sens de ’axe t, les roles des ensem-
bles T-, 8-, 84, E~(a) d’une part, et ceux des ensembles 7', S, S,, E(a)
de I'autre seront interchengés, aussi bien que le réle des familles du type
G- (9,) et du type ¥(¥9,) ou encore celui des courbes asymptotiques
4 gauche et a droite. Il s’ensuit qu’il est faecile d’établir, pour les familles
des types ¥~ et ¥, , des théorémes 2nzlogues aux théorémes (9,1)-(9,3);
ces nouveaux théorémes s’obtiennent en remplacent 7', T—, S ... respec-
tivement par T-, T,8-, ..., les hypothé¢ses Z,F, Z,F per Z, F, Z; F,
la conclusion (u,) par la suivente: (uj): il existe une courbe asymptoti-
que & gauche de la famille F' dont extrémnité est dans 1’ensemble a.

Pour illustrer la théorie que nous venons d’exposer nous allons donner
quelques exemples, dens lesquels l'espace D, sera l’espace euclidien FE?
des points z = (z,, x,).

Exemple (10.1). W = ({,a,, z){le,| <1, jwy <1, —1 <t < +oo}.
Posons ¢ = (t, z,, z,){|z,| =1, |z,)] <1, —1 <t < -+o0} et désignons par
a(z,), avec |z,] <1, le segment d’extrémités (0, —1,x,), (0,1,=,).

Dans chacun des cas:

(j) si Phypothése Z,F est vérifice et ¢ C 1 C g,
(Jj) si hypothése Z,F est vérifiée et 0 C S C o,
(jjj) si I'hypothése Z, B est vérifice et  C 8, C g,

on constate, en 2ppliquant respectivement les théorémes (9,1), (9,2),
(9,3), qu’il existe une courbe 2symptotique de la femille F' issue du seg-
ment a(x,).

Désignons par b(z,), avee |z,| < 1, le segment d’extrémités (r, z,, —1),
(r,yz,,1), o 7 désigne un nombre positif quelconque et considérons
I’ensemble W{t < z}. Le segment b(z,) divise les ensembles 7'(r), S(7),
S, () respectivement dans les cas (j), (jj), (jjj) en deux parties et chacune
des extrémités du segment a(x,) 2ppartient a chacune de ces parties.
Comme la famille F restreinte &4 1’ensemble W{t < 7} ne contient pas de
courbes asymptotiques, nous déduisons des théoréemes (9,1)-(9,3) que
dans chacun des cas (j)-(jjj) il existe un élément de la famille F' issue
du segment a(wx,) et aboutissant dans l’ensemble b(z,).

Exemple (10.2). W = (¢, z,, z,){z, >0, |2,| <&, —00 <1 < +o00}.
Admettons ’hypothése Z,F et supposons que les points de la droite I
d’équation 2, = x, = 0 ne soient pas des points extrémités, alors que
Front W—1C S. L’ensemble S est donc la somme de deux demi-plans
8, et 8,, limités par la droite 1. Si le point 4,8, et le point A,e8,, il
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existe une courbe asymptotique de la famille F' issue du segment A, A4,.
Cela résulte immédiatement du théoréme (9,2) (a = A,4,,b = 0).

Si I'on suppose de plus que dans l’ensemble W {t < 7} la famille F
n’a pas de courbes asymptotiques a droite, et que les points 4,, A, appar-
tiennent & cet ensemble, et si b désigne une demi-droite quelconque con-
tenue dans l’ensemble W {t = 1} et pessent par le point (z, 0, 0), alors
il existe un élément de la famille ¥ issu du segment A, 4, et ayant son
extrémité sur la demi-droite b.

Cette conclusion résulte, elle aussi, du théoréme (9,2) si on applique
celui-ci & l2 famille F restreinte a 'ensemble W {¢ < 7). L’ensemble S(t)
est séparé par une partie de la droite 2, = z, = 0 et par la demi-droite b.

Toutes les hypothéses de cet exemple seront vérifies, en particulier,
lorsque la famille F est une famille d’intégrales d’un systéme d’équations
différentielles voisines d’équations linéaires et les racines caractéristiques
ont des signes différents.

Exemple (10.3). W = (¢, 2,, ,){2i +2; <1,t > 0}. Désignons par a
une courbe de Jordan contenue dans ’ensemble W{t = 0} et contenant
dans son intérieur le point (0,0, 0), par K(f) une courbe d’équation
2, = 8ini(t), ¢, = cosi(t), t = 0, ou A(f) est une fonction quelconque
continue et définie pour ¢ > 0. Enfin, 2dmettons 1'hypothése Z; F et
supposons que lz demi-droite @, = w, = 0, t > 0 soit une courbe de la
famille F.

Nous allons montrer que si les points de la courbe K (t) n’appartien-
nent pas 4 'ensemble 7, il existe une courbe asymptotique de la famille F
issue de la courbe a. -

Démonstration. Comme la courbe a est un ensemble compact,
il suffit, d’aprés le théoréme (5,2), de prouver que l’ensemble F(a«) est
non borné. Dans ce but nous aurons a résoudre un probléine aux limites;
nous montrerons notamment qu’il existe un élément de la famille F issue
de I’ensemble a et 2boutissant & chacun des ensembles b(z), ou b(t) désigne
le segment joignant le point (7, 0, 0) 2u point K (v) = (r, 8ini(z), cosi(z)).
Comme K (1) e R, mais K (7)¢ T, il résulte de la formule (6,4)(!!) que K (t)eT,
done le point K (7) appartient aussi a la trace d’émission gauche du point
K (7).

D’autre part, comme le point (0, 0, 0) est I'origine de la courbe de la
famille F d’équetion z, =2, = 0,0 <t < 7,7 >0, dont lextrémité
est le point (t, 0, 0), le point (0,0, 0) appartient & la trace d’émission

(1) Il suit de la remarque (10,1) que la formule (6,4) subsiste aussi sous 'hypo-
thése Zs F.
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—=z= - ——

gauche du point (z, 0, 0). Il s’ensuit que les points K (z) et (v, 0, 0) appar-
tiennent a la trace d’émission gauche du segment b(r), et en outre ces
points appartiennent a4 deux composaentes distinctes de l’ensemble 7T-
séparées par la courbe a. Mais comme l’ensemble b(z) est connexe et
il n’existe pas de courbes 2symptotiques &4 gauche ayant leur extrémité
dans I’ensemble b(7), il résulte du théoréme (9,1) et de l2 remarque (10,1)
qu’il existe une courbe de la famille F ayant son origine dans I’ensemble
a et son extrémité dans l'ensemble b(z). Le nombre r étant arbitraire,
cela prouve que FE(a) est un ensemble non borné, c.q.f.d.

Dans cet exemple on aurzit pu admettre, comme dans l'exemple
(10,1), au lieu des hypothéses Z; F et K (i)¢T, les hypothéses Z; F et
K (t)¢S,. En effet, il résulte de la formule (6,6) que dans ce cas on a aussi
K(t)¢T-, et dens la démonstration il n’y a plus rien a changer(12).

L’exemple (10,3) montre qu’en appliquant les théorémes (5,2) et
(9,1), ou (5,2) et (9,2), ou bien (5,2) et (9,3), on peut constater, dans
certains cas, qu'il existe des courbes asymptotiques a droite d’une famille
du type ¥- ou %, .

La II™° partie du travail paraitra dans le tome XV de ces Annales.
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Streszczenie

W przestrzeni (—oo, co) XD, punktéw (t,z), gdzie te(—oo, o)
a « jest elomentem przestrzeni metrycznej I),, w ktorej kule domkniete
89 zwerte, deny jest zbiér W; U = Int W, zbior W—W jest domkniety.

Zbior F, ktorego elementemi sg punkty zbioru W lub zawarte w nim
krzywe ciagle » = ¢(t), gdzie t przebiega joki§ przedzial A4, nezywam
rodzing typu #, jezeli: 1° W C F. 2° Kazda krzywa, bedaca czeicig krzy-
wej zbioru F lub suma tekich krzywych, nalezy do F'; krzywa, ktoérej
kazdy zwarty (tj. domkniety i ograniczony) odcinek nalezy do F, nalezy
tekze do F. 3° Kazdy ciag elementow zwartych zbioru F, zawarty w pod-
zbiorze zwartym zbioru W, zawiera w sohie podciag zbiezny do jakiegos
zwartego elementu zbioru F (zbieznosé w sensie Hausdorffa w przestrzeni
zbiorow).

Poczatkiem i koncem krzywej z = ¢(t), ted, nazywam jej punkty
odpowiadajace poczatkowi i koncowi przedzielu A (moga istnie¢ lub
nie). Element punktowy jest identyczny ze swym poczatkiem i koncem.
Przez S (lub 7T') oznzczam zbidr punktéw zbioru W, nie bedacych poczat-
kami krzywych rodziny F (krzywych rodziny F majacych punkty wspéine
z wnetrzem W). Krzywa wysycong w prawo rodziny F okre§la si¢ analo-
gicznie jok wysycong calke réwnenia rdézniczkowego; jesli nie ma ona
konca, to nezywa si¢ asymptotyczng w prawo. Przez F(a) oznaczam prawa
strefe emisji zbioru a C W. Formuluje warunki:

4+ Je$li P = (1,, 1) e U, to przeciecie sie strefy emisji F(P) z hiper-
plaszezyzng t = v >1, jest kontinuum dla v dostatecznie bliskich ¢,.

Z, (lub Z,). Jesli koniec krzywej rodziny ¥, wychodzacej z U, nalezy
do W—U, to nazlezy do T (odp. do 8).

Rodzine typu & zeliczam do typu # (lub %,), jesli spelnia warunki
4+17, (odp. Z;); typ ¥ obejmuje typ ¥,. (Rodziny calek ukladéw réwnan
rézniczkowych zwyczejnych rzedu pierwszego i rézme ich znene uogél-
nienie, spelniejg warunki 1°, 2°) 3° i 4+). Dowodze miedzy innymi twier-
dzenn nastepujacych:

(4,1) Jesli ze zbioru zwartego a C W nie wychodzg krzywe asymp-
totyczne rodziny Fe¢#, to zbiér E(a) jest zwarty.
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(8,3) Jesli ze zbioru spdjnego a C U +T nie wychodzg krzywe asympto-
tyczne rodziny Fe¢¥, to zbidr e(a) = F(a)'T jest sp6jny (uogdlnienie
wyniku [6]). Jako wnioski otrzymuj¢ np. twierdzenia:

(5,2) Jesli strefa emisji E(a) zbioru zwartego a C W, odpowiadajaca
rodzinie F %, nie jest zwarta, to ze zbiorn a wychodzi krzywa asympto-
tyczna rodziny F.

(9,1) Jedli Fe¥ (lub ¥,) a zbiér bC W i zbiér spéjny aC U+T
(lub ¢ C U+8) ma punkty wspélne z dwiema réznymi komponentami
zbioru T— b (lub S—b), to ze zbioru a wychodzi krzywa asymptotyczna
rodziny F lub pewien element rodziny F ma poczatek w a i koniec w b.

Twierdzenia te moga by¢ stosowane do badania wiasno$ei asympto-
tyeznych catek ukiadéw rownan rézniczkowych zwyeczajnych i ich nogél-
nien, jak réwniez do pewnych zadan brzegowych w teorii tych réownan.
W pewnych przypadkach twierdzenia (5,2) i (9,4) moga byé wyzyskane
dla wykazania istnienia krzywych asyinptotycznych w lewo (przyktad
(10,3)).

Pe3omMme

B npoctpaHcTBe (— 0o, oo) X D, TOYEK (I, T), TOE le(—'00, 00), a T €CTb
JJIEMEHT MeTpuuecKoro mpocrpancrsa I);, B KOTOPOM JOMKHYTbLIE IIaphl
KOMMAKTHBI, NaHo MHomectBo W; U = Int W, wmno:kectio W—W aam-
KHYyToe.

MHoxecTBO F, KOTOPOro djileMEeHTaMH HBIAIOTCA TOYKH MHoxecTBa W,
Wi 3aKJII0YEeHHbIC B HeM HellpepLIBHbIE KPHUBLIE & = @(t), rae ¢ MpHHAN-
JIEHUT HEKOTOPOMY OTpe3Kky A, A Ha3blBal CeMeicTBOM THia #, eCiu:
1° WC F. 2° Beakana xpuBasi, ABIAOWAACA 4aCTbI0 KPUBOIT MHOMecTBa ¥
WIM CyMMOIf TaKMX KPHMBLIX, IIpHHANJEMT K F'; KpuBas, kotopoit BcA-
KU KOMMaKTHLIA (T.C. 3aMKHYTHIA M OorpaHHM4eHHLI) oTpe3ok MpUHAN-
aeutT Kk F, Tome upuHauiewkut k F. 3° Bcesakasa mocienoBaTenbHOCTh
KOMITAKTHBIX 3JIeMEHTOB MHOMecTBa F, 3aliIl0O4eHHAA B KOMIIAKTHOM
MOAMHOKecTBe MHOHiecTBa W, 3akilouyaer B cebGe ITOIMOCIIE0BATENLHOCTD,
CXONALLYIOCA K KAKOMY-TO KOMIIAKTHOMY 3JIEeMEHTY MHoxectBa F (cxo-
AuMocTh B cmbiciie "aycnopdda B MmpocTpaHCTBE MHOMKECTB).

Hayasiom u KoHuoM KpuBO# & = ¢(t), te A, A HA3BLIBAIO €6 TOYKH COOT-
BETCTBYIOIIME HAYAJy M KOHIlY oTpe3ka A (OHM MOryT CYIIEeCTBOBATh
Wi Her). Toveunblit 3j1eMEHT TOMKIECTBEH CO CBOMM HAYaloM M KOHLOM.
Yepes S (unu T) A 0603HAYAI0 MHOKECTBO TOYEK MHOkecTBa W, He ABIA-
I0IMXCA HaYaJlaMu KpHUBBIX ceMelicTBa F' (KpuBHIX cemeiicTBa F, HMeWILNX
obne Touykn ¢ BHyTpenHeit wactbio W). KpuBasa cemeitctBa F, Hempo-
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MOJIKUMasA BIIPaBO, OMNpENENAETCA AaHAJOTUYHO, KaK HeMpOXOIHKUMBbIiA
MHTerpain AuddepeHUUaTbHOr0 ypaBHEHNA; €ClM Yy Heé HeT KoHIa, TOo
Ha3bIBaeTCA acuMnToTitdeckoil BipaBo. Yepes E(a) A o6o3navalo npaByio
30Hy aMmHccun MHoxecTBa a C W. H dopmyaupylo yciaoBus:

1+ Ecnu P = (t,, @,) e U, TO nepeceyenmne 3ounl amuccun E(P) ¢ runep-
INIOCKOCTBIO © = 7 >1{, ABJAETCA KOHTMHYYMOM JJA T HOCTATOYHO OJIM3-
KUX K ;.

Z, (nnu Z,;). Ecau KoHell KpuBoit cemeiictBa F, BmixomAweit usz U
npuHamaeRuT Kk W—U, 10 oH npunamiexur k T (k 8).

CemeiicTBO THNA & A NPUYUCIAI K TUNY ¥ (uam 9.), ecad OHO MCIOJI-
HAeT ycuoBuA 47 u Z, (COOTBETCTBEHHO Z;); THIl ¥ BKIloyaeT Tun ¥,.
(CemeiicTBa MHTerpanoB cucteM OObLIKHOBEHHBIX AM(PepeHIHraTbHbIX ypaB-
HEHUIt nepBoro] IIOpPANKA M PasiiMyHble U3BECTHbIE HX 0000LICHUA MCIIOJI-
HAWT ycaoBus 1°, 2°, 3°, 4+). Jloka3aHbl CpeN MHBIX CIIEXYIOLINE TEOPEMBI :

(4,1). Eciu u3 KOMIIAaKTHOT0 MHOMecTBa ae W He BBIXOXAT ACUMIITO-
THYeCKHe KpHuBBe ceMeiicTBa F, Fe#, 10 MHO#ecTBO FE(a) KOMMAKTHO.

(8,3) Eciu n3 cBasHoro mHomectBa a C U471 He BBIXOXAT acHUMIITO-
THYeCKHe KpHBble ceMeiicTBa Fe ¥, To MHO#kecTBO é¢(a) = E(a)'T cBAsHO
(c6o6wenune pesyabrata [6]). KHar caepcTBusa, A monyuyalo, Hampumep,
TEOPEMBI:

(5,2) Ecniu 30Ha amuccuu E(a) KOMIIAKTHOro MHOKkecTBa ae W, coot-
BeTCTBywOLIaA ceMelCTBY Fe#, He KOMMAKTHA, TO M3 MHOMECTBA a BLI-
XOIXMT aCUMIITOTHYECKAasA KpuBasA cemeiictBa F.

(9,1) Eciin Fe% (unu %,), a MHOKecTBO b C W, M CBA3HOE MHOMKECTBO
aC U+T (mam aC U+S8) nmeer ofwme TOYKM C ABYMA Pa3IUYHBIMHU
KOMIIOHEHTaMU MHo:kecTBa T —b (mam S—b), TO U3 MHOMKECTBA & BBIXOJUT
acMMIITOTHYECKAA KpHMBas ceMeiicTBa F, Wil HEKOTOPHII 3JIEMEHT ceMeii-
ctBa F uMeer Hayano B @ M _KoHel B b.

ITH TeopeMbl MOT'YT OBLITH IIPUMEHUMBI K MCCJIE[IOBAHUMIO CBOUCTB acHMII-
TOTMYECKMX MHTErpaioB OOBIKHOBEHHBIX RHU{PepeHLNaINbHBIX ypPaBHEHUN
U ux oGoOLieHMit, a TaKKe K HEKOTOPHIM KpaeBbHIM 3ajJayaM B TEOpUHU
3TMX ypaBHeHHMil. B HeKoTopmX ciyyaax Teopems (5,2) M (9,4) MoryT
OBITh MCMOJBL30BAHHI JJIA JTOKA3aTeJNILCTBA CYLIECTBOBAHMA KPHUBBIX aCHUM-
NMTOTHYECKUX BieBo (mpumep (10,3)).



