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1. Hypothéses et notations

Nous désignons par X l'espace cartésien & n dimensions des points
@ = (Tyy Dy eeeyTn)y Y = (Y1, Yay...sY,) etc. Les points de Iespace
X®* = (—oc, 00)x X wseront désignés par les symboles: P = (t,z) =
= (8, &y, Ly ..., &), R = (8,y) etec. Nous admettons les hypothéses
suivantes:

Hypothéses. La frontiére d’un ensemble w C X*, non vide et ouvert
est la somme de deuw ensembles disjoints @ et W, Uensemble ¥ étant fermé.
Une fonction f(t, x), a valeurs dans Uespace X, est définie et continue dans
Vensemble A = w+®. Les intégrales de Uéquation différentielle ordinaire
vectorielle ' = f(t, x), que nous appellerons tout court intégrales, jousis-
sent de la propriété suivante: Si une intégrale v = @(t), a <t < f, issue
dun point P = (a, £é)ew aboutit en un point R = (B, n)e D, alors elle ne
peut plug étre prolongée au-deld de ce point(!).

Nous allons encore introduire quelques définitions et notations.

Le symbole /7, désignera I'hyperplan ¢ = ¢ et E(P) — la zone d’¢-
mission (positive) du point P = (7, £), c’est-a-dire 1’ensemble de tous
les points sjtués sur les intégrales z = ¢(t), 1 <t < @, T < a, satisfaisant
a la condition ¢(7) = &; ¢(P) = E(P)-9.

() Cette condition coincide avec celle que tout point ,,de sortie’ est un point
»de sortie forte”, dans la note [2], p. 48.
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Une intégrale issue d’un point P ew contenue dans w et saturée a droite,
c’est-a-dire ne pouvant plus étre prolongée dans le sens positif de 1’axe
t, sera appelée asymptotique; cf. [2], p. 50, ou bien [5], p. 301.

Nous dirons que la suite d’intégrales x = ¢;(t), ted;, ou s =1,2,3, ...
et les §; désignent des intervalles, converge vers l'arc = = g,(t), ted, i,
pour tout intervalle fermé <u, »>, contenu dans l'intérieur de 4,, il existe
un entier positif N tel que la suite de fonctions ¢;(t), t = N, N-+1, ...,
converge uniformément vers la fonction g¢,(¢) dans lintervalle (u,» .
11 est bien connu que, si une suite d’intégrales est contenue dans un en-
semble compact 4’ C 4, on peut en extraire une suite partielle d’inté-
grales convergente vers une intégrale qui peut se réduire a un point;
cf. [2], p. 42-45.

Enfin nous désignons par 4;,7 =1,2,3,..., ’ensemble des points
appartenant 4 4, dont les distances a 1’origine ne surpzssent pas le nombre
i et les distances a I’ensemble ¥ ne sont pas inférieures a 1/i. Evidemment,
ces ensembles sont bornés et fermés, 4;C 4; , et 3'4; = A. Nous posons
encore @, = w. Front 4;.

2. Théoremes

Théoreme 1. Dans les hypothéses énoncées au N° 1, si par un point
P = (1, &) ew il ne passe ancune intégrale asymptotique, il existe un entier
positif k tel que E(P)C A,.

En effet, 8’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite infinie d’inté-
grales ¢ = g;(t), 1 <t <a;, ¢ =m,m+1,..., satisfaisant aux condi-
tions: ¢;(r) = &, lare ¢; C A; et (a;, ¢i(a;))eP;. L’ensemble A, étant
compact, on pourrait en extraire une suite partielle d’intégrales ¢!" dont
les portions contenues dans .4, formerzient une suite convergente vers
une intégrale z = yy,(t), T <t < B, joignant dans 4, le point P & un
point (B,., Y.u(Bm)) €P,,. Pareillement, on pourrait extraire de l2 suite ¢
une nouvelle suite partielle d’intégrales, convergente, dans 4,,.,, vers
une intégrale ® = y,,,,(t), v <t < ..., joignant le point P 4 1’ensemble
®,..,. Bvidemment f,,., = fu €t yin.1(t) = pu(t) pour v <t <f,. En
répétant ce procédé, on obtiendrait une suite infinie d’intégrales © = y;(t),
1<t<pf;, t=m,m+1,..., issues du point P et jouissant des pro-
priétés suivantes: y;(t) = y;(t), pour T <t < f; ot i <j, et (Biy wi(Bi)) e
e®;. On constate sans peine que, en vertu de I’hypothése du N° 1,
lintégrale 2 = y(t), que nous définissons comme la somme de toutes les
intégrales y,, devrait étre saturée a droite et contenue dans w, con-
trairement 4 ’hypothése de 1’énoncé du théoréme, d’aprés laquelle il
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n’existe aucune intégrale asymptotique issue du point P. Cette contra-
diction achéve la démonstration.

Théoreme 2. Dans les hypothéses du théoréme 1 les ensembles E(P) et
e(P) sont non vides, bornés et fermés.

En effet, fixons un indice % tel que E(P) C 4; et supposons que R soit
un point appartenant 4 la fermeture de I’ensemble E(P). Donc il existe
une suite de points R; = (¢;, 9)eE(P),¢ =1,2,3,..., convergente
vers le point R et une suite d’intégrales # — ¢;(t), 7 <1 < «;, contenues
dans E(P) et telles que ¢;(t) = & et ¢;(o;) = n;. L’ensemble A, étant
compact, on peut en extraire une suite partielle d’intégrales, convergente
vers une intégrale joignant les points P et R. Done ReF(P), d’on il s’en-
suit que l’ensemble FE(P) est fermé.

L’ensemble ¢(P) est non vide, car dans le cas contraire toute intégrale
passant par le point P et saturée a droite serait asymptotique, contrai-
rement & I’hypothese. Puisque E(P)C A, 'ensemble ¢(P) = E(P)-® =
— E(P):[4,(D-¥)] est borné et fermé, comme produit de deux ensem-
bles bornés et fermés.

Théoreme 3. Dans les hypothéses du théoréme I Vensemble e(P) est con-
nexe.

Supposons, en effet, que 1’ensemble ¢(P) ne soit pas connexe. Il en
résulte que e(P) = a+ b, oi a et b sont deux ensembles non vides, fermés
et n’ayant pas de points communs.

Désignons par © l’ensemble des nombres s satisfaisant 4 cette condi-
tion:

11 existe deux intégrales x = @(t), te<{s, a) et & = y(l), tecs, )
telles que (s, ¢(s)) = (s, v(8))eE(P), (a,p(a))ca et (B, () eb.

Or, il est clair que 7¢@ et, par conséquent, I’ensemble O est non vide.
11 est borné puisqu’il en était ainsi de 1’ensemble E(P). Donc il existe
une borne supérieure 6 de ’ensemble @ et 6 = v. Nous allons voir que
Ne®.

En effet, il existe une suite de points B; = (6;, {;)e E(P),71 = 1,2,3, ...,
et deux suites d’intégrales ¢;(t), 0; <t < a; et y;(t), 0; <t < f;, conte-
nues dans la zone d’émission E(P) et telles que ¢;(0;) = y;(6;) = ¢,
(a;, @i (@) ea, (B, wi(fi))eb et 6; » 6 lorsque i augmente indéfiniment.
Comme I’ensemble E(P) est compact, on peut en extraire deux suites par-
tielles d’intégrales, convergentes vers deux intégrales qui joignent un
point R = (0, {)e B(P) aux ensembles a et h; donec He@. Fixons un tel
point R.

D’aprés ce que nous avons déja établi, il existe une intégrale joignant
les points P et R qui peut étre prolongée jusqu’a un point A de I’ensemble

Arnnales t. XIV. 1860 L]
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aC &, Comme Pew, tous les points de cette intégrale, situés entre P
et A, doivent appartenir a l’ensemble w, en vertu de I’hypothése du
N° 1, et, par conséquent, Rew ou bien R = A ea. Mais, dans le cas ou
R¢w, on aurait non seulement Rea, mais aussi Reb, d’ou a-b # 0, con-
trairement 4 ’hypothése a-h = 0, admise au début. Nous avons ainsi
démontré que Rew.

Soit E, = I1,- E(R). En vertu d’un théoré¢me bien connu de H. Kneser
[4], voir aussi [3], il existe un nombre ¢ > 6 tel que ’ensemble E, est
un continu borné, c’est-a-dire un ensemble non vide, borné, fermé et
connexe. D’autre part E, = a,+ b,, ol a, (resp. b,) désigne 1’ensemble
des points de E, qui sont les origines d’intégrales aboutissant & l’ensem-
ble a (resp. b). Comme o > 6, il s’ensuit des définitions de l’ensemble @
et du nombre 6 que ces ensembles a, et b, sont disjoints. Nous allons mon-
trer qu’ils doivent étre fermés.

Dans ce but, supposons que Vea,. Il existe donc une suite de points
Viea,y, 1 =1,2,3,..., telle que V; — V pour ¢ — oo, et une suite d’inté-
grales ¢; issues des points correspondants V; dont chacune aboutit &4 1’en-
semble a. Comme auparavant, on en extrait une suite partielle d’inté-
grales convergente vers une intégrale joignant le point V i l’ensemble
a et, ainsi, on constate que Vea,. Donc @, C a,, c’'est-a-dire 1’ensemble
a, est fermé. Pareillement on prouve que l’ensemble b, est fermé.

Nous sommes ainsi arrivés a la conclusion que l’ensemble E, est une
somme de deux ensembles séparés, ce qui est impossible, 1’ensemble
E, étant un continu. Cette contradiction montre bien que l’ensemble
e(P) devait aussi étre connexe, ce qui achéve notre démonstration.

3. Corollaires

Supposons que l’ensemble w soit un domaine limité par deux hyper-
plans: T <t < B, que ’ensemble @ soit I’hyperplan ¢t = 8 et que toute
intégrale issue d’un point P = (r, &é)ew dans une direction dans laquelle
Pargument t croit, aboutit & un point de I’hyperplan /7,. Dans ce cas
particulier, I'intersection ¢(P) de la zone d’émission E(P) avec I’hyperplan
IT; est, d’aprés nos théorémes 1-3, un continu borné. Nous voyons done
que le théoréme bien connu de H. Kneser [4] que nous venons d’appli-
quer dans la démonstration du théoréeme 3, aussi bien que sa généralisa-
tion due 4 E. Kamke [3], sont des conséquences immédiates de nos théo-
rémes.

D’autre part, les théorémes 1-3 se prétent encore a une généralisation.
On peut, notamment, remplacer dans les énoncés de ces théorémes les
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intégrales d’une équation différentielle ordinaire (vectorielle) par les
solutions d’une équation au paratingent; pour la théorie de telles équa-
tions voir [1], [2], [6] et [7]. Les démonstrations subsistent grace au fait
que les solutions d’une équation au paratingent jouissent de propriétés
qui étaient essentielles dans nos raisonnements.

Le probléme envisagé dans cette note s’est imposé a l’occasion des
recherches de I'un des auteurs(?) qui a étudié ’allure asymptotique des
intégrales des équations différentielles moyennant certaines méthodes
topologiques inspirées par le travail bien connu de T. Wazewski [5].
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Streszczenie

W przestrzeni (n -+ 1)-wymiarowej punktéow P = (t, x) = (t, z,, £,, ...,
..., &,) zawarty jest zbior otwarty «; Front o = @--¥, zbiér ¥ jest
domkniety, 4 = w4 &. Funkeja f(t, ), przyjmujaca wartosci z prze-
strzeni n-wymiarowej punktéw z = (z,, T4, ..., &,), jest okreslona i cig-
gla w A. Calki: z = ¢(1), rownania rézniczkowego zwyczajnego (wek-
torowego) z' = f(t, xr) maja t¢ wlasnosé, ze jeSli ktorakolwiek z nich
wychodzi z punktu zbioru », w kierunku rosngcego ¢, i dociera do jakie-
go§ punktu zbioru @, to poza ten punkt przedluzyé sie nie daje.

(3) En préparation un travail de C. Kluczny sur ce sujet.
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Dowodzi sie, ze jesli punkt P ¢ w i nie wychodzi zen zadna catka asymp-
totyczna, t.j. wysycona w kierunku rosngcego t i zawarta calkowicie
W o, to zbiér ¢(P) = E(P)-®, gdzie E(P) oznacza dodatnig strefe emisji
punktu P ze wzgledu na rozwazane réwnanie rézniczkowe, jest konti-
nuum ograniczonym. Jest to uogélnienie znanego twierdzenia H. Kne-
sera o przekrojach, prostopadiych do osi ¢, stref emisji punktéw. Wynik
' ten uogolnia sie na réwnania paratyngensowe z zachowaniem metody
dowodu.

Pesome

B (n+1)-mepiiom mpoctpaHcTBe Touek P = (¢, z) = (1, ©,, &y, ..., 2,)
3aKJII0YEN0 OTKphITOe MHOHecTBO . Orpanuienue cro Frontw =
= &+ ¥, ¥ vwHokecTBO 3aMKHYyToe, A = w4 @. Odyuxkuusa f(t, x), upu-
HMMaKIAas 3HaYeHUA N3 12-MePHOTO0 IIPOCTPANCTBA TOUYEK T = (&), Ty, ..., T,)
olipexelieHa M HempepelBHa Ha MHoOMKecTBe 4. PelueHuss x = ¢ (t) o6blKHO-
BeITHOT0 TU@pepeHInaabiOro ypaBHeHua (BeKTopHoro) z’ = f(t, z) o6maa-
IAlOT TeM CBOUCTBOM, 4YTO, €CIM JI060if M3 HUX BBIXOXUT H3 TOUEK MHO-
iKeCTBA w B HallpaBJIEHUH PACTYLUEro ¢ W JOCTMraeT KaKylo-HHOYIb TOYKY
MHOMecTBa @, TO 3a 3Ty TOYKY HE MOMKET OH OBIThL IIPOJOJIHIEH.

JokasaHo, uTo, eciin ToYKa Pew 1 13 He€ He BRIXOIUT HUKAKOM acuMII-
TOTUYECKHIA, T.e. HEeNMpPOTOKUMBII, IIHTErpall B HaIpaBlIeHUH Bo3pac-
TAIUX f, 3aKIIOYEHHBI MOJHOCTHIO B », TO MHo#ecTBO e(P) = E(P)-®,
rape E(P) o6o3yayaer MOJOMKUTEIbHYIO 30HY 3Muccuil touxku P gaa pac-
cMaTpuBaeMoro JaudpgepeHHATLHOTO YPABHEHHs, ABIACTCA OrpaHHYEH-
HBIM KOHTMHYYMOM.

3710 o06oGiuenie M3BecTHOW TeopuM KHHedepa o IepHeHIUKYIAPHBIX
K OCM ! pa3pe3ax 30H IMHCCHII TOYeK. DTOT pe3yJibTaT 000611aeTcA Ha
NapaTHHTeHTHhie VPAaBHEHHA C COXPAHEHHMEM MeTONa J(0KAa3aTeLCTBA.



