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Solutions généralisées du probléeme de Cauchy-Darboux pour
I'équation 0°z/dzdy = f(=, vy, 2, 02/0x, 02/0y)

Rozwigzania uogolnione zadania Cauchy’ego-Darboux dla réwnania
0%2/02dy = f(=, y, 2, 0z/0x, 0z[dy)

O606wenne pewennn 3aaa4n  Kowmn-/Japly OTHOCHTENLHO YpaBHEHHR
0z/0xdy = f(z, vy, 2, 0z/0x, z/dy)

Nous étudions dans ce travail les solutions & dérivées sommables,
introduites par R. Conti [3], [4] pour les problémes de Cauchy et de
Darboux relatifs a 1’équation

(1) 0%z[0z0y = f(=,y, 2, 0z/0x, 0z/0y).

Pour ces solutions nous donnons ici une définition différente de celle de
Conti, ce qui permettra de mieux préciser le sens dans lequel sont véri-
fies des conditions aux limites. La définition et les propriétés fonda-
mentales des solutions 4 dérivées sommables sont exposées dans les para-
graphes 1-4. Dans les §§ 5-10 nous démontrons l'existence des solutions,
leur unicité et prouvons qu’elles dépendent d’une maniére continue du
second membre de 1’équation et des conditions aux limites. Les raison-
nements suivent le schéma exposé dans lintroduction du travail [7].

§ 1. Les ensembles 4, 4., et la courbe C

Dans ce travail g(z) et h(y) désigneront toujours des fonctions fixées
continues 4 valeurs réelles, définies sur les intervalles 0 <z < a, 0 <
<y <bh,a>0,b>0. Nous admettrons qu’il existe un a’'e<0, a) et un
b'e{0,b> tels que la fonction g(x) décroisse de b’ & zéro dans <0,a’>,
h(g(2)) = @ pour ze(0,a’), g(@) =0 pour zela’,a) et h(y) =0 pour



88 Jan Kisynski

yelb'yby. Nous désignons par 4 l’ensemble {(r,¥):0 <& <a,g(z) <
<y < b}. Pour (#,y)ed on note A,, I’ensemble {(u,v):(u,v)ed,u <
< x,v <y} Enfin, C désigne la courbe {(z,y):y = g(x),x¢(0,a> ou
bien # = h(y), ye<0, b)}.

§ 2. Les fonctions de la classe L;(4)

Dans ce qui suit E désignera toujours un espace de Banach fixé.
Dans les §§ 2-6 et 8 ce sera un espace de Banach quelconque. Dans le
§ 9 E sera un espace séparable, dans le § 10 — un espace & » dimensions.
Par L,(0,a), L,(0,b) et L,(4) nous désignerons les classes de fonctions
3 valeurs dans E, de puissance p®me gommable au sens de Bochner respec-
tivement sur les intervalles 0 <z <a, 0 <y <b et sur 'ensemble A.

Définition. Une fonction z(z,y) @ valeurs dans Vespace E, définie
sur Uensemble A, sera dite fonction de classe Lj(A), p = 1, st elle est con-
tinue au sens de la norme sur ensemble A et 8'il existe des fonctions aeL,(0, a),
BeL,(0,b) et 8eL,(A) telles que

im ([ e [2(a+ e y+e)+2(@, y)—2(@+e, ) —2(z, ¥+ )] —

8«0+ gyl
—8(w, y)|jdzdy = 0,
(2)
lim [ [le™' [2(z-+¢, b)—2(z, b)]—a(a)|dz = 0,
b-e

lionlf le~'[z(a, y+ &) —2z(a, y)]— B(y)lldy = 0.

Théoreme 1. Pour que la fonction z(z,y) soit de classe Ly(4), p > 1,
il faut et il suffit qu’il existe des fonctions oeL,(0, a), TeL,(0,b) et seL,(A)
telles que pour tous les (z,y)ed, (z°, y°)eC on ait

z v
@3) 2@,y =2(2°% 9+ [o(u)dut [t()dv+ [ [ s(u,v)dud.
20 O Azy
Les fonctions o, T et 8 sont définies univoquement et satisfont auz condsi-
tions

Hm [ e e(@ e, y+ )+ 2(@, y)—2(@ e, y)—
e 404 dooda

—2(®,y+0)]—8(x,y)|°dody=0,
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v
im ([ o' [2(z+ ¢, 9)—2(a, P]—o(@)— [a(z,v)dv|"dody = o,
€06 AR -4h o(x)

x

lim [f e [2(2, y+e)— 2@, y)]—v(9)— [#(u,y)du " dady =0,

(41 2y 07 5y hv)
b—e x
im [ e [2(2,y+e)—z2(@, )] —vy)— [ s(u, y)dn]"dy =0
e=+0+ g(z) k()

pour tout vel0, ad, tel que g(x) < b,

a—32 ll
lim f He“[z(aw_r &, Y)—2(z,y)]—oa(xr)— | 8(=, v)dvi!pdm =0
#=0+ hiu) ()

pour tout ye{0,b), tel que h(y) < a et

hmf e fela e, g(@)) — Ao, g(@))]|— o (2)[Pdo = o,

—>0+ 0

(5)

a—e
lim [ e elh(y), y+ ) —2(h(y), )| — v(¥) [Pdy = 0.
04§
Pour établir le théoréme 1 nous prouverons:
(a) que toute fonction zeL;(A4) est de la forme (3),
(b) que toute fonction z de la forme (3) satisfait 2ux conditions (4),
(e) que toute fonction z de la forme (3) satisfait aux conditions (5).
Démonstration de (a). Nous prouverons d’abord que
v
(*) f a(u)du = z(z, b)—2z(x°,b) pour x,2%0,a).
20
z4h
Posons P, () = h ' f z(u,b)du, he(0,a), Te0,a—h). Comme les

x
fonctions P, sont de classe C, on a P,(z)—Py(z°) = f Py (u)du
=h" f[z(u—{-h b)—z(u, b)]du pour 0 < z° <z < a, he(0,a—x). La

fonctlon z étant continue, on a hm(P,,(m)—P,.(a:°)) = z(x, b)—z(=°, b),

et, avec (2), hmh f[z(u+h b)—2z(u, b)]du _ja(u)du donc 1'égalité

(*) est vraie pour O 2° < ¢ < a. L'égalité (t) pour 0 <z <aw <a
en résulte par continuité.
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Des raisonnements semblables ménent aux égalités

v
[ B(@)dv = 2(a, y)—2(a,y®) pour y,y°c<0,b),

vO
ab

ff 8(u, v)dvdu = z(a, b)+ 2(w, y)—2(z,b)—2(a,y) pour (z,y)ed.
z vy

Done, pour tout (z,y), (z°, y°)ed on a

z v ald
z2(z,y) = 2(x°, y°) + fa(u)du+ fﬂ(v)dv+ ffs(u,v)dvdu—
z0 0 zy
4 a b
——f fs(uv,v)d'vdu
20 o0
b
et, pour démontrer (a), il suffit de poser o(z) = a(z)— fs(m, v)dv, T(y)
a 9(7)
= B(y)— [ #(u,y)du.
Aw)

Démonstration de (b). La premiére des égalités (4) résulte
de ce que l'on a, d’aprés (3), z(x+¢e,y+ 8)+ 2(x,y)—2(x+e, y)—2(x,

ZT+e Y+0

y+6)= [ [ s(u,v)dvdu et, comme seL,(4), im [} |[s(x,y—
T II 8,0—0-- Aa—e.b—a
Tte Y46

—(ed)™' [ 8(u,v)dvdu|"drdy = 0. Les autres égalités (4) se démon-
z v

trent de facon analogue.
Avant de prouver (¢) nous établirons le lemme suivant.
Lemme 1. Pour toute fonction réelle M (x,y), sommable sur A, on a

,]i?:e_l j ( H M(u, v)dudv)dz = 0.

Az+.g(x)

Démonstration du lemme 1. Désignons par w(e) le module de
continuité de la fonction g(x) sur ’intervalle (0, a) et posons M (z,y) = 0
en dehors de A. Pour établir le lemme 1 il suffit de prouver que

0 T4e
(3) lim [ (" [ A (w)du)do = 0,
e+ g z
ol
0() + (o)

| M(u,0)de pour wed0,ad,

Ae(®) = | olw
I 0 pour u >a.
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Comme Dintégrale [ f|M|dudv est absolument continue, on a
lim [ A(u)dn = 0 d’out () résulte moyennant l'inégalité
e—-04 0

 adu

|( -1 | x J(w)du)ds = & ’]( [ A, (@) do)du= e-'f( | 1, (@) do) du <Jz (2)dz.

Démonstration de (¢). Dans cette démonstration jf désigne toujours
une intégrale étendue 2 ’ensemble 4, ,, 4. Comme on a, en vertu de(3),
a—e 1
([ e sle+e, 9(@) — 2lo, g(@)] — o) da)”
]
U " = f a(u)du—a(m)” dm)” SE U He"fj 8dudv“ dm]

il suffit, pour établir la premiére des égalités (5), de prouver que

lims“"af_a{lffsdudv”"dm = 0.
0

&0+

Pour p = 1 cette égalité est une conséquence immmédiate du lemme 1,
Sip >1 on a, en vertu de l’inégalité do Holder,

f “ff‘"l“d”” do < 6"’f (/[ dudo)" ™" f [ 15" duav) dz
< a““s*‘of (/] llel” dudv)da.

La premiére des égalités (5) est ainsi établie. La démonstration de la
seconde est analogue.

§3. Les dérivées 0z/0m, 0z/0y, et 0°z/0z0y de la fonction zeL;(4)

Définition. Nous appellerons dérivées 0z |0z, 0|0y et 0% [0xdy de la fon-
ction zeLy(A), p = 1, les fonctions appartenant & L,(4) et satisfai sant aux
condsitons

im ([ [(e0) ' [2(@+e, ¥+ 8)+2(3, y)—z(@+e,Y) —2(@, Y+ 6)]—
e8>0+
S —0%(z, y)/0zdy| dzdy = 0,

[ e z(@+ &, y)—2(3, ¥)1— 92(x, y) /92| dady = 0,

l_‘o da—-eb

lim [f e t2(2, y+e)— 2(z, y)1— 92(z, y) [9y|" ddy = 0.

37 ”a b—e
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Du théoréme 1 résulte que toute fonction zeL;(4) admet des déri-
vées 0z/0x, 020y et 0%z/0xdy dans le sens précisé plus haut, définies d’une
maniére univoque(?), et que l'on a le théoréme suivant.

Théoréme 2. Pour toute fonetion zeL;(A), p =1, on a

x v

2(@,9) = 2(a°, 40+ [ o(wdut [ z(v)dv+ [ [ (0% (u,v)/dudv]dudy
o o

pour tout (v, y)ed, (x° y°)eC, et

Axy

w
0z(z, y)/0z = o(x)+ f [0%(z, v)/dwdv]dv,
o(r)
02(z,y) [0y = v(y)+ [ [0%(u, y)/oudy]dn
h(w)
presque partout dans A, o oeL,(0,a) et teL,(0,b) sont définies par
les conditions (5).

§ 4. Problémes de Cauchy et de Darboux pour I'équation (1)
dans la classe des fonctions Lj(4)

Hypotheses (H). On suppose donnée une fonction f(z,vy,z,p, q) @ va-
leurs dans E, définie pour (z,y)ed et z,p, qeE, pour tout (z,y)eA fixé
continue par rapport a z,p,q au 3ens de la norme dans E et mesurable
au gsens de Bochner sur Uensemble A pour z,p, qeE fixés quelconques, telle
que f(v,y,0,0,0)eL,(4), p = 1. On suppose encore données deuz fonc-
tions oeL,(0,a) et teL,(0,Db), et enfin un point (x°,y°)eC et un élément
2%¢ K.

Probleme (C—D). Déterminer une fonction zeL;(A), appelée solution
du probléme (C-D), satisfaisant a Uéquation (1) presque partout dans A
et vérifiant en méme temps les conditions

lim [ [e7[2(2+ e, g(2))— 2(a, g(@))| - o (@) |"de = 0,
e—+0+ g

(5)
im [ {|e~![s(h(y), ¥+ &) —2(h(w), Y)|— 7 (w)|"dy = 0
0+ g

et la condition

(6) 2(2% y°) = 2°.

(') Comme éléments de l'espace Ly(A4).
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Du théoréme sur I'unicité des solutions de classe Lj(4), dont la dé-
monstration sera donnée au § 8, et des théorémes connus sur l’existence
des solutions classiques de I’équation (1) résulte que si les fonctions o, t
et f sont continues et si f vérifie la condition de Osgood par rapport i z,
p et g, la solution du probléme (C-D) est une solution classique de 1’é-
quation (1) satisfaisant & la condition (6) et aux conditions

)z

@) = 0@ powr  set,a) et o (h(w),¥) = *()

pour yed0,b).

Pour a' = a, b’ = b on obtient alors une solution classique du probléme
de Cauchy, pour ¢ = h = 0 une solution classique du probléme de Dar-
boux.

§5. Le probleme (C—D) considéré comme probleme relatif au
point fixe d'une opération définie sur L,(4)

Admettons les hypothéses (H), Soit F une opération qui fait corres-
pondre & la fonction seL,(4) la fonction ¥, mesurable au sens de Bochner,
définie par la formule

Fs(z,y) = f(e,y,2°+ Ja(u)du+f (v)dv -+ ffs(u v)dudv, o(x)+

Azy
fs(m,v>dv,r<;u)+ fs(u,@ndu)
9(x) h()
presque partout dans A. Du théoréme 2 résulte le suivant:

Théoréme 3. Pour que la fonction z soit une solution du probléme (C-D),
il faut et il suffit que Von ait

z2(z,y) = 20+ fa(u ydu + f‘r(’v)d'v4— ffs(u v)dudv  pour (z,y)ed,

i Ay

oiv 8eL,(A) est le point fize de Uopération F.

§ 6. Application du théoréme du point fixe de Banach-Cacciopoli-
-Tikhonov au probléeme (C—D)

Théoréme 4. Admettons les hypothéses (H) et supposons-de plus que
la fonction f(z,y,z,D,q) satisfasse & la condition de Lipschitz

If(z,9,2,p,0)—f(®,9,2 ZyP,q)| < L- “(le—2l|+ llp —pll -+ llg — q”)’

L = const,
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pour tous les (x,y)ed et 2,p,q,%2,P,qeE. Dans ces conditions, le pro-
bléme (C-D) admet exactement une solution. Si les fonctions o(x), T(y) et
f(z,y,0,0,0) sont essentiellement bornées, il en est de méme des dérivées
0z [0z, 0z|0y et 0%2/0xdy de cette solution.
Démonstration. En vertu des théorémes 2 et 3 il suffit de prou-
ver:
(a) que l'opération F admet exactement un point fixe dans 1’espace
L,(4),
(b) que si o(x), r(y) et f(x,y,0,0,0) sont essentiellement bornées, ce
point fixe l’est également.
Ad (a). Dans l’espace L,(4) introduisons la norme (?)

1
i8]l = ma.xe"""””(ff li8 (u, v)n"dudv)’—’,
]

X gl
(-, u)e o

olt 4 est une constante positive assez grande pour que l’on ait
1 1

1 1 1
K, =L(a P40 74 (ab) P(pa) P)(pa) ? < 1.

Soit 8¢ L,(4). Supposons que I’on ait 8(z, y) = 0 en dehors de ’ensemble 4.
Alors

- x ¥ u
JIN| J 2@ 0at|" dude < [ [[ || [ s, 0)dt|*an| du <
ey h(v) o o e
L f | f | f le(t, v at| av] dn <
0 S0 o J

&
< @ [ (Isl)P e M du < o= (ph)~ e I ()P
0

Done
: T Wl
|“ 3('”’”)'1"!-‘: <a "(pd) "lsl;.
h(y)
De méme

4 . by L
| [ s, vranl, <b P(pa) *lall,

9(x)

(!) En introduisant une norme de ce genre nous avons suivi 'exemple de M. A.
Bielecki [1].
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par conséquent

v £
|‘{_,ff8(“, ’i.‘)dﬂd'ﬂl_!i = ”L({) [h(_!,;s(u, 'v)du] d'v}“‘l

(e R = ¥ il =2
<b Ppa) P|| [s(u,y)au||, < (ab) 7 (pd) *Js,.
h
On a 3

1Fs(, y)lle < |f(@,9,0,0,0)g+L-(|2*+ [o(wdut [z(v)dv
o vo

vy z
+ [f #(u, v)dudn| + o (@) [ 8(@, v)dv|+ @)+ [ 8w, y)dul),
dzy o(x) A(v)

donc la transformation F transforme 1’espace L,(4) en lui-méme. De
plus, on a

|F$,—F8yl|; < K,"||s,—s84, pour tout s,,8,el,(4),

d’ou il résulte, en tenant compte de l'inégalité K, < 1 et en vertu du
théoréme du point fixe de Banach-Cacciopoli-Tikhonov, que ’opération
F admet dans l’espace L,(A4) exactement un point fixe.

Ad (b). On établit 1a conclusion en faisant un raisonnement analogue
au précédent pour l’espace des fonctions essentiellement bornées sur
I’ensemble 4, muni de la norme

lIsll, = vraimaxe " “' ¥ ||g(z, y)|.
(z,v)eq

§ 7. Théoréme auxiliaire sur une inégalité intégrale

Théoreme 5. Soit x(8) une fonction continue et non décroissante pour
de(0, +o0), telle que x(0) =0, 0 < x(6) < L-(14-6), L = const, pour
6 >0, et

* du
@ fene

J u(u)

8i la fonction r(x,y), sommable dans le rectangle R = |(z,¥): 0 <z < a,
0 <y < b), satisfait presque partout dans R a UVinégalité

8) o0<r(z,y) < x(fzj!r(u,v)dvdu-{—fr(m,v)dvflr fr(u,y)du)

alors r(v,y) = 0 presque partout dans E.
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Pour les fonctions r(x, y) continues le théoréme 5, qui est alors une
des conséquences d’un théoréme de Walter [10], a été établi dans [5]
par Foias, Gussi et Poenaru et plus tard, dans [6], par I’auteur du pré-
sent travail. ‘

La démonstration du théoréme 5, que nous partagerons en plusicurs
lemnmes, comprend les étapes suivantes:

(2) la fonction r(x,y), qui satisfait & (8), est essentiellement bornée,

ce qui permet de définir la fonction R(f) = vrai max r(z, y),te(0,a+b>,
(z.v)eR,x t u<t
(b) r(x,y) < R(z +y) presque partout dans R,
¢

() 0 < R(t) < x((a-+2) [ R(r)dr) pour te(0,a--b), d’ou résulte que
0

R(t) = 0 et, avec (b), la démonstration sera ainsi achevée.

Les démonstrations analogues dans [5] et [6] sont beaucoup plus
courtes, car les étapes correspondantes (2) et (b) ne présentent zucune
difficulté lorsque les fonctions r(z, y) sont continues.

Lemme 2. 8i la fonction ry(z,y), continue dans le rectangle R, =
={(#,y):—h <z <a, —h <y < b}, satisfait a Vinégalité
x

v v z
(9) ry(z,y) gL-(1+ f ra(u, v)dvdu + fr,.(w,v)dv+ f r,,(u,y)du),
“h Y

~-h —h
ouw L = const >0, pour (x,y)eR,, alors
(10) (@, y) < ANETVEM 3 3L 1,  pour (z,y)eR.
Démonstration. L’inégalité (10) est vérifiée pour (z,y) =
= (—h, —h). Si elle ne 'était pas dans tout le rectangle R , il devrait
exister un (, 7)e R, tel que r,(Z, ) = Aer ¢+v+2h) et 7(z,y) < Ae"EHV+
pour ze{—h, %), ye{—h, y>. Mais alors, on aurait, & cause de (9),

z v
™wE,g) <L-(1+ [ [ 26" M dudu
-k —h

v ®
+ f}'el-(5+"+2h)dv+ fﬂ.e"‘“*'i‘*zh)du) < lea-(i+i+2h)_
~h -h

Lemme 3. Si la fonction ¢(z) est sommable sur (0,c¢>,¢c >0, et nulle
en dehors de (0,¢), on a

zZ+h u z u+h
| (f <p(t)dt)du — f(] @(t)dt) du
x [] —h u

pour tout x et tout h > 0.



Solutions généralisées du probléme de Cauchy-Darboux
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Lemme 4. Sous les hypothéses du théoréme 5, la fonction r(z,y) est
esgentiellement bornée dans le rectangle R.

Démonstration. 1° Comme x%(8) < L-(1-+ 4), on a
xz Yy v x
(11) 0 <7r(z,y) < L-(l-}-_” r(u, v)dvdun + fr(m,v)dv+fr(u,y)du)
00 (1] 0

presque partout dans R. Si 'on admet que r(z,y) = 0 en dehors de R,
Pinégalité (11) sera vérifiée presque partout dans tout le plan zy.

z+h yih
2° Prenons un h > 0 et posons 7, (z,y) = h~* [ [ r(u,v)dvdu. En
Ed v
tenant compte du lemme 3 et en s’appuyant sur le théoréme de Fubini

on constate, d’aprés (11), que 7, satisfait dans R, a 'inégalité (9). Donc,
en vertu du lemme 2, on a 7,(x,y) < 2" M pour (z,y)eR,.
3° Comme limr, (2, y) = r(x, y) presque partout, on a aussi r(z, y) <
h—0 |-

< 4" presque partout dans R.

Lemme 5. Sous les hypothéses du théoréme 5 posons

R(t) = vraimax r(z,y) pour te(0,a+b)
(z,v)eRxT+y<t

Alors r(z,y) < R(z+y) presque partout dans R.

Démonstration. 1° Pour tout te(0, a+b> et tout ensemble V C E
de mesure plane nulle, on a
(12) R(t) < sup (@, y)
(zv)eR-V, z4V<t
et, pour tout te(0, a - b, il existe un ensemble U, C R, de mesure plane
nulle, tel que
(13) R(t) = sup r(@yy).
(£, V)eR-Upz-+v<t
2° Des formules (12) et (13) il résulte que la fonction R(t) est non
décroissante.
3- Désignons par U la somme des ensembles U, pour tout te(0,a+b)

rationnel. L’ensemble U est de mesure nulle. Nous allons prouver que
(14) R(@t) =R % sup  r(z,y) pour tout te(0,a+b).
(e Ve -U,z--y<t

L'inégalité R(t) < E(t) étant manifeste d’apreés (12), il reste a prouver
que R(t) < R(t), c'est-a-dire que 7(z,y) < R(t) pour tout (z,y)eR-U,
tel que z+y < t. Dans ce but, considérons un nombre rationnel r satis-

Annales t. XIV, 1860 7
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faisant & I'inégalité 2+ y < v < t. Alors, comme U, C U,on a(z,y)eR—U,
et ¢+ vy < v, done, d’aprés (13), r(z, y) < R(z). Mais R(r) < R(t) puisque
T < t, done D’égalité (14) est démontrdée.
4° Posons
R(t) = sup r(z,y) pour te(0,a+b)>.
(T v)eR-U, z+y<t

Si 0<t<tie<alth, on a daprés (14), R(t) < R(t) < R(t+¢) et
par conséquent

(16)  R(t,) = R(t,) 8i t,e(0, a+ b)> est un point de continuité de R(t).

5° Désignons par S I’ensemble de tous les points (r,y)eR tels que
ty = ¢+y est un point de discontinuité de R(t). Comme R () est une
fonction non décroissante, 1’ensemble de ses points de discontinuité est
tout au plus dénombrable et, par conséquent, I’ensemble S est de mesure
plane nulle. En vertu de (15), 'inégalité r(x,y) < R(z+ y) a lieu pour
tous les points (z,y)eR— (U + 8) et le lemme 5 est ainsi démontré.

Lemme 6. Sous les hypothéses du théoréme 5 on a
t
(16) 0 < R() < x((a+ 2) [ B(r)dz) pour te(0,a+b).
0

Démonstration. En vertu du lemme 5 on a

v v B
’-r(w,'v)dv < fR(:H—v)dv < f R(t)dz,
0 0 0

z z U
fr(u,y)du < ‘ R(u+y)du < f R(r)dr

0 ]

et

v £ v z+y
fr(u,v)dvdu < ffR(u+ v)dvdu gmf R(x+v)dv <= f R(r)dr
0 00 o

0 1]

O"‘H

presque partout dans R. Done, comme la fonetion x(4) est non décrois-
sante, on a, d’aprés (8),

[]
0<r(z,y) < x((a+2)fR(1)dr)

pour presque tout (2, y)eR tel que z+y < t, ce qui est équivalent & 1’iné-
galité (16).
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Achévement de la démonstration du théoréme 5

1° En vertu des lemmes 5 et 6 il suffit de prouver que la fonction
continue R*(t) = x((a+2) f R(r)dx) est identiquement nulle dans lin-
tervalle (0,a-+b). .

2° D’aprés (16) on a, comme la fonction x(4) est non décroissante,
(17) 0 <R*(t) < x((a+2)fR‘(t)d1:) pour te(0, a+b).

0

3° Les formules (7) et (17) entrainent R*(¢) = 0. On peut le prouver
en faisant le méme calcul que dans le travail (6], p. 90, ou bien en appli-
quant & la fonetion ¢(t) = ft R*(r)dr le théoréme des inégalités diffé-
rentielles. ¥

§ 8. Application de la méthode de T. Wazewski pour prouver
la convergence des approximations successives

Theoréme 6. Admettons Uhypothése (H) et supposons de plus que la
fonction f(z,vy,z,p,q) satisfait a la condition de Osgood
(18) ”f(w7 Y92, Dy Q)_f(mv Y, E 1i’7 é)” < "(”z—‘%”‘f‘ Hp—i’”+ ”q—’q”)
pour tout (z,y)eA et 2,p,q,2,D, e E, oit %(d) est une fonction continue
et non décroissante pour He(0, +oo), telle que %(0) = 0, x(8) >0 pour
6 >0 et que

I'- du i
J xlu) )

Dans ces conditions le probléme (C—D) admet eractement une solution.
Si les fonctions o(z), t(y) et f(z,y,0,0,0) sont essentiellement bornées,
il en est de méme des dérivées 0z|0x, 0z[0y et 0%z[0xdy de cette solution. De
plus, pour toute fonction zyeLy(A), cette solution gobtient comme limite
de la suite des approzimations successives

5 .

(T, y) = 2°+ fo(u)du% J 7(v)dv -+
0 W0

¥ J.ff(“ y Oy 2y 1 (U, D)y 02,y (1, 0)[00, 0z,_,(u, v)/0v)dudv
o

uniformément comvergente sur Pensemble A. Les suiles des dérivées 0z,[0x,
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02,/0y et 0%z,[0x0y convergent vers les dérivées respectives de la solution
en moyenne d'ordre p et, en méme temps, presque partout sur Pensemble A.
Il résulte de I’hypothése (18) que, pour

L =x(1), n =[14|z—2|+llp—>l+ lg—q/]
on a

“f(x’ Yy2, D, Q)—f(m, Y, %yi’v 6)” <

ﬂwn . k
ﬂzlv,._lHf(w,y,z%-n(z—z),zhL (P— p),q+ C(a— q)l—

—f( 2,9, 2t 2 (z—z>,p+—<p P, q+——— G—a)) | <

1 . ; . : B .
< nx( = (lz =2+ |lp — pll+ IIq—qH)) < L-(1+|z—2]+llp—pl+lg—ql)

pour (z,y)ed et z,p,q,2,D,qeE quelconques. Par conséquent on a

19)  lf(z,y,2,p, 9l <|lf(z,9,0,0,0)[+L-(1+ 2|+ [[pll+ llgll)

pour (z,y)ed et 2,p,qeE quelconques, et 1'on peut admettre, sans
nuire & la généralité, que

(20) x(0) < L-(1+8) pour dec0, +o00).

Pour établir le théoréme 6, nous appliquerons a la transformation
F la méthode donnée sous forme abstraite par Wazewski [11]. Dans
notre cas, I’espace de Banach intervenant dans [11] sera L,(4) et ’espace
semi-ordonné correspondant sera I’espace des fonctions réelles de puissance
pi¢me gommable sur 4. La preuve du théoréme 6 que nous allons donner
peut étre lue indépendamment du travail [11].

Démonstration du théoréme 6.

1° L’opération F transforme l’espace L,(4) en lui-méme. Cela résulte
de l’inégalité (19).

2° L’opération F est continue dans l’espace L,(4). Pour le démontrer,
considérons une suite s,,n = 1,2, ..., de fonctions appartenant & L,(4),
de puissance piéme convergente en moyenne sur l’ensemble A vers s,.
De toute sous-suite s, on peut extraire une sous-suite 8y, convergente
vers la fonction 8, presque partout sur I’ensemble 4 et telle que la fonction
S(z,y) = sup (18,,, (m,u)” soit de puissance pi®Mme gommable sur l’en-

semble 4. La. foncmon flz,y,2,p,q) étant continue par rapport a =z,
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p et ¢, la suite lf’s,,mk converge presque partout sur ’ensemble A vers
F's, et il résulte de I'inégalité que la fonction 7'(z, y) = sup ||FS,‘m&(a7, )|
[

est de puissance pi¢me gommable sur ’ensemble 4. En vertu du théoréme

de Lebesgue sur l'intégration terme & terme, la suite Fs,,mk converge en

moyenne d’ordre p sur l’ensemble A4 vers Fs,. Donc, toute sous-suite

Fs,, dela suite Fs, contient une sous-suite Fs,,mk qui converge en moyenne

d’ordre p sur I’ensemble vers Fs, et, par conséquent, la suite F's, converge

en moyenne d’ordre p sur l’ensemble A vers Fs,.
3° On vérifie aisément, avec 1° et 2°, que pour prouver le théoréme 6

il suffit de montrer que pour tout couple de fonctions s,, 8,¢L,(4) les

suites de fonctions s, et s,, n = 0,1, ..., définies par les formules s,=

= Fs,_,, 3, = Fs, , ont les propriétés suivantes:

(a) il existe une fonction M non négative, de puissance pi¢me gommable
sur 4, telle que |s,(z,y)| < M(x,y) et [s.(z,y)| < M(z,y) presque
partout sur 4 pour n = 0,1,... et que, si les fonctions o(x), 7 (v),
f(z,y,0,0,0), 8,(z,y) ot 3,(x,y) sont essentiellement bornées, on
peut admettre pour M (x, y) une fonction essentiellement bornée et

(b) les suites s, et s, convergent presque partout sur 4 vers la méme
limite.
4° Construction de la fonction M (z,y) et démonstration de la pro-

priété 3°a. Posons

N(@,y) = [%o(z, )1+ [Ro(@, )|+ (2, 9, 0, 0, 0)[+
z v
+ Lo (L4 el + o @)+ e @+ | [ otwdu| + | [ (o)ad).
0 Y0

Par un raisonnement pareil & celui de la démonstration du théoréme 4,
on constate que l’équation

v
(21) M(z,y) = N(m,y)—{—L-(ff M(u,v)dudv+ [ M(z,v)do+
A o(7)
x
i f M (u, y) du  presque partout sur 4
M)
admet une solution M (z,y) de puissance piéme sommable sur A4 et non
négative et que, si o(z), t(y), f(¢,y,0,0,0), 8(z,y) et s,,(a;,-y) sont
essentiellement bornées, il en est de méme de M (z,y). En profitant de
'inégalité (19) nous prouvons par induction que [18a(zy W) < M(x,y)
et [3,(z, y)| < M(z,y) presque partout sur 4 pour n =1,2,...
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Nous établirons maintenant la propriété 3°b.
5 Pour (z,y)ed ot n =0,1,... posons 7,(z,y) = sup|s;(z,y)—
ti=n
—38;(w, y)||. Les fonctions r,(x,y) sont mesurables sur D et vérifient
l'inégalité 0 <r,(z,y) < 2M(z,y) presque partout sur 4, donc elles
sont sommables sur 4. Comme elles forment une suite non croissante,

il existe presque partout sur 4 une limite r(z, y) = limr,(x, y), qui est

n—o00

une fonction non négative et sommable sur 4. Pour établir la propriété
3°b, et par cela méme achever la démonstration du théoréme 6, il suffit
de prouver que r(z,y) = 0 presque partout sur 4.

6° D’aprés (18) on a, puisque la fonction x(J4) est monotone, pour
tout ¢,j = n,

18es1 (@ 9)— 8500 (@, Y| < 2 [ [ e (u, 0) =5 (x, v)l|dudo+

Azy
v | x
+ [ e, 0)—3;(@, o)lldo+ [l (u, y)—3(u, y)lldu) <
o(z) )

h(v)

v z
< x( ”‘rn(u,v)dudv+ fr,.(a:,v)dv+ frn(u, y)du)
Azy 9(z)
presque partout sur 4, d’ou 'on déduit, pour » = 0,1,...,

v r
a1 (@, y) < x( ffrn(u, v)dudv + f Ta(z, v)dv+ J ro(u, y)du)
(22) gy 9(2) iy

presque partout sur 4.

7° La fonction x(d) étant continue, I'inégalité (22) entraine, en vertu

du théoréme de Lebesgue sur l’intégration terme & terme, la suivante:
v x

r(z,y) < x(.i};{r(u, v)dudv+a(_£)r(a:, v)dv-{—h({)r(u, y)du) presque partout

sur 4. En admettant r(2, y) = 0 pour (z,y)eR—A4 nous en tirons 'in-
égalité (8), d’ou il s’ensuit que ’on a, en vertu du théoréme 5, »(z,y) = 0
presque partout sur 4, ce qui achéve la démonstration du théoréme 6.

§9. Les solutions du probléme (C—D) dépendent continuement
du second membre de 1’équation et des conditions aux limites

Théoréme 2. Soit E un espace de Banach séparable. Supposons donné
un nombre p, > 1. Soient 20, n = 0, 1, ..., une suite d’éléments de V'espace E,
o (@), Ta(Y) 6t fu(z,y,2,p,q),n =0,1,.., des suites de fonctions telles
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que, pour tout n = 0,1,..., les hypothéses (H) soient vérifides lorsque

P=1Dpy 2 =25, 0 =0,y T="Ty, f=7F.. Supposons encore que pour tout
= 05 15,3

(23) |Ifal®,4,2,0, ) —ful®, 9,2, P, @l < x(lz—21+p—pl+ llg—al))

pour tout (z,y)ed 6t z,p,q, 2,p, qeE, ot la fonction x, indépendante
de n, a les mémes propriétés que dans le cas du théoréme 6. Pour
tout n = 0,1, ... fizé, désignons par z,(z,y) la solution, dont Dexistence
et Punicité sont assurées par le théoréme 6, du probléme (C-D) pour 2° = z,,
O=0p, T=71, 6 f={f,.

a b
Sillh =2l = 0, [ llon(@)— ao(@)dz - 0, [z, (y)—7(w)|Pody — 0
0 0
ot

(24) ff fal@y Yy 2,2, Q) —Jfol2, Y, 2, D, q)"°dody — 0
4

pour z,p, qeE quelconques fizés, alors ||z,,—z,,||;,“ -0, o

7|+ Joeas ])‘“‘”’)’%'

Pour établir le théoreme 7, il suffit de prouver que toute suite crois-
sante de nombres naturels n,, n,, ... contient une sous-suite n, , npy,, ...
telle que Hz,.mk_zo“;,o — 0. La démonstration du théoréme 7 est ainsi ra-

menée 4 celle des deux lemmes suivants sous les hypothéses du théore-
me 7.

(25)  [lelly = max |lz(a y)ll+\|f“ ”

Lemme 7. Toute suite crotssante de nombres naturels n,, n,, ... contient
une 30U8-SUILE Ny s N,y ... lelle que
(i) pour z,p, qeE quelconques fixés on ait

fnmk(“” Y92,P,9) - folx,y,2,p,q) Presque partout sur 4

et

a b
(i) [ llon,, (@)= oo(@)["dz <27, [z, (y)—no(y)Pody <2 *™

et [ [ Ifun, (2:9,0,0,0)—ful@, 9, 0,0, 0)Podody < 2%
A

pour k =1,2,...
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Lemme 8. La conclusion dw théoréme T subsiste sous les hypothéses
supplémentaires suivantes:
(i) pour z,p,qecE quelconques fizés fu(x,y,2,0,9) - fo(@,9,2,P,q)
presque partout sur A,
et

b

(ii) [ lloa(@)— oo(@)Podz < 270, [ |z, (y)— ro(y)|ody < 2-™0 ot

0

[f fa(z,9,0,0,0)—fo(2,y,0,0,0)dsdy < 27" pour n =1,2,...
a4
Démonstration du lemme 7. Désignons par D un ensemble dé-
nombrable, dense dans E. D’aprés (24) il est possible, en appliquant la
méthode diagonale, de construire une sous-suite Ronyy Mgy -+ telle que
(i) ait lieu pour z,p,geD quelconques fixés. Soit ¢ C 4 un ensemble
de mesure nulle, tel que f,,mk(m, Ys2,D,q) = folw,9,2,p,q) pour tout
(@, y)ed—Q et z,p, ge D. D’aprés (23), fy,, (@, Y,%, 0, 9) > fol@, 9,2, P, 9)
pour tout (z,y)ed—Q et z, p, ge E. Nous avons ainsi construit une sous-
suite ayant la propriété (i) et il ne reste plus qu’a en extraire une sous-
suite ayant la propriété (ii).
Le lemme 8 sera démontré & 1’aide du théoréme 6. Dans ce but, dési-

gnons par E, 'espace de Banach des suites u = {u,}, o1 .5 UscE, telles
que |lu,—ullg = 0, muni de la norme |julg, = max |u,g.
n=01,...

Lemme 9. Sous les hypothéses du lemme 8, o(x) = {c,,(m)},.xo,, est

une fonction & valeurs dans E,, de puissance po™® sommable au sens de

Bochner sur Uintervalle (0, a).

Démonstration du lemme 9.

1° La fonction o(x) admet presque partout sur (0, a) ses valeurs
dans E,, puisque, d’aprés (ii), on a ||o,(9) — oy(2)|lz — O presque partout
sur <0, a).

2° La fonction o(z) est mesurable. L’espace E étant séparable, il en
est de méme de E,, donc, pour prouver que o(x) est mesurable, il suffit
de montrer que pour tout ueE, et tout r > 0 ’ensemble ¢ = [a::Ha(m)—
—ullg, <r| est mesurable. Soit u = |u,},_,,, .. Les fonctions g,(2)
étant mesurables, les ensembles ¢, = {x:||o, (%) — u,/lz <7} le sont aussi

et, par conséquent, 1’ensemble ¢ = () ¢, est mesurable.

n=0
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3° La fonction |o(2)|[z) est sommable. En effet, en s’appuyant sur
(ii) et sur l'inégalité de Minkowski, on obtient

( f o ) °dw)"° < [ (leo@z+ 3 llea(o)— 03 (@) der |

u 1
< ([ leo(@liedaf’® +1 < +oo.

Lemme 10. 8i lon remplace Uespace E par E, et st Uon admet p = p,,
alors, sous les hypothéses du lemme 8, les fonctions o(w) = {0, (2)}uo0s

t(y) = {Tn(,/)}n=o,1,,,, et fn(wa Y,2,p, ‘1) 4 {f (@y Yy 2ny Puy Qn)}n.‘o,l,...

e {zn}n=0,l,...’ 1 o {pn}nao,l,..d q = |qnln-os..,» salisfont auzx hypo-
théses du théoréme 6.

Démonstration du lemme 10. En vertu du lemme 9 on a g¢ L, (0, a)
On prouve de méme que teL, (0,d), {f(z,y,0,0,0)}eL, (4) et que,
pour z,p, qeE, quelconques fixés, la fonetion f(z,y,z,p,q) est mesu-
rable par rapport & (v, y). La condition de (Osgood (18) résulte de (28)
moyennant I’hypothése que la fonction x est non décroissante.

Démonstration du lemme 8.

1° Soit z(x,y) la solution (4 valeurs dans FE;), dont l'existence est
assurée par le théoréme 6 et le lemme 10, du probléme (C-D) pour 2° =
T {:zln 01,9 0’(.’1;‘) = {Uu(m)}n-OI 3 T(y) {Tn(y)}n=01 et f(w9 Y2,D, q)
= {fn(m7 Yy 2y Pus qn))nco,l ) olt 'on doit admettre que 2z = {zn)n=o L ogo
P ={Pnlu-va, ., et ¢= Iq,,],, o1, - Alors, 'unicité des solutions étant éta-
blie par le théoréme 6, on a 2(x, ¥) = {2,(%, ¥)la-o,,..., OU 2, (z, y) désigne,
pour » = 0,1, ... fixé, la solution (& valeurs dans E) du probléme (C-D)
pour z = z,, 6(z) = 0,(2), 7(y) = T (y) et f(x, 9,2, 0, q) = ful®,¥y,2,p, Q).

2° Comme z(z,y) = {2,(, ¥)}n0,, . admet ses valeurs dans E,, on
a pour tout (z,y)ed {2.(2z,y)—2(z, y)lg —» 0. Etant donné que 2(z, y)
est continue au sens de la norme dans E,, les fonctions z,(z, y),n = 0,1, ...
sont équicontinues au sens de la norme dans E. Donc max |z, (2, y)—

4

—2(2,y)llg = 0.
3° Comme 0z(z, y)/d.v = {02,(z, y)[0x},_,,, . est une fonction a valeurs

dans E,, de puissance pi°™¢ sommable sur 4, on a

102, (2, y) /02 — 0z4(x, y)/0y||: - O presque partout sur A
et

1020 (@, ¥)[07|lg < ||02(z, Y)/02||g, presque partout sur 4 pourn =0, 1,.
la fonction ||0z(=2, y) [0|[g0 étant sommable sur 4. Il en résulte, en vertu
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du théoréme de Lebesgue sur 'intégration terme a terme, que f f {02, 02 —
A

02,/0z|Podzdy — 0. On prouve de méme que

[ [ 1024 [0y — 02 [0y |IP dwdy ~ 0

A

o Jf 0%, |0z 0y — 0%z [0 0y|** dzdy — 0.
1

§ 10. Existence des solutions dans le cas ou f(z, y, 2, p, q) satisfait
a la condition de Osgood par rapport a p et q.
Le théoréme suivant généralise les résultats de Conti [3] et [4].

Théoreme 8. Soit E un espace @ n dimensions. Admettons Uhypothése
(H) et supposons de plus que la fonction f(z,y,z,p,q) satisfait a la

condition de Osgood

If(@y yy 2,0, 0)—f(@,9,2,D, Ol < x(llp—pll+ llg—qll)
pour tout (z,y)eA et z,p,q,p, qeE, ou la fonction x a les mémes pro-
priétés que dans le cas du théoréme 6, et a la condition

If(z,y,2,0,0) <lf(z,y,0,0,0)|+K-(1+|), K = const,

pour tout (x,y)eA et zeE. Dansg ces conditions il existe une solution du
probléme (C-D). St les fonctions o(x), t(y) et f(x,y,0,0,0) sont essentiel-
lement bornées, alors il existe une solution dont les dérivées 0z|0z, 0z/0y
et 0%2/0x0y sont aussi essentiellement bornées.

Démonstration.

1° De méme que dans le cas du théoreme 6, il existe une constante
L telle que l’inégalité (19) est vérifiée. Posons

N(‘v, y) = ”f(mv Y,0,0, O)"+L
-(1+uzu+ua(x)u+||r(y>u+||J{a(u)du1| +| {r(v)dvn)

et soit M (x,y) une fonction non négative, de puissance pi®me gommable
sur 4, satisfaisant &4 1’équation

M(z,y) = N(z,y)+L-
A [f M(u,v)dudv+ [ M(z,v)do+ [ M(u,y)du)
Ay 9(z) h(v)

presque partout sur 4.
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2° Désignons par C(4) l'espace de Banach de toutes les fonctions
2(x,y) a valeurs dans E, continues sur 4, muni de la norme |2|o =
= max |[2(z, ¥)|g. Soit W I’ensemble de toutes les fonctions z(x, y) appar-
a4

tenant a C(4) et satisfaisant sur 4 & Dl’inégalité

(W) 2@, 9z < [0ls+ | [ o(w)du, +

]
+|| f r(q))dvl'E+ ffM(u,v)dudw.
yo J-W'

Désignons encore par W, le sous-ensemble de l’ensemble W composé
de toutes les fonctions z(z,y) appartenant a L;(4) et satisfaisant aux
conditions (5), (6) et a l’inégalité

(W,) |0%2(u, v)/0udv|y < M(2,y) presque partout sur 4.

L’ensemble W est fermé et convexe dans l'espace C(4), W, C W et l'en-
semble W, est compact dans C(4) en vertu du théoréme 2 et du théoréme
d’Arzela.

3° En suivant ’exemple de Ciliberto [2], § 1, p. 17-19, nous défini-
rons sur l’ensemble W une opération T qui fait correspondre a la fonction
zeW la solution 2* = Tz du probléme (C-D) suivant:

0%"|0x0y = f(x,y,2(x, y), 02" |0z, 02 [dy) presque partout sur 4,

o

lim [ [[e![e*a+ ¢, g(@))— 2*(z, g(@))] — o(a)[Pdz = 0,
a—’0+")

b

tim [ [le"s*(h(y), y+ &) —2*(k(¥), 9)| — =(¥)[Pdy = 0,

a0+ g
2" (20, 97) = 2°.
En vertu des théorémes 6 et 7, 'opération T est définie univoquement
et continue sur W au sens de la norme || |ic-
4° En vertu du théoréme 6 on a ||Tz—z,/;, » 0, ou la norme || | est
définie par la formule (25), 2o(x,y) = 0 sur 4,
z Y
2y (@, y) = 2°+ fa(u)du—{— J T(v)dv+
0 W
+ [[ 5w, 0, 20, 0), 02, (u, 0) /0w, 020 _(u, v) [Bv)dudo.
d,_.”
En s’appuyant sur l'inégalité (19) et sur la définition de la fonction
M (z,y) on prouve aisément par induction que z,¢ W, pour » = 0,1, ...,
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d’otl1 il s’ensuit que Tze W,. Done T(W)C W, et, par conséquent, T (W)
est un ensemble compact dans l’espace C(4).

5° Comme l'opération T est continue sur I’ensemble W fermé et con-
vexe dans C(4), T(W)c W et T(W) est un ensemble compact dans
C(4), donc, en vertu d’un lemme de Mazur [8] (lemme sur le surensemble
fermé convexe minimal) et du théoréme du point fixe de Schauder [9],
il existe dans ’ensemble W un point fixe de ’opération 7.

6° Ce point fixe de l'opération T appartient & l’ensemble W, et il
“est une solution du probleme (C-D). Si les fonctions o(z), (y)
et f(x,y,0,0,0) sont essentiellement bornées, il en est de méme de la
fonction M (z, y) et il résulte de l'inégalité (W,) que les dérivées 9z/oz,
0z/0y et 0%z/0x0y de cette solution sont essentiellement bornées.

Remarque. Le théoréme 6 peut aussi étre démontré en appliquant
le théoréme de Schauder directement a ’opération F, mais la démon-
stration devient alors plus pénible.
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Streszczenie

W niniejszej pracy rozwazamy wprowadzone przez R. Contiego [3],
[4] rozwigzania o pochodnych sumowalnych zadan Cauchy’ego i Darboux
dla réwnania 0% /dzdy = f(z, vy, 2z, 02/0x, 0z/0y). Podajemy réwnowazng,
ale inng niz Conti definicje takich rozwiazan, co pozwala dokladniej
zanalizowa¢, w jakim sensie spelnione sg warunki graniczne. Zasadniczy
przebieg rozwazan jest podobny do przedstawionego w streszczeniu
pracy [7].

Pesome

B aroit pabote MBI pacmaTpuBaeMm peillleHus, BBegeHHue P. Hourn
[3], [4] ¢ cyMMOBanbHBIMM NMPOM3BOAHLIMH, OTHOCAIMMECA K 3afaye Hown
n Hap6y niAa ypaBHeHus 0%z/dzdy = f(z,y, z, 0z[0x, 02[0y). Mb mxaem
PaBHOCUIBHOE, HO MHOe, ueM KomuTH, onpeJeileHNe TaKuX peluenui, uto
II03BOJIAET TOYHEe IIPOAHATM3NPOBATh, B KAKOM CMBICJI€ BBITOJIHEHB!
rpaHuyHble yciaoBUA. I[TpUHUMNHMAIBLHBIE XOX pacCy:JXeHH MOXO0k Ha
peCcTaBlIeHHHIT B pe3wme palGotH [7].






